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ÎÏÒÈÌ²ÇÀÖ²ß ÍÀÄ²ÉÍÎÑÒ² Â ÐÎÑËÈÍÍÈÖÒÂ²

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó îïòèì³çàö³¿ ñòðóêòóðè ïîñ³âíèõ ïëîù ç óðàõóâàííÿì
ðèçèêó âòðàò óðîæàþ. Äëÿ ì³í³ì³çàö³¿ ðèçèêó çàïðîïîíîâàíî çàì³ñòü éìîâ³ðíîñò³
â³äìîâ, ÿêà øèðîêî âèêîðèñòîâóºòüñÿ â òåîð³¿ íàä³éíîñò³, îïòèì³çóâàòè áóôåðíó
éìîâ³ðí³ñòü â³äìîâ (bPOE). Íà â³äì³íó â³ä éìîâ³ðíîñò³ â³äìîâ, bPOE ìàº êðàù³ âëàñ-
òèâîñò³ — öÿ ì³ðà ðèçèêó º íåïåðåðâíîþ ôóíêö³ºþ, ÿêà âðàõîâóº âñ³ çíà÷åííÿ, ùî
ïîçèö³îíîâàí³ â õâîñò³ ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó âòðàò óðîæàþ.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: bPOE, ì³ðà ðèçèêó, îïòèì³çàö³ÿ, êâàíòèëü, õâ³ñò ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó,
ïîñ³âíà ïëîùà, ñ³ëüñüêîãîñïîäàðñüêà êóëüòóðà.

ÂÑÒÓÏ

Îäíèì ³ç íàïðÿì³â âèêîðèñòàííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîä³â ìîäåëþâàííÿ íàä³éíîñò³
òåõí³÷íèõ ñèñòåì º ïëàíóâàííÿ îïòèìàëüíî¿ ñòðàòåã³¿ òåõíîëîã³÷íîãî îáñëóãîâó-
âàííÿ âèðîáíè÷îãî îáëàäíàííÿ äëÿ çìåíøåííÿ ðèçèêó âèíèêíåííÿ àâàð³é. Ó [1]
äëÿ âèçíà÷åííÿ îïòèìàëüíîãî ãðàô³êà ïðîâåäåííÿ ïëàíîâî-ïîïåðåäæóâàëüíèõ ðå-
ìîíò³â âèêîðèñòîâóþòü ëèøå ³íôîðìàö³þ ïðî ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ òà äèñ-
ïåðñ³þ íåâ³äîìî¿ ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó â³äìîâ òåõíîëîã³÷íîãî îáëàäíàííÿ. Äëÿ
îö³íþâàííÿ ïàðàìåòð³â, ùî õàðàêòåðèçóþòü íàä³éí³ñòü îáëàäíàííÿ, âèêîðèñòîâó-
þòü ìåòîäè êëàñè÷íî¿ òåîð³¿ éìîâ³ðíîñòåé òà áàºñ³âñüêîãî ï³äõîäó [2].

Ó ðîñëèííèöòâ³ ÿê àíàëîã íàä³éíîñò³ òåõí³÷íèõ ñèñòåì ìîæíà âèêîðèñòî-
âóâàòè ðèçèê âòðàò (íåäîáîðó) óðîæàþ. Îäíèì ³ç íàïðÿì³â ì³í³ì³çàö³¿ ðèçèêó
â ðîñëèííèöòâ³ º îïòèì³çàö³ÿ ðîçïîä³ëåííÿ çàãàëüíî¿ ïîñ³âíî¿ ïëîù³ ï³ä ð³çí³
ãðóïè ñ³ëüñüêîãîñïîäàðñüêèõ êóëüòóð, ó ïðîöåñ³ ÿêî¿ ì³í³ì³çóþòü âòðàòè âðî-
æàþ âíàñë³äîê íåñïðèÿòëèâèõ ïîãîäíèõ óìîâ. Ó [3] çàïðîïîíîâàíî ìàòåìà-
òè÷íó ìîäåëü äëÿ îö³íþâàííÿ ðèçèêó âòðàò óðîæàþ, ÿêà áàçóºòüñÿ íà ï³äõîä³,
çàñòîñîâàíîìó â òåîð³¿ ïîðòôåëüíî¿ îïòèì³çàö³¿. Éîãî ñóòü ïîëÿãàº ó ìàê-
ñèì³çàö³¿ ñåðåäíüîãî î÷³êóâàííÿ ðåçóëüòàòó çà îáìåæåíü íà ðèçèê âòðàò.

Ó çàïðîïîíîâàí³é ðîáîò³ äëÿ ì³í³ì³çàö³¿ ðèçèêó âòðàò óðîæàþ çàì³ñòü òðà-
äèö³éíî¿ éìîâ³ðíîñò³ â³äìîâ âèêîðèñòàíî íîâó ì³ðó ðèçèêó — áóôåðíó éìî-
â³ðí³ñòü ïåðåâèùåííÿ (Buffered Probability of Exceedance (bPOE)) [4]. Öþ ì³ðó
ðèçèêó â [5] çàñòîñîâóâàëè äëÿ îïòèì³çàö³¿ íàä³éíîñò³ òåõí³÷íèõ ñèñòåì.
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1. Ï²ÄÕÎÄÈ ÄÎ ÌÎÄÅËÞÂÀÍÍß ÍÀÄ²ÉÍÎÑÒ²

Íåõàé X — âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ÿêà ìîäåëþº âòðàòè, à x — äåÿêå ïîðîãîâå
çíà÷åííÿ. ×àñòêà âòðàò, ùî ïåðåâèùóº öåé ïîð³ã, p X P X xx ( ) ( )� � — éìî-
â³ðí³ñòü â³äìîâè (Probability of Exceedance (POE)). Éìîâ³ðí³ñòü â³äìîâè º
òðàäèö³éíèì ïîêàçíèêîì íàä³éíîñò³. Àëå â ïðîöåñ³ îïòèì³çàö³¿ öüîãî ïîêàç-
íèêà âèíèêàþòü çíà÷í³ ìàòåìàòè÷í³ òðóäíîù³, çóìîâëåí³ òèì, ùî ôóíêö³ÿ
ðîçïîä³ëó âèïàäêîâî¿ çì³ííî¿ X íå º íåïåðåðâíîþ. Íåäîë³êîì ö³º¿ ì³ðè ðè-
çèêó òàêîæ º òå, ùî âîíà âðàõîâóº ò³ëüêè ì³í³ìàëüí³ çíà÷åííÿ âèïàäêîâî¿
âåëè÷èíè X , ùî ô³ãóðóþòü â õâîñò³ ¿¿ ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó. Âîäíî÷àñ öÿ ì³ðà
ðèçèêó íå âèêîðèñòîâóº ³íôîðìàö³¿ ïðî ìàêñèìàëüí³ çíà÷åííÿ, ÿêèõ âèïàä-
êîâà âåëè÷èíà X ìîæå íàáóâàòè ç äóæå ìàëîþ éìîâ³ðí³ñòþ. Äëÿ ïîäîëàííÿ
öèõ íåäîë³ê³â ó [6] áóëî âïåðøå çàïðîïîíîâàíî íîâó àëüòåðíàòèâíó ì³ðó
ðèçèêó — áóôåðíó éìîâ³ðí³ñòü â³äìîâè äëÿ âèïàäêó, êîëè ïîð³ã â³äìîâè
äîð³âíþº íóëþ. Öÿ ì³ðà ðèçèêó âðàõîâóº ñòóï³íü ïåðåâèùåííÿ ïîðîãà
â³äìîâè ³ º êîíñåðâàòèâí³øîþ çà éìîâ³ðí³ñòü â³äìîâè.

Íåõàé FX — êóìóëÿòèâíà ôóíêö³ÿ ðîçïîä³ëó âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè X ³ x � 0 —
ïîð³ã â³äìîâè. Òîä³ éìîâ³ðí³ñòü â³äìîâè âèçíà÷àþòü çà ôîðìóëîþ [6]

p X P X Ff X( ) ( )� � � �{ }0 1 0 .

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ôóíêö³ÿ ðîçïîä³ëó FX íåïåðåðâíà ò³ëüêè ñïðàâà.
Ó òî÷ö³, â ÿê³é ë³ì³ò ñïðàâà ïåðåâèùóº ë³ì³ò çë³âà, ìàòèìåìî ðîçðèâ ö³º¿
ôóíêö³¿. ²íàêøå êàæó÷è, â ö³é òî÷ö³ áóäå àòîì ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó FX [6–8].
Ó âèïàäêó, êîëè àòîì ðîçòàøîâàíèé ó òî÷ö³ X � 0, éìîâ³ðí³ñòü P X{ }� �0 0.

Äëÿ ô³êñîâàíîãî ÷èñëà p �( , )0 1 p-êâàíòèëü ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó FX âèçíà-
÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ [7]

q Xp ( ) � íàéìåíøå çíà÷åííÿ q òàêå, ùî F q pX ( ) � . (1)

ßêùî ôóíêö³ÿ FX íåïåðåðâíà ³ âñþäè çðîñòàëüíà íà ³íòåðâàë³ ( , )� � � , òî ¿¿

îáåðíåíà ôóíêö³ÿ F
X
-1 ³ñíóº ³ q X F pp X

( ) ( )� �1 . Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ôóíêö³ÿ

FX íå çàâæäè º çðîñòàëüíîþ. Ìîæóòü ³ñíóâàòè ³íòåðâàëè, íà ÿêèõ ¿¿ çíà÷åííÿ
íå çì³íþþòüñÿ. Âíàñë³äîê òîãî, ùî ôóíêö³ÿ FX íåïåðåðâíà ñïðàâà, áóäü-ÿêèé
ç öèõ ³íòåðâàë³â ìàº íàéìåíøå çíà÷åííÿ q. ßêùî ôóíêö³ÿ FX ìàº ðîçðèâ
ó òî÷ö³ q, òî âèêîíóþòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ F r pX ( ) � äëÿ r q� ³ F r pX ( )� äëÿ
r q� . Òîä³ çã³äíî ç (1) p-êâàíòèëü ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó FX áóäå q X qp ( ) � .
Ó öüîìó âèïàäêó âèíèêàþòü òðóäíîù³ ï³ä ÷àñ îïòèì³çàö³¿ éìîâ³ðíîñò³ â³äìîâè
p Xf ( ). Äëÿ ¿õíüîãî ïîäîëàííÿ íåîáõ³äíî ïåðåéòè â³ä êâàíòèëÿ q Xp ( ) äî ñó-
ïåðêâàíòèëÿ q Xp ( ), ÿêèé ìàº êðàù³ âëàñòèâîñò³ [6, 7].

Ó âèïàäêó, êîëè FX íå ìàº ðîçðèâ³â, ðîçïîä³ë p-õâîñòà º óìîâíèì ðîç-
ïîä³ëîì X , ÿêùî X q Xp� ( ). Îäíàê, ÿêùî q Xp ( ) º àòîìîì ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó
X , òî éìîâ³ðí³ñòü ³íòåðâàëó [ ( ), )q Xp � ìîæå ïåðåâèùóâàòè çíà÷åííÿ 1 � p.
Äëÿ óíèêíåííÿ öüîãî â [8] áóëî çàïðîïîíîâàíî ðîçä³ëèòè öåé àòîì òàê, ùîá
éìîâ³ðí³ñòü õâîñòà òî÷íî äîð³âíþâàëà 1 � p. Äî òîãî æ ðîçïîä³ë éìîâ³ðíîñòåé
âåðõíüîãî p-õâîñòà, p �( , )0 1 , âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè X âèçíà÷àºòüñÿ ÿê ðîçïîä³ë
éìîâ³ðíîñòåé íà ³íòåðâàë³ [ ( ), )q Xp � :

F q p
F q p q q X

q q X
X
p x p

p
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Ç âèêîðèñòàííÿì öüîãî ï³äõîäó â [7, 8] ñóïåðêâàíòèëü âèçíà÷åíî òàê:

q Xp ( ) � ñåðåäíº çíà÷åííÿ ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé âåðõíüîãî p-õâîñòà.

²ç âèçíà÷åííÿ q Xp ( ) ³ q Xp ( ) âèïëèâàº, ùî çàâæäè âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü
q X q Xp p( ) ( ) ³ q Xp ( ) º íåïåðåðâíîþ ôóíêö³ºþ â³ä p òàêîþ, ùî [6–8]

q X Xp ( ) sup� , ÿêùî p �1, ³ q X EXp ( ) � , ÿêùî p � 0.

Êð³ì òîãî, âèêîíóþòüñÿ íåð³âíîñò³

q X EXp ( ) � ³ q X q X Xp p( ) ( ) sup� � , ÿêùî 0 1� � � �p P X X{ }sup .

ßêùî P X X{ }� �sup 0, òî äëÿ p P X X� � �1 { }sup âèêîíóºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ

q X q X Xp p( ) ( ) sup� � .

Êîæíîìó çíà÷åííþ q EX X�( , sup ) â³äïîâ³äàº ò³ëüêè îäíå çíà÷åííÿ p òàêå,
ùî q X qp ( ) � .

Íåõàé ïîð³ã ôóíêö³îíàëüíî¿ â³äìîâè ñèñòåìè äîð³âíþº 0. Òîä³ áóôåðíà
éìîâ³ðí³ñòü â³äìîâè âèçíà÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ [6, 7]

p X

p q X EX X

X

EX

f

p

( )

, ( ) sup ,

, ,

,

�

� �  �



1 0 0

0 0

1

ÿêùî ³

ÿêùî

ÿêùî �

	



�

�
� 0.

Áóôåðíà éìîâ³ðí³ñòü â³äìîâ çàâæäè ïåðåâèùóº êëàñè÷íó éìîâ³ðí³ñòü â³äìîâ

p X p Xf f( ) ( )� .

Ó [4] çàïðîïîíîâàíî âèêîðèñòîâóâàòè áóôåðíó éìîâ³ðí³ñòü ïåðåâèùåííÿ
bPOE ÿê ì³ðó ðèçèêó, ùî óçàãàëüíþº áóôåðíó éìîâ³ðí³ñòü â³äìîâè ó âèïàäêó,
êîëè ïîð³ã ôóíêö³îíàëüíî¿ â³äìîâè ñèñòåìè ìîæå áóòè áóäü-ÿêèì ÷èñëîì (íå
ò³ëüêè 0). Âîíà ïîçíà÷àºòüñÿ bPOE X p Xx x( ) ( )� . Öþ ì³ðó ðèçèêó âèêîðèñòî-
âóâàëè ï³ä ÷àñ îïòèì³çàö³¿ íàä³éíîñò³ ñêëàäíî¿ òåõí³÷íî¿ ñèñòåìè â [5].

Ðîçãëÿíåìî éìîâ³ðí³ñòü P X q( )� , äå q çàäîâîëüíÿº óìîâó E X X q x( | )� � ,
òîáòî óìîâíå ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ äîð³âíþº çíà÷åííþ ïîðîãà x . ²ç ö³º¿
óìîâè âèïëèâàº, ùî q x� ³ P X q P X x( ) ( )� � � . Îòæå, öÿ ì³ðà ðèçèêó º êîíñåð-
âàòèâí³øîþ çà POE ³ ìàº «áóôåð áåçïåêè» ÿê ó ê³ëüêîñò³ âòðàò (x q� � 0), òàê ³
â éìîâ³ðíîñò³ ( ( ) ( )P X q P X x� � � � 0) [4].

Áóôåðíó éìîâ³ðí³ñòü ïåðåâèùåííÿ bPOE ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê îáåðíåíó
ñóïåðêâàíòèëüíó ôóíêö³þ, äëÿ ÿêî¿ º âçàºìîçàëåæí³ñòü ³ç êâàíòèëüíîþ
ôóíêö³ºþ. Êâàíòèëüíà ôóíêö³ÿ âèçíà÷àºòüñÿ ó òàêèé ñïîñ³á [9]:

Q p x F x pX X( ) min | ( )� �{ } äëÿ p �( , )0 1 .

Îòæå, Q pX ( ) º íàéìåíøèì çíà÷åííÿì x, äëÿ ÿêîãî âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü
P X x p{ }�  �1 . Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó êâàíòèëüíà ôóíêö³ÿ QX º êóñêîâî-íå-
ïåðåðâíîþ ³ ìîæå ìàòè êîíòèíóàëüíó ê³ëüê³ñòü ñòðèáê³â. ßêùî FX — íåïå-
ðåðâíà ³ ñòðîãî çðîñòàëüíà ôóíêö³ÿ, òî Q pX ( ) — ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ

F x pX ( ) � . Ó öüîìó âèïàäêó QX º îáåðíåíîþ äî FX ôóíêö³ºþ F
X
�1 íà ( , )0 1 .

Êð³ì êâàíòèëüíî¿ ôóíêö³¿ â [9] áóëî ââåäåíî ñóïåðêâàíòèëüíó ôóíêö³þ
ðîçïîä³ëó

Q pX ( ) � ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ âåðõíüîãî p-õâîñòà ðîçïîä³ëó X .
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Íà â³äì³íó â³ä êâàíòèëüíî¿ ôóíêö³¿, ÿêà ìîæå ìàòè ðîçðèâè, ñóïåðêâàíòèëüíà
ôóíêö³ÿ º íåïåðåðâíîþ.

Íåõàé X Q F XX X� ( ( )) — äîïîì³æíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà. Ôóíêö³ÿ ñó-

ïåððîçïîä³ëó FX ãåíåðóºòüñÿ ó òàêèé ñïîñ³á [9]:

F FX X� .

Òàêèì ÷èíîì, ôóíêö³ÿ ðîçïîä³ëó QX º îáåðíåíîþ äî ôóíêö³¿ ñóïåððîç-

ïîä³ëó FX . Ó [4] bPOE âèçíà÷àºòüñÿ ÷åðåç ôóíêö³þ ñóïåððîçïîä³ëó òàê:

bPOE X p X F xx x X( ) ( ) ( )� � �1 . Îòæå, ñóïåððîçïîä³ë âèçíà÷àºòüñÿ ÿê [4]

F x

x X

q x X EX x XX ( )

, sup ,

( ; ), sup ,�

�

� ��

1

0

1
ÿêùî

ÿêùî

³íàêøå,

	



�

�
�

à bPOE âèçíà÷àºòüñÿ ÿê [4]

bPOE X p X

x X

q x X EX xx x( ) ( )

, sup ,

( ; ), su� �

�

� � ��

0

1 1
ÿêùî

ÿêùî p ,

.

X

1 ³íàêøå

	



�

�
�

Ó ô³íàíñîâèõ çàñòîñóíêàõ çàì³ñòü òåðì³íà «êâàíòèëü q pX ( )» âèêîðèñòîâóþòü
òåðì³í «Value-at-Risk, VaR Xp ( )», à çàì³ñòü òåðì³íà «ñóïåðêâàíòèëü q pX ( )» —
òåðì³í «Conditional Value-at-Risk, CVaR Xp ( )». Ç îãëÿäó íà òå, ùî çàçíà÷åí³ òåðì³íè
º á³ëüø ïîøèðåíèìè, äàë³ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè îáèäâà âàð³àíòè öèõ òåðì³í³â.

2. ÂÈÊÎÐÈÑÒÀÍÍß bPOE ÄËß ÎÏÒÈÌ²ÇÀÖ²¯ ÐÎÇÏÎÄ²ËÅÍÍß
ÏÎÑ²ÂÍÎ¯ ÏËÎÙ² Ï²Ä ÎÇÈÌÈÉ ² ßÐÈÉ ß×Ì²ÍÜ

Ðîçãëÿíåìî çàñòîñóâàííÿ bPOE äëÿ âèçíà÷åííÿ îïòèìàëüíîãî ðîçïîä³ëåííÿ
çàãàëüíî¿ ïîñ³âíî¿ ïëîù³ ï³ä ð³çí³ ñ³ëüñüêîãîñïîäàðñüê³ êóëüòóðè.
Îïòèì³çàö³ÿ ðîçïîä³ëåííÿ ïîñ³âíèõ ïëîù º îäí³ºþ ³ç ñêëàäîâèõ ïðîáëåìè
ïðîäîâîëü÷î¿ áåçïåêè [10, 11]. Çîêðåìà, ðîçãëÿäàºòüñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî
ðîçïîä³ëåííÿ ïîñ³âíî¿ ïëîù³ â Îäåñüê³é îáëàñò³ ï³ä îçèìèé ³ ÿðèé ÿ÷ì³íü
äëÿ ì³í³ì³çàö³¿ âòðàò óðîæàþ âíàñë³äîê íåñïðèÿòëèâèõ ïîãîäíèõ óìîâ. Äëÿ
ðîçâ’ÿçàííÿ ö³º¿ çàäà÷³ â³ä Ãîëîâíîãî óïðàâë³ííÿ ñòàòèñòèêè â Îäåñüê³é îá-
ëàñò³ áóëî îòðèìàíî ³íôîðìàö³þ ïðî âðîæàéí³ñòü îçèìîãî òà ÿðîãî ÿ÷ìåíþ
ó êîæíîìó ç 26 ðàéîí³â ö³º¿ îáëàñò³ çà ïåð³îä ç 2005 ïî 2015 ð.

2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Â³äïîâ³äíî äî ìåòîäèêè Äåðæàâíî¿ ñëóæáè ñòà-
òèñòèêè âðîæàéí³ñòü ñ³ëüñüêîãîñïîäàðñüêî¿ êóëüòóðè âèçíà÷àºòüñÿ ÿê ñåðåäíº
çíà÷åííÿ âðîæàþ íà îäèíèöþ ïëîù³, ç ÿêî¿ ôàêòè÷íî ç³áðàëè âðîæàé. Îäíàê ó
öüîìó âèçíà÷åíí³ íå âðàõîâàíî òîé ôàêò, ùî âíàñë³äîê íåñïðèÿòëèâèõ ïîãîä-
íèõ óìîâ ïðîòÿãîì ïåð³îäó âåãåòàö³¿ íà äåÿê³é ÷àñòèí³ ïîñ³âíî¿ ïëîù³ ìîæå íå
áóòè ñõîæîñò³ ïîñ³â³â. Òîæ ó ö³é ðîáîò³ çàïðîïîíîâàíî âðîæàéí³ñòü ñ³ëüñüêî-
ãîñïîäàðñüêî¿ êóëüòóðè âèçíà÷àòè ÿê ñåðåäíº çíà÷åííÿ âðîæàþ íà îäèíèöþ
çàñ³ÿíî¿ ïëîù³.

Óâåäåìî ïîçíà÷åííÿ: I — ê³ëüê³ñòü ðàéîí³â Îäåñüêî¿ îáëàñò³; i — íîìåð
ðàéîíó, i I�1, ,� ; J — ê³ëüê³ñòü ðîçãëÿäóâàíèõ ðîê³â; j — íîìåð ðîêó,

j J�1, ,� ; uij
o , uij

y, uij
t — çíà÷åííÿ âðîæàéíîñò³ îçèìîãî ³ ÿðîãî ÿ÷ìåíþ, à òà-
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êîæ âñüîãî âðîæàþ öèõ êóëüòóð â i-ìó ðàéîí³ â j-ìó ðîö³ â³äïîâ³äíî. Ó ðîçãëÿ-

äóâàíîìó âèïàäêó I � 26, J �11. Íåõàé Sij
o ³ Sij

y — ïëîù³, çàñ³ÿí³ ï³ä îçèìèé ³

ÿðèé ÷ì³íü â i-ìó ðàéîí³ â j-ìó ðîö³, òîä³

u
u S u S

S S
ij
t ij

o
ij
o

ij
y

ij
y

ij
o

ij
y

�
�

�
.

Áóäåìî ââàæàòè, ùî âðîæàéí³ñòü îçèìîãî ÿ÷ìåíþ â Îäåñüê³é îáëàñò³ º âè-

ïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ �o , ÿêà íàáóâàº áóäü-ÿêîãî çíà÷åííÿ uij
o , i I�1, ,� ,

j J�1, ,� , ç éìîâ³ðí³ñòþ p
I J

�
�

1
; óðîæàéí³ñòü ÿðîãî ÿ÷ìåíþ — âèïàäêîâà

âåëè÷èíà � y, ÿêà íàáóâàº áóäü-ÿêîãî çíà÷åííÿ uij
y, i I�1, ,� , j J�1, ,� ,

ç éìîâ³ðí³ñòþ p ; ñóêóïíà âðîæàéí³ñòü îçèìîãî ³ ÿðîãî ÿ÷ìåíþ — âèïàäêîâà

âåëè÷èíà � t , ÿêà íàáóâàº áóäü-ÿêîãî çíà÷åííÿ uij
t , i I�1, ,� , j J�1, ,� , ç éìî-

â³ðí³ñòþ p. Ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè � t ñòàíîâèòü

b E
I J

ut
ij
t

j

J

i

I

� �
�

�
��
��[ ]�

1

11

22.035 ö/ãà ïîñ³âíî¿ ïëîù³.

ßêùî ð³çíèöÿ b t� � ïåðåâèùóº 0, òî áóäåìî ¿¿ íàçèâàòè «íåäîáîðîì óðî-

æàþ». Çàäà÷à ïîëÿãàº ó âèáîð³ òàêîãî ðîçïîä³ëåííÿ ïîñ³âíî¿ ïëîù³ ï³ä ÿðèé ³
îçèìèé ÿ÷ì³íü â Îäåñüê³é îáëàñò³, ó ðåçóëüòàò³ ÿêîãî ì³í³ì³çóºòüñÿ
éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî íåäîá³ð óðîæàþ ÿ÷ìåíþ ïåðåâèùèòü äåÿêå ïîðîãîâå
çíà÷åííÿ z.

2.2. Îïòèì³çàö³ÿ ðîçïîä³ëåííÿ ïîñ³âíî¿ ïëîù³ ï³ä îçèìèé ³ ÿðèé
ÿ÷ì³íü â Îäåñüê³é îáëàñò³. Íåõàé X — âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ÿêà ìîäåëþº íå-
äîá³ð óðîæàþ ÿ÷ìåíþ (îçèìîãî ³ ÿðîãî); y — ÷àñòêà ïîñ³âíî¿ ïëîù³, â³äâåäåíî¿
ï³ä îçèìèé ÿ÷ì³íü, ó çàãàëüí³é ïîñ³âí³é ïëîù³, 0 1 y . Â³äïîâ³äíî 1 � y —
÷àñòêà ïîñ³âíî¿ ïëîù³, â³äâåäåíî¿ ï³ä ÿðèé ÿ÷ì³íü. Çàëåæí³ñòü íåäîáîðó âðî-
æàþ ÿ÷ìåíþ X â³ä y áóäåìî íàçèâàòè ôóíêö³ºþ âòðàò ³ ïîçíà÷àòè X y( ). Ó
êëàñè÷í³é òåîð³¿ íàä³éíîñò³ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ðîçïîä³ëåííÿ ïîñ³âíî¿ ïëîù³
ï³ä îçèìèé ³ ÿðèé ÿ÷ì³íü ïîëÿãàº ó ì³í³ì³çàö³¿ éìîâ³ðíîñò³ òîãî, ùî íåäîá³ð
ñåðåäíüîãî âðîæàþ îçèìîãî ³ ÿðîãî ÿ÷ìåíþ ïåðåâèùèòü ïîðîãîâå çíà÷åííÿ z :

min ( )
0 1 

�
y

P X y z{ }. (2)

Ï³ä ÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ îïòèì³çàö³éíî¿ çàäà÷³ (2) âèíèêàþòü çíà÷í³ ìàòåìà-
òè÷í³ òðóäíîù³. Òîìó çàì³ñòü çàäà÷³ (2) áóäåìî ì³í³ì³çóâàòè bPOE:

min ( )
0 1 y

zbPOE X y . (3)

Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ îïòèì³çàö³éíî¿ çàäà÷³ (3) âèêîðèñòàíî ïàêåò ïðîãðàì
PSG, ðîçðîáëåíèé êîìïàí³ºþ American Optimal Decisions [12]. Ðåçóëüòàòè
îïòèì³çàö³¿ ïðîäåìîíñòðîâàíî íà ðèñ. 1. Âèáðàíî ïîðîãîâå çíà÷åííÿ
h � 10.385. Éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî íåäîá³ð óðîæàþ âñüîãî ÿ÷ìåíþ (îçèìîãî ³
ÿðîãî) ïåðåâèùóº öåé ïîð³ã äî ðîçâ’ÿçàííÿ îïòèì³çàö³éíî¿ çàäà÷³ (3), ñòàíî-
âèòü P X{ � 10.385} � 0.17.
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²ç óìîâè CVaR X q X h� �( ) ( )� � � 10.385 áóëî îá÷èñëåíî çíà÷åííÿ
� � 0.59511. Íîâå (áóôåðíå) ïîðîãîâå çíà÷åííÿ z q� �� 4.35 (äèâ. ðèñ. 1) áóëî
âèáðàíå òàêèì, ùîá âèêîíóâàëîñü ñï³ââ³äíîøåííÿ E X X[ | � 4.35] � 10.385.
Îòæå, çàì³ñòü êëàñè÷íî¿ çàäà÷³ îïòèì³çàö³¿ íàä³éíîñò³ (2) ðîçâ’ÿçóâàëàñü çàäà-
÷à áóôåðíî¿ îïòèì³çàö³ (3).

Îïòèìàëüíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (3) ñòàíîâèòü y �1. Òîáòî âèðîùóâàííÿ ÿðî-
ãî ÿ÷ìåíþ íà òåðèòîð³¿ Îäåñüêî¿ îáëàñò³ ïðèçâîäèòü äî ï³äâèùåííÿ ðèçèêó íå-
äîáîðó âðîæàþ ³ òîìó º íåäîö³ëüíèì. Ó ðåçóëüòàò³ îïòèì³çàö³¿ éìîâ³ðí³ñòü ïå-
ðåâèùåííÿ ïîðîãîâîãî çíà÷åííÿ h � 10.385 çìåíøèëàñü íà 19.97 % (ç 0.172 äî
0.138), à ñåðåäíº çíà÷åííÿ õâîñòà ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó âòðàò óðîæàþ çìåíøèëîñü
íà 19.71 % (ç 10.385 äî 8.338). Ôóíêö³ÿ ðîçïîä³ëó íåäîáîðó âðîæàþ ÿ÷ìåíþ
ï³ñëÿ îïòèì³çàö³¿ ïåðåòèíàº â³ñü îðäèíàò ó òî÷ö³ (0; 0.3172). Òàêèì ÷èíîì,
ó ðåçóëüòàò³ îïòèì³çàö³¿ ê³ëüê³ñòü âèïàäê³â íåäîáîðó âðîæàþ ÿ÷ìåíþ
çìåíøèëàñü ìàéæå íà òðåòèíó.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó ö³é ðîáîò³ äëÿ ì³í³ì³çàö³¿ ðèçèêó âòðàò óðîæàþ çàì³ñòü êëàñè÷íî¿
éìîâ³ðíîñò³ â³äìîâ âèêîðèñòàíî íîâó ì³ðó ðèçèêó Buffered Probability of
exceedance (bPOE). Éìîâ³ðí³ñòü ïåðåâèùåííÿ âèïàäêîâîþ çì³ííîþ X äåÿêîãî
ïîðîãîâîãî çíà÷åííÿ h, p X P X hh ( ) ( )� � , íå º äîñòàòíüî ³íôîðìàòèâíîþ
ì³ðîþ, îñê³ëüêè âîíà íå âðàõîâóº âàæëèâèõ ïîä³é (âåëè÷åçíèõ çáèòê³â), ÿê³
ìîæóòü â³äáóòèñÿ ç ì³çåðíîþ éìîâ³ðí³ñòþ. Âîäíî÷àñ bPOE, ÿêà âðàõîâóº ñå-
ðåäí³ âòðàòè, ùî ïåðåâèùóþòü ïîðîãîâå çíà÷åííÿ h (ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ
âåðõíüîãî õâîñòà ðîçïîä³ëó X ), º á³ëüø ³íôîðìàòèâíîþ ì³ðîþ ðèçèêó.
Ó ïðîöåñ³ âèêîðèñòàííÿ ö³º¿ ì³ðè ðèçèêó âèíèêàº ìîæëèâ³ñòü âèçíà÷àòè íå
ò³ëüêè îïòèì³ñòè÷íó õàðàêòåðèñòèêó õâîñòà ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó (ì³í³ìàëüí³
âòðàòè, ùî ïåðåâèùóþòü ïîð³ã h), à ³ ïåñèì³ñòè÷íó (âñ³ âòðàòè, ùî ïåðåâèùó-
þòü h). Êð³ì òîãî, âèêîðèñòàííÿ bPOE ÿê ì³ðè ðèçèêó äàº çìîãó ñóòòºâî
ñïðîñòèòè çàäà÷ó îïòèì³çàö³¿ íàä³éíîñò³.
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V.A. Pepelyaev, A.N. Golodnikov, N.A. Golodnikova
RELIABILITY OPTIMIZATION IN PLANT PRODUCTION

Abstract. We consider the problem of optimizing the structure of sown areas taking into
account the risk of crop losses. To minimize the risk, we propose to optimize the buffer
probability of failure (bPOE), instead of the probability of failure, which is widely used
in the theory of reliability. In contrast to the probability of failure, bPOE has more
attractive properties: this risk measure is a continuous function that takes into account all
the values located in the tail of the crop loss distribution function.

Keywords: bPOE, risk measure, optimization, quantile, the tail of the distribution
function, sown area, agricultural culture.
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