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Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî ³íòåðïîëÿö³éíó çàäà÷ó Åðì³òà â Åâêë³äîâîìó ïðîñòîð³ ó âèïàäêó,
êîëè çàäàíî çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ áàãàòüîõ çì³ííèõ òà çíà÷åííÿ ¿¿ äèôåðåíö³àë³â Ãàòî ïåðøî-
ãî òà äðóãîãî ïîðÿäêó ó âóçëàõ ³íòåðïîëÿö³¿. Ïîêàçàíî, ùî ïîñòàâëåíà çàäà÷à ó ñê³í÷åí-
íîâèì³ðíîìó Åâêë³äîâîìó ïðîñòîð³ ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê ì³í³ìàëüíî¿ íîðìè, ïîðîäæåíî¿
ñêàëÿðíèì äîáóòêîì ³ç Ãàóñîâîþ ì³ðîþ. Îäåðæàíî óìîâè ³íâàð³àíòíî¿ ðîçâ’ÿçóâàíîñò³ òà
ºäèíîñò³ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ³íòåðïîëÿö³éíèé ïîë³íîì Åðì³òà, äèôåðåíö³àë Ãàòî, Ã³ëüáåðò³â ïðîñò³ð,
Åâêë³ä³â ïðîñò³ð, ì³í³ìàëüíà íîðìà.

ÂÑÒÓÏ

²íòåðïîëÿö³ÿ ôóíêö³é áàãàòüîõ çì³ííèõ º âàæëèâîþ äëÿ òåîðåòè÷íèõ òà ïðè-

êëàäíèõ çàäà÷. Íà ïðàêòèö³ äîñèòü ÷àñòî òðàïëÿþòüñÿ âèïàäêè, êîëè áðàêóº

³íôîðìàö³¿ ïðî äîñë³äæóâàíèé îá’ºêò (÷è ïðîöåñ), òîáòî çàäà÷à º íåäîâèçíà-

÷åíîþ. Ó ö³é ñòàòò³ ðîçãëÿíóòî ðîçâ’ÿçàííÿ ³íòåðïîëÿö³éíî¿ çàäà÷³ Åðì³òà

â óìîâàõ íåäîâèçíà÷åíîñò³.

Ó ìîíîãðàô³ÿõ [1, 2] ïîáóäîâàíî îñíîâè òåîð³¿ ³íòåðïîëÿö³¿ îïåðàòîð³â

(ó çàãàëüíîìó âèïàäêó íåë³í³éíèõ): çíàéäåíî íåîáõ³äí³ òà äîñòàòí³ óìîâè ³ñíó-

âàííÿ ³íòåðïîëÿíò³â Ëàãðàíæà, Åðì³òà òà Åðì³òà–Á³ðêõîôà ó Ã³ëüáåðòîâîìó òà

âåêòîðíîìó ïðîñòîðàõ; ïîáóäîâàíî âñþ ìíîæèíó â³äïîâ³äíèõ ³íòåðïîëÿö³éíèõ

ïîë³íîì³â, çíàéäåíî ³íòåðïîëÿíò Ëàãðàíæà ì³í³ìàëüíî¿ íîðìè, ïîðîäæåíî¿ ñêà-

ëÿðíèì äîáóòêîì ³ç Ãàóñîâîþ ì³ðîþ [3]. Ó ðîáîò³ [4] ó Ã³ëüáåðòîâîìó ïðîñòîð³

äîâåäåíî òåîðåìó ïðî ³ñíóâàííÿ ³íòåðïîëÿö³éíîãî ïîë³íîìà Åðì³òà ì³í³ìàëüíî¿

íîðìè òà ïîêàçàíî, ùî â³í ìàº âëàñòèâ³ñòü àñèìïòîòè÷íîãî çáåðåæåííÿ

ïîë³íîì³â â³äïîâ³äíîãî ñòåïåíÿ òîä³, êîëè çàäàíî çíà÷åííÿ íåë³í³éíîãî îïåðàòî-

ðà ó âóçëàõ òà éîãî ïåðøèõ äèôåðåíö³àë³â Ãàòî â íèõ. Àíàëîã³÷íó çàäà÷ó

ó ñê³í÷åííîâèì³ðíîìó Åâêë³äîâîìó ïðîñòîð³ Ek ðîçãëÿíóòî ó [5] òà ïîêàçàíî,

ùî âîíà ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê ì³í³ìàëüíî¿ íîðìè â óìîâàõ íåäîâèçíà÷åíîñò³.

Âîäíî÷àñ öÿ çàäà÷à º ³íâàð³àíòíî ðîçâ’ÿçíîþ, òîáòî ìàº ðîçâ’ÿçîê äëÿ áóäü-ÿêèõ

çíà÷åíü îïåðàòîðà ó âóçëàõ òà çíà÷åíü éîãî ïåðøèõ äèôåðåíö³àë³â Ãàòî.

Öÿ ñòàòòÿ º ïðîäîâæåííÿì ðîáîòè [5].

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ïîáóäîâè ³íòåðïîëÿö³éíîãî ïîë³íîìà äëÿ ôóíêö³é áàãàòüîõ

çì³ííèõ ó ðàç³ âèêîðèñòàííÿ êëàñè÷íèõ ³íòåðïîëÿö³éíèõ ôîðìóë [6] ìîæíà çàñòî-

ñóâàòè òàêèé ï³äõ³ä: ñïî÷àòêó áóäóþòü ³íòåðïîëÿíò ñòåïåíÿ n çà îäí³ºþ çì³ííîþ,

à ðåøòó çì³ííèõ ô³êñóþòü, äàë³ ó öåé ñïîñ³á çàñòîñîâóþòü ³íòåðïîëÿö³éí³ ôîðìóëè

çà êîæíîþ çì³ííîþ. Â ðåçóëüòàò³ ó ïðîñòîð³ Ek îäåðæèìî ³íòåðïîëÿö³éíèé

ïîë³íîì ñòåïåíÿ k n . Äëÿ ºäèíîñò³ ðîçâ’ÿçêó º íåîáõ³äíèì âèêîíàííÿ óìîâè

m
n k

n k
�

�( )!

! !
, äå m — ê³ëüê³ñòü âóçë³â ³íòåðïîëÿö³¿. Ïðè öüîìó âèíèêàþòü ñêëàä-

íîù³ ï³ä ÷àñ ¿õíüîãî âèáîðó. Íà â³äì³íó â³ä êëàñè÷íèõ ³íòåðïîëÿö³éíèõ ôîðìóë [6]

³íòåðïîëÿíòè, ïîáóäîâàí³ â [1, 2, 4] ìàþòü ñòåï³íü n. Ó ðîáîòàõ [1, 2] ó Ã³ëüáåðòî-

âîìó ïðîñòîð³ ñòåï³íü ³íòåðïîëÿö³éíîãî ïîë³íîìà n òà ê³ëüê³ñòü âóçë³â m íå ïîâ’ÿ-

çàí³ ì³æ ñîáîþ, à â [5] çàçíà÷åíî, ùî ó âèïàäêó íåäîâèçíà÷åíîñò³ äëÿ ºäèíîñò³ ðîç-
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â’ÿçêó ïîòð³áíî âèêîíàííÿ íåð³âíîñò³ 2m
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ó ñê³í÷åííîâèì³ðíîìó Åâ-

êë³äîâîìó ïðîñòîð³ Ek .

Ó ö³é ñòàòò³ â óìîâàõ íåäîâèçíà÷åíîñò³ ðîçãëÿíóòî ³íòåðïîëÿö³éíó çàäà÷ó

Åðì³òà, êîëè çàäàíî çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ áàãàòüîõ çì³ííèõ òà çíà÷åííÿ ¿¿ äèôå-

ðåíö³àë³â Ãàòî ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäêó. Ïîêàçàíî, ùî ïîñòàâëåíà çàäà÷à

ó ñê³í÷åííîâèì³ðíîìó Åâêë³äîâîìó ïðîñòîð³ Ek ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê

ì³í³ìàëüíî¿ íîðìè ó ðàç³ âèêîíàííÿ íåð³âíîñò³ 3m
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. Ïðè öüîìó çàäà÷à

ìàº ðîçâ’ÿçîê äëÿ áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà ó âóçëàõ òà çíà÷åíü éîãî ïåðøèõ

òà äðóãèõ äèôåðåíö³àë³â Ãàòî, òîáòî º ³íâàð³àíòíî ðîçâ’ÿçíîþ. Íàâåäåìî äî-

ïîì³æí³ ðåçóëüòàòè, ÿê³ áóäóòü âèêîðèñòàí³ â ö³é ðîáîò³.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÒÀ ÐÎÇÂ’ßÇÀÍÍß ²ÍÒÅÐÏÎËßÖ²ÉÍÎ¯
ÇÀÄÀ×² ÅÐÌ²ÒÀ Ó Ã²ËÜÁÅÐÒÎÂÎÌÓ ÏÐÎÑÒÎÐ²

Íåõàé X Y, — Ã³ëüáåðòîâ³ ïðîñòîðè (X — ñåïàðàáåëüíèé), B — êîðåëÿö³éíèé

îïåðàòîð ì³ðè � íà X , Ker B � �, ì³ðà � ìàº ïåðøèé ìîìåíò, ùî äîð³âíþº

íóëþ, à äðóãèé º îáìåæåíèì, B u( , )� — êîðåëÿö³éíèé îïåðàòîð ö³º¿ ì³ðè â³ä-

ïîâ³äíî, ( , )� � — ñêàëÿðíèé äîáóòîê ó ïðîñòîð³ X . Óâåäåìî ìíîæèíó �n íåïå-
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Îïåðàòîð F X Y: � (ó çàãàëüíîìó âèïàäêó íåë³í³éíèé) çàäàíèé ñâî¿ìè

çíà÷åííÿìè F Bx j( ), j m�1, , òà çíà÷åííÿìè äèôåðåíö³àë³â Ãàòî

F Bx B Bi
j ji

i
j
i( ) ( ) ( )( ) � ��
1

, i k j� 0, , j m�1, ,

Bx j , B Xji
i� ( ) 	 , i k j� 0, , j m�1, .

Äëÿ îïåðàòîðà F x( ) ïîòð³áíî ïîáóäóâàòè òàêèé ïîë³íîì P xn n( ) 	� , ùî çàäî-

âîëüíÿº ³íòåðïîëÿö³éí³ óìîâè

P Bx B B F Bx B Bn
i

j ji
i

j
i i

j ji
i

j
i( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )� � � �� �

1 1
� , i k j� 0, , j m�1, . (1)

Íåõàé Z — ìàòðèöÿ, ðÿäêàìè ÿêî¿ º îðòîíîðìîâàí³ âëàñí³ âåêòîðè ñèìåò-

ðè÷íî¿ ìàòðèö³ H H hls
ij
ls

i k j kl s
� � � �| | | | | | | |

, , ,0 0
ç íóëüîâèì âëàñíèì ÷èñëîì

h g x xij
ls

i j

i j

B
l p

p

i

lp
i

s p

p

�




 
 
 

� �

�

� �
�

� � � �
� � �

1 1 1
� �

( )
,

1
01 1

j

sp
j

i j

�
�



�
�

�

�

�
�

� � � � � �

�

� � � �

( )

� �

,

g g Bu Bu Bu XB

p

n
p� � 	

�
�( , ) ( , ) , ,� � �

0

,

à H � — ïñåâäîîáåðíåíà ìàòðèöÿ Ìóðà–Ïåíðîóçà äî ìàòðèö³ H [7]. Ïîçíà÷èìî

�

�F F Bx B B B i kH
i

j ji
i

j
i

j
i

j i
m� � �{ }( ) ( ) ( ) ( )( ) , ,� � �

2 1 1
0 ,

92 ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2022, òîì 58, ¹ 3



�

�Q Q B x B B B i kH
i

j ji
i

j
i

j
i

j i
m� � �{ }( ) ( ) ( ) ( )( ) , ,� � �

2 1 1
0 ,

�

�

�

g g B x B xH

i

i
j

p

i

p jp
i

i

�




 

�

�



�
�

�

�

�
�

� � � �

�
� �

� �
� �

� �
1 1

1

,

0 1

0, ,i k j

j

m

�
�

�
�

��

�

�
�

�� �

,

� � � � �
�

� ��
� � � �

a b a bi

i

m

i i i
m

i i
m, , ,� � � �

1
1 1

{ } { } , � i Y	 , � i X	 .

Ó ðîáîòàõ [1, 2] äîâåäåíî òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ³ñíóâàííÿ ðîçâ’ÿçêó ³íòåðïîëÿö³éíî¿ çàäà÷³ Åðì³òà (1)

ó Ã³ëüáåðòîâîìó ïðîñòîð³ íåîáõ³äíèì ³ äîñòàòí³ì º âèêîíàííÿ óìîâè

ZFH

� �

� 0 . (2)

ßêùî óìîâà (2) âèêîíóºòüñÿ, òî ôîðìóëà

P x Q x F Q H g x Q xn H H H n( ) ( ) , ( ) , ( )� � � � � 	�
� � �

� , (3)

îïèñóº âñþ ìíîæèíó îïåðàòîðíèõ ïîë³íîì³â Åðì³òà n-ãî ñòåïåíÿ, ùî â³äïî-

â³äàþòü ³íòåðïîëÿö³éíèì óìîâàì (1).

Â [1] ïîêàçàíî, ùî óìîâà (2) åêâ³âàëåíòíà ð³âíîñò³
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Â îñòàíí³õ ôîðìóëàõ P P P n1 2, , 	� , L L L
k k k
( ) ( ), ,1 2 — ñèìåòðè÷í³ íåïåðåâí³

k-ë³í³éí³ îïåðàòîðí³ ôîðìè ïîë³íîì³â P1, P P2 , â³äïîâ³äíî, ( , )� � Y — ñêàëÿð-

íèé äîáóòîê â Y . Ïîçíà÷èìî �n
IH ìíîæèíó îïåðàòîðíèõ ³íòåðïîëÿö³éíèõ

ïîë³íîì³â n-ãî ñòåïåíÿ òèïó Åðì³òà. Ó [4] äîâåäåíî òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 2. Íåõàé âèêîíóºòüñÿ óìîâà (2), ki �1, i m�1, . Òîä³ ïîë³íîì

P x F H g xn H H
� �� � �( ) , ( )

� �
(5)

º ðîçâ’ÿçêîì åêñòðåìàëüíî¿ çàäà÷³

| | | | min | | | | ( , ) ,/P Q H F F Qn n H H n n
IH� �� � �� �� 	

� �
1 2 � , (6)

³ öåé ðîçâ’ÿçîê ºäèíèé. Òóò �� �� �
�
�

� �

a b

i

m

i i Y, ( , )

1

2

� � , � �i i Y, 	 ,
�

�a � ( , ,� �1 1

� , )� 2m ,
�

�b m� ( , , , )� � �1 2 2 .

Òåîðåìó 2 ìîæíà óçàãàëüíèòè íà âèïàäîê, êîëè ó âóçëàõ ³íòåðïîëÿö³¿ çàäà-

íî äèôåðåíö³àëè Ãàòî äî áóäü-ÿêîãî ïîðÿäêó.
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²íòåðïîëÿö³éíèé ïîë³íîì P xn ( ) áóäåìî íàçèâàòè ³íòåðïîëÿíòîì ì³í³ìàëü-

íî¿ íîðìè, ÿêùî â³í º ðîçâ’ÿçêîì åêñòðåìàëüíî¿ çàäà÷³ (6).

Çàäà÷ó ³íòåðïîëÿö³¿ íàçâåìî ³íâàð³àíòíî ðîçâ’ÿçíîþ, ÿêùî âîíà ìàº ðîçâ’ÿ-

çîê äëÿ áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü âåêòîðà
�

FH .

Ïåðåéäåìî äî âèêëàäó ðåçóëüòàò³â ö³º¿ ðîáîòè.

ÐÎÇÂ’ßÇÀÍÍß ²ÍÒÅÐÏÎËßÖ²ÉÍÎ¯ ÇÀÄÀ×² ÅÐÌ²ÒÀ Ó ÑÊ²Í×ÅÍÍÎÂÈÌ²ÐÍÎÌÓ
ÅÂÊË²ÄÎÂÎÌÓ ÏÐÎÑÒÎÐ² Ek

Íà ï³äñòàâ³ ðåçóëüòàò³â [3, 8] ñïðàâäæóºòüñÿ ð³âí³ñòü
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X

( , ) ( , )( , ) ( ) ( , ), , ,� � � � �� � 	� . (7)
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.

Òîä³ ð³âí³ñòü (7) ó öüîìó âèïàäêó ìîæíà çàïèñàòè ó òàêèé ñïîñ³á:

B u u d

Ek

( , ) ( , )( , ) ( )� � � � � �� ��
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��

��

��

��

� �� � �( )(u u uk k1 1 2 2 1 1 2 2� � � � � � �

� � �� �� � � � � � � �k k k kg g g d d d) ( ) ( ) ( )1 2 1 2

� � � � � �( ) ( , ) ( , )u u u u Iuk k1 1 2 2� � � � �� .
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Äîâåäåìî òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 3. Íåõàé ôóíêö³ÿ f E R: 2 1� çàäàíà ñâî¿ìè çíà÷åííÿìè f i( )� ,
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Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ðåçóëüòàòè òåîðåìè 3 ìîæíà óçàãàëüíèòè äëÿ ôóíêö³é áàãàòüîõ çì³ííèõ.
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Òåïåð ñôîðìóëþºìî óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè 3 äëÿ áàãàòîâèì³ðíîãî Åâêë³äî-
âîãî ïðîñòîðó Ek ó âèãëÿä³ òàêî¿ òåîðåìè.

Òåîðåìà 4. Íåõàé ôóíêö³ÿ f E Rk: � 1 çàäàíà ñâî¿ìè çíà÷åííÿìè f i( )� ,

i m�1, , òà çíà÷åííÿìè äèôåðåíö³àë³â Ãàòî f i i' ( )� 
1, f i i i
' ' ( )� 
 


2
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1
2 , i m�1, . ßêùî

âóçëè ³íòåðïîëÿö³¿ � i , i m�1, , òà íàïðÿìêè ïåðøèõ òà äðóãèõ äèôåðåíö³àë³â Ãàòî


i
1, 


i2
2 , 


i1
2 , i m�1, , ó (8) îáðàòè òàê, ùîá ñèñòåìà âåêòîð³â (21) áóëà ë³í³éíî íåçà-

ëåæíîþ, òî ³íòåðïîëÿö³éíà çàäà÷à Åðì³òà (8) äëÿ ôóíêö³¿ áàãàòüîõ çì³ííèõ

º ³íâàð³àíòíî ðîçâ’ÿçíîþ òà ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê ì³í³ìàëüíî¿ íîðìè (22) íà ïðî-

ñòîð³ �kn ó âèïàäêó, êîëè 3m p� , äå p — ðîçì³ðí³ñòü ïðîñòîðó �kn .
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Ðîçãëÿíåìî ðîçâ’ÿçîê ³íòåðïîëÿö³éíî¿ çàäà÷³ Åðì³òà (8) ó âèãëÿä³ ³íòåïîëÿíòà
ì³í³ìàëüíî¿ íîðìè (22) â Åâêë³äîâîìó ïðîñòîð³ Ek . Ïîäàìî éîãî ó âèãëÿä³
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Òåîðåìà 5. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 4. Òîä³ åëåìåíòè âåêòîðà
�

l ( )� , ùî âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëîþ (25), º ôóíäàìåíòàëüíèìè ïîë³íîìàìè ³íòåð-

ïîëÿö³éíî¿ çàäà÷³ Åðì³òà (8) ó ñê³í÷åííîâèì³ðíîìó Åâêë³äîâîìó ïðîñòîð³ Ek .
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ë³íîìàìè ³íòåðïîëÿö³éíî¿ çàäà÷³ Åðì³òà (8) ó ïðîñòîð³ Ek , òîáòî äëÿ éîãî åëå-

ìåíò³â âèêîíóþòüñÿ òàê³ ð³âíîñò³:
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äå 
ik — ñèìâîë Êðîíåêåðà.
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Îòæå, ð³âí³ñòü (28) âèêîíóºòüñÿ. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ 1. Ðåçóëüòàòè ö³º¿ ðîáîòè ìîæíà ïåðåíåñòè íà ³íòåðïîëÿö³éíó çà-

äà÷ó Åðì³òà–Á³ðêõîôà, òîáòî íà âèïàäîê, êîëè â óìîâàõ (8) çíà÷åííÿ äåÿêèõ äèôå-

ðåíö³àë³â Ãàòî ïåðøîãî ÷è äðóãîãî ïîðÿäêó ó âóçëàõ ³íòåðïîëÿö³¿ â³äñóòí³. Äëÿ

òîãî, ùîá ïîáóäóâàòè ðîçâ’ÿçîê ö³º¿ çàäà÷³, ïîòð³áíî ó ìàòðèö³ H âèêðåñëèòè ò³

ðÿäêè òà ñòîâáö³, ùî â³äïîâ³äàþòü äèôåðåíö³àëàì Ãàòî, ïðîïóùåíèì â óìîâàõ (8).

Äëÿ âåêòîð³â, íàÿâíèõ ó ôîðìóë³ (22), âèêîíóºìî àíàëîã³÷í³ âèêëàäêè: âèêðåñ-

ëþºìî ç íèõ ò³ åëåìåíòè, ùî â³äïîâ³äàþòü ïðîïóùåíèì äèôåðåíö³àëàì.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Îäåðæàíî óìîâè ³íâàð³àíòíî¿ ðîçâ’ÿçóâàíîñò³ ³íòåðïîëÿö³éíî¿ çàäà÷³ Åðì³òà

ó ñê³í÷åííîâèì³ðíîìó Åâêë³äîâîìó ïðîñòîð³ Ek ó âèïàäêó, êîëè çàäàíî çíà-

÷åííÿ ôóíêö³¿ òà ¿¿ äèôåðåíö³àë³â Ãàòî ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäê³â ó öèõ

âóçëàõ. Ïîêàçàíî, âîíà ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê ì³í³ìàëüíî¿ íîðìè, ïîðîäæåíî¿

ñêàëÿðíèì äîáóòêîì ³ç Ãàóñîâîþ ì³ðîþ ó âèïàäêó íåäîâèçíà÷åíîñò³ âèõ³äíèõ

äàíèõ. Äîâåäåíî, ùî ôóíäàìåíòàëüí³ ïîë³íîìè ³íòåðïîëÿö³éíî¿ çàäà÷³ Åð-

ì³òà (8) âõîäÿòü äî ñêëàäó ³íòåðïîëÿíòà ì³í³ìàëüíî¿ íîðìè (22).
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O.F. Kashpur
HERMITE INTERPOLATION POLYNOMIAL FOR MANY-VARIABLE FUNCTIONS

Abstract. In this paper we consider solving of the Hermite interpolation problem in Euclidean
space, in the case whetr the values of the many-variable function and the values of its Gateaux
differential of the first and second order at the interpolation nodes are given. It is shown that
the problem has a unique solution of minimum norm generated by a scalar product with
a Gaussian measure. The conditions of invariant solvability and uniqueness of the solution of
the problem are obtained.

Keywords: Hermit interpolation polynomial, Gateaux differential, Hilbert space, Euclidean
space, minimum norm.
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