
ÓÄÊ 519.837

Ë.Â. ÁÀÐÀÍÎÂÑÜÊÀ
Íàâ÷àëüíî-íàóêîâèé ³íñòèòóò ïðèêëàäíîãî ñèñòåìíîãî àíàë³çó ÊÏ²
³ìåí³ ²ãîðÿ Ñ³êîðñüêîãî, Êè¿â, Óêðà¿íà,
e-mail: lesia@baranovsky.org

ÇÀÄÀ×À ÏÅÐÅÑË²ÄÓÂÀÍÍß ÄËß ÄÐÎÁÎÂÈÕ
ÄÈÔÅÐÅÍÖ²ÀËÜÍÈÕ ÑÈÑÒÅÌ Ç ×ÈÑÒÈÌ ÇÀÏ²ÇÍÞÂÀÍÍßÌ

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ïåðåñë³äóâàííÿ äëÿ ë³í³éíèõ äðîáîâèõ äèôåðåíö³àëüíèõ
ñèñòåì ç ÷èñòèì çàï³çíþâàííÿì. Ðîçðîáëåíî ñõåìó ìåòîäó ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é äëÿ
öèõ êîíôë³êòíî-êåðîâàíèõ ïðîöåñ³â ç âèêîðèñòàííÿì íîâ³òíüîãî ïðåäñòàâëåííÿ ôîðìóëè
Êîø³. Ñôîðìóëüîâàíî äîñòàòí³ óìîâè çàâåðøåííÿ ãðè òà ìåòîäèêó ïðàêòè÷íîãî
çíàõîäæåííÿ ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: êîíôë³êòíî-êåðîâàíèé ïðîöåñ, äèôåðåíö³àëüí³ ³ãðè, äèôåðåíö³àëüí³ ³ãðè
ç äðîáîâèìè ïîõ³äíèìè, ³ãðè ïåðåñë³äóâàííÿ, òåîð³ÿ ³ãîð.

ÂÑÒÓÏ

Çã³äíî ç Ð. Àéçåêñîì [1] ìåòîäè äîñë³äæåííÿ êîíôë³êòíî-êåðîâàíèõ ïðîöåñ³â
ìîæíà ðîçä³ëèòè íà äâà òèïè. Äî ïåðøîãî òèïó íàëåæàòü ìåòîäè ïîáóäîâè
îïòèìàëüíèõ ñòðàòåã³é ãðàâö³â ñòîñîâíî çàäàíîãî êðèòåð³þ. Êîæåí ç íèõ ïî-
â’ÿçàíèé ç äèíàì³÷íèì ïðîãðàìóâàííÿì, à ñàìå ç àëüòåðíàòèâàìè Êðàñîâ-
ñüêîãî [2, 3], ³ç çâîðîòíèìè ïðîöåäóðàìè Ïîíòðÿã³íà–Ïøåíè÷íîãî [4],
³ç ìåòîäîì Àéçåêñà, ÿêèé ñòîñóºòüñÿ îñíîâíîãî ð³âíÿííÿ òåîð³¿ äèíàì³÷íèõ
³ãîð — ð³âíÿííÿ òèïó Ãàì³ëüòîíà–ßêîá³.

Äðóãèé òèï ìåòîä³â äîñë³äæåííÿ çàáåçïå÷óº ãàðàíòîâàíèé ðåçóëüòàò
äèôåðåíö³àëüíî¿ ãðè. Â íèõ íå ñòàâèòüñÿ ïèòàííÿ îïòèìàëüíîñò³, à ãîëîâíèì
çàâäàííÿì º äîñÿãíåííÿ ö³ë³, òîáòî âèãðàøó â ³ãð³, ùî º ïðèðîäí³øèì. Äî öèõ
ìåòîä³â íàëåæàòü ïðàâèëî åêñòðåìàëüíîãî ïðèö³ëþâàííÿ Êðàñîâñüêîãî [2],
ïåðøèé ïðÿìèé ìåòîä Ïîíòðÿã³íà [5] ³ ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é
×èêð³ÿ [6]. Ö³ ìåòîäè ´ðóíòóþòüñÿ íà â³äîìèõ ³íæåíåðàì-ïðîºêòóâàëüíèêàì
ðàêåòíî¿ òà êîñì³÷íî¿ òåõí³êè ìåòîäàõ ïîãîííî¿ êðèâî¿ Eéëåðà, ïåðåñë³äóâàííÿ
çà ïðîìåíåì ³ ïàðàëåëüíîãî ïåðåñë³äóâàííÿ.

Ó ö³é ðîáîò³ âèêîðèñòîâóºòüñÿ ñàìå ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é, ÿêèé
º òåîðåòè÷íèì îá´ðóíòóâàííÿì ìåòîäó ïàðàëåëüíîãî ïåðåñë³äóâàííÿ. Êëþ÷îâó
ðîëü òóò â³ä³ãðàþòü îáåðíåí³ ôóíêö³îíàëè Ì³íêîâñüêîãî [7, 8], çà äîïîìîãîþ
ÿêèõ óòâîðþþòüñÿ áàãàòîçíà÷í³ ñïåö³àëüí³ â³äîáðàæåííÿ ³ â³äïîâ³äí³
ðîçâ’ÿçóâàëüí³ ôóíêö³¿. Çàçâè÷àé ðîçâ’ÿçóâàëüí³ ôóíêö³¿ òåõí³÷íî âèçíà÷àþòüñÿ
ç ïåâíèõ êâàäðàòíèõ ð³âíÿíü, òîìó òàêà òåõí³êà âèÿâèëàñü çðó÷íèì
³ óí³âåðñàëüíèì çàñîáîì ðîçâ’ÿçóâàííÿ êîíêðåòíèõ çàäà÷.

Ñèñòåìà, îïèñàíà ð³âíÿííÿìè ç äðîáîâèìè ïîõ³äíèìè [9], º îäíèì ³ç âèä³â
ñèñòåì, ÿê³ çà Á³ðêãîôîì íå º äèíàì³÷íèìè, îñê³ëüêè íå â³äïîâ³äàþòü âëàñòèâîñò³
íàï³âãðóïè. Öÿ îñîáëèâ³ñòü º ³ñòîòíîþ ïåðåøêîäîþ äëÿ ðîçâèòêó óìîâ
îïòèìàëüíîñò³. Îäíàê òàê³ ïðîöåñè ìîæíà âèâ÷àòè çà ïðèíöèïîì ãàðàíòîâàíîãî
ðåçóëüòàòó [6]. Ðîáîòà Åéäåëüìàíà–×èêð³ÿ [10], íà íàøó äóìêó, º îäí³ºþ
ç ïåðøèõ, â ÿê³é àíàë³çóâàëèñÿ ³ãðîâ³ çàäà÷³ äëÿ ñèñòåì ç äðîáîâèìè ïîõ³äíèìè.
¥ðóíòîâí³ø³ äîñë³äæåííÿ ×èêð³ÿ–Åéäåëüìàíà [11] ì³ñòÿòü äîñòàòí³ óìîâè äëÿ
ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ ïåðåñë³äóâàííÿ äëÿ ñèñòåì ç äðîáîâèìè ïîõ³äíèìè
äîâ³ëüíîãî ïîðÿäêó � �, ( , )� 0 1 . Ïðè öüîìó ðîçãëÿíóòî ñèñòåìè ç äðîáîâèìè
ïîõ³äíèìè Ð³ìàíà–Ë³óâ³ëëÿ òà ç ðåãóëÿðèçîâàíèìè ïîõ³äíèìè Äæðáà-
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øÿíà–Íåðñåñÿíà. Âèêîðèñòîâóþ÷è àñèìïòîòè÷í³ ôîðìóëè Äæðáàøÿíà äëÿ
ôóíêö³é Ì³òòàã-Ëåôôëåðà (Mittag–Leffler) [12], îòðèìàíî äîñòàòí³ óìîâè
çàâåðøåííÿ ãðè äëÿ ïðîñòî¿ ìàòðè÷íî¿ ñèñòåìè. Ó ×èêð³ÿ–Åéäåëüìàíà [12] ö³ ðå-
çóëüòàòè îòðèìàíî äëÿ ñèñòåì äîâ³ëüíîãî ïîðÿäêó � ïîõ³äíèõ Ð³ìàíà–Ë³óâ³ëëÿ.
Êëþ÷îâó ðîëü ó öüîìó äîñë³äæåíí³ â³ä³ãðàþòü óçàãàëüíåí³ ìàòðè÷í³ ôóíêö³¿
Ì³òòàã-Ëåôôëåðà, âïåðøå ââåäåí³ ó ×èêð³ÿ–Åéäåëüìàíà [13].

Äèôåðåíö³àëüí³ ³ãðè äëÿ ñèñòåì ç äðîáîâèìè ïîõ³äíèìè Ð³ìàíà–Ë³óâ³ëëÿ,
Êàïóòî, à òàêîæ ç ïîñë³äîâíèìè ïîõ³äíèìè äîñë³äæåíî ó ðîáîò³ [14]. Íàâåäåíî
ðîçâ’ÿçêè òàêèõ ñèñòåì ³ç çàñòîñóâàííÿì óçàãàëüíåíèõ ìàòðè÷íèõ ôóíêö³é
Ì³òòàã-Ëåôôëåðà. Âèêîðèñòàííÿ àñèìïòîòè÷íèõ ïðåäñòàâëåíü öèõ ôóíêö³é
ñòîñîâíî ìåòîäó ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é äàëî çìîãó ñôîðìóëþâàòè äîñòàòí³
óìîâè ðîçâ’ÿçóâàíîñò³ â³äïîâ³äíèõ ³ãðîâèõ çàäà÷.

Äîñë³äæåííÿ äðîáîâèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ç çàï³çíþâàííÿì çóìîâëåíî
÷èñëåííèìè îïèñàìè ïðîöåñ³â ó ìåõàí³÷íèõ ³ òåõí³÷íèõ ñèñòåìàõ. Òàê³ ñèñòåìè
÷àñòî âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ìîäåëþâàííÿ ÿâèù ó íàóêîâî-òåõí³÷íèõ çàäà÷àõ. Ö³
ìîäåë³ çàñòîñîâóþòüñÿ â òåîð³¿ êåðóâàííÿ, êîìï’þòåðí³é ³íæåíåð³¿, â’ÿçêîïðóæíèõ
ñèñòåìàõ, äèôóç³éíèõ ïðîöåñàõ, äëÿ àíàë³çó ñèãíàë³â, âèìóøåíèõ êîëèâàëüíèõ
ïðîöåñ³â, ìîäåëþâàíí³ çàõâîðþâàíü òà äèíàì³ö³ ïîïóëÿö³¿, â ãàëóç³ á³îëîã³¿.

Ó 2003 ð. Õóñà¿íîâ ³ Øóêë³í, à òàêîæ PospÇsil íàâåëè êîðèñí³ ïðåäñòàâëåí-
íÿ çàï³çíþâàëüíèõ åêñïîíåíö³àëüíèõ ìàòðè÷íèõ ôóíêö³é, ÿê³ âèêîðèñòîâóþòü
äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ’ÿçê³â ë³í³éíèõ àâòîíîìíèõ ñèñòåì ³ç çàï³çíþâàííÿì ç êî-
ìóòàòèâíèìè ³ íåêîìóòàòèâíèìè ìàòðèöÿìè [15–17]. Íà îñíîâ³ ïðåäñòàâëåíèõ
àíàëîã³â ôîðìóëè Êîø³ äëÿ êîíôë³êòíî-êåðîâàíèõ ïðîöåñ³â, ÿê³ îïèñóþòüñÿ äè-
ôåðåíö³àëüíî-ð³çíèöåâèìè ñèñòåìàìè, áóëî çíàéäåíî äîñòàòí³ óìîâè äëÿ ðîç-
â’ÿçóâàííÿ ³ãîð çáëèæåííÿ ó ðîáîòàõ [18–23]. Ìîäèô³êàö³ÿ ìåòîäó ðîçâ’çóâàëü-
íèõ ôóíêö³é äëÿ äèôåðåíö³àëüíî-ð³çíèöåâèõ ³ãîð çáëèæåííÿ ñàì-íà-ñàì ³ äëÿ
ãðóïè ïåðåñë³äóâà÷³â òà îäíîãî âò³êà÷à ïðåäñòàâëåíî ó ðîáîòàõ [24, 25]. Â îñíî-
âó ìåòîäó ðîçâ’çóâàëüíèõ ôóíêö³é ïîêëàäåíî óìîâó Ïîíòðÿã³íà, ÿêà â³äîáðàæàº
ïåðåâàãó â ðåñóðñàõ êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷à íàä âò³êà÷åì. Àëå öÿ óìîâà ìîæå
íå âèêîíóâàòèñÿ äëÿ òàêèõ çàäà÷, íàïðèêëàä, ÿê çàäà÷³ ïðî ì’ÿêó çóñòð³÷
îá’ºêò³â, çàäà÷³ ïåðåñë³äóâàííÿ äëÿ êîëèâàëüíèõ ïðîöåñ³â ³ ñèñòåì ç ð³çíîþ
³íåðö³éí³ñòþ òîùî. Äëÿ òàêèõ âèïàäê³â ðîçðîáëåíî ìîäèô³êàö³þ óìîâè Ïîí-
òðÿã³íà ó ðîáîò³ [26] òà äîñë³äæåíî ³ãðè ³ç çàï³çíþâàííÿì ³íôîðìàö³¿ â ðîáîòàõ
[27–30]. ²ãðè çáëèæåííÿ ó ðàç³ â³äìîâè êåðóâàëüíèõ ïðèñòðî¿â ðîçãëÿíóòî â ðî-
áîòàõ [31–33].

Íàðàç³ áóëî ïðåäñòàâëåíî ðîçâ’ÿçîê ë³í³éíèõ äðîáîâèõ äèôåðåíö³àëüíèõ
ð³âíÿíü ³ç çàï³çíþâàííÿì. Ó 2017 ð. Li òà Wang [34], âèêîðèñòîâóþ÷è
çàï³çíþâàëüí³ ìàòðèö³ Ì³òòàã-Ëåôôëåðà, ïðåäñòàâèëè ðîçâ’ÿçîê ë³í³éíèõ
îäíîð³äíèõ äðîáîâèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ñèñòåì ç îäíèì çàï³çíþâàííÿì
ç ïîðÿäêîì � �( , )0 1 . Ó 2018 ð. âîíè îòðèìàëè ðîçâ’ÿçîê ë³í³éíèõ íåîäíîð³äíèõ
äðîáîâèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ñèñòåì [35]. Ó òîìó æ ðîö³ Liang òà ³íø³ [36]
îòðèìàëè ðîçâ’ÿçîê ë³í³éíî¿ îäíîð³äíî¿ äðîáîâî¿ äèôåðåíö³àëüíî¿ ñèñòåìè
ç îäíèì çàï³çíþâàííÿì ç ÷ëåíîì, ÿêèé ì³ñòèòü äðóã³ ïîõ³äí³ Êàïóòî ç ïîðÿäêîì
� �( , )0 1 . Ó 2019 ð. Ìàõìóäîâ [37] ðîçøèðèâ ö³ ðåçóëüòàòè ³ íàäàâ ÿâí³ ðîç-
â’ÿçêè, ââîäÿ÷è â³äñòðî÷åíå çáóðåííÿ äâîïàðàìåòðè÷íî¿ ìàòðè÷íî¿ ôóíêö³¿ òèïó
Ì³òòàã-Ëåôôëåðà. Ó 2020 ð. Ãóñåéíîâ ³ Ìàõìóäîâ [38] ðîçøèðèëè ðåçóëüòàòè
Ìàõìóäîâà ³ îòðèìàëè ÿâí³ ðîçâ’ÿçêè, ââîäÿ÷è çàï³çíþâàëüíå çáóðåííÿ
ó âèãëÿä³ ìàòðè÷íî¿ ôóíêö³¿ òðèïàðàìåòðè÷íîãî òèïó Ì³òòàã-Ëåôôëåðà.
Ó 2021 ð. Liu òà ³íø³ [39] íàäàëè òî÷í³ ðîçâ’ÿçêè äëÿ íåîäíîð³äíîãî äðîáîâîãî
ð³âíÿííÿ êîëèâàíü ç ÷èñòèì çàï³çíþâàííÿì øëÿõîì ïîáóäîâè äâîõ ôóíêö³é,
îòðèìàíèõ óíàñë³äîê ðîçøèðåííÿ ôóíêö³¿ Ì³òòàã-Ëåôôëåðà.
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Ó 2021 ð. ó ðîáîò³ Elshenhab òà Wang [40] óâåäåíî íîâó çàï³çíþâàëüíó
ìàòðèöþ òèïó Ì³òòàã-Ëåôôëåðà ç äâîìà çàï³çíþâàëüíèìè ìàòðèöÿìè Liu. Öå
äàëî çìîãó âïåðøå ïðåäñòàâèòè ðîçâ’ÿçîê äëÿ ë³í³éíèõ äðîáîâèõ ñèñòåì
ç äåê³ëüêîìà çàï³çíþâàííÿìè ³ç çàäàíèìè êîìóòàòèâíèìè ³ íåêîìóòàòèâíèìè
ìàòðèöÿìè. Ñàìå îñòàíí³ çäîáóòêè ïðåäñòàâëåííÿ àíàëîã³â ôîðìóëè Êîø³
ôîðìóþòü îñíîâó öüîãî äîñë³äæåííÿ.
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Àíàëîã³÷íî âèçíà÷àþòü �U . Â³äîáðàæåííÿ, ÿêå ä³º ç �
n â �V , íàçâåìî

ïðîãðàìíîþ ñòðàòåã³ºþ âò³êà÷à, à ¿¿ êîíêðåòíó ðåàë³çàö³þ — ïðîãðàìíèì
êåðóâàííÿì. Ï³ä ÷àñ ãðè âò³êà÷ âèêîðèñòîâóº ïðîãðàìíå êåðóâàííÿ �( )� ��V .

Êîíòðêåðóâàííÿì âò³êà÷à íàçâåìî ôóíêö³þ u t u z t t t( ) ( ( ), , ( )),� � �0 0� , òàêó, ùî

êîëè �( )� ��V , òî u U( )� �� . Êîíòðêåðóâàííÿ ïðèçíà÷àºòüñÿ ñòðîáîñêîï³÷íîþ
ñòðàòåã³ºþ Õàéºêà [41].

Îñîáëèâ³ñòþ ñõåìè ìåòîäó ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é º âèêîðèñòàííÿ ïå-
ðåä³ñòîð³¿ êåðóâàííÿ ñóïðîòèâíèêà äëÿ ïîáóäîâè êåðóâàííÿ ãðàâöÿ. Çàçíà÷èìî,
ùî öÿ ³íôîðìàö³ÿ ïîòð³áíà ëèøå äî ïåâíîãî ìîìåíòó ïåðåìèêàííÿ, ÿêèé â³äîê-
ðåìëþº «àêòèâíèé» ÷àñîâèé ³íòåðâàë â³ä «ïàñèâíîãî» ãðè. ßêùî ãðà â³äáó-
âàºòüñÿ íà ³íòåðâàë³ [ , ]0 T , òî ââàæàòèìåìî, ùî ïåðåñë³äóâà÷ âèáèðàº êåðóâàííÿ
ó âèãëÿä³

u t
u z t t t t

u z t t t
( )

( ( ), , ( )), [ , ];

( ( ), , ( )),

*�
� �

� �
1

0

2
0

0�

� [ , ],*t T

�
�
�

��
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äå [ , )*0 t — àêòèâíèé ÷àñîâèé ³íòåðâàë, [ , ]*t T — ïàñèâíèé, t t* * ( ( ))� �� —
ìîìåíò ïåðåìèêàííÿ ç îäíîãî çàêîíó âèáîðó êîíòðêåðóâàííÿ íà ³íøèé, ÿêèé
çàëåæèòü â³ä ïåðåä³ñòîð³¿ êåðóâàííÿ âò³êà÷à. Íà ïåðøîìó ³íòåðâàë³ çàä³ÿíî
áåçïîñåðåäíüî ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é [6], íà äðóãîìó — ïåðøèé
ïðÿìèé ìåòîä Ïîíòðÿã³íà [5].

Îòæå, â ö³ëîìó êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷à áóäóºìî ó âèãëÿä³ u t( ) �

� � �u z t t( ( ), , ( ))0 � , t � 0 , äå � � �t Vs s t( ) { ( ): [ , ], ( ) }� � � � �0 � , ïðè÷îìó u U( )� �� .

Ó öüîìó ðàç³ ãîâîðÿòü ïðî âèêîðèñòàííÿ êâàç³ñòðàòåã³é [3].
Çà òàêèõ ïðèïóùåíü, ñòàâøè íà á³ê ïåðåñë³äóâà÷à, çíàéäåìî äîñòàòí³ óìîâè

íà ïàðàìåòðè ïðîöåñó (1) äëÿ ïðèâåäåííÿ òðàºêòîð³¿ íà òåðì³íàëüíó
ìíîæèíó (2) çà äåÿêèé ãàðàíòîâàíèé ÷àñ (ëîêàëüíà çàäà÷à çáëèæåííÿ).

ÐÎÇÂ’ßÇÎÊ ÄÐÎÁÎÂÈÕ Ë²Í²ÉÍÈÕ ÑÈÑÒÅÌ Ç ×ÈÑÒÈÌ ÇÀÏ²ÇÍÞÂÀÍÍßÌ

Îçíà÷åííÿ 1 [40]. Äâîïàðàìåòðè÷íà ôóíêö³ÿ Ì³òòàã-Ëåôôëåðà âèçíà÷àºòüñÿ
çà ôîðìóëîþ

E z
z

k
z

k

k

� �
� �

� �, ( )
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, , ,�
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� �
�
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�
�0

0 � .

Çîêðåìà, ÿêùî � �1, òî

E z E z
z

k
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Îçíà÷åííÿ 2 [40]. Çàï³çíþâàëüí³ ìàòðè÷í³ ôóíêö³¿ òèïó Ì³òòàã-Ëåôôëåðà
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äå �, E — íóëüîâà òà îäèíè÷íà n n� -ìàòðèö³ â³äïîâ³äíî, � —
ãàììà–ôóíêö³ÿ, k � 0 1 2, , ...

Îçíà÷åííÿ 3 [40]. Íåõàé z h n: [ , )� � 
 � — ôóíêö³ÿ ïîðÿäêó � �( , )1 2 . Òîä³

äðîáîâà ïîõ³äíà Êàïóòî äëÿ z âèçíà÷àºòüñÿ òàêèì ÷èíîì:

( )( )
( )

( )

( )
,C

t

D z t
z s

t s
ds t

0 1
0

1

2
0

�
�

�

		

�
�

��
�

���
.

Ëåìà 1 [40]. Ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè (1) çàäàºòüñÿ ôîðìóëîþ

z t

t h t

A t h A t hh h
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�
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( ( ), ( )) , .u s s ds t
t

�
0

0� �

�

�

�
��

�

�
�
�

ÑÕÅÌÀ ÌÅÒÎÄÓ ÐÎÇÂ’ßÇÓÂÀËÜÍÈÕ ÔÓÍÊÖ²É

Íåõàé � — îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîºêòóâàííÿ ç �
n â L. Ðîçãëÿíåìî

áàãàòîçíà÷í³ â³äîáðàæåííÿ

W t A t f U W t W th

V

( , ) ( ( ) ) ( , ), ( ) ( , ),� � � ��
�

�

� �
�

� � .

Ó âèïàäêó, êîëè êîíôë³êòíî-êåðîâàíèé ïðîöåñ º ë³í³éíèì, òîáòî
f u u( , )� �� � ,

W t A t U A t Vh h( ) ( ( ) ) * ( ( ) ), ,� � ��
�

�
�

� � ,

äå * îçíà÷àº ãåîìåòðè÷íó ð³çíèöþ Ì³íêîâñüêîãî [6].
Ðîçãëÿíåìî óìîâó Ïîíòðÿã³íà: â³äîáðàæåííÿ W t( ) �� äëÿ âñ³õ t � 0 .
Îñê³ëüêè óíàñë³äîê ïðèïóùåíü íà ïàðàìåòðè ïðîöåñó (1) òà ïðåäñòàâëåííÿ

ôóíêö³¿ �h At, ( )�
� áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ W t( , )� íåïåðåðâíå íà ìíîæèí³

[ , )0 �� �V , à ó ðàç³ âèêîíàííÿ óìîâè Ïîíòðÿã³íà åôåêòèâíà ìíîæèíà
dom W t( ) [ ; )� ��0 , â³äîáðàæåííÿ W t( ) íàï³âíåïåðåðâíå çâåðõó, à îòæå, Áîðåëåâå
³ çàìêíåíîçíà÷íå.

Çã³äíî ç òåîðåìîþ ïðî âèì³ðíèé âèá³ð [42] ³ñíóº õî÷à á îäèí Áîðåë³â
ñåëåêòîð g t g t W t t( ), ( ) ( ),� � 0 . Ïîçíà÷èìî G g g t W t t� � � �{ ( ): ( ) ( ), }0 ñóêóï-
í³ñòü Áîðåëåâèõ ñåëåêòîð³â áàãàòîçíà÷íîãî â³äîáðàæåííÿ W t( ) . Çàô³êñóºìî
äåÿêèé åëåìåíò g G( )� � ³ ïîêëàäåìî
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� � � � � ��
�

�
�( , ( ), ( )) [ ( ( ) ) ( ) ( ( ) ), ,t A t h A t hh h� � � � � � 	� �0 ( )]0 �

(3)

� � � �
�� �� ��

�A A t h s s ds g s dshh

t
� , ( ( ) ) ( ) ( ) .2

0

0

Ðîçãëÿíåìî ôóíêö³þ

� � � � � ��( , , ( ), , , ( )) ( ( , (( , ) ( )t s m g m tW t h s g t h s� � � �� � � � � � �), ( )))g

äëÿ t s V g G m M z n� � � � � � �0, , ( ) , ,� � .

Ïîêëàâøè � � � � � �( , , ( ), , ( )) max ( , , ( ), , , ( ))t s g t s m g
m M

� � � � �
�

, îòðèìàºìî ð³âí³ñòü

� � � � �( , , ( ), , ( )) ( , , )t s g t s� � � �

= sup{ : [ ( , ) ( )]� �� � � � � � �0 W t h s g t h s (4)

� � � � ��� � �[ ( , ( ), ( ))] }M t g .

Ôóíêö³þ (4) íàçâåìî ðîçâ’ÿçóâàëüíîþ. Çâ³äñè âèïëèâàº òâåðäæåííÿ: äëÿ òîãî,
ùîá ôóíêö³ÿ � �( , , )t s M� äîð³âíþâàëà �� òîòîæíî ïî s t V� �[ , ],0 � ,
íåîáõ³äíî ³ äîñòàòíüî, ùîá � �( , ( ), ( ))t g M� � � . ßêùî � �( , ( ), ( ))t g M� � � , òî
ðîçâ’ÿçóâàëüíà ôóíêö³ÿ (4) ïðèéìàº ñê³í÷åíí³ çíà÷åííÿ. Ââàæàòèìåìî, ùî
ðîçâ’ÿçóâàëüíà ôóíêö³ÿ ñóïåðïîçèö³éíî Áîðåëåâà çà s t V� �[ , ],0 � .

Ïîçíà÷èìî

T g t t s g ds
V

t
( ( ), ( )) : ( , , ( ), ( ))� � �

�
� � � � � � ��

��inf inf0 1
0

�
�

�
�
 

� �, ( )g G. (5)

ßêùî íåð³âí³ñòü â ô³ãóðíèõ äóæêàõ íå âèêîíóºòüñÿ äëÿ âñ³õ t � 0 , òî
ïîêëàäàòèìåìî T g( ( ), ( ))� � � � �� .

Òåîðåìà 1. Íåõàé äëÿ êîíôë³êòíî-êåðîâàíîãî ïðîöåñó (1) âèêîíóºòüñÿ
óìîâà Ïîíòðÿã³íà, ìíîæèíà Ì îïóêëà, äëÿ ïî÷àòêîâîãî ñòàíó �( )� ³ äåÿêîãî

ñåëåêòîðà g G T T g0 0( ) ( ( ), ( ))� � � � � � ��� . Òîä³ òðàºêòîð³ÿ ïðîöåñó (1) ìîæå

áóòè ïðèâåäåíà ç ïî÷àòêîâîãî ñòàíó �( )� íà òåðì³íàëüíó ìíîæèíó M * â ìîìåíò

Ò ç âèêîðèñòàííÿì â³äïîâ³äíî¿ êâàç³ñòðàòåã³¿.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé � �( ), ( ) , [ , ]s s V s T� � 0 , — äîâ³ëüíà âèì³ðíà ôóíêö³ÿ.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè � � �( , ( ), ( ))T M� � � . Ç âèêîðèñòàííÿì êîíòðîëüíî¿

ôóíêö³¿ h t T s ds t
t

( ) ( , , ( ), , ( )) , ,� � � � ��1 0
0

� � � � çíàõîäèòèìåìî ìîìåíò ïåðåêìè-

êàííÿ t t t T
* * *

( ( )),� � � 
� 0 , ç àêòèâíîãî ïðîì³æêó ÷àñó [ , )*0 t íà ïàñèâíèé
[ , ]

*
t T çà óìîâîþ h t( )

*
� 0 . Îïèøåìî ñïîñ³á âèáîðó êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷åì

íà êîæíîìó ç öèõ ïðîì³æê³â ÷àñó. Ðîçãëÿíåìî áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ

U s u U A T h s f u g T h sh1
0( , ) { : ( ( ) ) ( , ) ( ),� � ��

�� � � � � � � ��
(6)

� � � �� � � �( , , )[ ( , ( ), ( ))]}T s M T g 0 .

Óíàñë³äîê ïðèïóùåíü íà ïàðàìåòðè ïðîöåñó (1), à òàêîæ i òîãî, ùî
ðîçâ’ÿçóâàëüíà ôóíêö³ÿ (4) Áîðåëåâà, â³äîáðàæåííÿ U s1 ( , )� º Áîðåëåâèì. Òîä³
éîãî ñåëåêòîð u s U s1 1( , ) min ( , )� �� lex º Áîðåëåâîþ ôóíêö³ºþ çà ñóêóïí³ñòþ
çì³ííèõ. Êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷åì íà ïðîì³æêó [ , )*0 t ïîêëàäåìî ð³âíèì
u s u s s( ) ( , ( ))� 1 � . Âîíî º âèì³ðíîþ (çà Ëåáåãîì) ôóíêö³ºþ ÿê ñóïåðïîçèö³ÿ
çîâí³øíüî¿ Áîðåëåâî¿ òà âèì³ðíî¿ ôóíêö³¿.

Ïîêëàäåìî � �( , , )T s � 0 äëÿ s t T�[ , ]* . Òîä³ â³äîáðàæåííÿ

U s u U A T h s f u g T h sh2
0 0( , ) { : ( ( ) ) ( , ) ( ) },� � ��

�� � � � � � � �� ,
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s t T V� �[ , ],* � , òàêîæ º Áîðåëåâîþ ôóíêö³ºþ çà ñóêóïí³ñòþ çì³ííèõ ³ ¿¿
ñåëåêòîð u s U s2 2( , ) min ( , )� �� lex º Áîðåëåâîþ ôóíêö³ºþ.

Êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷åì íà ïðîì³æêó ÷àñó [ , ]*t T ïîêëàäåìî

u s u s s( ) ( , ( ))� 2 � . (7)

Âîíî òàêîæ º âèì³ðíîþ ôóíêö³ºþ.

Íåõàé � �( , ( ), ( ))T g M� � �0 . Òîä³ êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷åì íà ïðîì³æêó

[ , ]0 T âèáåðåìî ó âèãëÿä³ (7).

Îòæå, âèçíà÷åíî çàêîí êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷åì äëÿ äîâ³ëüíî¿ ñèòóàö³¿.
Ïîêàæåìî, ùî òðàºêòîð³ÿ ïðîöåñó (1) â ìîìåíò T ïîïàäàº íà òåðì³íàëüíó
ìíîæèíó (2) çà äîâ³ëüíèõ êåðóâàíü âò³êà÷à. Çà ëåìîþ 1 äëÿ ñèñòåìè (1) ìàòèìåìî

� � � � ��
�

�
�z T A T h A T hh h( ) ( ( ) ) ( ) ( ( ) ) ( ), ,� � � � 	 �� �0 0

� � � �
��� ��

�A A T h s s dshh
� , ( ( ) ) ( )2

0
(8)

� � ��� ��
�

�h

T
A T h s f u s s ds, ( ( ) ) ( ( ), ( )) .

0

Ïðîàíàë³çóºìî ñïî÷àòêó âèïàäîê, êîëè � �( , ( ), ( ))T g M� � �0 . Äëÿ öüîãî

äîäàìî ³ â³äí³ìåìî ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ ð³âíîñò³ (8) âåëè÷èíó g T h s ds

T
0

0

( )� �� :

� � � � �

�

�
�

�
�z T A T h A T h

A

h h( ) [ ( ( ) ) ( ) ( ( ) ) ( ), ,� � � � 	 �

�

� �

�

0 0

hh

T

h

A T h s s ds g T h s ds,

,

( ( ) ) ( ) ( ) ]

[ (

�
�

�

�

�

� � � � � �

�

�� �2
0 0

0

� A T h s f u s s g T h s ds
T

( ) ) ( ( ), ( )) ( )] .� � � � ��
� � 0

0

Ç óðàõóâàííÿì (3), (4), (6) îäåðæèìî

� � � � � � �z T T g T s M T g( ) ( , ( ), ( )) ( , , )[ ( , ( ), ( ))]� � � � � � �0 0

0

T

T

ds

T g T s Mds T s T

�

�

�

� � � � � � �� � � � � � �( , ( ), ( )) ( , , ) ( , , ) (0

0
, ( ), ( )) .� � �� g ds

T 0

0

Çã³äíî ³ç çàêîíîì âèáîðó êåðóâàííÿ çà ìåòîäîì ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é
� �( , , ) , [ , ]*T s s t T� �0 , îäåðæèìî âêëþ÷åííÿ

� � � � � � �z T T g T s ds T s
t t

( ) ( , ( ), ( ))( ( , , ) ) ( , , )
*� � � � ��

0

0 0
1

*

� Mds ,

çâ³äêè, âðàõîâóþ÷è ð³âí³ñòü � �( , , )
*

T s ds
t

0
1� � ³ óìîâó îïóêëîñò³ ìíîæèíè M ,

îäåðæóºìî âêëþ÷åííÿ �z T M( )� , ùî ð³âíîñèëüíî z T M( ) *� .

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè � �( , ( ), ( ))T g M� � �0 . Òîä³ êåðóâàííÿ ïåðå-

ñë³äóâà÷åì âèáåðåìî ó âèãëÿä³ (7) ³ ç (8) îäåðæèìî âêëþ÷åííÿ �z T M( )� , ùî
³ òðåáà áóëî äîâåñòè.

Äëÿ ïðàêòè÷íîãî çíàõîäæåííÿ ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é ðîçãëÿíåìî òàêó
òåîðåìó.
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Òåîðåìà 2. Íåõàé êîíôë³êòíî-êåðîâàíèé ïðîöåñ (1) ë³í³éíèé, âèêîíóºòüñÿ

óìîâà Ïîíòðÿã³íà, ³ñíóþòü íåïåðåðâíà äîäàòíà ôóíêö³ÿ r t r R R( ), : � �
 ,

³ ÷èñëî l � 0 òàê³, ùî

� �
�

�h A t h s U r t C M lC, ( ( ) ) ( ) ,� � � � ,

äå C — îäèíè÷íà êóëÿ L ç öåíòðîì â íóë³. Òîä³ ðîçâ’ÿçóâàëüíà ôóíêö³ÿ

� � �( , , ( ), , ( )), ,t s g s t z N� � 
 
 �0 � , � �V , g G( )� � , äëÿ � �( , ( ), ( ))t g lC� � � º á³ëü-

øèì äîäàòíèì êîðåíåì êâàäðàòíîãî ð³âíÿííÿ ñòîñîâíî �:

|| ( ( ) ) ( ) ( , ( ), ( )) ||,� � �� ��
�

�h A t h s g t h s t g� � � � � � � � � (9)

� � � �r t h s l( ) � .

Äîâåäåííÿ. Ç óìîâè òåîðåìè 2 ³ âèðàçó (4) âèïëèâàº, ùî ðîçâ’ÿçóâàëüíà
ôóíêö³ÿ äëÿ ô³êñîâàíèõ çíà÷åíü àðãóìåíò³â º òàêèì ìàêñèìàëüíèì ÷èñëîì �, ùî

{ }r t h s C A t h s g t h sh( ) ( ( ) ) ( ),� � � � � � � � �� ��
�

�

� � � � ��� � �{ }lC t g( , ( ), ( )) ;

öå ð³âíîñèëüíî âêëþ÷åííþ

� � �� ��
�

�h A t h s g t h s t g, ( ( ) ) ( ) ( , ( ), ( ))� � � � � � � � �

� � � �[ ( ) ] .r t h s l C�

Óíàñë³äîê ë³í³éíîñò³ çà � ë³âî¿ ÷àñòèíè îñòàííüîãî âêëþ÷åííÿ äëÿ

ìàêñèìàëüíîãî � âåêòîð � � �� ��
�

�h A t h s g t h s t g, ( ( ) ) ( ) ( , ( ), ( ))� � � � � � � �

ðîçòàøîâóâàòèìåòüñÿ íà ìåæ³ êóë³ [ ( ) ]r t h s l C� � � � , ùî âèðàæåíî ð³âí³ñòþ (9).
Òåîðåìó äîâåäåíî.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó ðîáîò³ ðîçãëÿíóòî ³ãðè ïåðåñë³äóâàííÿ, ïðîöåñ ÿêèõ îïèñàíî äðîáîâèìè äè-
ôåðåíö³àëüíèìè ñèñòåìàìè ç ÷èñòèì çàï³çíþâàííÿì. Ïîáóäîâàíî ñõåìó ìåòîäó
ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é ³ç çàñòîñóâàííÿì àíàëîãà ôîðìóëè Êîø³ äëÿ öèõ ñèñ-
òåì, ñôîðìóëüîâàíî äîñòàòí³ óìîâè çàê³í÷åííÿ ãðè òà ïðåäñòàâëåíî ìåòîäèêó
ïðàêòè÷íî¿ ðåàë³çàö³¿. Íàäàë³ ïëàíóºòüñÿ ðîçâèíóòè ñõåìè ìåòîä³â ðîçâ’ÿçó-
âàëüíèõ ôóíêö³é òà ïåðøîãî ïðÿìîãî ìåòîäó Ïîíòðÿã³íà äëÿ ïðîöåñ³â, ÿê³
îïèñóþòüñÿ äðîáîâèìè äèôåðåíö³àëüíèìè ñèñòåìàìè ç äåê³ëüêîìà çàï³çíþâàí-
íÿìè çà çàäàíèìè êîìóòàòèâíèìè ³ íåêîìóòàòèâíèìè ìàòðèöÿìè, à òàêîæ
ðîçãëÿíóòè àíàëîã³÷í³ ³ãðè ïåðåñë³äóâàííÿ äëÿ ãðóïè ïåðåñë³äóâà÷³â.
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L.V. Baranovska
PURSUIT PROBLEM FOR FRACTIONAL DIFFERENTIAL SYSTEMS WITH PURE DELAY

Abstract. In this paper, we consider the pursuit problem for linear fractional differential
systems with pure delay. A scheme of the method of resolving functions for such
conflict-controlled processes has been developed using the latest representation of the Cauchy
formula. Sufficient conditions for the completion of the game and the method of practical
finding of resolving functions are formulated.

Keywords: conflict-controlled process, differential games, fractional differential games, pursuit
games, game theory.
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