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ÌÅÒÎÄ ÏÎÒÅÍÖ²ÀË²Â ÄËß ÑÈÑÒÅÌ M G rn n/ / /1 ÒÀ M Gn n/ / /1 �
Ç ÒÈÏÎÂÈÌÈ ÇÀËÅÆÍÎÑÒßÌÈ ²ÍÒÅÍÑÈÂÍÎÑÒ² ÂÕ²ÄÍÎÃÎ
ÏÎÒÎÊÓ Â²Ä Ê²ËÜÊÎÑÒ² ÇÀÌÎÂËÅÍÜ

Àíîòàö³ÿ. Çàïðîïîíîâàíî çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ïîòåíö³àë³â äëÿ âèçíà÷åííÿ ñòàö³îíàðíîãî
ðîçïîä³ëó ê³ëüêîñò³ çàìîâëåíü ó ñèñòåìàõ îáñëóãîâóâàííÿ M G rn n/ / /1 òà M Gn n/ / /1 �
ç ïîðîãîâèìè ñòðàòåã³ÿìè ôóíêö³îíóâàííÿ. Ðîçãëÿíóòî çàëåæíîñò³ ³íòåíñèâíîñò³ âõ³äíîãî
ïîòîêó â³ä ê³ëüêîñò³ çàìîâëåíü, ùî õàðàêòåðí³ ÿê äëÿ çàìêíåíèõ ñèñòåì (ìîäåëåé òåîð³¿
íàä³éíîñò³), òàê ³ äëÿ ñèñòåì îáñëóãîâóâàííÿ ç âèïàäêîâèì ðîçð³äæåííÿì âõ³äíîãî ïîòî-
êó. Ñòðàòåã³¿ êåðóâàííÿ ³íòåíñèâí³ñòþ îáñëóãîâóâàííÿ ïîáóäîâàíî çà ïðèïóùåííÿ, ùî
³íòåíñèâí³ñòü ìîæå çì³íþâàòèñü ó ìîìåíò ïî÷àòêó îáñëóãîâóâàííÿ çàìîâëåííÿ. Îòðèìàíî
ôîðìóëè äëÿ ïåðåòâîðåíü Ëàïëàñà ðîçïîä³ëó ê³ëüêîñò³ çàìîâëåíü ó ñèñòåì³ ïðîòÿãîì
ïåð³îäó çàéíÿòîñò³ òà äëÿ îá÷èñëåííÿ éîãî ñåðåäíüî¿ òðèâàëîñò³.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: îäíîêàíàëüíà ñèñòåìà îáñëóãîâóâàííÿ, ïóàññîí³âñüêèé äðóãîãî ðîäó
âõ³äíèé ïîò³ê, çàëåæí³ñòü ÷àñó îáñëóãîâóâàííÿ â³ä ñòàíó ñèñòåìè, ìåòîä ïîòåíö³àë³â.

ÂÑÒÓÏ

Îäåðæàí³ çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ïîòåíö³àë³â [1–5] ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ

ñòàö³îíàðíèõ ³ìîâ³ðíîñòåé ñòàí³â îäíîêàíàëüíèõ ñèñòåì îáñëóãîâóâàííÿ

ç ïîðîãîâèìè ñòðàòåã³ÿìè ôóíêö³îíóâàííÿ º çðó÷íèìè äëÿ ïðàêòè÷íèõ ðîç-

ðàõóíê³â. Âîíè äàþòü çìîãó äîñë³äæóâàòè ñèñòåìè òèïó M G rn n/ / /1 ç ïó-

àñcîí³âñüêèì äðóãîãî ðîäó âõ³äíèì ïîòîêîì [6], ³íòåíñèâí³ñòü ÿêîãî � n çà-

ëåæèòü â³ä n — ê³ëüêîñò³ çàìîâëåíü ó ñèñòåì³. Òàê³ âõ³äí³ ïîòîêè õàðàêòåðí³

ÿê äëÿ çàìêíåíèõ ñèñòåì, ùî º ìîäåëÿìè äëÿ âèçíà÷åííÿ íàä³éíîñò³ â³äíîâ-

ëþâàíèõ ñèñòåì [7], òàê ³ äëÿ ñèñòåì ç àêòèâíèì êåðóâàííÿì ÷åðãîþ âèïàä-

êîâèì ðîçð³äæåííÿì âõ³äíîãî ïîòîêó [4, 8]. Ìåòîä ïîòåíö³àë³â ìîæíà òàêîæ

çàñòîñóâàòè äëÿ ñèñòåì, â ÿêèõ äëÿ çìåíøåííÿ äîâæèíè ÷åðãè âèêîðèñòîâó-

þòüñÿ ïîðîãîâ³ ñòðàòåã³¿ êåðóâàííÿ ³íòåíñèâí³ñòþ îáñëóãîâóâàííÿ, òîáòî ÷àñ

îáñëóãîâóâàííÿ çàëåæèòü â³ä ê³ëüêîñò³ çàìîâëåíü ó ñèñòåì³ [1–5]. Ïðèðîä-

íîþ º ñòðàòåã³ÿ, çã³äíî ç ÿêîþ ³íòåíñèâí³ñòü îáñëóãîâóâàííÿ çá³ëüøóºòüñÿ ç³

çðîñòàííÿì ê³ëüêîñò³ çàìîâëåíü ó ñèñòåì³. Äëÿ îïèñó áóäü-ÿêîãî âàð³àíòà

çàëåæíîñò³ ³íòåíñèâíîñò³ îáñëóãîâóâàííÿ â³ä ê³ëüêîñò³ çàìîâëåíü äîñòàòíüî

ââåñòè ïîçíà÷åííÿ: F xn ( ) — ôóíêö³ÿ ðîçïîä³ëó ÷àñó îáñëóãîâóâàííÿ îäíîãî

çàìîâëåííÿ, äå n — ê³ëüê³ñòü çàìîâëåíü ó ñèñòåì³ â ìîìåíò ïî÷àòêó îáñëóãî-

âóâàííÿ çàìîâëåííÿ ( { , , ..., })n r� 1 2 , r — çàäàíå îáìåæåííÿ íà äîâæèíó ÷åðãè.

Íåõàé Pn — óìîâíà éìîâ³ðí³ñòü çà óìîâè, ùî â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó

â ñèñòåì³ º n çàìîâëåíü, �( )x — ê³ëüê³ñòü çàìîâëåíü, ÿê³ íàä³éøëè â ñèñòåìó çà

÷àñ [ ; )0 x . Çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ïîòåíö³àë³â íåìîæëèâå áåç âèâåäåííÿ ôîðìóë

äëÿ éìîâ³ðíîñòåé Pn x j{ ( ) }� � , ÿê³ º ð³çíèìè äëÿ ð³çíèõ âàð³àíò³â çàëåæíîñòåé

³íòåíñèâíîñò³ âõ³äíîãî ïîòîêó â³ä ê³ëüêîñò³ çàìîâëåíü ó ñèñòåì³.

Ó ö³é ñòàòò³ ç’ÿñîâóþòüñÿ îñîáëèâîñò³ çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ïîòåíö³àë³â äëÿ âèç-

íà÷åííÿ ñòàö³îíàðíèõ ³ìîâ³ðíîñòåé ñòàí³â ñèñòåì îáñëóãîâóâàííÿ M G rn n/ / /1

ç ïîðîãîâèìè ñòðàòåã³ÿìè ôóíêö³îíóâàííÿ. Ðîçãëÿíåìî íàéïîøèðåí³ø³ ñòðàòåã³¿ çà-

ëåæíîñò³ ³íòåíñèâíîñò³ âõ³äíîãî ïîòîêó � n â³ä ê³ëüêîñò³ çàìîâëåíü ó ñèñòåì³:

1) óñ³ ³íòåíñèâíîñò³ � n ð³çí³ äëÿ n r�{0 1, , ..., };

2) � �n � äëÿ n h�{0 1, , ..., }; � n ð³çí³ äëÿ n h h r� � �{ , , ..., }1 2 , äå h — çàäàíå

ïîðîãîâå çíà÷åííÿ;
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3) � n ð³çí³ äëÿ n h�{0 1, , ..., }; � �n �
~

äëÿ n h h r� � �{ , , ..., }1 2 ;

4) � �n � äëÿ n h�{0 1, , ..., }; � �n �
~

äëÿ n h h r� � �{ , , ..., }.1 2

Êîæíà ç³ ñòðàòåã³é 1–4 çì³íè ³íòåíñèâíîñò³ âõ³äíîãî ïîòîêó ìîæå áóòè çà-

ñòîñîâàíà â ìîäåëÿõ ñèñòåì îáñëóãîâóâàííÿ, â ÿêèõ çä³éñíþºòüñÿ âèïàäêîâå

â³äõèëåííÿ çàìîâëåíü (ðîçð³äæåííÿ âõ³äíîãî ïîòîêó) äëÿ çàïîá³ãàííÿ ïåðåâàí-

òàæåíü ó ñèñòåì³ [4, 8]. Îêðåì³ âèïàäêè ñòðàòåã³é 1–3 ðåàë³çîâàíî ó çàìêíåíèõ

ñèñòåìàõ — ìîäåëÿõ äëÿ âèçíà÷åííÿ íàä³éíîñò³ â³äíîâëþâàíèõ ñèñòåì: ñòðà-

òåã³ÿ 1 â³äïîâ³äàº ìîäåë³ ñèñòåìè áåç ðåçåðâóâàííÿ ç ïîñë³äîâíèì àáî ïàðàëåëü-

íèì ç’ºäíàííÿì åëåìåíò³â [7, 9, 10], ñòðàòåã³ÿ 2 — ìîäåë³ ñèñòåìè ç ðåçåðâóâàí-

íÿì ³ ïîñë³äîâíèì ç’ºäíàííÿì åëåìåíò³â [7, 9, 10], ñòðàòåã³ÿ 3 — ìîäåë³ ñèñòåìè

ç ðåçåðâóâàííÿì ³ ïàðàëåëüíèì ç’ºäíàííÿì åëåìåíò³â, â ÿê³é ðåçåðâí³ åëåìåíòè

âìèêàþòüñÿ ïî îäíîìó, êîëè âñ³ îñíîâí³ âèéäóòü ç ëàäó. Ó ö³é ñèñòåì³ ï³ñëÿ ðå-

ìîíòó åëåìåíò âìèêàºòüñÿ ëèøå çà óìîâè, ùî â³í ºäèíèé ñïðàâíèé àáî ê³ëüê³ñòü

íåñïðàâíèõ åëåìåíò³â íå á³ëüøà çà m (ê³ëüê³ñòü îñíîâíèõ åëåìåíò³â).

Ïðèïóñêàòèìåìî, ùî ôóíêö³ÿ ðîçïîä³ëó ÷àñó îáñëóãîâóâàííÿ îäíîãî çà-

ìîâëåííÿ F xn ( ) ìîæå çì³íþâàòèñü ëèøå â ìîìåíò ïî÷àòêó îáñëóãîâóâàííÿ çà-

ìîâëåííÿ. Ôîðìóëè ìåòîäó ïîòåíö³àë³â º óí³âåðñàëüíèìè ³ ìîæóòü áóòè âèêî-

ðèñòàí³ äëÿ áóäü-ÿêèõ ñòðàòåã³é êåðóâàííÿ ³íòåíñèâí³ñòþ îáñëóãîâóâàííÿ,

ó òîìó ÷èñë³ äëÿ íàéïðîñò³øîãî âèïàäêó, êîëè ³íòåíñèâí³ñòü îáñëóãîâóâàííÿ íå

çàëåæèòü â³ä ê³ëüêîñò³ çàìîâëåíü ó ñèñòåì³, òîáòî F x F xn ( ) ( )� äëÿ

n r� �{ , , ..., }1 2 1 .

Äëÿ ñèñòåìè M Gn n/ / /1 � áåç îáìåæåíü íà äîâæèíó ÷åðãè ïðèïóñêàòèìå-

ìî, ùî F x F xn ( )
~

( )� äëÿ n h�
~

, ³ ðîçãëÿäàòèìåìî òàê³ çàëåæíîñò³ ³íòåíñèâíîñò³

âõ³äíîãî ïîòîêó � n â³ä ê³ëüêîñò³ çàìîâëåíü ó ñèñòåì³:

5) � n ð³çí³ äëÿ n h�{ , , ..., }0 1 ; � �n �
~

äëÿ n h� �1;

6) � �n � äëÿ n h�{ , , ..., }0 1 ; � �n �
~

äëÿ n h� �1;

7) � n ð³çí³ äëÿ n � 0, lim
n

n
��

�� 0;

8) � �n � äëÿ n h�{ , , ..., }0 1 ; � n ð³çí³ äëÿ n h� �1, lim
n

n
��

�� 0.

ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÈ ÁÀÇÎÂÈÕ ÂÈÏÀÄÊÎÂÈÕ ÁËÓÊÀÍÜ

Äëÿ n r� �{ , , , }1 2 1� ïîêëàäåìî:

f s e dF x M xdF x F x F xn
sx

n n n n n( ) ( ), ( ) , ( ) ( )� � � � � 		
� �


 

0 0

1 .

Äëÿ Re s � 0 ³ n r� �{ , , , }1 2 1� ðîçãëÿíåìî ïîñë³äîâíîñò³ �ni s( ) ³ q sni ( ),

ÿê³ âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåíü:

� ��ni
n

sx
ns

f s
e x i dF x( )

( )
( ) } ( )� � �	

�



1

1

0

Pn , i r n� 	 	{ , , , , }1 0 1 � ;

q s e x i F x dxni
sx

n( ) ( ) } ( )� �	
�


 Pn

0

�� , i r n� � 	{ , , , , }0 1 2 1� .

Ïîñë³äîâí³ñòü �ni s( ) äëÿ s� 0 ³ ô³êñîâàíîãî n ìîæíà òëóìà÷èòè ÿê ðîçïîä³ë

ñòðèáê³â äåÿêîãî íàï³âíåïåðåðâíîãî çíèçó âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ S n (éîãî íàçè-

âàòèìåìî áàçîâèì), ÿêå â³äïîâ³äàº ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó F xn ( ) ³ éìîâ³ðíîñòÿì

Pn�� ( ) }x i� �1 . Ôóíêö³ÿ R s
f s s

n
n n

( )
( ) ( ),

�
	

1

1�
( { , , , })n r� �1 2 1� íàçèâàºòüñÿ

ðåçîëüâåíòîþ, à ñòàëà R R sn
s

n�
��
lim

0
( ) — ïîòåíö³àëîì âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ S n .
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Íåõàé Tn — âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ðîçïîä³ëåíà ïîêàçíèêîâî ç ïàðàìåòðîì � n ,

T — âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ðîçïîä³ëåíà ïîêàçíèêîâî ç ïàðàìåòðîì �,
~
T — âèïàä-

êîâà âåëè÷èíà, ðîçïîä³ëåíà ïîêàçíèêîâî ç ïàðàìåòðîì
~
� . Ï³ñëÿ îá÷èñëåííÿ

ôóíêö³é ðîçïîä³ë³â ñê³í÷åííèõ ñóì íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí îòðèìàºìî:

— äëÿ ñòðàòåã³¿ 1

P Pn�� � �
( ) }x T x en

xn� � � � 	
0 } , n r�{ , , , }1 2 � ;

P P Pn�� ( ) }x j T x T Ti

i n

n j

i

i n

n j

i

i n

n

� � � �
�

�

�
�
�
�

�

� 	

�

�

�

�

� �
1 j

i

i n

n j

x T x� ��
�

�

�
�
�
	 �

�

�

�
�
�
�

�

� 	

P
1

� 	

	�

� 	 	

�

�
�

�

�
�

�

�

( )

( )

1

1
j

k

k n

n j x

i s

s n

n j
i n

n j
e i

s i

�

� �

�

, n r� 	{ , , , }1 2 1� , j r n� 	{ , , , }1 2 � ;

P Pn�� �
�

( ) } ( )x r n T x
e

i

i n

r
r n

k

k n

h

� � 	 � �
�

�

�
�
�
� 	

	

�

	

�
� �1 1

1
�

� � �

i

s i

x

i i s

s n

r
i n

r

( )	
�

�

�

�
� ,

n r� 	{ , , , }1 2 1� ;

P Pr r x�� �
( ) }x T e r x� � � 	 	

1 1{ < } ;

— äëÿ ñòðàòåã³¿ 2

P Pn x�� �( ) }x T e x� � � 	0 { > } , n h�{ , , , }1 2 � ;

P Pn n
x

x T e n�� �
( ) }� � � 	

0 { > }x , n h h r� � �{ , , , }1 2 � ;

P P Pn i

i n

n j

i

i n

n j

i

i n

n

x j T x T T�� ( ) }� � � �
�

�

�
�
�
�

�

� 	

�

�

�

�

� �
1 j

i

i n

n j

x T x� ��
�

�

�
�
�
	 �

�

�

�
�
�
�

�

� 	

P
1

� 	

	�

� 	 	

�

�
�

�

�
�

�

�

( )

( )

1

1
j

k

k n

n j x

i s

s n

n j
i n

n j
e i

s i

�

� �

�

, n h r� � 	{ , , }1 1� , j r n� 	{ , , , }1 2 � ;

P Pn�� �( ) } ( )x r n T x
e

i

i n

r
r n

k

k n

r

� � 	 � �
�

�

�
�
�
� 	

	

�

	

�

	

� �1 1
1

�

� � �

i

s i

x

i i s

s n

r
i n

r

( )	
�

�

�

�
� ,

n h r� �{ , , }1 � ;

P Pn

j
xx j jT x j T

x

j
e�� �

� �( ) } ( ) }
( )

!
� � � � � � 	1 , n h� 	{ , , , }1 2 1� ,

j h n� 	{ , , , };1 2 �

P P Pn�� ( ) } {( ) } {( ) }x h n h n T T x h n T xh� � 	 � � 	 � � 	 � 	 � ��1 1 11
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äëÿ îá÷èñëåííÿ ñòàö³îíàðíîãî ðîçïîä³ëó ê³ëüêîñò³ çàìîâëåíü ó ñèñòåì³.

Îá÷èñëþþ÷è ö³ ïîñë³äîâíîñò³, íåîáõ³äíî âðàõîâóâàòè, ùî
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ÐÎÇÏÎÄ²Ë Ê²ËÜÊÎÑÒ² ÇÀÌÎÂËÅÍÜ Ó ÑÈÑÒÅÌ² Ç ÎÁÌÅÆÅÍÎÞ ×ÅÐÃÎÞ

Íåõàé �( )t — ê³ëüê³ñòü çàìîâëåíü ó ñèñòåì³ â ìîìåíò ÷àñó t ³

	 �r t t� � �inf{ : ( ) }0 0 ïîçíà÷àº ïåðøèé ïåð³îä çàéíÿòîñò³. Ââåäåìî ïîçíà-

÷åííÿ:


 �� 	n n rt k t k t( , ) ( ) , },� � �P �n
st

ns k e t k dt( , ) ( , )� 	
�



0


 , Re s� 0,

n k r, { , , , }� �1 2 1� .

Âî÷åâèäü, ùî 
0 0( , ) .t k � Çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè ïîâíî¿ éìîâ³ðíîñò³ îòðè-

ìàºìî ð³âíîñò³:


 � 
n n

t

j

r n

n j nt k x j t x k dF x( , ) { ( ) } ( , ) ( )� � 	 �
�
�

� 	

� 	P
00

1

1

� � � � � 	I n k r t k n F tn n{ } ( ) } ( )1 P {� , 1 1� � �n r .

Òóò I A{ } äîð³âíþº 1 àáî 0 çàëåæíî â³ä òîãî, ÷è â³äáóëàñü ïîä³ÿ A.
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Óâ³âøè ïîçíà÷åííÿ f s k r I n k r q sn n k n( ) ,( , , ) } ( )� � � � 	{ 1 , îäåðæèìî ñèñòå-

ìó ð³âíÿíü äëÿ â³äøóêàííÿ ôóíêö³é �n s k( , ):

� �n n n j
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n j ns k f s s s k f s( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ,, ( )� �	
�

� 	

� 	�� 1

0

1

1 k r, ), 1 1� � �n r ;

�0 0( , )s k � . (1)

Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåìè ð³âíÿíü (1) âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ôóíêö³¿ �ni s( ),

ÿê³ âèçíà÷èìî çà äîïîìîãîþ ðåêóðåíòíèõ ñï³ââ³äíîøåíü:

�n ns R s1 1( ) ( )� � ;

� �n j n n j n n i
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s R s s f s s, , ,( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � �
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�
�
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�

�
�1 , ( ) ,

0 � �n r, 1� � 	j r n. (2)

ßêùî ³íòåíñèâí³ñòü îáñëóãîâóâàííÿ ñòàëà (íå çàëåæèòü â³ä ê³ëüêîñò³ çàìîâ-

ëåíü ó ñèñòåì³), òî

F x F x f s f s e dF x n rn n
sx( ) ( ), ( ) ( ) ( ),� � � � � �	
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1 1.

Ñòàë³ � �ni
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��
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0
îá÷èñëþâàòèìåìî çà äîïîìîãîþ ðåêóðåíòíèõ

ñï³ââ³äíîøåíü, ÿê³ âèïëèâàþòü ç (2):
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Îñê³ëüêè ð³âíÿííÿ (1) ìàþòü òàêó ñàìó ñòðóêòóðó, ÿê ³ îäåðæàí³ â [2, 7], òî

íàâåäåí³ äàë³ òâåðäæåííÿ âèïëèâàþòü áåçïîñåðåäíüî ç öèõ ïóáë³êàö³é.

Òåîðåìà 1. Äëÿ âñ³õ k r� �{ , , , }1 2 1� ³ Re s� 0 ôóíêö³¿ �n s k( , ) âèçíà÷à-

þòüñÿ ôîðìóëàìè:
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11
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� .

Òåîðåìà 2. Ñåðåäíÿ òðèâàë³ñòü ïåð³îäó çàéíÿòîñò³ E( )	r ³ ñòàö³îíàðíèé

ðîçïîä³ë ê³ëüêîñò³ çàìîâëåíü ó ñèñòåì³ p t n n rn
t

� � � � �
��
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ßêùî ³íòåíñèâí³ñòü îáñëóãîâóâàííÿ ñòàëà, òî M M n rn � � � �( )1 1 ³

E( ) ( )	r r k k

k

r

M� � 	
�

�

�
�

�

�

�
�

�

	

�� � �0 0 1

1

1

.

ÑÈÑÒÅÌÀ ÁÅÇ ÎÁÌÅÆÅÍÜ ÍÀ ÄÎÂÆÈÍÓ ×ÅÐÃÈ

Ôîðìóëè äëÿ éìîâ³ðíîñòåé Pn x j{ ( ) }� � äëÿ ñòðàòåã³é 5–8 îòðèìàºìî, âèêîðèñ-

òàâøè â³äïîâ³äí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ ñòðàòåã³é 3, 4, 1 ³ 2, ÿêùî ïîêëàäåìî

â íèõ r �� ³ âèëó÷èìî éìîâ³ðíîñò³ Pn x r n{ ( ) }� � � 	1 , ùî âòðà÷àþòü ñåíñ.

Ïðèïóñòèìî, ùî F x F xn ( )
~

( )� äëÿ n h�
~

³ ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

H h h M xdF x M p Mn n n� � � �
�


max{ ,
~

},
~ ~

( ), , ~ ~ ~

0

� � � .

Ñïèðàþ÷èñü íà òåîðåìè 3.5–3.7 [1], ìîæåìî ñôîðìóëþâàòè òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3. ßêùî ~�� 1, òî ñåðåäíÿ òðèâàë³ñòü ïåð³îäó çàéíÿòîñò³ E( )	� ³

ñòàö³îíàðíèé ðîçïîä³ë ê³ëüêîñò³ çàìîâëåíü ó ñèñòåì³ M Gn n/ / /1 � ç ïîòîêàìè

çàìîâëåíü, ÿê³ â³äïîâ³äàþòü ñòðàòåã³ÿì 5 ³ 6, âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè:
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Äëÿ ñèñòåì M Gn n/ / /1 � ç ïîòîêàìè çàìîâëåíü, ÿê³ â³äïîâ³äàþòü ñòðà-

òåã³ÿì 7 ³ 8 ³ç çàòóõàííÿì ³íòåíñèâíîñòåé � n , ñòàö³îíàðíèé ðîçïîä³ë ê³ëüêîñò³

çàìîâëåíü ³ñíóº áåç äîäàòêîâèõ óìîâ íà êîåô³ö³ºíòè çàâàíòàæåííÿ �n , ³ ìîæíà

çíàéòè íàáëèæåí³ çíà÷åííÿ E( )	� òà éìîâ³ðíîñòåé pn çà äîïîìîãîþ ôîðìóë,

ÿê³ âèïëèâàþòü ç (3):
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ÏÐÈÊËÀÄÈ ÎÁ×ÈÑËÅÍÍß ÑÒÀÖ²ÎÍÀÐÍÈÕ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊ

Äëÿ ñèñòåì ç îáìåæåíîþ ÷åðãîþ (r � 9) ðîçãëÿíåìî òàê³ ðåàë³çàö³¿ ñòðàòåã³é

1–4 çì³íè ³íòåíñèâíîñò³ âõ³äíîãî ïîòîêó:

1) � n n n� 	 �1 25 0 04 0 1 9. . , { , , ..., };

2) � �n � �1 25. äëÿ n�{ , , ..., }0 1 5 ; � n n� 	0 25 10. ( ) äëÿ n�{ , , , }6 7 8 9 ;

3) � �n n� 	( )6 äëÿ n�{ , , ..., }0 1 4 ; � �n � � 0 75. äëÿ n�{ , , ..., }5 6 9 ;

4) � �n � �1 25. äëÿ n�{ , , ..., };0 1 5 � �n � �
~

.0 9375 äëÿ n�{ , , , }.6 7 8 9
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Ñòðàòåã³¿ 1 ³ 4 ðåàë³çóþòü âèïàäêîâå ðîçð³äæåííÿ âõ³äíîãî ïîòîêó. Ñòðà-

òåã³ÿ 2 â³äïîâ³äàº ìîäåë³ äëÿ âèçíà÷åííÿ íàä³éíîñò³ ñèñòåìè ç ïîñë³äîâíèì

ç’ºäíàííÿì ï’ÿòè îñíîâíèõ åëåìåíò³â ³ íàÿâí³ñòþ ï’ÿòè ðåçåðâíèõ åëåìåíò³â [7],

ñòðàòåã³ÿ 3 — ìîäåë³ ñèñòåìè ç ïàðàëåëüíèì ç’ºäíàííÿì øåñòè åëåìåíò³â ³ ÷î-

òèðìà ðåçåðâíèìè åëåìåíòàìè, ÿê³ âìèêàþòüñÿ ïî îäíîìó, êîëè âñ³ îñíîâí³ åëå-

ìåíòè âèéäóòü ç ëàäó.

Ðîçãëÿíåìî äâ³ ñòðàòåã³¿ êåðóâàííÿ ³íòåíñèâí³ñòþ îáñëóãîâóâàííÿ: 1) ³íòåí-

ñèâí³ñòü îáñëóãîâóâàííÿ íå çàëåæèòü â³ä ê³ëüêîñò³ çàìîâëåíü ó ñèñòåì³, ñå-

ðåäí³é ÷àñ îáñëóãîâóâàííÿ îäíîãî çàìîâëåííÿ M �1; 2) ³íòåíñèâí³ñòü îáñëóãî-

âóâàííÿ çì³íþºòüñÿ ç³ çì³íîþ ê³ëüêîñò³ çàìîâëåíü ó ñèñòåì³, ñåðåäí³é ÷àñ îáñëó-

ãîâóâàííÿ îäíîãî çàìîâëåííÿ M n âèçíà÷àºòüñÿ çã³äíî ç ïðàâèëîì:

M n M M M Mn � � � � � � �1 1 5 0 8 0 6 0 4 0 26 7 8 9, ; . ; . ; . ; . .

Äëÿ ðîçïîä³ë³â ÷àñó îáñëóãîâóâàííÿ ç ñåðåäí³ì çíà÷åííÿì M �1 ââåäåìî ïî-

çíà÷åííÿ: E — ïîêàçíèêîâèé ðîçïîä³ë ç ïàðàìåòðîì � �1, U [ ; ]0 2 — ð³âíîì³ðíèé

ðîçïîä³ë íà â³äð³çêó [ ; ]0 2 , �( )V ³ W V( ) — ãàììà-ðîçïîä³ë ³ ðîçïîä³ë Âåéáóëëà

â³äïîâ³äíî ç êîåô³ö³ºíòîì âàð³àö³¿ V . Äëÿ ðîçïîä³ë³â ÷àñó îáñëóãîâóâàííÿ ç ñå-

ðåäí³ì çíà÷åííÿì M n âèêîðèñòîâóºìî ò³ ñàì³ ïîçíà÷åííÿ ç äîäàâàííÿì ³íäåêñó n.

Çîêðåìà, ïîçíà÷åííÿ U n âèêîðèñòîâóºìî äëÿ ð³âíîì³ðíîãî ðîçïîä³ëó íà

â³äð³çêó [ ; ]0 2 M n .

Äëÿ ïîð³âíÿííÿ ñòàö³îíàðíèõ ðîçïîä³ë³â ê³ëüêîñò³ çàìîâëåíü äëÿ ñèñòåì

ç íåïîêàçíèêîâèì ³ ïîêàçíèêîâèì ðîçïîä³ëàìè ÷àñó îáñëóãîâóâàííÿ âèêîðèñòî-

âóâàòèìåìî àáñîëþòíå â³äõèëåííÿ  e n n e

n

r

p p� 	
�

�

� | |( )

0

1

, äå pn ³ pn e( )

— ñòàö³îíàðí³ éìîâ³ðíîñò³ äëÿ âèïàäê³â íåïîêàçíèêîâîãî ³ ïîêàçíèêîâîãî ðîç-

ïîä³ë³â ÷àñó îáñëóãîâóâàííÿ â³äïîâ³äíî.

Óâåäåìî ïîçíà÷åííÿ: N — ñåðåäíÿ ê³ëüê³ñòü çàìîâëåíü ó ñèñòåì³. Çíà÷åííÿ

ñòàö³îíàðíèõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåì ç îáìåæåíîþ ÷åðãîþ äëÿ ð³çíèõ ðîçïîä³ë³â

÷àñó îáñëóãîâóâàííÿ, îá÷èñëåí³ çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ïîòåíö³àë³â, çâåäåíî

ó òàáë. 1.

Äëÿ ñèñòåì áåç îáìåæåíü íà äîâæèíó ÷åðãè ðåàë³çóºìî ñòðàòåã³¿ 5 ³ 6 çì³íè

³íòåíñèâíîñò³ âõ³äíîãî ïîòîêó ó âèãëÿä³:

5) � n n n� 	 �1 25 0 04 0 1 9. . , { , , ..., }; � �n � �
~

.0 89 äëÿ n � 9;

6) � �n � �1 25. äëÿ n�{ , , ..., }0 1 5 ; � �n � �
~

.0 9375 äëÿ n � 6.

Ïðèïóñòèìî, ùî ³íòåíñèâí³ñòü îáñëóãîâóâàííÿ çì³íþºòüñÿ ç³ çì³íîþ

ê³ëüêîñò³ çàìîâëåíü ó ñèñòåì³, ³ ñåðåäí³é ÷àñ îáñëóãîâóâàííÿ îäíîãî çàìîâëåííÿ

M n âèçíà÷àºòüñÿ çã³äíî ç ïðàâèëîì: M nn � � �1 1 5, ; M M6 70 8 06� �. ; . ;

M M nn8 0 4 0 2 9� � �. ; . , .

Äëÿ ïîð³âíÿííÿ ñòàö³îíàðíèõ ðîçïîä³ë³â ê³ëüêîñò³ çàìîâëåíü äëÿ ñèñòåì áåç

îáìåæåíü íà äîâæèíó ÷åðãè ³ ñèñòåì ç îáìåæåíîþ ÷åðãîþ âèêîðèñòîâóâàòèìå-

ìî àáñîëþòíå â³äõèëåííÿ  r n n r

n

r

p p� 	
�

�

� | |( )

0

1

, äå pn ³ pn r( ) — ñòàö³îíàðí³

éìîâ³ðíîñò³ äëÿ âèïàäê³â íåîáìåæåíî¿ ³ îáìåæåíî¿ ÷åðãè â³äïîâ³äíî.

Àíàë³çóþ÷è äàí³ òàáë. 1, áà÷èìî, ùî â³äõèëåííÿ  e çá³ëüøóºòüñÿ ç³

çá³ëüøåííÿì âåëè÷èíè | |V 	1 , äå V — êîåô³ö³ºíò âàð³àö³¿ ðîçïîä³ëó ÷àñó îáñëó-

ãîâóâàííÿ; ñåðåäíÿ òðèâàë³ñòü ïåð³îäó çàéíÿòîñò³ E( )	r ³ ñåðåäíÿ ê³ëüê³ñòü çà-

ìîâëåíü ó ñèñòåì³ N çìåíøóþòüñÿ ç³ çá³ëüøåííÿì êîåô³ö³ºíòà âàð³àö³¿ V ðîç-

ïîä³ëó ÷àñó îáñëóãîâóâàííÿ. Ïîð³âíþþ÷è çíà÷åííÿ E( )	r ³ N äëÿ îäíî¿ ñòðà-

òåã³¿ çì³íè ³íòåíñèâíîñò³ âõ³äíîãî ïîòîêó ³ ð³çíèõ ñòðàòåã³é êåðóâàííÿ

³íòåíñèâí³ñòþ îáñëóãîâóâàííÿ, íàâåäåí³ ó òàáë. 1, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî
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âèêîðèñòàííÿ ñòðàòåã³¿ çá³ëüøåííÿ ³íòåíñèâíîñò³ îáñëóãîâóâàííÿ ç³ çá³ëüøåí-

íÿì ê³ëüêîñò³ çàìîâëåíü ó ñèñòåì³ ïðèâîäèòü äî çìåíøåííÿ E( )	r ³ N .

Ó òàáë. 2 íàâåäåíî çíà÷åííÿ E( )	� ,  r ³ ð³çíèöü E E( ) ( )	 	� 	 r äëÿ ñèñòåì

áåç îáìåæåíü íà äîâæèíó ÷åðãè ç ð³çíèìè ðîçïîä³ëàìè ÷àñó îáñëóãîâóâàííÿ.

Òóò E( )	r — ñåðåäíÿ òðèâàë³ñòü ïåð³îäó çàéíÿòîñò³ äëÿ â³äïîâ³äíî¿ ñèñòåìè
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Íàéìåíóâàííÿ
ðîçïîä³ëó

Íîìåð ñòðàòåã³¿
çì³íè �n

E( )	 r N  e

�( . )01 1 45.8534 5.8755 0.1925

U[ ; ]0 2 1 27.3414 5.6507 0.1330

E 1 15.5959 5.5456 –

W ( . )15 1 9.1029 5.4361 0.1741

�n ( . )01 1 29.8806 4.4016 0.2682

Un 1 18.5807 4.4024 0.1626

En 1 11.2169 4.4091 –

Wn ( . )1 5 1 6.9432 4.4604 0.1998

�( . )01 2 76.5135 5.5026 0.3322

U[ ; ]0 2 2 36.4566 5.3963 0.1903

E 2 18.0299 5.2763 –

W ( . )15 2 9.7025 5.1877 0.2075

�n ( . )01 2 58.4388 4.9412 0.3339

Un 2 28.7117 4.8227 0.1949

En 2 14.6647 4.7041 –

Wn ( . )1 5 2 8.1220 4.6400 0.2258

�( . )01 3 36257.4969 5.4638 0.3283

U[ ; ]0 2 3 760.8433 5.6458 0.1810

E 3 166.1570 5.8906 –

W ( . )15 3 42.8902 6.1371 0.1789

�n ( . )01 3 30136.2328 4.9987 0.3195

Un 3 617.8550 5.0948 0.1898

En 3 133.0581 5.2704 –

Wn ( . )1 5 3 34.6400 5.5226 0.2069

�( . )01 4 97.6067 6.2664 0.2698

U[ ; ]0 2 4 45.5622 6.1496 0.1621

E 4 21.6740 5.9717 –

W ( . )15 4 11.1529 5.7835 0.1966

�n ( . )01 4 58.7984 4.9890 0.3373

Un 4 29.1475 4.8997 0.1975

En 4 14.9756 4.8220 –

Wn ( . )1 5 4 8.2987 4.7921 0.2213

Ò à á ë è ö ÿ 1. Çíà÷åííÿ ñòàö³îíàðíèõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåì M G rn n/ / /1

ç ð³çíèìè ðîçïîä³ëàìè ÷àñó îáñëóãîâóâàííÿ



ç îáìåæåíîþ ÷åðãîþ. Çã³äíî ç äàíèìè òàáë. 2 ñåðåäíÿ òðèâàë³ñòü ïåð³îäó çàéíÿ-

òîñò³ E( )	� çìåíøóºòüñÿ, à  r çá³ëüøóºòüñÿ ç³ çá³ëüøåííÿì êîåô³ö³ºíòà

âàð³àö³¿ V ðîçïîä³ëó ÷àñó îáñëóãîâóâàííÿ. Áà÷èìî, ùî E E( ) ( )	 	� � r ³ çíà÷åííÿ

E E( ) ( )	 	� 	 r çìåíøóºòüñÿ ç³ çá³ëüøåííÿì V äëÿ ñòðàòåã³¿ 6 çì³íè ³íòåíñèâíîñò³

âõ³äíîãî ïîòîêó.

Äëÿ ñèñòåì áåç îáìåæåíü íà äîâæèíó ÷åðãè ðîçãëÿíåìî ñòðàòåã³¿ 7 ³ 8 çì³íè

³íòåíñèâíîñò³ âõ³äíîãî ïîòîêó ó âèãëÿä³:

7) �
�

n
n

n�
�

�
1

0, ;

8) � �n � äëÿ n h�{ , , ..., }0 1 ; �
�

n
n

�
�1

ð³çí³ äëÿ n h� �1.

Ó âèïàäêó ïîêàçíèêîâîãî ðîçïîä³ëó ÷àñó îáñëóãîâóâàííÿ ç ïàðàìåòðîì �
äëÿ ñòðàòåã³¿ 7 ê³ëüê³ñòü çàìîâëåíü ó ñèñòåì³ ðîçïîä³ëåíà çà çàêîíîì Ïóàññîíà

ç ïàðàìåòðîì � �  �� , òîáòî

p
n

e nn

n

� �	� �

!
, 0; (5)

à äëÿ ñòðàòåã³¿ 8 ñòàö³îíàðíèé ðîçïîä³ë ê³ëüêîñò³ çàìîâëåíü ó ñèñòåì³ º òà-

êèì:

p p k h p h
n

p k hn
n

n

n

� � � � � � � � ��
�

�
�

�
0 00 1 1 2, ; ( )!

!
, ; ;

p h e
h

k

k

k

h

0

0

1
1

1 1
1

� � � 	
��

�
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�
	

�( )!
( )!

!

� � . (6)

Ïîð³âíÿííÿ ñòàö³îíàðíèõ ðîçïîä³ë³â ê³ëüêîñò³ çàìîâëåíü, îòðèìàíèõ äëÿ

ñòðàòåã³é 7 ³ 8 çà äîïîìîãîþ íàáëèæåíèõ ôîðìóë (4), ç òî÷íèìè ðîçïîä³ëàìè (5)

³ (6) äëÿ çíà÷åíü ïàðàìåòð³â � �� � � �2 1 4 9, , ,h r äàëî òàê³ ðåçóëüòàòè:

 r � ! 	8 3 10 6. äëÿ ñòðàòåã³¿ 7 ³  r � ! 	9 5 10 5. äëÿ ñòðàòåã³¿ 8.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó ö³é ïðàö³ çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ïîòåíö³àë³â îäåðæàíî çðó÷í³ äëÿ ÷èñëîâî¿

ðåàë³çàö³¿ ôîðìóëè äëÿ â³äøóêàííÿ ñòàö³îíàðíèõ ³ìîâ³ðíîñòåé ñòàí³â îäíîêà-

íàëüíèõ ñèñòåì îáñëóãîâóâàííÿ ç ïîðîãîâèìè ñòðàòåã³ÿìè ôóíêö³îíóâàííÿ.

Ðîçãëÿíóòî çàëåæíîñò³ ³íòåíñèâíîñò³ âõ³äíîãî ïîòîêó â³ä ê³ëüêîñò³ çàìîâëåíü

ó ñèñòåì³, ùî õàðàêòåðí³ ÿê äëÿ çàìêíåíèõ ñèñòåì (ìîäåëåé òåîð³¿ íàä³éíîñò³),
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Íàéìåíóâàííÿ
ðîçïîä³ëó

Íîìåð ñòðàòåã³¿
çì³íè �n

E ( )	� E E( ) ( )	 	� 	 r  r

�n ( . )01 5 30.0367 0.1561 0.0051

Un 5 18.7156 0.1349 0.0069

En 5 11.3681 0.1512 0.0177

Wn ( . )1 5 5 7.1309 0.1876 0.0530

�n ( . )01 6 59.5333 0.7349 0.0123

Un 6 29.5666 0.4191 0.0138

En 6 15.2882 0.3126 0.0259

Wn ( . )1 5 6 8.5903 0.2916 0.0646

Ò à á ë è ö ÿ 2. Çíà÷åííÿ ñòàö³îíàðíèõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåì M Gn n/ / /1 �

ç ð³çíèìè ðîçïîä³ëàìè ÷àñó îáñëóãîâóâàííÿ



òàê ³ äëÿ ñèñòåì îáñëóãîâóâàííÿ ç âèïàäêîâèì ðîçð³äæåííÿì âõ³äíîãî ïîòîêó. Íà

ïðèêëàäàõ ç’ÿñîâàíî õàðàêòåð çàëåæíîñòåé óñåðåäíåíèõ õàðàêòåðèñòèê ñòàö³îíàð-

íîãî ðîçïîä³ëó ê³ëüêîñò³ çàìîâëåíü ó ñèñòåì³ â³ä êîåô³ö³ºíòà âàð³àö³¿ ðîçïîä³ëó

÷àñó îáñëóãîâóâàííÿ. Ïîêàçàíî, ùî âèêîðèñòàííÿ ñòðàòåã³¿ çá³ëüøåííÿ ³íòåíñèâ-

íîñò³ îáñëóãîâóâàííÿ ç³ çá³ëüøåííÿì ê³ëüêîñò³ çàìîâëåíü ó ñèñòåì³ ïðèâîäèòü äî

çìåíøåííÿ íàâàíòàæåííÿ íà êàíàë îáñëóãîâóâàííÿ.
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Yu.V. Zhernovyi
POTENTIALS METHOD FOR THE M G rn n/ / /1 AND M Gn n/ / /1 � QUEUEING SYSTEMS

WITH TYPICAL DEPENDENCES OF THE INPUT FLOW INTENSITY ON THE NUMBER
OF CUSTOMERS

Abstract. The application of the potential method to finding the stationary distribution of the
number of customers in the M G rn n/ / /1 and M Gn n/ / /1 � queueing systems with threshold
operation strateges is proposed. The dependences of the input flow intensity on the number of
customers are considered, which are characteristic both for closed systems, which are models
of the reliability theory, and for queueing systems with random rarefaction of the input flow.
Service intensity control strategies are constructed on the assumption that the intensity can
vary at the time a customer starts servicing. Formulas to determine Laplace transforms of the
distribution of the number of customers in the system during the busy period and for calculat-
ing the average duration of the busy period are obtained.

Keywords: single-channel queueing system, Poisson input stream of the second kind, depend-
ence of the service time on the state of the system, method of potentials.
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