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Àíîòàö³ÿ. Öÿ ñòàòòÿ º ïðîäîâæåííÿì ñåð³¿ ïóáë³êàö³é àâòîð³â ï³ä îäíîéìåííîþ íàçâîþ.
Âîíà ïðèñâÿ÷åíà ïîäàëüøîìó âäîñêîíàëåííþ ìåòîäó â³äíîâëåííÿ ðîçðèâíèõ ôóíêö³é
äâîõ çì³ííèõ çà äîïîìîãîþ ïðîºêö³é äëÿ ï³äâèùåííÿ òî÷íîñò³ íàáëèæåííÿ áåç ÿâèùà
Ã³ááñà ó ðàç³, êîëè ë³í³¿ ðîçðèâó º ñèñòåìîþ ãðàíèöü êâàäðàò³â, âêëàäåíèõ îäèí â îäíèé.
Ðîçãëÿíóòî âèïàäîê, êîëè ë³í³¿ ðîçðèâó ìàþòü êóòîâ³ òî÷êè, â ÿêèõ ïîõ³äíà çà íîðìàëëþ
º íåâèçíà÷åíîþ. Ðîçðèâíèé ñïëàéí ïîáóäîâàíî òàê, ùîá ð³çíèöÿ ì³æ íàáëèæóâàíîþ
ôóíêö³ºþ ³ öèì ñïëàéíîì áóëà íåïåðåðâíîþ àáî äèôåðåíö³éîâíîþ ôóíêö³ºþ. Öþ ôóíê-
ö³þ íàáëèæóþòü çà äîïîìîãîþ ñê³í÷åííèõ ñóì Ôóð’º, êîåô³ö³ºíòè Ôóð’º â ÿêèõ âèçíà÷à-
þòü ç âèêîðèñòàííÿì ïðîºêö³é. Àíàë³ç ðåçóëüòàò³â îá÷èñëþâàëüíîãî åêñïåðèìåíòó ïîêà-
çàâ ¿õíþ â³äïîâ³äí³ñòü òåîðåòè÷íèì òâåðäæåííÿì ðîáîòè.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: êîìï’þòåðíà òîìîãðàô³ÿ, ðîçðèâíà ôóíêö³ÿ, ðîçðèâíèé ñïëàéí, êëàñ äè-
ôåðåíö³éîâíîñò³, ÿâèùå Ã³ááñà, ñóìà Ôóð’º.

ÂÑÒÓÏ

Ó ïåðø³é òà äðóã³é ÷àñòèíàõ ö³º¿ ñòàòò³ [1, 2] íàâåäåíî àíàë³ç ðåçóëüòàò³â îá-

÷èñëþâàëüíîãî åêñïåðèìåíòó â³äíîâëåííÿ ðîçðèâíèõ ôóíêö³é äâîõ çì³ííèõ

ç âèêîðèñòàííÿì ïðîºêö³é òà ñê³í÷åííèõ ñóì Ôóð’º áåç ÿâèùà Ã³ááñà. Ïðè öüî-

ìó ââàæàëîñü, ùî ë³í³¿ ðîçðèâó íàáëèæóâàíî¿ ôóíêö³¿ º â³äîìèìè ³ áóëî çà-

ïðîïîíîâàíî áóäóâàòè ðîçðèâíèé ñïëàéí òàê, ùîá ð³çíèöÿ ì³æ íàáëèæóâàíîþ

ôóíêö³ºþ ³ öèì ñïëàéíîì áóëà íåïåðåðâíîþ àáî äèôåðåíö³éîâíîþ ôóíêö³ºþ.

Ë³í³ÿìè ðîçðèâó áóëè ñèñòåìà êîíöåíòðè÷íèõ ê³ë àáî åë³ïñ³â ç îäíèì öåíòðîì.

Îñîáëèâ³ñòþ òàêîãî òèïó ë³í³é ðîçðèâó º òå, ùî â êîæí³é òî÷ö³ ë³í³é ðîçðèâó

³ñíóþòü îäíîñòîðîíí³ ïîõ³äí³ çà íîðìàëëþ. Ö³ ôóíêö³¿ íàáëèæóâàëèñÿ ñê³í÷åí-

íèìè ñóìàìè Ôóð’º ç âèêîðèñòàííÿì ïðîºêö³é [3].

Ó ö³é ñòàòò³ ë³í³¿ ðîçðèâó ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê ñèñòåìà ãðàíèöü êâàäðàò³â,

âêëàäåíèõ îäèí â îäíèé. Òîä³ ë³í³¿ ðîçðèâó ìàþòü êóòîâ³ òî÷êè, â ÿêèõ ïîõ³äíà

çà íîðìàëëþ º íåâèçíà÷åíîþ. Ïðîïîíóºòüñÿ óçàãàëüíåííÿ ìåòîäó ïîáóäîâè ðîç-

ðèâíîãî ñïëàéíà ó òàêèé ñïîñ³á, ùîá ð³çíèöÿ ì³æ íàáëèæóâàíîþ ôóíêö³ºþ ³

öèì ñïëàéíîì áóëà íåïåðåðâíîþ àáî äèôåðåíö³éîâíîþ ôóíêö³ºþ. Öå äàº çìîãó

íàáëèæóâàòè ðîçðèâíó ôóíêö³þ ç á³ëüø âèñîêîþ òî÷í³ñòþ áåç ÿâèùà Ã³ááñà äëÿ

çàäàíî¿ ê³ëüêîñò³ ïðîºêö³é. Ó ö³é ÷àñòèí³ ñòàòò³ íàâåäåíî ìåòîä ïîáóäîâè òàêîãî

ñïëàéíà òà ìåòîä çíàõîäæåííÿ ïðîºêö³é äëÿ çàçíà÷åíî¿ íåïåðåðâíî¿ àáî äèôå-

ðåíö³éîâíî¿ ôóíêö³¿. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ïîáóäîâè òàêèõ ðîçðèâíèõ ñïëàéí³â

³ñòîòíî âèêîðèñòîâóþòüñÿ îïåðàòîðè ñïëàéí-³íòåðë³íàö³¿ Ëàãðàíæåâîãî òà

Åðì³òîâîãî òèï³â [4–6].

Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî äëÿ çìåíøåííÿ âïëèâó ÿâèùà Ã³ááñà íà òî÷í³ñòü íà-

áëèæåííÿ ðîçðèâíî¿ ôóíêö³¿ ñóìàìè Ôóð’º ó ðîáîòàõ [7–9] âèêîðèñòàíî ìåòîä

äîìíîæåííÿ êîåô³ö³ºíò³â Ôóð’º íà ñïåö³àëüíî ï³ä³áðàí³ åêñïîíåíö³àëüí³ ìíîæ-

íèêè, àëå ðàçîì ç òèì ÿâèùå Ã³ááñà íå çíèêàëî ïîâí³ñòþ.
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ÇÀÃÀËÜÍÀ ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×²

Ââàæàòèìåìî, ùî îáëàñòü, â ÿê³é çàäàíà ðîçðèâíà ôóíêö³ÿ f x y( , ), íàëåæèòü

êâàäðàòó D � [ , ]0 1 2 ³ ðîçáèâàºòüñÿ íà M �1 ï³äîáëàñòü Dk , k M� �1 1, :

D x y t x t t y t1 1 1 1 10 5 0 5 0 5 0 5� � � � � � � � �{ }( , ): . . , . . ,

D x y t x t t y tk k k k k� � � � � � � � �{ }( , ): . . , . . \0 5 0 5 0 5 0 5

\ ( , ): . . , . .{ }x y t x t t y tk k k k0 5 0 5 0 5 0 51 1 1 1� � � � � � � �� � � � , k M� 2, ,

D D x y t x t t y tM M M M M� � � � � � � � � �1 0 5 0 5 0 5 0 5\ ( , ): . . , . .{ },

0 1 2 1� � � � � ��t t t tM M� 0.5;

x t x t k M x xk k k k M M, , , ,. , . , , , ,1 2 1 1 1 20 5 0 5 1 0 1� � � � � � �� � ;

y t y t l M y yl l l l M M, , , ,. , . , , , ,1 2 1 1 1 20 5 0 5 1 0 1� � � � � � �� � .

Ïîçíà÷èìî �k , k M� �1 1, , ë³í³¿ ðîçðèâó ôóíêö³¿ f x y( , ). Ââàæàòèìåìî, ùî

òåñòîâà ðîçðèâíà ôóíêö³ÿ f x y( , ) çàäàíà â³äîìèìè âèðàçàìè â êîæí³é îáëàñò³, íà

ÿê³ ðîçáèâàºòüñÿ êâàäðàò:

f x y f x y x y D k Mk k( , ) ( , ), ( , ) , ,� � � �1 1.

Ââàæàºìî òàêîæ, ùî ôóíêö³¿ f x y C Dk k( , ) ( )� 2 , k M� �1 1, .

Óâåäåìî äî ðîçãëÿäó ôóíêö³þ �( , ) ( , ) ( , )x y f x y Sp x y� � . Äàë³ áóäóâàòèìå-

ìî ðîçðèâíèé ñïëàéí Sp x y( , ) òàê, ùîá ôóíêö³ÿ �( , )x y áóëà íåïåðåðâíîþ (r � 0)

àáî äèôåðåíö³éîâíîþ (r �1). Îòæå, ìàòèìåìî äâà âèïàäêè äëÿ ïîáóäîâè

ðîçðèâíîãî ñïëàéíà.

ÏÎÁÓÄÎÂÀ ÐÎÇÐÈÂÍÎÃÎ ÑÏËÀÉÍÀ

Âèïàäîê 1. Ïîêëàäåìî r � 0 . Çàäà÷à ïîëÿãàº ó ïîáóäîâ³ ðîçðèâíîãî ñïëàéíà

Sp x y( , ), ÿêèé ìàº òàê³ ñàì³ ë³í³¿ ðîçðèâó, ùî é ôóíêö³ÿ f x y( , ), à òàêîæ ìàº

òàê³ ñàì³ îäíîñòîðîíí³ ãðàíèö³ (à îòæå, ³ ñòðèáêè) íà ë³í³ÿõ ðîçðèâó, ùî é

ôóíêö³ÿ f x y( , ).

Ïîáóäóºìî ðîçðèâíèé ñïëàéí Sp x y( , ) ó âèãëÿä³

Sp x y x y x y D k Mk k( , ) ( , ), ( , ) , ,� � � �� 1 1,

�1 1 1 2 1 1 2 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )x y O f x y O f x y O O f x y� � � ,

O f x y
x x

x x
f x y

x x

x x
1 1
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1 1 1

1 1

1 2 1

( , ) ( , )
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, ,

�
�

�
�

�

� 1
1 1 2f x y( , ), ,

O f x y
y y

y y
f x y

y y

y y
2 1

1 2

1 1 1 2
1 1 1

1 1

1 2 1

( , ) ( , )
,

, ,
,

,

, ,

�
�

�
�

�

� 1
1 1 2f x y( , ), ;

O O f x y
x x

x x
O f x y

x x

x
1 2 1

1 2

1 1 1 2
2 1 1 1

1 1

1 2

( , ) ( , )
,

, ,
,

,

,

�
�

�
�

�

� x
O f x y

1 1
2 1 1 2

,
,( , ) ;

� k k k k k k k kx y O f x y O f x y O O f x y k( , ) ( , ) ( , ) ( , ),, , , ,� � � �1 2 1 2 2 1, M � ;

O f x y
x x

x x
f x y

x x

x
k k

k

k k
k k

k

k
1

1 1

1 1 1
1

1
,

,

, ,
,

,
( , ) ( , )�

�

�
�

��

� �
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�
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1 1 1
1 1 1 1 1

, ,
, , ,( , ),

x
f x y x x x

k
k k k k ;

O f x y x x xk k k k1 1 1 1 20, , ,( , ) ,� � �� � ,
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O f x y
x x

x x
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k k
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1 1 1
1

1
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y
f x y y y y

k
k k k k ,

O f x y y y yk k k k2 1 1 1 20, , ,( , ) ,� � �� � ,

O f x y
y y

y y
f x yk k

k

k k
k k2

2

1 2 2
1 2,

,

, ,
,( , ) ( , )�

�

�
�

�
�
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y y

y y
f x y y y y

k

k k
k k k k

1 2

2 1 2
1 2 1 2 2

,

, ,
, , ,( , ), , k M� �2 1, ;

O O f x y O O f x yk k k k k k1 2 1 2, , , ,( , ) ( ( , ))� .

Ðîçðèâíèé ñïëàéí äïÿ âèïàäêó r � 0 ïîáóäîâàíî.

Çàïèøåìî ôóíêö³þ �( , )x y ó âèãëÿä³

� � � �( , ) ( , ), ( , ) ( , ) ( , )x y x y x y f x y x yk k k k� � � , ( , ) , ,x y D k Mk� � �1 1.

Òåîðåìà 1. Ôóíêö³ÿ �( , )x y ìàº òàê³ âëàñòèâîñò³:

1) �1 0( , )x y � , ( , )x y ��1, �k x y( , ) � 0, ( , )x y k� �� 1, ( , )x y k�� , k M� �2 1, ;

2) �( , ) ( )x y C D� , ÿêùî f x y C Dk k( , ) ( ).�

Äîâåäåííÿ âèêîíàºìî áåçïîñåðåäíüîþ ïîñë³äîâíîþ ïåðåâ³ðêîþ ¿¿ òâåðäæåíü

äëÿ ôóíêö³é �k x y( , ), k M� �1 1, . Äîâåäåìî ñïðàâåäëèâ³ñòü ïåðøîãî òâåðäæåííÿ

òåîðåìè.

Äëÿ ôóíêö³¿ �1 ( , )x y îòðèìàºìî

� �1 1 1 1 1 1 1 1 1( , ) ( , ) ( , ), , ,x y f x y x y� � �

� � � �f x y O f x y O f x y O O f x1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 2 1 1 1( , ) ( ( , ) ( , ) (, , , , , ))y �

� � � � �f x y f x y O f x y O f x y1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 0( , ) ( , ) ( , ) ( , ), , , , , , ,y y y1 1 1 2� � .

Òàê ñàìî äîâîäèòüñÿ, ùî

� �1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 1 1 1 20 0( , ) , , ( , ) ,, , , , , ,x y y y y x y x x x� � � � � � ,

�1 1 2 1 1 1 20( , ) ,, , ,x y x x x� � � .

Îòæå, äîâåäåíî, ùî íà ÷îòèðüîõ â³äð³çêàõ, ç ÿêèõ ñêëàäàºòüñÿ ãðàíèöÿ �1

êâàäðàòà D1, ñïðàâåäëèâà ð³âí³ñòü �1 0( , )x y � , òîáòî �1 0( , )x y � , ( , )x y ��1.

Àíàëîã³÷íî ìîæíà äîâåñòè, ùî �k x y( , ) � 0, ( , ) ,x y k� �� 1 ( , ) ,x y k��

k M� �2 1, .

Äëÿ äîâåäåííÿ ñïðàâåäëèâîñò³ äðóãîãî òâåðäæåííÿ òåîðåìè âðàõîâóºìî,

ùî ç óìîâ f x y C Dk k( , ) ( )� âèïëèâàº � k kx y C D( , ) ( )� , k M� �1 1, .

Òîä³ é �k kx y C D( , ) ( )� , k M� �1 1, . Îòæå, �( , ) ( )x y C D� .

Òåîðåìó 1 äîâåäåíî.

Âèïàäîê 2. Ïîêëàäåìî r �1. Çàäà÷à ïîëÿãàº ó ïîáóäîâ³ ðîçðèâíîãî ñïëàéíà

Sp x y( , ), ÿêèé ìàº òàê³ âëàñòèâîñò³:
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1) ìàº òàê³ ñàì³ ë³í³¿ ðîçðèâó, ùî é ôóíêö³ÿ f x y( , );

2) ìàº òàê³ ñàì³ îäíîñòîðîíí³ ãðàíèö³ (à îòæå, ³ ñòðèáêè) íà ë³í³ÿõ ðîçðèâó,

ùî é ôóíêö³ÿ f x y( , ).

3) ïîõ³äíà çà íîðìàëëþ äî ë³í³é ðîçðèâó â³ä ñïëàéíà ìàº òàê³ ñàì³ îäíîñòî-

ðîíí³ ãðàíèö³ (ñòðèáêè), ùî é ïîõ³äíà çà íîðìàëëþ äî ë³í³é ðîçðèâó â³ä íàáëè-

æóâàíî¿ ôóíêö³¿. Öå ïîõ³äí³
	

	x
Sp x y( , ),

	

	y
Sp x y( , ) òà

	

	x
f x y( , ),

	

	y
f x y( , ),

îñê³ëüêè ë³í³ÿìè ðîçðèâó º ãðàíèö³ êâàäðàò³â.

Óâåäåìî áàçèñí³ ïîë³íîìè òðåòüîãî ñòåïåíÿ äâîòî÷êîâî¿ åðì³òîâî¿ ³íòåðïî-

ëÿö³¿ ôóíêö³é îäí³º¿ çì³ííî¿:

H t t t H t t t H t t0 0
2

0 1
2

1 0
21 1 2 1 3, , ,( ) ( ) ( ), ( ) ( ) , ( ) (� � � � � � � 2 11 1

2t H t t t), ( ) ( ), � � .

Ïåðø³ ïîõ³äí³ â³ä öèõ ïîë³íîì³â ó òî÷êàõ t � 0, t �1 ìàþòü âëàñòèâîñò³

H q
k s

p
k q p s,

( )
, ,( ) � 
� � , k s p q H t

t
H t

k s
p

p

p k s, , , , , ( ) ( )
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,� �

	

	
{ }0 1 .

Íàäàë³ áóäåìî ââàæàòè, ùî
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f x y
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s
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x xl i
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0 �
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y yl j
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0 �
	

	 �
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i j k l M, , ; , ,� � �1 2 1 1.

Ïîáóäóºìî ðîçðèâíèé ñïëàéí Sp x y( , ):

Sp x y x y x y D k Mk k( , ) ( , ), ( , ) , ,� � � �� 1 1,

�1 1 1 2 1 1 2 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )x y O f x y O f x y O O f x y� � � ,

O f x y H
x x

x x
x xs

s

1 1 0

0

1
1 1

1 2 1 1
1 2( , ) (,

,

, ,
,�

�

�

�

�






�

�

�
�


 �
�
� 1 1 1

0
1 1,

( , )
,) ( , )s sf x y �

�
�

�

�

�






�

�

�
�


 �
�
� H

x x

x x
x x fs

s

s s
1

0

1
1 1

1 2 1 1
1 2 1 1 1,

,

, ,
, ,

(( ) , )
,( , )0

1 1x y , x x x1 1 1 2, ,� � ,

O f x y H
y y

y y
y yp

p

2 1 0

0

1
1 1

1 2 1 1
1 2( , ) (,

,

, ,
,�

�

�

�

�






�

�

�
�


 �
�
� 1 1 1

0
1 1,

( , )
,) ( , )p pf x y �

�
�

�

�

�






�

�

�
�


 �
�
� H

y y

y y
y y fp

p

p
1

0

1
1 1

1 2 1 1
1 2 1 1 1

0
,

,

, ,
, ,

(( ) , )
,( , )p x y1 2 , y y y1 1 1 2, ,� � ,

O O f x y H
x x

x x
xs

s

1 2 1 0

0

1
1 1

1 2 1 1
1 2( , ) (,

,

, ,
,�

�

�

�

�






�

�

�
�



�
� � �

�

x O f x ys s

x x

1 1 2 1
0

1 1

,
( , )) ( ) ( , )

,

�
�

�

�

�






�

�

�
�


 �
�
� H

x x

x x
x x O fs

s

s
1

0

1
1 1

1 2 1 1
1 2 1 1 2,

,

, ,
, ,( ) ( 1

0

1 1

) ( , )( , )

,

s

x x

x y

�

, x x x1 1 1 2, ,� � ,

� k k k k k k k kx y O f x y O f x y O O f x y( , ) ( , ) ( , ) ( , ), , , ,� � �1 2 1 2 , k M� �2 1, ;
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O f x y H
x x

x x
xk k s

s

k

k k
k1 0

0

1
1

1 1 1
, ,

,

, ,

( , ) (�
�

�

�

�






�

�

�
�



� �
� � � �1 1 1

0
1, ,

( , )
,) ( , )x f x yk

s
k

s
k

�
�

�

�

�






�

�

�
�


 �
� �

�� H
x x

x x
x xs

s

k

k k
k k

s
1

0

1
1

1 1 1
1 1 1,

,

, ,
, ,( ) f x y

k
s

k
( , )

,( , )0
1 1� , x x xk k, ,1 1 1� � � ,

O f x y x x xk k k k1 1 1 1 20, , ,( , ) ,� � �� � ,

O f x y H
x x

x x
k k s

s

k

k k
1 0

0

1
1 2

2 1 2
, ,

,

, ,

( , ) (�
�

�

�

�






�

�

�
�



�

�

�
� x x f x yk k

s
k

s
k, ,

( , )
,) ( , )2 1 2

0
1 2� �� �

�
�

�

�

�






�

�

�
�


 �
�

�

�
�� H

x x

x x
x xs

s

k

k k
k k1

0

1
1 2

2 1 2
2 1 2,

,

, ,
, ,( ) ( , )( , )

,
s

k
s

kf x y0
2 ,

x x x k Mk k� � � � �1 2 2 2 1, , , , ;

O f x y H
y y

y y
yk k p

p

k

k k
k2 0

0

1
1

1 1 1
, ,

,

, ,

( , ) (�
�

�

�

�






�

�

�
�



� �
� � � �1 1 1

0
1, ,

( , )
,) ( , )y f x yk

p
k

p
k

�
�

�

�

�






�

�

�
�


 �
� �

�� H
y y

y y
y yp

p

k

k k
k k

p
1

0

1
1

1 1 1
1 1 1,

,

, ,
, ,( ) f x y

k
p

k
( , )

,( , )0
1 1� , y y yk k, ,1 1 1� � � ,

O f x y y y yk k k k2 1 1 1 20, , ,( , ) ,� � �� � ,

O f x y H
y y

y y
k k p

p

k

k k
2 0

0

1
1 2

2 1 2
, ,

,

, ,

( , ) (�
�

�

�

�






�

�

�
�



�

�

�
� y y f x yk k

s
k

p
k, ,

( , )
,) ( , )2 1 2

0
1 2� �� �

�
�

�

�

�






�

�

�
�


 �
�

�

�
�� H

y y

y y
y yp

p

k

k k
k k1

0

1
1 2

2 1 2
2 1 2,

,

, ,
, ,( ) ( , )( , )

,
p

k
p

kf x y0
2 , y y yk k� � �1 2 2, , ,

k M� �2 1, ;

O O f x y O O f x yk k k k k k1 2 1 2, , , ,( , ) ( ( , ))� .

Ðîçðèâíèé ñïëàéí äëÿ âèïàäêó r �1 ïîáóäîâàíî.

Ïîäàìî ôóíêö³þ �( , )x y ó âèãëÿä³

� � � �( , ) ( , ), ( , ) ( , ) ( , )x y x y x y f x y x yk k k k� � � , ( , ) , ,x y D k Mk� � �1 1.

Òåîðåìà 2. Ôóíêö³ÿ �( , )x y ìàº òàê³ âëàñòèâîñò³:

1) �1 0( , )x y � , ( , )x y ��1, �k x y( , ) � 0, ( , )x y k� �� 1, ( , )x y k�� , k M� �2 1, ;

2)
	

	
�

x
x y�1 0( , ) , x x� 1 1, , x x� 1 2, , y y y1 1 1 2, ,� � ,

	

	
�

y
x y�1 0( , ) , y y� 1 1, ,

y y� 1 2, , x x x1 1 1 2, ,� � ;

3)
	

	
�

x
x yk� ( , ) 0, x xk� ,1, x xk� , 2 , y y yk k, ,1 2� � , x xk� �1 1, , x xk� �1 2, ,

y y yk k� �� �1 1 1 2, , , k M� �2 1, ;

4)
	

	
�

y
x yk� ( , ) 0, y yk� ,1, y yk� , 2 , x x xk k, ,1 2� � , y yk� �1 1, , y yk� �1 2, ,

x x xk k� �� �1 1 1 2, , , k M� �2 1, ;

5) �( , ) ( )x y C D� 1 , ÿêùî f x y C Dk k( , ) ( )� 2 .
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Äîâåäåííÿ âèêîíàºìî áåçïîñåðåäíüîþ ïîñë³äîâíîþ ïåðåâ³ðêîþ ¿¿ òâåðäæåíü.

1. Äîâåäåìî, ùî �1
1

0( , )x y
�

� .

Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî �1 1 1 0( , ),x y � , y y y1 1 1 2, ,� � .

Äëÿ öüîãî âèçíà÷èìî òàêó ïîñë³äîâí³ñòü ð³âíîñòåé:

� �1 1 1 1 1 1 1 1 1( , ) ( , ) ( , ), , ,x y f x y x y� � �

� � � �f x y O f x y O f x y O O f x1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 2 1 1 1( , ) ( ( , ) ( , ) (, , , , , ))y �

� � � � �f x y f x y O f x y O f x y1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 0( , ) ( , ) ( , ) ( , ), , , , , y y y1 1 1 2, ,� � .

Àíàëîã³÷íî äîâåäåìî, ùî

�1 1 2 0( , ),x y � , y y y1 1 1 2, ,� � , �1 1 1 0( , ),x y � , x x x1 1 1 2, ,� � ,

�1 1 2 0( , ),x y � , x x x1 1 1 2, ,� � ,

âðàõóâàâøè, ùî �1 ( , )x y º îïåðàòîðîì ³íòåðë³íàö³¿ Åðì³òîâîãî òèïó [6] íà

ñèñòåì³ ïîïàðíî ïåðïåíäèêóëÿðíèõ â³äð³çê³â ïðÿìèõ, ç îá’ºäíàííÿ ÿêèõ ñêëà-

äàºòüñÿ ãðàíèöÿ îáëàñò³ D1.

Îòæå, äîâåäåíî, ùî íà ÷îòèðüîõ â³äð³çêàõ, ç ÿêèõ ñêëàäàºòüñÿ ãðàíèöÿ �1

êâàäðàòà D1, ìàº ì³ñöå ð³âí³ñòü �1 0( , )x y � , òîáòî òâåðäæåííÿ �1
1

0( , )x y
�

�

ñïðàâäæóºòüñÿ.

Àíàëîã³÷íî ìîæíà äîâåñòè ³íø³ òâåðäæåííÿ òåîðåìè, à ñàìå: �k x y( , ) ,� 0

( , )x y k� �� 1, ( , )x y k�� , k M� �2 1, .

2. Äîâåäåìî, ùî

	

	
�

x
x y�1 0( , ) , x x� 1 1, , x x� 1 2, , y y y1 1 1 2, ,� � ;

	

	
�

y
x y�1 0( , ) , y y� 1 1, , y y� 1 2, , x x x1 1 1 2, ,� � .

Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî
	

	
�

x
x y�1 0( , ) , x x� 1 1, , y y y1 1 1 2, ,� � .

Çàïèøåìî òàê³ ð³âíîñò³:

	

	
�

	

	
�

	

	

�

�



�

�
�

� �x
x y

x
f x y

x
x y

x x x x

� �1 1 1

1 1 1 1

( , ) ( , ) ( , )

, ,

�

�
	

	
�

	

	
� �

�x
f x y

x
O f x y O f x y O O f x

x x
1 1 1 2 1 1 2 1

1 1

( , ) ( ( , ) ( , ) (

,

, ))

,

y
x x�

�

1 1

�
	

	
�

	

	
�

� �x
f x y

x
O f x y

x x x x
1 1 1

1 1 1 1

( , ) ( , )

, ,

�
	

	
�

	

	
�

� �x
O f x y

x
O O f x y

x x x x
2 1 1 2 1

1 1 1 1

( , ) ( , )

, ,

�
	

	
�

	

	
�

	

	� � �x
f x y

x
f x y

x
O f x y

x x x x x x
1 1 2 1

1 1 1 1

( , ) ( , ) ( , )

, , 1 1,

�

�
	

	
� � �

�x
O f x y y y y

x x
2 1 1 1 1 2

1 1

0( , ) ,

,

, , .
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Àíàëîã³÷íî ìîæíà äîâåñòè, ùî
	

	
� �

x
x y x x�1 1 20( , ) , , , y y y1 1 1 2, ,� � , à òàêîæ

	

	
� �

y
x y y y�1 1 10( , ) , , , x x x1 1 1 2, ,� � ,

	

	
�

y
x y�1 0( , ) , y y� 1 2, , x x x1 1 1 2, ,� � .

3. Äîâåäåìî, ùî

	

	
�

x
x yk� ( , ) 0, x xk� ,1, x xk� , 2 , y y yk k, ,1 2� � ;

x xk� �1 1, , x xk� �1 2, , y y yk k� �� �1 1 1 2, , , k M� �2 1, .

Äîâåäåìî ñïî÷àòêó ïåðøå òâåðäæåííÿ:

	

	
�

x
x yk� ( , ) 0, x xk� ,1, y y yk k, ,1 2� � , k M� �2 1, .

Âèçíà÷àºìî ð³âíîñò³:

	

	
�

	

	
�

	

	

�

�



�

�
�

� �x
x y

x
f x y

x
x yk

x x
k k

x xk k

� �( , ) ( , ) ( , )

, ,1 1

�

�
	

	
�

	

	
� �

�x
f x y

x
O f x y O f x y Ok

x x
k k k k k

k

( , ) ( ( , ) ( , )

,

, , ,

1

1 2 1 O f x yk k
x xk

2

1

, ( , ))

,�

�

�
	

	
�

	

	
�

	

	� �x
f x y

x
O f x y

x
O f xk

x x
k k

x x
k k

k k

( , ) ( , ) (

, ,

, ,

1 1

1 2 , )

,

y
x xk�

�

1

�
	

	
�

	

	
�

	

	� �x
O O f x y

x
f x y

x
f xk k k

x x
k

x x
k

k k

1 2

1 1

, , ( , ) ( , ) (

, ,

, )

,

y
x xk�

�

1

�
	

	
�

	

	
�

� �x
O f x y

x
O f x yk k

x x
k k

x xk k

2 2

1 1

0, ,( , ) ( , )

, ,

,

y y y k Mk k, , , ,1 2 2 1� � � � .

Àíàëîã³÷íî ìîæíà äîâåñòè, ùî
	

	
� �

x
x y x xk k� ( , ) , ,0 2 , y y yk k, ,1 2� � ,

k M� �2 1, , òà
	

	
�

x
x yk� ( , ) 0, x xk� �1 1, , y y yk k� �� �1 1 1 2, , ,

	

	
�

x
x yk� ( , ) 0, x xk� �1 2, , y y yk k� �� �1 1 1 2, , , k M� �2 1, .

Óñ³ äîâåäåííÿ ó öüîìó ïóíêò³ hðóíòóþòüñÿ íà âèêîðèñòàíí³ îïåðàòîð³â

O Ok k1 2, ,, , çàäàíèõ ó âèãëÿä³ òðüîõ ð³çíèõ àíàë³òè÷íèõ âèðàç³â äëÿ ð³çíèõ ³íòåð-

âàë³â çàäàííÿ çì³ííèõ x, y â³äïîâ³äíî. Ïðè öüîìó âåëèêîþ ì³ðîþ âèêîðèñòîâó-

þòüñÿ âëàñòèâîñò³ áàçèñíèõ ïîë³íîì³â H t i si s, ( ), , ,�{ }0 1 .

4. Äîâåäåííÿ òîãî, ùî

	

	
�

y
x yk� ( , ) 0, y yk� ,1, y yk� , 2 , x x xk k, ,1 2� � , y yk� �1 1, , y yk� �1 2, ,

x x xk k� �� �1 1 1 2, , , k M� �2 1, ,

çä³éñíþºòüñÿ òàê ñàìî ÿê ³ ó ï. 3.

ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2022, òîì 58, ¹ 3 67



5. Äîâåäåìî, ùî �( , ) ( )x y C D� 1 çà óìîâè f x y C Dk k( , ) ( )� 2 .

Ç óìîâè f x y C Dk k( , ) ( )� 2 âèïëèâàº, ùî � k kx y C D( , ) ( )� 1 , k M� �1 1, .

Òîä³ òàêîæ �k kx y C D( , ) ( )� 1 , k M� �1 1, . Îòæå, �( , ) ( )x y C D� 1 .

Òåîðåìó 2 äîâåäåíî.

Îòæå, ïîáóäîâàíî ñïëàéíè, âèêîðèñòîâóþ÷è ÿê³ îòðèìóºìî ôóíêö³¿

�( , ) ( )x y C D� äëÿ âèïàäêó r � 0 òà �( , ) ( )x y C D� 1 äëÿ âèïàäêó r �1.

Òåîðåìà 3. Ôóíêö³¿ �( , ) ( )x y C Dr� äëÿ r � 0 àáî r �1 ìîæíà ïåð³îäè÷íî

ïðîäîâæèòè íà âñþ ïëîùèíó Oxy ³ç çáåðåæåííÿì êëàñó äèôåðåíö³éîâíîñò³.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè âèïëèâàº ç òîãî, ùî â îáîõ âèïàäêàõ ôóíêö³¿ �( , )x y ìà-

þòü âëàñòèâîñò³: � �( , ) ( , )0 1 0y y� � , � �( , ) ( , )x x0 1 0� � äëÿ r � 0 òà r �1. Êð³ì

òîãî, äëÿ r �1 âèêîíóþòüñÿ ð³âíîñò³

� �( , ) ( , )( , ) ( , )1 0 1 00 1 0y y� � , � �( , ) ( , )( , ) ( , )0 1 0 10 1 0x x� � .

Òåîðåìó 3 äîâåäåíî.

Îòæå, ôóíêö³þ �( , )x y ìîæíà ïåð³îäè÷íî ïðîäîâæèòè ç ïåð³îäîì îäèíèöÿ

çà çì³ííîþ x òà çà çì³ííîþ y íà âñþ ïëîùèíó Oxy.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ âèïàäê³â r � 0 òà r �1 ôóíêö³ÿ �( , )x y ìàº âëàñòèâîñò³, ÿê³

íàäàþòü çìîãó äëÿ ¿¿ íàáëèæåííÿ áåç ÿâèùà Ã³ááñà çàñòîñóâàòè ìåòîä

ñê³í÷åííèõ ñóì Ôóð’º ç âèêîðèñòàííÿì ïðîºêö³é. Òåîðåòè÷í³ çàñàäè ìåòîäó

îá÷èñëåííÿ êîåô³ö³ºíò³â Ôóð’º çà äîïîìîãîþ ïðîºêö³é íàâåäåíî â ðîáîò³ [3], äå

íàáëèæåííÿ äëÿ ôóíêö³¿ �( , )x y â³äøóêóþòü ó âèãëÿä³ ñê³í÷åííî¿ ñóìè Ôóð’º

ïîðÿäêó N : � � � �( , ) ( , ) ,
( )x y x y eN

l N

N

k l
i kx ly

k N

N

� �
��

�

��
�� 2 . Êîåô³ö³ºíòè Ôóð’º

îá÷èñëþþòü çà ôîðìóëîþ � � �
k l

D

i kx lyx y e dxdy,
( )( , )� ��

� �2 .

Âèêîðèñòîâóºìî äëÿ àíàë³çó íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ f x y( , ) ñóìó íàáëèæåííÿ

ôóíêö³¿ �( , )x y ñóìàìè Ôóð’º òà ïîáóäîâàíîãî ñïëàéíà:

f x y f x y x y Sp x yN( , )
~

( , ) ( , ) ( , )� � �� .

ÏÐÈÊËÀÄÈ

Ó ÷èñåëüíîìó åêñïåðèìåíò³ ðîçãëÿíóòî ïðèêëàäè äëÿ îäí³º¿ ë³í³¿ ðîçðèâó

( )M �1 òà äâîõ ë³í³é ðîçðèâó (M � 2). Ë³í³ÿìè ðîçðèâó º ãðàíèö³ êâàäðàò³â.

Ïîðÿäîê äèôåðåíö³éîâíîñò³ r ôóíêö³¿ �( , )x y äîð³âíþâàâ íóëþ òà îäèíèö³:

r � 0, r � 1.

Ïðîºêö³éí³ äàí³ äëÿ ôóíêö³¿ f x y( , ) ââàæàëèñÿ çàäàíèìè.

Ïðèêëàä 1. Íàáëèæåíå â³äíîâëåííÿ ðîçðèâíî¿ ôóíêö³¿ f x y( , ) äëÿ âèïàäêó

M �1, r � 0, r �1. Ë³í³ºþ ðîçðèâó º ãðàíèöÿ êâàäðàòà ç³ ñòîðîíîþ a1 (a1 1� )

ç öåíòðîì ó òî÷ö³ (0.5; 0.5). Çàäàíî ôóíêö³¿:

f x y k e x y
1 1

0 5 0 52 2

( , ) (( . ) ( . ) )� � � � � , f x y k x y2 2
2 20 5 05( , ) sin (( . ) ( . ) )� � � � ,

äå k1, k2 — çàäàí³ ÷èñëà.

Ïðèêëàä 2. Íàáëèæåíå â³äíîâëåííÿ ðîçðèâíî¿ ôóíêö³¿ f x y( , ) äëÿ M � 2 ,

r � 0, r �1. Ë³í³ÿìè ðîçðèâó º ãðàíèö³ êâàäðàò³â ç³ ñòîðîíàìè a1, a2 , a a1 2 1� � ,

ç öåíòðîì ó òî÷ö³ (0.5; 0.5). Çàäàíî ôóíêö³¿:

68 ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2022, òîì 58, ¹ 3



f x y k e x y
1 1

0 5 0 52 2

( , ) ( . ) ( . )� � � � , f x y k x y2 2 1( , ) ( )� � �ch ,

f x y k x y3 3
2 20 5 0 5( , ) sin (( . ) ( . ) )� � � � ,

äå k1, k2 , k3 — çàäàí³ ÷èñëà.

Äàë³ íàâåäåìî (òàáë.1, 2) ê³ëüê³ñí³ õàðàêòåðèñòèêè ïîõèáêè íàáëèæåííÿ

ôóíêö³¿ f x y( , ), ÿêà ìàëà âèãëÿä
~

( , ) ( , ) ( , )f x y x y Sp x yN� �� òà âèãëÿä

f x y f x yN
� �( , ) ( , ), äå N — ïîðÿäîê ñóìè Ôóð’º. Ó íàâåäåíèõ ðîçðàõóíêàõ äëÿ

âñ³õ âèïàäê³â N � 32. Ðåçóëüòàòè, îá÷èñëåí³ äëÿ ôóíêö³¿
~

( , )f x y çà óìîâ r � 0,

r �1, â³äïîâ³äàþòü â³äñóòíîñò³ ÿâèùà Ã³ááñà, à äëÿ ôóíêö³¿ f x y� ( , ) — íàÿâíîñò³

ÿâèùà Ã³ááñà.
Íàâåäåíî òàêîæ ãðàô³÷íó ³ëþñòðàö³þ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàò³â, à ñàìå, çîáðà-

æåííÿ çàäàíî¿ ôóíêö³¿ f x y( , ) òà ¿¿ íàáëèæåííÿ
~

( , )f x y , à òàêîæ çîáðàæåííÿ

ôóíêö³¿ f x y� ( , ) (ðèñ. 1, 2). Äëÿ çîáðàæåííÿ ôóíêö³¿ f x y* ( , ) ñïîñòåð³ãàëèñü îñ-

öèëÿö³¿, ùî â³äïîâ³äàº íàÿâíîñò³ ÿâèùà Ã³ááñà.

Ïîð³âíÿííÿ ïîõèáîê, íàâåäåíèõ ó òàáë. 1, 2, à òàêîæ çîáðàæåíü, íàâåäåíèõ

íà ðèñ. 1, 2, ñâ³ä÷èòü ïðî ïåðåâàãè çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó äëÿ íàáëèæåíîãî

â³äíîâëåííÿ ðîçðèâíèõ ôóíêö³é.

Îòæå, ìîæíà ï³äñóìóâàòè, ùî ó çàïðîïîíîâàíîìó ìåòîä³ òåîðåòè÷íî

îá´ðóíòîâàíî ó â³äïîâ³äíèõ òåîðåìàõ ³ ï³äòâåðäæåíî îá÷èñëþâàëüíèì åêñïåðè-

ìåíòîì ìîæëèâ³ñòü íàáëèæåííÿ ðîçðèâíèõ ôóíêö³é äâîõ çì³ííèõ ç âèêîðèñòàí-

íÿì ïðîºêö³é òà ñê³í÷åííèõ ñóì Ôóð’º áåç ÿâèùà Ã³ááñà äëÿ âèïàäêó, êîëè ë³í³¿

ðîçðèâó º ñèñòåìîþ ãðàíèöü êâàäðàò³â, âêëàäåíèõ îäèí â îäíèé. Ó öüîìó ìåòîä³

ðîçðèâíèé ñïëàéí Sp x y( , ) ïîáóäîâàíî òàê, ùîá ð³çíèöÿ ì³æ íàáëèæóâàíîþ ðîç-

ðèâíîþ ôóíêö³ºþ f x y( , ) ³ öèì ñïëàéíîì áóëà íåïåðåðâíîþ àáî äèôåðåíö³éîâ-

íîþ ôóíêö³ºþ. Öå íàäàº çìîãó ï³äâèùèòè òî÷í³ñòü íàáëèæåííÿ.
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Ò à á ë è ö ÿ 1. Ðåçóëüòàòè íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ f x y( , ) äëÿ âèïàäêó M �1

(ïðèêëàä 1)

Õàðàêòåð íàáëèæåííÿ
ôóíêö³¿ f x y( , )

Ïîðÿäîê
äèôåðåíö³éîâíîñò³

ôóíêö³¿ j( , )x y

Àáñîëþòíà
ïîõèáêà

Â³äíîñíà
ïîõèáêà

Ñåðåäíüîêâàä-
ðàòè÷íà ïîõèáêà

~
( , )f x y , áåç ÿâèùà Ã³ááñà r � 0 0.0361 0.00361 0.00386

~
( , )f x y , áåç ÿâèùà Ã³ááñà r � 1 0.000224 0.0000224 0.0000238

f x y� ( , ), ç ÿâèùåì Ã³ááñà — 6.088 0.609 0.671

Ðèñ. 1. Çîáðàæåííÿ çàäàíî¿ ôóíêö³¿ f x y( , ) (à), ¿¿ íàáëèæåííÿ
~

( , )f x y áåç ÿâèùà Ã³ááñà (á), ¿¿
íàáëèæåííÿ f x y� ( , ) ç ÿâèùåì Ã³ááñà (â)

à á â

X X X

Z ZZ



ÂÈÑÍÎÂÊÈ

1. Ó òðüîõ ÷àñòèíàõ ö³º¿ ñòàòò³ ðîçðîáëåíî ³ äîñë³äæåíî ìåòîä íàáëèæåííÿ

ðîçðèâíèõ ôóíêö³é áåç ÿâèùà Ã³ááñà çà äîïîìîãîþ ðîçðèâíèõ ñïëàéí³â òà

ñê³í÷åííèõ ñóì Ôóð’º ³ ïðîºêö³é. Óñ³ òåîðåòè÷í³ òâåðäæåííÿ çàïðîïîíîâàíî-

ãî ìåòîäó ñôîðìóëüîâàíî ³ äîâåäåíî ó â³äïîâ³äíèõ òåîðåìàõ.

2. Äëÿ òåñòóâàííÿ ìåòîäó ââàæàëè â³äîìèìè ë³í³¿ ðîçðèâó íàáëèæóâàíî¿

ôóíêö³¿, ÿê³ º ñèñòåìàìè êîíöåíòðè÷íèõ ê³ë, åë³ïñ³â òà ãðàíèöü êâàäðàò³â, âêëà-

äåíèõ îäèí â îäíèé. Òîáòî òåñòóâàëèñÿ âèïàäêè, êîëè ë³í³¿ ðîçðèâó áóëè ãëàä-

êèìè, à òàêîæ êóñêîâî-ãëàäêèìè (ìàëè êóòîâ³ òî÷êè).

3. Íàâåäåíî àíàë³ç ðåçóëüòàò³â îá÷èñëþâàëüíîãî åêñïåðèìåíòó, ÿêèé

ï³äòâåðäæóº òåîðåòè÷í³ ïîëîæåííÿ ìåòîäó.

4. Îñíîâí³ ïåðåâàãè çàïðîïîíîâàíîãî ³ ïðîòåñòîâàíîãî ìåòîäó ïîëÿãàþòü

ó ìîæëèâîñò³ íàáëèæåííÿ ðîçðèâíî¿ ôóíêö³¿ ç ïîòð³áíîþ òî÷í³ñòþ çà äîïîìî-

ãîþ ðîçðèâíîãî ñïëàéíà, ñê³í÷åííî¿ ñóìè Ôóð’º òà ïðîºêö³é áåç ÿâèùà Ã³ááñà.

Ïðîäåìîíñòðîâàíî ìîæëèâ³ñòü îïòèì³çàö³¿ íàáëèæåííÿ çà ðàõóíîê ï³äâèùåííÿ

êëàñó äèôåðåíö³éîâíîñò³ ôóíêö³¿, ÿêà º ð³çíèöåþ ì³æ íàáëèæóâàíîþ ðîçðèâíîþ

ôóíêö³ºþ ³ ïîáóäîâàíèì ðîçðèâíèì ñïëàéíîì.
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Ò à á ë è ö ÿ 2. Ðåçóëüòàòè íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ äëÿ âèïàäêó M � 2 (ïðèêëàä 2)

Õàðàêòåð íàáëèæåííÿ
ôóíêö³¿ f x y( , )

Ïîðÿäîê
äèôåðåíö³éîâíîñò³

ôóíêö³¿ j( , )x y

Àáñîëþòíà
ïîõèáêà

Â³äíîñíà
ïîõèáêà

Ñåðåäíüîêâàä-
ðàòè÷íà ïîõèáêà

~
( , )f x y , áåç ÿâèùà Ã³ááñà r � 0 0.0061 0.000498 0.000414

~
( , )f x y , áåç ÿâèùà Ã³ááñà r � 1 2.633 
 �10 6 2.323 
 �10 7 2.541 
 �10 7

f x y� ( , ), ç ÿâèùåì Ã³ááñà — 5.003 0.4417 0.5175

Ðèñ. 2. Çîáðàæåííÿ çàäàíî¿ ôóíêö³¿ f x y( , ) (à), ¿¿ íàáëèæåííÿ
~

( , )f x y áåç ÿâèùà Ã³ááñà (á),
¿¿ íàáëèæåííÿ f x y� ( , ) ç ÿâèùåì Ã³ááñà (â)

à á â

X X X

Z ZZ
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Î.Ì. Lytvyn, Î.G. Lytvyn
ANALYSIS OF THE RESULTS OF A COMPUTING EXPERIMENT TO RESTORE
THE DISCONTINUOUS FUNCTIONS OF TWO VARIABLES USING PROJECTIONS. II²

Abstract. This article continues the series of publications by the authors under the same name.
It performs further improvement of the method of restoring the discontinuous functions of two
variables using projections in order to increase the accuracy of approximation without the
Gibbs phenomenon for the case where the discontinuity lines are a system of boundaries of
squares nested in each other. Compared with the previous two parts of this study, we consider
the case where the discontinuity lines have angular points at which the derivative of the
normal is indefinite. It is proposed to construct a discontinuous spline so that the difference
between the approximate function and this spline is a continuous or differential function. This
function is approximated by finite Fourier sums whose Fourier coefficients can be found using
projections. An analysis of the results of the computational experiment show their compliance
with the theoretical statements of the study.

Keywords: computed tomography, discontinuous function, discontinuous spline, class of
differentiation, Gibbs phenomenon, Fourier sum.
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