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ÄËß ÌÎÄÅËÅÉ Ç ÏÐÎÏÎÐÖ²ÉÍÎÞ ÏÎÕ²ÄÍÎÞ ÊÀÏÓÒÎ

Àíîòàö³ÿ. Îäåðæàíî çàìêíåí³ ðîçâ’ÿçêè äåÿêèõ äâîâèì³ðíèõ íåñòàö³îíàðíèõ êðàéîâèõ çà-

äà÷ ô³ëüòðàö³éíî¿ äèíàì³êè â òð³ùèíóâàòî-ïîðèñòèõ ïëàñòàõ, ïîñòàâëåíèõ äëÿ äðîáî-

âî-äèôåðåíö³éíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé. Âêàçàí³ ìàòåìàòè÷í³ ìîäåë³ ïîáóäîâàíî ç âèêî-

ðèñòàííÿì óçàãàëüíåíî¿ (ïðîïîðö³éíî¿) ïîõ³äíî¿ Êàïóòî çà ÷àñîâîþ çì³ííîþ òà ïîõ³äíèõ

Ð³ìàíà–Ë³óâ³ëëÿ çà ãåîìåòðè÷íèìè çì³ííèìè. Ðàçîì ç ïðÿìîþ çàäà÷åþ ðîçãëÿíóòî ³ äâî-

âèì³ðíó îáåðíåíó êðàéîâó çàäà÷ó âèçíà÷åííÿ íåâ³äîìî¿ ôóíêö³¿ äæåðåëà, çàëåæíî¿ ëèøå

â³ä ãåîìåòðè÷íèõ çì³ííèõ. Íàâåäåíî óìîâè ³ñíóâàííÿ ðåãóëÿðíèõ ðîçâ’ÿçê³â ðîçãëÿíóòèõ

çàäà÷. Äëÿ îêðåìîãî âèïàäêó ëèøå ÷àñîâî¿ íåëîêàëüíîñò³ ô³ëüòðàö³éíîãî ïðîöåñó ðîçâ’ÿ-

çàíà êðàéîâà çàëà÷à ç íåëîêàëüíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ, äðîáîâî-äèôåðåíö³éíà äèíàì³êà

ô³ëüòðàö³éíèõ ïðîöåñ³â, òð³ùèíóâàòî-ïîðèñò³ ñåðåäîâèùà, íåêëàñè÷í³ ìîäåë³, ïðîïîðö³éíà

ïîõ³äíà Êàïóòî, ïîõ³äíà Ð³ìàíà–Ë³óâ³ëëÿ, äâîâèì³ðí³ êðàéîâ³ çàäà÷³, îáåðíåí³ çàäà÷³, çà-

äà÷³ ç íåëîêàëüíèìè óìîâàìè, çàìêíåí³ ðîçâ’ÿçêè.

ÂÑÒÓÏ

Â³äîìî, ùî ìåòîäè ìàòåìàòè÷íîãî ³ êîì’þòåðíîãî ìîäåëþâàííÿ ìàþòü ïèòîìó
âàãó ó ïîøóêàõ ðîçâ’ÿçàííÿ ïðîáëåì åôåêòèâíîãî êåðóâàííÿ âîäíèìè ðåñóðñà-
ìè, ïðîãíîçóâàíí³ çàêîíîì³ðíîñòåé ¿õíüî¿ äèíàì³êè, ðîçâèòêó ³ âïëèâó íà åêî-
ëîã³÷íèé ñòàí íàâêîëèøíüîãî ñåðåäîâèùà [1, 2]. Íåçàïåðå÷íî, ùî àêòóàëüíèì º
ðîçâèíåííÿ çàçíà÷åíèõ ìåòîä³â ³ äëÿ âèâ÷åííÿ çàêîíîì³ðíîñòåé òà îñîáëèâîñòåé
äèíàì³êè ãåîì³ãðàö³éíèõ ïðîöåñ³â ó ñêëàäíèõ ã³äðîãåîëîã³÷íèõ óìîâàõ ¿õíüîãî
ïåðåá³ãó, ùî õàðàêòåðíî äëÿ ñüîãîäåííÿ, ÿêå âèçíà÷àºòüñÿ øèðîêèì ðîçâèòêîì
ñèñòåì ìåë³îðàö³¿, ñòð³ìêèì ³íäóñòð³àëüíèì âèðîáíèöòâîì, çîêðåìà, áóä³âíèöò-
âîì ð³çíîìàí³òíèõ ï³äçåìíèõ ñïîðóä, êîìóí³êàö³é òîùî [3, 4]. Äî òîãî æ çàçíà-
÷èìî, ùî íàðàç³ á³ëüø³ñòü â³äîìèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ïðîöåñ³â ïåðåíîñó
â ãåîïîðèñòèõ ñåðåäîâèùàõ áàçóºòüñÿ íà êëàñè÷íèõ çàêîíàõ ïåðåíîñó, ÿê³ ìî-
æóòü áóòè íå äîñòàòíüî àäåêâàòíèìè çà ñêëàäíèõ ã³äðîãåîãîã³÷íèõ óìîâ ó âè-
ïàäêó ñóòòºâîãî â³äõèëåííÿ ñèñòåìè â³ä ð³âíîâàæíîãî ñòàíó [5].

Åôåêòèâíèé ï³äõ³ä äî ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñ³â ïåðåíîñó â çàçíà÷åíèõ ñèñòå-

ìàõ ïîâ’ÿçàíèé ç âèêîðèñòàííÿì àïàðàòó ³íòåãðî-äèôåðåíö³þâàííÿ äðîáîâîãî

ïîðÿäêó ³ ðåàë³çîâàíèé, çîêðåìà â [6–9]. Ïðè öüîìó â [10, 11] ïîáóäîâàíî

àíàë³òè÷í³ ðîçâ’ÿçêè äåÿêèõ îäíîâèì³ðíèõ (çà ãåîìåòðè÷íîþ çì³ííîþ) íå-

ñòàö³îíàðíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ñòîñîâíî íîâèõ, íåêëàñè÷íèõ ô³ëüòðàö³éíèõ ìàòå-

ìàòè÷íèõ ìîäåëåé â òð³ùèíóâàòî-ïîðèñòèõ ñåðåäîâèùàõ. Íà â³äì³íó â³ä öèõ

ïóáë³êàö³é, ó çàïðîïîíîâàí³é ðîáîò³ ðîçãëÿäàþòüñÿ çàäà÷³ ìîäåëþâàííÿ äâî-

âèì³ðíî¿ çà ïðîñòîðîâèìè çì³ííèìè äðîáîâî-äèôåðåíö³éíî¿ äèíàì³êè íåëîêàëü-

íèõ ô³ëüòðàö³éíèõ ïðîöåñ³â ó òð³ùèíóâàòî-ïîðèñòîìó ñåðåäîâèù³. Çîêðåìà, çà-

ïðîïîíîâàíî íîâå äðîáîâî-äèôåðåíö³éíå ìîäåëüíå ô³ëüòðàö³éíå ð³âíÿííÿ

ç ïðîïîðö³éíîþ ïîõ³äíîþ Êàïóòî [12] çà ÷àñîâîþ çì³ííîþ òà ïîõ³äíèìè

Ð³ìàíà–Ë³óâ³ëëÿ [8, 9] çà ãåîìåòðè÷íèìè çì³ííèìè, äëÿ ÿêîãî îäåðæàíî ðîçâ’ÿç-

êè ïðÿìî¿ ³ îáåðíåíî¿ êðàéîâèõ çàäà÷. Òàêîæ ó ðîáîò³ ïîñòàâëåíî òà ðîçâ’ÿçàíî

äâîâèì³ðíó êðàéîâó çàäà÷ó ç íåëîêàëüíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè äëÿ ð³âíÿííÿ

äèíàì³êè ô³ëüòðàö³éíîãî ïðîöåñó ç ïàì’ÿòòþ.
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Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ô³ëüòðàö³éíî¿ äèíàì³êè â òð³ùèíóâàòî-ïîðèñòèõ ñåðåäî-
âèùàõ ó äâîâèì³ðíîìó âèïàäêó çã³äíî ç êëàñè÷íèìè ðîáîòàìè [13, 14]
áàçóºòüñÿ íà òàê³é ìîäåëüí³é ñèñòåì³ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ç ÷àñòèííèìè
ïîõ³äíèìè:
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â’ÿçê³ñòü ïîðîâî¿ ð³äèíè.

Çàçíà÷èìî, ùî âèõ³äíà ìîäåëüíà ñèñòåìà ð³âíÿíü (1), (2) ñóòòºâî ñïðî-
ùóºòüñÿ çà óìîâ âèêîíàííÿ ñï³ââ³äíîøåíü � �1 21 1�� ��, . Ó öüîìó âèïàäêó
îäåðæóºìî ç (1), (2) ñèñòåìó ð³âíÿíü ô³ëüòðàö³¿ â òð³ùèíóâàòî-ïîðèñòîìó ñåðå-
äîâèù³ ó âèãëÿä³ [14, 16]
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Ó ðàç³ ìîäåëþâàííÿ äèíàì³êè äâîâèì³ðíîãî ô³ëüòðàö³éíîãî ïðîöåñó
ó òð³ùèíóâàòî-ïîðèñòîìó ñåðåäîâèù³ ç óðàõóâàííÿì åôåêò³â ïàì’ÿò³ ïðèéìàºìî
(ÿê ³ äëÿ çâè÷àéíîãî ïîðèñòîãî ñåðåäîâèùà [6–9, 18]), ùî äèíàì³êà ðîçãëÿäóâà-
íîãî ïðîöåñó ó ÷àñ³ àäåêâàòíî îïèñóºòüñÿ ç âèêîðèñòàííÿì ïîõ³äíî¿ äðîáîâîãî
ïîðÿäêó çà ÷àñîâîþ çì³ííîþ. Íàé÷àñò³øå äëÿ öüîãî íàòåïåð âèêîðèñòîâóºòüñÿ
äðîáîâà ïîõ³äíà Êàïóòî–Ãåðàñèìîâà [9, 17, 18], ïðîòå â ö³é ðîáîò³ ïðèéíÿòî ¿¿
óçàãàëüíåíèé âàð³àíò — òàê çâàíà ïðîïîðö³éíà ïîõ³äíà Êàïóòî [12], ùî, çîêðå-
ìà, äàº ìîæëèâ³ñòü îäåðæàòè ÿê ÷àñòèííèé âèïàäîê ðîç’ÿçàííÿ â³äïîâ³äíèõ
êðàéîâèõ çàäà÷, ïîñòàâëåíèõ äëÿ ìîäåëåé ç êëàñè÷íîþ Êàïóòî-ïîõ³äíîþ.

Òàêèì ÷èíîì, îäåðæóºìî ìîäåëüíó ñèñòåìó ô³ëüòðàö³éíèõ ð³âíÿíü, ÿêà º
äðîáîâî-äèôåðåíö³éíèì àíàëîãîì ñèñòåìè (3), (4),
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äå 0 1 0 1� � �� 	, ( , ] — ïàðàìåòð, �
�� — ãàììà-ôóíêö³ÿ Åéëåðà [18]. (Çâ³äñè,

çîêðåìà, êîëè 	 
�� , ìàºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ C
t tD f t D f t� �, ( )( ) ( )1 � , äå Dt

( )� —

îïåðàòîð ñòàíäàðòíî¿ ïîõ³äíî¿ Êàïóòî–Ãåðàñèìîâà ïîðÿäêó � [9, 18].)

Âèêëþ÷àþ÷è ç ñèñòåìè ð³âíÿíü (5), (6) áóäü-ÿêó ç ôóíêö³é p1, p2 , îäåð-
æóºìî ìîäåëüíå ð³âíÿííÿ äèíàì³êè ô³ëüòðàö³éíîãî ïðîöåñó â òð³ùèíóâàòî-ïî-
ðèñòîìó ñåðåäîâèù³ ç óðàõóâàííÿì åôåêò³â ïàì’ÿò³ ó âèãëÿä³

C
t r

C
tD p x y t D p x y t

� 	 � 	� �, ,
( , , ) ( ) ( , , )� �1 � , (8)

äå p x y t( , , ) — øóêàíà ôóíêö³ÿ òèñêó.

Ó âèïàäêó ìîäåëþâàííÿ äèíàì³êè íåëîêàëüíèõ ô³ëüòðàö³éíèõ ïðîöåñ³â òà-
êîæ ³ çà ãåîìåòðè÷íèìè çì³ííèìè (çîêðåìà, ô³ëüòðàö³éíèõ ïðîöåñ³â ç äðîáî-
âî-äèôåðåíö³éíîþ çà ïðîñòîðîì ³ ÷àñîì äèíàì³êîþ) ìàòèìåìî äðîáîâî-äèôå-
ðåíö³éíèé àíàëîã ñèñòåìè ð³âíÿíü (5), (6)
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2 : , ,� �� � � � — îïåðàòîðè äðîáîâèõ ïîõ³äíèõ Ð³ìàíà–Ë³óâ³ëëÿ

ïîðÿäê³â � òà � â³äïîâ³äíî ( , )1 2� �� � [9, 18].

Âèêëþ÷àþ÷è ç ñèñòåìè (9), (10) áóäü-ÿêó ç äâîõ ôóíêö³é òèñêó, îäåðæóºìî
ð³âíÿííÿ äèíàì³êè ô³ëüòðàö³éíîãî ïðîöåñó â òð³ùèíóâàòî-ïîðèñòîìó ñåðåäî-
âèù³ çà óìîâ ïðîñòîðîâî-÷àñîâî¿ íåëîêàëüíîñò³ ó âèãëÿä³
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äå p x y t( , , ) — øóêàíà ôóíêö³ÿ òèñêó,

D p x y t D p x y t D p x y tx y x y
2 ( , , ) ( , , ) ( , , )� �� � .

Çàóâàæèìî, ùî â îêðåìîìó âèïàäêó �� � � 
 ìîäåëüíå ð³âíÿííÿ (11) ñïðî-
ùóºòüñÿ òà ìàº âèãëÿä (8).

ÇÀÄÀ×À Ç ÍÅËÎÊÀËÜÍÈÌÈ ÃÐÀÍÈ×ÍÈÌÈ ÓÌÎÂÀÌÈ ÄËß Ð²ÂÍßÍÍß ÄÈÍÀÌ²ÊÈ
ÄÂÎÂÈÌ²ÐÍÎÃÎ Ô²ËÜÒÐÀÖ²ÉÍÎÃÎ ÏÐÎÖÅÑÓ Ç ÏÀÌ’ßÒÒÞ

Äâîâèì³ðíèé ô³ëüòðàö³éíèé ïðîöåñ â òð³ùèíóâàòî-ïîðèñòîìó ñåðåäîâèù³ çà
âðàõóâàííÿ ëèøå åôåêò³â ïàì’ÿò³ îïèñóâàòèìåìî ìîäåëüíèì ð³âíÿííÿì âèãëÿ-
äó (8), òîáòî ð³âíÿííÿì
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äå u x y t( , , ) — øóêàíà ôóíêö³ÿ òèñêó, C
tD
� 	,

— îïåðàòîð ïðîïîðö³éíî¿ äðî-

áîâî¿ ïîõ³äíî¿ Êàïóòî [12] âèçíà÷åíèé çã³äíî ç (7), � � � � � � �2 2 2 2/ / ,x y

� �� � � � �( , ) ( , ) ( , )0 1 0 1 0 .

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ìîäåëþâàííÿ äèíàì³êè öüîãî ô³ëüòðàö³éíîãî ïðîöåñó â ãåî-
ìàñèâ³ G: [ , ] [ , ]� �0 1 0 1 ó ðàç³ íàÿâíîñò³ íåïðîíèêíî¿ ìåæ³ ô³ëüòðàö³¿ x �1 òà äîäàòêî-
âî¿ óìîâè ð³âíîñò³ òèñê³â íà ìåæàõ x x� �0 1, ìàñèâó (ìåæi y y� �0 1, ïðè öüîìó
ââàæèòèìåìî ïðîíèêíèìè). Òîä³ â³äïîâ³äí³ êðàéîâ³ óìîâè çàäà÷³ ìàòèìóòü âèãëÿä

u y t u y t u y t y tx( , , ) ( , , ), ( , , ) , ( , )0 1 1 0 1� � �� , (13)

u x t u x t x t( , , ) , ( , , ) , ( , )0 0 1 0 1� � �� , (14)

u x y x y x y G( , , ) ( , ), ( , )0 � �� , (15)

äå �1 0 1 0: [ , ] [ , )� � � � , �� �x y, — çàäàíà ôóíêö³ÿ ïî÷àòêîâîãî ðîçïîä³ëó
òèñê³â.



Çàóâàæèìî, ùî íåêëàñè÷í³ (íåëîêàëüí³) ãðàíè÷í³ óìîâè (13) â³äîì³ ÿê óìî-
âè Ñàìàðñüêîãî–²îíê³íà [19, 20]. Òàêèì ÷èíîì, ðîçãëÿäóâàíà çàäà÷à º àíàëîãîì
çàäà÷³ Ñàìàðñüêîãî–²îíê³íà [21] ñòîñîâíî äðîáîâî-äèôåðåíö³éíîãî ð³âíÿííÿ
ô³ëüòðàö³¿ â òð³ùèíóâàòî-ïîðèñòîìó ñåðåäîâèù³ âèãëÿäó (12).

Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (12)–(15) øóêàòèìåìî ó âèãëÿä³ á³îðòîãîíàëüíîãî ðîçêëà-
äó [21]

u x y t S t Z x y S t Zk k

k

m k

m k

( , , ) ( ) ( , ) ( )( )

,

(� �
�

�

�
�

�

� �0 0

0

2 1

1

2m k x y� �1) ( , )

�
�

�

� S t Z x ymk

m k

mk2

1

2( ) ( , )

,

, (16)

äå S tk0 ( ), S tm k( ) ( )2 1� , S tmk2 ( ) ( , )m k N� — øóêàí³ ôóíêö³¿, Z k0 , Z m k( )2 1� ,
Z mk2 ( , )m k N� — âëàñí³ ôóíêö³¿ ñïåêòðàëüíî¿ çàäà÷³

Z Z Zxx yy� � �� 0 ( , )x y G� ,

Z y Z y Z x Z x Z yx( , ) ( , ), ( , ) ( , ) , ( , )0 1 0 1 0 1 0� � � � ( [ , ], [ , ])x y� �0 1 0 1 .

Öÿ ñïåêòðàëüíà çàäà÷à º íåñàìîñïðÿæåíîþ, ³ ïîáóäîâàíà â [21] ñèñòåìà
âëàñíèõ ôóíêö³é ìàº âèãëÿä

{ : ( ), : ( ) ( ) ( )Z ky Z x mx kyk mk0 22 2 4 2 1 2� � �sin sin sin� � � ,

Z mx kym k( ) : cos( )sin ( )}2 1 4 2 2� � � � ( , )m k N� . (17)

Ïðè öüîìó ñèñòåìà ïðèºäíàíèõ ôóíêö³é ñïðÿæåíî¿ çàäà÷³ çàïèñóºòüñÿ ó âèã-
ëÿä³

{ : ( ), : ( ) ( )W x ky W mx kyk mk0 22 2 2 2� �sin sin sin� � � ,

W x mx kym k( ) : cos ( )sin ( )}2 1 2 2� � � � ( , )m k N� .

Ö³ äâ³ ñèñòåìè ôóíêö³é { , , }( )Z Z Zk m k mk0 2 1 2� òà { , , }( )W W Wk m k mk0 2 1 2� , ÿê

ïîêàçàíî â [21], óòâîðþþòü áàçèñ ó ïðîñòîð³ L G2 ( ). Ðîçêëàäàþ÷è â á³îðòîãî-

íàëüíèé ðÿä ôóíêö³þ ïî÷àòêîâèõ óìîâ

� � �( , ) ( ) ( , ) ( )( )

,

(x y t Z x y t Zk k

k

m k

m k

m� �
�

�

�
�

�

�� �0 0

0

2 1

1

2 1) ( , )k x y �

�
�

�

��2

1

2mk

m k

mkt Z x y( ) ( , )

,

,

äå

� �0 0 2k k L G
W� ( , )

( )
, � ��( ) ( ) ( )

( )2 1 2 1 2m k m k L G
W� �� , � �2 2 2mk mk L G

W� ( , )
( )

, (18)

îäåðæóºìî ç óðàõóâàííÿì (12)–(15) äëÿ âèçíà÷åííÿ íåâ³äîìèõ êîåô³ö³ºíò³â
ðîçêëàäó S tk0 ( ), S tm k( ) ( ),2 1� S tmk2 ( ) ( , )m k N� ó (16) òàê³ ïîñë³äîâíîñò³ çà-
äà÷ Êîø³:

C
t k k k k kD S t S t S k N
� 	 � �,

( ) ( ) , ( ) ( )0 0 0 00 0� � � � , (19)

C
t mk mk mk mk mkD S t S t S k m N
� 	 � �,

( )
~

( ) , ( ) ( , )2 2 2 20 0� � � � , (20)

C
t m k mk m k mk r mk mD S t S t S
� 	 � � � �,

( ) ( )( )
~

( ) (
~

)2 1 2 1 21� �� � � k t( ),

S k m Nm k m k( ) ( )( ) ( , )2 1 2 10� �� �� , (21)

äå
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�
� �


 � � � �
k

r

k

k
�

2 2

2 2
,

~ ( )
�

� �

� � �� �
mk

r

k m

k m
�

�

� �

2 2 2

2 2 2

4

1 4
, �

�

�
mk

mkm

k m
�

�

4

42 2

~

( )
,

à âåëè÷èíè � � �0 2 2 1k mk m k, , ( )� âèçíà÷àþòüñÿ çã³äíî ç (18).

Ðîçâ’ÿçóþ÷è çàäà÷³ (19)–(21), ç óðàõóâàííÿì [12] îäåðæóºìî

S t e E
t

k k
at

k0 0( ) � �
�

�
��

�

�
��

�

�

�
�

�

�

�
�

�� �
	

�

�

( )k N� , (22)

S t e E
t

mk mk
at

mk2 2( )
~

� �
�

�
��

�

�
��

�

�

�
�

�

�

�
�

�� �
	

�

�

( , )k m N� , (23)
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~
)1

� �
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t
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( )~
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��
� �( )t d ,

àáî, âðàõîâóþ÷è ³íòåãðàëüíó ôîðìóëó ç [8], îñòàòî÷íî ìàºìî

S t e E
t

m k
at

m k mk( ) ( )( )
~

2 1 2 1�
�

�� �
�

�
��

�

�
��

�

�

�
�

�

�

�
�

� �
	

�

�

� � �
�
�
�

��

�� � 	 � ��
2 1mk mk r mk(

~
)

� �
�

�
��

�

�
��

�

�

�
�

�

�

�
�

 
!
�

"�
�t E

t
mk

�
� �

�

�
	,

~
1

2 , (24)

äå a E�
�

�
1 	

	 � �
�, ( )

,
— òðèïàðàìåòðè÷íà ôóíêö³ÿ Ì³òòàã-Ëåôôëåðà [22].

Òàêèì ÷èíîì, ôîðìàëüíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (12)–(15) âèçíà÷àºòüñÿ
ñï³ââ³äíîøåííÿìè (16), (17), (22)–(24). Ïîòð³áíî ùå ïîêàçàòè, ùî ðÿäè,

ÿê³ â³äïîâ³äàþòü ôóíêö³ÿì u x y t u x y t u x y t D u D uxx yy
C

t
C

t xx( , , ), ( , , ), ( , , ), , ,
, ,� 	 � 	

C
t yyD u
� 	,

, º ð³âíîì³ðíî çá³æíèìè â îáëàñò³ � � � �: [ , )� � � � # $G 0 . Ïîêàæå-

ìî, íàïðèêëàä, çá³æí³ñòü ðÿäó (16) äëÿ ôóíêö³¿ ðîçâ’ÿçêó u x y t( , , ). Íåõàé

ôóíêö³ÿ ïî÷àòêîâèõ óìîâ ��x y, ) çàäîâîëüíÿº ñï³ââ³äíîøåííþ ��C G4 ( ) òà

äîäàòêîâèì óìîâàì:

���� � ��
� � � � � � � � � � � �y y y x x xxx xx� � � �[ , ]), [ , ])0 1 0 1 0 1 .

Òîä³, äâ³÷³ ³íòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè â ñï³ââ³äíîøåíí³


 �� �� � � � � �2 2 2mk mk L G
x y W x y� ,

( )
,

ìàºìî
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 ��
�

� � � �2 4 2 2 2
1

4
2mk xxxx mk L G

k m
W x y� ,

( )
,

çâ³äêè îäåðæóºìî îö³íêó

�2 2 2

1
mk

k m
k m�

�

�
��

�

�
�� � ��O ( , ). (25)

Âðàõîâóþ÷è â³äïîâ³äí³ îö³íêè äëÿ ôóíêö³¿ Ì³òòàã-Ëåôôëåðà [8, 9, 17, 18,
22], ç³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (23) îäåðæóºìî äëÿ ÷ëåí³â îñòàííüîãî ç ðÿä³â ó (16) çà
óìîâè t t% $ 0 (t — äîâ³ëüíå äîïîì³æíå ÷èñëî) òàêó îö³íêó:

| ( ) ( , )| ( , , )S t Z x y
M

k m
M k m Nmk mk2 2

1

2 2 1 0� $ � .

Ç ö³º¿ îö³íêè âèïëèâàº, ùî ìàæîðóâàëüíèì äëÿ ðÿäó S t Z x ymk

m k

mk2

1

2( ) ( , )

, �

�

� º

çá³æíèé óçàãàëüíåíèé ãàðìîí³÷íèé ðÿä
1

2 2
1 k mm k, �

�

� . Òîä³ íà îñíîâ³ ìàæîðàí-

òíî¿ îçíàêè Âåéºðøòðàñà ðÿä S Zmk

m k

mk2

1

2

, �

�

� º ð³âíîì³ðíî çá³æíèì íà ìíîæèí³

� � äëÿ äîâ³ëüíîãî �� � ³ éîãî ñóìà íà ö³é ìíîæèí³ º íåïåðåðâíîþ
ôóíêö³ºþ.

Àíàëîã³÷íî, ÿê ³ ï³ä ÷àñ îäåðæàííÿ îö³íêè (25), äâîêðàòíèì ³íòåãðóâàííÿì
÷àñòèíàìè ó ïåðøîìó ³ äðóãîìó ç ñï³ââ³äíîøåíü (18) îäåðæóºìî, ùî çà âèêî-
íàííÿ äîäàòêîâèõ óìîâ âèãëÿäó

�� � � �� � � � � � � � � � � � � � �x x x y y yyy yy xyy0 1 0 0 1 0 1 1� � � �[ , ]), � �� �0 0 1y [ , ])

ìàþòü ì³ñöå îö³íêè

� �( ) , ( , )2 1 2 2 0 2

1 1
m k k

k m k
k m� �

�

�
��

�

�
�� �

�

�
��

�

�
�� � ��O O .

Òîä³, íà îñíîâ³ ìàæîðàíòíî¿ îçíàêè Âåéºðøòðàñà âèïëèâàº, ùî ðÿäè

S t Z x y S t Z x ym k m k k

k

k

m k

( ) ( )

,

( ) ( , ), ( ) ( , )2 1 2 1 0

0

0

1

� �
�

�

�

�

��

º òàêîæ ð³âíîì³ðíî çá³æíèìè â îáëàñò³ � � #�� �. Òàêèì ÷èíîì, óñ³ ðÿäè
â ïðàâ³é ÷àñòèí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (16) º ð³âíîì³ðíî çá³æíèìè â � � äëÿ
äîâ³ëüíîãî �� �. Çâ³äñè ìàºìî, ùî u C� ( ).� � Çàçíà÷èìî, ùî íå âàæêî âñòà-
íîâèòè âëàñòèâ³ñòü ºäèíîñò³ ðîçâ’ÿçêó ðîçãëÿäóâàíî¿ çàäà÷³. Ä³éñíî, íåõàé
ìàºìî ïðîòèëåæíå ³ u x y t u x y t1 2( , , ), ( , , ) — äâà ð³çíèõ ðîçâ’ÿçêè çàäà÷³
(12)–(15). Òîä³ äëÿ ôóíêö³¿ ~( , , ) ( , , ) ( , , )u x y t u x y t u x y t� �1 2 ìàºìî çàäà÷ó

C
t r

C
tD u x y t D u x y t x y t� 	 � 	� �, ,~ ( , , ) ( ) ~( , , ), ( , , )� � �1 � � , (26)

~( , , ) ~( , , ), ~ ( , , ) , ( , )u y t u y t u y t y tx0 1 1 0 1� � �� , (27)

~( , , ) , ~ ( , , ) , ( , )u x t u x t x t0 0 1 0 1� � �� , (28)

~( , , ) , ( , )u x y x y G0 0� � . (29)

Àíàëîã³÷íî âèêëàäåíîìó ðàí³øå ç (26)–(29) ìàòèìåìî òàêó ïîñë³äîâí³ñòü
çàäà÷ Êîø³:

C
t k k k kD S t S t S k N� 	 �, ~

( )
~

( ) ,
~

( ) ( )0 0 00 0 0� � � � , (30)

C
t mk mk mk mkD S t S t S k m N� 	 �, ~

( )
~ ~

( ) ,
~

( ) ( , )2 2 20 0 0� � � � , (31)
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C
t m k mk m kD S t S t� 	 �,

( ) ( )
~

( )
~ ~

( )2 1 2 1� �� �

� � � ��� � �mk r mk mk m kS t S k m N(
~

)
~

( ),
~

( ) ( , )( )1 0 02 2 1 . (32)

Äëÿ çàäà÷ (30)–(32) çã³äíî ç (22)–(24) ìàºìî
~

( ) ( ),
~

( ) ( , ),
~

( ) ( ,( )S t k N S t k m N S t kk mk m k0 2 2 10 0 0� � � � �� m N� ),

òîáòî ç óðàõóâàííÿì (16) îäåðæóºìî ~( , , ) ( , ]u x y t t T� # �0 0 . Ç îãëÿäó íà ïî-

âíîòó ñèñòåìè (17) â L2 ( )� îòðèìóºìî ~u � 0 äëÿ âñ³õ ( , , ) ( , ]x y t G T� � 0 , òîá-

òî u u1 2� .

ÄÂÎÂÈÌ²ÐÍ² ÇÀÄÀ×² Ô²ËÜÒÐÀÖ²¯ Ç ÄÐÎÁÎÂÎ-ÄÈÔÅÐÅÍÖ²ÉÍÎÞ
ÇÀ ÏÐÎÑÒÎÐÎÌ ² ×ÀÑÎÌ ÄÈÍÀÌ²ÊÎÞ

Ð³âíÿííÿ äèíàì³êè äâîâèì³ðíîãî ô³ëüòðàö³éíîãî ïðîöåñó â òð³ùèíóâàòî-ïî-
ðèñòîìó ñåðåäîâèù³ çà óìîâ ïðîñòîðîâî-÷àñîâî¿ íåëîêàëüíîñò³ çàïèñóºòüñÿ
(ÿê çàçíà÷åíî ðàí³øå) ó âèãëÿä³ (11) àáî

C
t r

C
t xyD u x y t D D u x y t� 	 � 	� �, ,( , , ) ( ) ( , , ) ,� �1 2 ( , , )x y t �� , (33)

äå u x y t( , , ) — øóêàíà ôóíêö³ÿ òèñêó, D u x y t D u x y t D u x y txy x y
2 ( , , ) ( , , ) ( , , )� �� � ,

C
tD � 	, — îïåðàòîð ïðîïîðö³éíî¿ ïîõ³äíî¿ Êàïóòî ïîðÿäêó � [12], D Dx y

� �, —

îïåðàòîðè äðîáîâèõ ïîõ³äíèõ Ð³ìàíà–Ë³óâ³ëëÿ ïîðÿäê³â � òà � â³äïîâ³äíî
( , )1 2� �� � [9, 18].

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ äèíàì³êè ô³ëüòðàö³éíîãî
ïðîöåñó â äâîâèì³ðíîìó ãåîìàñèâ³ G: [ , ] [ , ]� �0 1 0 1 ó ðàç³ íàÿâíîñò³, íàïðèêëàä,
óñ³õ äîáðå ïðîíèêíèõ ìåæ ô³ëüòðàö³¿. Òîä³ â³äïîâ³äí³ êðàéîâ³ óìîâè çàäà÷³
ìàòèìóòü âèãëÿä

u y t u y t y t( , , ) , ( , , ) , ( , )0 0 1 0 1� � �� , (34)

u x t u x t x t( , , ) , ( , , ) , ( , )0 0 1 0 1� � �� , (35)

u x y x y x y G( , , ) ( , ), ( , )0 � �� , (36)

äå �� �x y, — çàäàíà ôóíêö³ÿ ïî÷àòêîâîãî ðîçïîä³ëó òèñê³â ó ãåîìàñèâ³.

Ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çàäà÷³ (33)–(36) øóêàòèìåìî ó âèãëÿä³ ðÿäó

u x y t u t X x Y y x y tnm n m

n m

( , , ) ( ) ( ) ( ), ( , , )

,

� �
�

�

�
1

� , (37)

äå X x Y yn m( ), ( ) — âëàñí³ ôóíêö³¿ çàäà÷ Øòóðìà–Ë³óâ³ëëÿ

D X x X x X X xx n n n n n
� �( ) ( ), ( ) ( ) , ( , )� � � �0 1 0 0 1 , (38)

D Y y Y y Y Y yy m m m m m
� �( ) ( ), ( ) ( ) , ( , )� � � �0 1 0 0 1 . (39)

Çàäà÷³ (38), (39) âèâ÷àëèñü ó ðîáîòàõ [17, 23, 24], â ÿêèõ ïîêàçàíî, ùî ëèøå
äëÿ âëàñíèõ çíà÷åíü � n , ÿê³ º íóëÿìè äâîïàðàìåòðè÷íî¿ ôóíêö³¿ Ì³òòàã-Ëåô-
ôëåðà E� � �, ( ), à òàêîæ äëÿ âëàñíèõ çíà÷åíü �m , ÿê³ º íóëÿìè ôóíêö³¿ E � � �, ( ),
³ñíóþòü âëàñí³ ôóíêö³¿, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿìè

X x x E x Y y y E yn n m m( ) ( ), ( ) ( ), ,� �� ��
� �

� �
� �

�� �1 1 . (40)

ßê çàçíà÷åíî â [25], ñèñòåìè ôóíêö³é { ( )}X xn n�
�

1 , { ( )}Y ym m�
�

1 óòâîðþþòü

â L2 0 1( , ) íåîðòîãîíàëüíèé áàçèñ.

Ñèñòåìà âëàñíèõ ôóíêö³é çàäà÷³, ñïðÿæåíî¿ äî çàäà÷³ (38), âèçíà÷àºòüñÿ
ó òàêèé ñïîñ³á [24]:

{ ( )} {( ) ( ( ) )}z x x E xn n n n�
� �

�
�� � �1

1
11 1�

���
�� , (41)
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à äëÿ çàäà÷³, ñïðÿæåíî¿ äî (39), â³äïîâ³äíà ñèñòåìà âëàñíèõ ôóíêö³é ìàº âèãëÿä

{ ( )} {( ) ( ( ) )}r y y E ym n n m�
� �

�
�� � �1

1
11 1�

���
�� . (42)

Ïðè öüîìó ñèñòåìè ôóíêö³é { ( )}z xn n�
�

1, { ( )}r ym m�
�

1, âèçíà÷åí³ çã³äíî ç (41),

(42), º á³îðòîãîíàëüíèìè äî ñèñòåì { ( )}X xn n�
�

1, { ( )}Y ym m�
�

1 â³äïîâ³äíî [26].

Ç ñï³ââ³äíîøåíü (33)–(36) ç óðàõóâàííÿì (37) îäåðæóºìî çàäà÷ó Êîø³

C
t nm nm nmD u t u t� 	, ( ) ( )� �& 0, unm nm( )0 � � ( , )n m N� , (43)

äå

&nm
n m

r n m

�
��� �

� ��� �

�

� �

)

)1
, � �� �nm n m L

x y z x r y� �( , , ( ) ( ))
( , ) ( , )2 0 1 0 1

( , )n m N� . (44)

Ðîçâ’ÿçóþ÷è çàäà÷ó (43), îäåðæóºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ

u t e E tnm nm
at

nm( ) ( )� �� ��
� ( , )n m N� , (45)

äå a Enm
nm�

�
� �

1 	

	
�

	� �, , ( )
&

— îäíîïàðàìåòðè÷íà ôóíêö³ÿ Ì³òòàã-Ëåô-

ôëåðà [9, 18, 22]. Äîâåäåìî, ùî ñï³ââ³äíîøåííÿ (37), (40), (45) âèçíà÷àþòü
ðåãóëÿðíèé ðîçâ’ÿçîê ðîçãëÿäóâàíî¿ çàäà÷³. Ñïî÷àòêó çàçíà÷èìî, ùî äëÿ äî-

ñèòü âåëèêèõ ïî ìîäóëþ íóë³â ôóíêö³é E xn� �
��, ( ), E y, m� �

��( ), ÿê â³äîìî

[24–26], ìàþòü ì³ñöå îö³íêè

| ( )|
| |

, | ( )|
| |

X x
x

Y y
y

n
n

m
m

� �
1 1

� �
. (46)

Òîä³, ïðèïóñêàþ÷è, íàïðèêëàä, îáìåæåí³ñòü ôóíêö³¿ �� �x y, â îáëàñò³ G
(| | , )� � � $M M const 0 , ç óðàõóâàííÿì â³äîìî¿ îö³íêè [22]

| ( )|
| |

,E z
C

z
C� �

�
�1

1
1

arg(z) = �, | |z �� ( )C1 0� $const

òà ñï³ââ³äíîøåíü (46), îäåðæóºìî

| ( ) ( ) ( )| | ( ) ( ) ( )|u t X x Y y e E t X x Y ynm n m nm
at

nm n m� ��� ��
�

�
M

xytn m| | | |� � �
. (47)

Îñê³ëüêè âëàñí³ çíà÷åííÿ � n çàäà÷³ (38), êîëè Im ) > 0(� n , ìàþòü òàê³ âëàñ-
òèâîñò³ [24, 26]:

à) | | | |� �k k� �1 äëÿ k % 1,

á) äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ n ³ arg ( )�
��

n $
2

ìàºìî � ��
n

�

O n( ) (1< 2)� ,

òî âðàõîâóþ÷è (47), îäåðæóºìî, ùî ìàæîðóâàëüíèì äëÿ ðÿäó (37) º çá³æíèé
óçàãàëüíåíèé ãàðìîí³÷íèé ðÿä

1
1 2

1 n mn m
� �

� �
,

( , )

�

�

� � � .

Òàêèì ÷èíîì, çã³äíî ç ìàæîðàíòíîþ îçíàêîþ Âåéºðøòðàñà ðÿä (37) º
ð³âíîì³ðíî çá³æíèì íà ìíîæèí³ � � �: [ , )� � � �G äëÿ äîâ³ëüíîãî �� � ³ ÿâëÿº
ñîáîþ íåïåðåðâíó ôóíêö³þ u x y t C( , , ) ( )� # $� � � 0. Àíàëîã³÷íî äîâîäèòüñÿ,

ùî C
tD u� 	, , D ux

� , D uy
� , C

t xD D u� 	 �, ( ) , C
t xD D u C� 	 �

�
, ( ) ( )� � , ÷èì âñòàíîâ-

ëþºòüñÿ ³ñíóâàííÿ ðåãóëÿðíîãî ðîçâ’ÿçêó ðîçãëÿäóâàíî¿ ïðÿìî¿ çàäà÷³.
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Ï³äñóìîâóþ÷è, çàçíà÷èìî, ùî â îêðåìîìó âèïàäêó (	�
, �r � 0) ç íàâåäåíî-
ãî ðîçâ’ÿçêó áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàº ðîçâ’ÿçîê â³äïîâ³äíî¿ äâîâèì³ðíî¿ êðàéîâî¿
çàäà÷³ äëÿ äðîáîâî-äèôåðåíö³éíîãî àíàëîãó ð³âíÿííÿ àäâåêö³¿-äèôóç³¿ [27].

Îáåðíåíó êðàéîâó çàäà÷ó òåîð³¿ ô³ëüòðàö³¿ äëÿ ðîçãëÿäóâàíî¿ ìàòåìàòè÷íî¿
ìîäåë³ ñôîðìóëþºìî ÿê çàäà÷ó â³äøóêàííÿ â îáëàñò³ Q T: ( , ) ( , ) ( , )� � �0 1 0 1 0
ïàðè ôóíêö³é { ( , , ), ( , )}U x y t f x y íà îñíîâ³ ðîçâ’ÿçàííÿ êðàéîâî¿ çàäà÷³

C
t r

C
t xyD U x y t D D U x y t f x y� 	 � 	� �, ,( , , ) ( ) ( , , ) ( , )� � �1 2 , ( , , )x y t Q� , (48)

U y t U y t y t( , , ) , ( , , ) , ( , )0 0 1 0 1� � �� , (49)

U x t U x t x t( , , ) , ( , , ) , ( , )0 0 1 0 1� � �� , (50)

U x y x y U x y T x y x y G( , , ) ( , ), ( , , ) ( , ), ( , )0 � � �� � , (51)

äå äðóãà ç óìîâ (51) — äîäàòêîâà (ê³íöåâà) óìîâà.
Ðîçâ’ÿçîê ðîçãëÿäóâàíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ øóêàòèìåìî ó âèãëÿä³ ðÿä³â

U x y t U t X x Y y x y tnm n m

n m

( , , ) ( ) ( ) ( ), ( , , )

,

� �
�

�

�
1

� , (52)

f x y f X x Y y x ynm n m

n m

( , ) ( ) ( ), ( , ) ( , ) ( , )

,

� � �
�

�

�
1

0 1 0 1 , (53)

äå X x Y yn m( ), ( ) — âëàñí³ ôóíêö³¿ çàäà÷ Øòóðìà–Ë³óâ³ëëÿ (38), (39).

Ç (48)–(51) îäåðæóºìî ç óðàõóâàííÿì (52), (53) òàê³ çàäà÷³ Êîø³:

C
t nm nm nm

nm

n m
nmD U t U t f� 	

��� �

, ( ) ( )
)

� �
�

&
&

( , )n m N� , (54)

U n m Nnm nm( ) ( , )0 � �� , (55)

äå &nm nm n m N, ( , )� � âèçíà÷àþòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿìè (44).
Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (54), (55) íà îñíîâ³ [12] ìàº âèãëÿä

U t u t
f

e E tnm nm
nm nm

n m

a t
t

nm( ) ( )
)

)
( (

(� �
�

�� �



&

��� �

� ����

0

� � �� ��
) )( )t d� , (56)

äå u t e E t n m Nnm nm
at

nm( ) ( ) ( , )� ��� ��
� .

Äëÿ âèçíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â f nm ðîçêëàäó â ñï³ââ³äíîøåíí³ (53) ñêîðèñ-
òàºìîñü îñòàííüîþ ç óìîâ (51). Ïðåäñòàâëÿþ÷è ôóíêö³þ �� �x y, ó âèãëÿä³ ðÿäó

�� � �x y X x Y y x ynm

n m

n m, ( ) ( ), ( , ) ( , ) ( , )

,

� � �
�

�

�
1

0 1 0 1 ,

äå � �nm n m L
x y z x r y n m N� ��( ( , ), ( ) ( )) ( , )

( , ) ( , )2 0 1 0 1
, îäåðæóºìî ç (51) óìîâó

U Tnm nm( ) � � ( , )n m N� . Ç óðàõóâàííÿì ö³º¿ óìîâè ìàºìî çã³äíî ç (56) òàêå

ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â f nm ðîçêëàäó â ðÿä (53) øóêàíî¿
ôóíêö³¿ f x y( , ):

f
e E T

e E

nm
n m n nm

aT
nm

nm
a T

T
�

� � �

� �



��� � � � �

�

�
�

��

)( ( ))

)(&
0

�
� ��
� � � �( ( ) )( )nm T T d� �

( , )n m N� . (57)

Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêö³ÿ �( , ) (( , ) )x y x y G� çàäîâîëüíÿº óìîâè:

��C G4 ( ), �� � �� �0 1 0, ,y y� � , � � � � � �x xy y0 1 0, ,� � ( [ , ])y� 0 1 ,

� �xxy xxyx x( , ) ( , )0 1 0� � ( [ , ])x � 0 1 .
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Òîä³, âèêîíóþ÷è ³íòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè â ñï³ââ³äíîøåíí³ äëÿ
( , )

( , ) ( , )
� z rn m L2 0 1 0 1� , îäåðæóºìî îö³íêó

| |
| | | |

( , , )�
� �

nm

n m

M
M n m N� � $ �1

2 2 1 0const . (58)

Çà àíàëîã³÷íèõ óìîâ ùîäî ôóíêö³¿ �� �x y, î÷åâèäíî ìàòèìåìî ïîä³áíó
îö³íêó

| |
| | | |

( , , )�
� �

nm

n m

M
M n m N� � $ �2

2 2 2 0const . (59)

Ç óðàõóâàííÿì [9, 22] òà ñï³ââ³äíîøåíü (58), (59) îäåðæóºìî äëÿ (57) òàêó
îö³íêó:

| | ( | | | | )| |
| | | |

| | |
f C C Cnm nm nm n m

n m

n m

� � � �
�

1 2 0 2
� � � �

� �

� � |2
�

� �
�

�

�
�

�

�

�
�

� $C C C C

n m n m

0 2 2 0 1 2
1 1

0
| | | | | | | |

( , , ,
� � � �

const n m N, )� . (60)

Ç (60) òà ç óðàõóâàííÿì (46) ìàºìî

| ( ) ( )|
| | | | | | | |

f X x Y y Cnm n m

n m n m

� �
�

�

�
�

�

�

�
�

�
1 2 3 3 2

1 1

� � � �

1
0

1xy
C( )� $ .

Íà îñíîâ³ îñòàííüî¿ íåð³âíîñò³ ³ çàçíà÷åíèõ ðàí³øå âëàñòèâîñòåé âëàñíèõ
çíà÷åíü çàäà÷ Øòóðìà–Ë³óâ³ëëÿ (38), (39) îäåðæóºìî, ùî ìàæîðóâàëüíèì äëÿ
ðÿäó (53) º çá³æíèé óçàãàëüíåíèé ãàðìîí³÷íèé ðÿä

1 1
1 2

2 3 3 2
1 n m n mn m

� � � �
� ��

�

�
��

�

�
�� � �

�

�

�
,

( , ).

Îòæå, çã³äíî ç ìàæîðàíòíîþ îçíàêîþ Âåéºðøòðàñà ðÿä (53) º ð³âíîì³ðíî
çá³æíèì íà ìíîæèí³ G ³ ÿâëÿº ñîáîþ íåïåðåðâíó ôóíêö³þ f x y C G( , ) ( )� .

Ïåðåõîäÿ÷è äî îö³íêè ÷ëåí³â ðÿäó (52), çàçíà÷èìî, ùî çã³äíî ç ñï³ââ³äíî-
øåííÿìè (56), (58), (59) ìàº ì³ñöå íåð³âí³ñòü

| ( ) ( ) ( )|
| | | |

( ,u t X x Y y
C

xyt
C t nnm n m

n m

� � $
�

�2

3 3 2
0

� � �
cons , )m N� . (61)

Äëÿ äðóãîãî äîäàíêó â ïðàâ³é ÷àñòèí³ ð³âíîñò³ (56) îäåðæóºìî ç óðàõóâàí-
íÿì (60)

| ( )| :
( )

( ( ) )( )
,F t

f
e E tnm

nm nm

n m

a t
nm

t

�
�

�� �

&

� � �
� ��

� �
�

0

( )
| |

| |
t d C

f nm

n m

� �
�

��� �
� �

� 1
3

� � $ �
C

C C n m N

n m

4

2 2 3 4 0
| | | |

( , , , )
� �

const . (62)

Íà îñíîâ³ (61), (62), (46) îäåðæóºìî

| ( ) ( ) ( )| | ( ) ( ) ( )|U t X x Y y u t X x Y ynm n m nm n m� �

� � � $| ( ) ( ) ( )|
| | | |

( ,*
*F t X x Y y

C

xyt
C n mnm n m

n m� � �3 3
0const �N ).
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Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî ìàæîðóâàëüíèì äëÿ ðÿäó (52) º çá³æíèé óçàãàëüíåíèé
ãàðìîí³÷íèé ðÿä

1
1 2

3 3
1 n mn m

� �
� �

,

( , )

�

�

� � � .

Òàêèì ÷èíîì, ðÿä (52) º ð³âíîì³ðíî çá³æíèì íà ìíîæèí³ Q G T� ��: [ ]� � äëÿ

äîâ³ëüíîãî �� � ³ ÿâëÿº ñîáîþ íåïåðåðâíó ôóíêö³þ u x y t C Q( , , ) ( ).� � Îòæå,

³ñíóº ðåãóëÿðíèé ðîçâ’ÿçîê { , }U f ðîçãëÿäóâàíî¿ îáåðíåíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³.

Àíàëîã³÷íî âèêëàäåíîìó íåâàæêî âïåâíèòèñü ó ºäèíîñò³ öüîãî ðîçâ’ÿçêó.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó ðîáîò³ îäåðæàíî çàìêíåí³ ðîçâ’ÿçêè äåÿêèõ äâîâèì³ðíèõ íåñòàö³îíàðíèõ

êðàéîâèõ çàäà÷ àíîìàëüíî¿ ô³ëüòðàö³éíî¿ äèíàì³êè â òð³ùèíóâàòî-ïîðèñòèõ

ïëàñòàõ. Ïîñòàíîâêè êðàéîâèõ çàäà÷ âèêîíàíî äëÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, ùî

îïèñóþòü äðîáîâî-äèôåðåíö³éíó äèíàì³êó ïðîöåñ³â ô³ëüòðàö³¿ çà óìîâ ÿê ïðî-

ñòîðîâî¿, òàê ³ ÷àñîâî¿ íåëîêàëüíîñòåé, òà ì³ñòÿòü óçàãàëüíåíó (ïðîïîðö³éíó)

ïîõ³äíó Êàïóòî [12] çà ÷àñîâîþ çì³ííîþ òà ïîõ³äí³ Ð³ìàíà–Ë³óâ³ëëÿ çà ãåîìåò-

ðè÷íèìè çì³ííèìè. Îêð³ì ïðÿìî¿ çàäà÷³ ô³ëüòðàö³éíî¿ äèíàì³êè, ðîçãëÿíóòî

òàêîæ äâîâèì³ðíó îáåðíåíó êðàéîâó çàäà÷ó âèçíà÷åííÿ íåâ³äîìî¿ ôóíêö³¿ äæå-

ðåëà, çàëåæíî¿ â³ä ãåîìåòðè÷íèõ çì³ííèõ. Íàâåäåíî óìîâè ³ñíóâàííÿ ðåãóëÿð-

íèõ ðîçâ’ÿçê³â ðîçãëÿíóòèõ çàäà÷. Äëÿ îêðåìîãî âèïàäêó ëèøå ÷àñîâî¿ íåëî-

êàëüíîñò³ ô³ëüòðàö³éíîãî ïðîöåñó (âèðàæåíî¿ çà äîïîìîãîþ ïðîïîðö³éíî¿

ïîõ³äíî¿ Êàïóòî) ïîñòàâëåíà ³ ðîçâ’ÿçàíà êðàéîâà çàëà÷à ç íåëîêàëüíèìè ãðà-

íè÷íèìè óìîâàìè Ñàìàðñüêîãî–²îíê³íà.
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V.M. Bulavatsky
SOME TWO-DIMENSIONAL BOUNDARY-VALUE PROBLEMS OF FILTRATION
DYNAMICS FOR MODELS WITH PROPORTIONAL CAPUTO DERIVATIVE

Abstract. Closed solutions are obtained for some two-dimensional non-stationary boundary-value problems
of filtration dynamics in fractured-porous formations, posed within the framework of fractional-differential
mathematical models. These mathematical models are constructed using the generalized (proportional)
Caputo derivative with respect to the time variable and Riemann–Liouville derivatives with respect to geo-
metric variables. Along with the direct problem, we also consider a two-dimensional inverse bound-
ary-value problem for determining the unknown source function that only depends on geometric variables.
Conditions for the existence of regular solutions of the considered problems are given. For a separate case
of only time nonlocality of the filtration process, a boundary-value problem with nonlocal boundary condi-
tions is solved.

Keywords: mathematical modeling, fractional-differential dynamics of filtration processes, fractured-porous
media, non-classical models, proportional Caputo derivative, Riemann–Liouville derivative, two-dimensional
boundary-value problems, inverse problems, problems with non-local conditions, closed-form solutions.
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