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ÂÑÒÓÏ

Òðàäèö³éíî çàäà÷ó îïòèì³çàö³¿ íàä³éíîñò³ ôîðìóëþþòü ÿê ì³í³ì³çàö³þ

éìîâ³ðíîñò³ òîãî, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà Z ïåðåâèùèòü äåÿêèé ïîð³ã h.

Ó âèïàäêó, êîëè ôóíêö³ÿ ðîçïîä³ëó Z ìàº ðîçðèâè, ðîçâ’ÿçàííÿ ö³º¿ çàäà÷³ õà-

ðàêòåðèçóºòüñÿ çíà÷íèìè ìàòåìàòè÷íèìè òðóäíîùàìè [1, 2]. Äëÿ ïîäîëàííÿ

öèõ âàä ó [1] äëÿ âèïàäêó h = 0 áóëî çàïðîïîíîâàíî íîâó àëüòåðíàòèâíó

ì³ðó ðèçèêó — «áóôåðíó éìîâ³ðí³ñòü â³äìîâè». Öÿ ì³ðà ðèçèêó âðàõîâóº

ñòóï³íü ïåðåâèùåííÿ ïîðîãà â³äìîâè ³ º á³ëüø êîíñåðâàòèâíîþ, í³æ

éìîâ³ðí³ñòü â³äìîâè. Â [3] çàïðîïîíîâàíî âèêîðèñòîâóâàòè áóôåðíó

éìîâ³ðí³ñòü ïåðåâèùåííÿ (Buffered Probability of Exceedance, bPOE) ÿê ì³ðó

ðèçèêó, ÿêà óçàãàëüíþº áóôåðíó éìîâ³ðí³ñòü â³äìîâè. Öÿ bPOE ò³ñíî ïîâ’ÿçà-

íà ç ì³ðîþ ðèçèêó «Conditional Value-at-Risk (CVaR)», çàïðîïîíîâàíîþ â [4].

Çàì³ñòü òåðì³íà CVaR, ïîøèðåíîãî ó ë³òåðàòóð³ ç ô³íàíñîâî¿ ³íæåíåð³¿, çàñòî-

ñîâóþòü òàêîæ ³ óí³âåðñàëüíèé òåðì³í «ñóïåðêâàíòèëü». Ö³ ì³ðè ðèçèêó âè-

êîðèñòîâóþòü äëÿ îïòèì³çàö³¿ íàä³éíîñò³ ñêëàäíî¿ òåõí³÷íî¿ ñèñòåìè [5]

³ ì³í³ì³çàö³¿ ðèçèêó âòðàò óðîæàþ [6–8].

Ó ö³é ðîáîò³ ïðîïîíóºòüñÿ ìåòîä îïòèì³çàö³¿ íàä³éíîñò³, àëüòåðíàòèâíèé

bPOE. Äëÿ äîñë³äæåííÿ åôåêòèâíîñò³ öüîãî ìåòîäó áóëî ïðîâåäåíî ÷èñåëüí³ åê-

ñïåðèìåíòè ç âèêîðèñòàííÿì ïàêåòà ïðîãðàì AORDA PSG ³ äàíèõ, ðîçðîáëåíèõ

êîìïàí³ºþ American Optimal Decisions [9, 10].

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×²

Íåõàé X x x N� ( , , )1 � — âåêòîð, êîìïîíåíòè ÿêîãî º âèïàäêîâèìè âåëè÷èíà-

ìè. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà xn ç îäíàêîâîþ éìîâ³ðí³ñòþ p M�1 / íàáóâàº M

çíà÷åíü x xn Mn1 , ,� , n N�1, ,� . Íåõàé Y y yN� ( , , )1 � — âåêòîð, êîìïîíåí-

òè ÿêîãî çàäîâîëüíÿþòü îáìåæåííÿ

yi

i

N

�
� �

1

1, (1)

yi � 0, i N�1,� . (2)

Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâó ôóíêö³þ âòðàò

�( , )X Y b y xi i

i

N

� �
�
�

1

, (3)

äå b — êîíñòàíòà. Çà ô³êñîâàíèõ êîìïîíåíò³â âåêòîðà Y , ~ , , ~y yN1 � , âèïàäêî-
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âà âåëè÷èíà (3) íàáóâàº çíà÷åííÿ b y x b y xi i

i

N

i Mi

i

N

� � � � �
� �
� �~ , , ~

1

1 1

ç îäíàêîâîþ

éìîâ³ðí³ñòþ p M�1 / . Âèêîðèñòîâóþ÷è òåðì³íîëîã³þ [4], íàçèâàºìî ö³ çíà-

÷åííÿ àòîìàìè. Òàêèì ÷èíîì, äèñêðåòíà ôóíêö³ÿ ðîçïîä³ëó �( ,
~

)X Y ìàº M

àòîì³â ³ éìîâ³ðí³ñòü êîæíîãî ç íèõ ñòàíîâèòü p M�1 / .

Äëÿ çàäàíîãî çíà÷åííÿ ïîðîãà h êëàñè÷íó çàäà÷ó îïòèì³çàö³¿ íàä³éíîñò³

ôîðìóëþþòü ÿê çàäà÷ó ì³í³ì³çàö³¿ éìîâ³ðíîñò³ â³äìîâ

min
, ,y y

i i

i

N

N

P b y x h
1 1�

� �
�
	



�
�
�

� (4)

çà îáìåæåíü (1), (2).

Ï³ä ÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ òàêîãî òèïó âèíèêàþòü çíà÷í³ òåõí³÷í³ òðóäíîù³.

Òîìó â [1] áóëî çàïðîïîíîâàíî çàì³ñòü éìîâ³ðíîñò³ â³äìîâ âèêîðèñòîâóâàòè áóôåð-

íó éìîâ³ðí³ñòü â³äìîâ ç ïîðîãîì h � 0. Öÿ ì³ðà ðèçèêó º á³ëüø êîíñåðâàòèâíîþ, í³æ

éìîâ³ðí³ñòü â³äìîâ. Áóôåðíó éìîâ³ðí³ñòü â³äìîâè áóëî ðîçâèíåíî â [3], äå ïðîïî-

íóâàëîñü ÿê ïîð³ã âèáèðàòè ñåðåäíº çíà÷åííÿ õâîñòà ðîçïîä³ëó òà áóëî ââåäåíî

íîâó ì³ðó ðèçèêó — áóôåðíó éìîâ³ðí³ñòü ïåðåâèùåííÿ (bPOE). Â³äïîâ³äíî äî öüî-

ãî ï³äõîäó çàì³ñòü ôóíêö³¿ ö³ë³ (4), ì³í³ì³çàö³ÿ ÿêî¿ ñïðè÷èíÿº çíà÷í³ òåõí³÷í³ òðóä-

íîù³, ïðîïîíóºòüñÿ âèêîðèñòîâóâàòè áóôåðíó éìîâ³ðí³ñòü ïåðåâèùåííÿ:

min
, ,y y

h i i

i

N

N

bPOE b y x
1 1�

�
�

�

�
�

�

�

�
�

�
� , (5)

äå bPOE äëÿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè Z âèçíà÷àºòüñÿ òàê [3]:

bPOE Z

h Z

q h z EZ h Zh ( )

, sup ,

( ; ), sup ,�

�

� � ��

0

1

1

1

ÿêùî

ÿêùî

iíàêøå.

�

	
�



�

(6)

Âèðàç q h Z�1 ( ; ) ó (6) ïîçíà÷àº ôóíêö³þ, îáåðíåíó äî ñóïåðêâàíòè-

ëÿ q h Z( ; ).

2. ÌÅÒÎÄ ÎÏÒÈÌ²ÇÀÖ²¯ ÍÀÄ²ÉÍÎÑÒ², ÀËÜÒÅÐÍÀÒÈÂÍÈÉ bPOE

Íåõàé h — çàäàíèé ïîð³ã, � — çì³ííà âåëè÷èíà, ÿêà çàäîâîëüíÿº óìîâó

0 1� �� . Äëÿ ì³í³ì³çàö³¿ éìîâ³ðíîñò³ â³äìîâ ïðîïîíóºìî íàâåäåíó äàë³

îïòèì³çàö³éíó ìîäåëü.

Â³äøóêàòè ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ �:

max �, (7)

çà ÿêîãî ³ñíóº âåêòîð Y y yN� ( , , )1 � , òàêèé ùî

CVaR b y x hi i

i

N

� �
�

�

�
�

�

�

�
�

�
�
�

1

, (8)

yi

i

N

�
�
� 1

1

, (9)

yi � 0, i N�1, ,� . (10)

Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ö³º¿ çàäà÷³ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïàêåò ïðîãðàì AORDA

PSG [9]. Íà æàëü, öåé ïàêåò íå ìîæå îïòèì³çóâàòè CVaR � �( ) â³äíîñíî �. Òîìó,

ââîäÿ÷è â ö³ëüîâó ôóíêö³þ øòó÷íó çì³ííó t ç íóëüîâèì êîåô³ö³ºíòîì, öþ çàäà÷ó

çâîäèìî äî íàâåäåíî¿ äàëi åêâ³âàëåíòíî¿ îïòèìiçàöiéíî¿ çàäà÷i.

Â³äøóêàòè ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ �:

max � , (11)
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çà ÿêîãî îïòèì³çàö³éíà çàäà÷à ìàº ðîçâ’ÿçîê

max0 � t (12)

çà îáìåæåíü

CVaR b y x hi i

i

N

� �
�

�

�
�

�

�

�
�

�
�
�

1

, (13)

yi

i

N

�
�
� 1

1

, (14)

yi � 0, i N� 1, ,� . (15)

Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ö³º¿ çàäà÷³ ïðîïîíóºòüñÿ âèêîðèñòîâóâàòè äâîð³âíåâèé ìå-

òîä îïòèì³çàö³¿.

Íà âåðõíüîìó ð³âí³ âèáèðàºòüñÿ çíà÷åííÿ � íà îäíîâèì³ðíîìó â³äð³çêó

( , ]0 1 . Íà íèæíüîìó ð³âí³ çà ô³êñîâàíîãî çíà÷åííÿ � ��
~

ðîçâ’ÿçóºòüñÿ

îïòèì³çàö³éíà çàäà÷à (12)–(15) ç âèêîðèñòàííÿì ïàêåòà ïðîãðàì AORDA

PSG [9]. Ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî CVaR � º íåïåðåðâíîþ çðîñòàëüíîþ ôóíêö³ºþ �
[3, 4], äëÿ ïîøóêó ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ �, çà ÿêîãî îïòèì³çàö³éíà çàäà÷à

(12)–(15) ìàº ðîçâ’ÿçîê, ïðîïîíóºòüñÿ âèêîðèñòîâóâàòè ìåòîä äèõîòîì³¿. Öåé

ìåòîä îäíîâèì³ðíî¿ îïòèì³çàö³¿ äàº çìîãó øâèäêî â³äøóêàòè ìàêñèìàëüíå çíà-

÷åííÿ � çà áóäü-ÿêîþ òî÷í³ñòþ.

3. ÐÅÇÓËÜÒÀÒÈ ÎÁ×ÈÑËÅÍÜ

Ïîð³âíÿºìî ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü çà ìîäåëÿìè (5) ³ (7)–(10), îòðèìàí³ ç âèêî-

ðèñòàííÿì ïàêåòà ïðîãðàì AORDA PSG [9] ³ äàíèõ (case studies), ðîçðîáëå-

íèõ êîìïàí³ºþ American Optimal Decisions [10]. Â³äïîâ³äí³ äàí³ ðîçì³ùåíî

íà ñàéò³ ö³º¿ êîìïàí³¿. ²íôîðìàö³ÿ íà öüîìó ñàéò³ ïðèçíà÷åíà äëÿ äåìîí-

ñòðàö³¿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ³ ìåòîä³â AORDA PSG, à òàêîæ äëÿ ïðîâåäåí-

íÿ ïîð³âíÿëüíîãî àíàë³çó.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ áóëî âèêîðèñòàíî äâà âàð³àíòè äàíèõ äëÿ êîìïîíåíò³â âè-

ïàäêîâîãî âåêòîðà X x x N� ( , , )1 � :

1) matrix_style_classification_fidelity_magellan.txt (Case Study: Style

Classification with Quantile Regression) [11];

2) matrix_omega_scenarios_without_hurdle.txt (Case Study: Omega Portfolio

Rebalancing) [12].

3.1. Âàð³àíò 1. Âèêîðèñòîâóâàëèñü N � 4 âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè, çíà÷åííÿ

ÿêèõ ðîçòàøîâàí³ â ñòîâï÷èêàõ rlv, rlg, ruj òà ruo â ôàéë³ matrix_style_

classification_fidelity_magellan.txt [11]. Êîæíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà íàáóâàº

M=1264 çíà÷åíü. Áóëî îáðàíî äîâ³ëüíó êîíñòàíòó b � 0 46. .

Ìàòðèöþ ñöåíàð³¿â äëÿ äàíèõ âàð³àíòà 1 íàâåäåíî â òàáë. 1. Òóò çì³íí³é x1
â³äïîâ³äàº ñòîâï÷èê rlv â [11], çì³íí³é x2 — ñòîâï÷èê rlg, çì³íí³é x3 — ñòîâ-

ï÷èê ruj, çì³íí³é x4 — ñòîâï÷èê ruo. Âñ³ âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè íàáóâàþòü çíà÷åí-

íÿ ç ³íòåðâàëó [– 0.2376, 1.8677]. Ïî÷àòêîâ³ çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â ôóíêö³¿ âòðàò

�( , )X Y ñòàíîâèëè y y y y
1
0

2
0

3
0

4
0 0 25� � � � . . Äëÿ îá÷èñëåííÿ áóëî îáðàíî ïîð³ã

h VaR X Y� �0 8
0 0 499415. ( ( , )) . ,� äå Y y y0

1
0

4
0� ( , ..., ) .
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b x1 x2 x3 x4

0.46 0.0410971 0.0531805 0.0315522 0.0134202

0.46 0.0410971 0.0531805 0.0367395 0.0610463

................. ................. ................. ................. .................

0.46 0.0465449 0.0756534 0.0345887 0.0896047

Ò à á ë è ö ÿ 1. Çíà÷åííÿ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ó âàð³àíò³ 1



Ç âèêîðèñòàííÿì öèõ äàíèõ çà äîïîìîãîþ ïàêåòà AORDA PSG [9] áóëî îò-

ðèìàíî îïòèìàëüíèé ðîçâ’ÿçîê Y y y* * *( , , )1
1

1
4

1� � ñòàíäàðòíî¿ çàäà÷³

ì³í³ì³çàö³¿ bPOE (5) çà îáìåæåíü (1), (2):

y
1

1 0 789751* .� , y
2

1 0* � , y
3

1 0 210248* .� , y
4

1 0* � . (16)

Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ (11)–(15) âèêîðèñòîâóâàâñÿ çàïðîïîíîâàíèé

äâîð³âíåâèé ìåòîä îïòèì³çàö³¿ ç ïîðîãîì h � 0 499415. ³ áóëî îòðèìàíî:

� ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ � * � 0.62867, çà ÿêîãî âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü (13)

ç òî÷í³ñòþ � � �10 6;

� îïòèìàëüíèé ðîçâ’ÿçîê Y y y* * *( , , )2
1

2
4

2� � çàäà÷³ (12)–(15)

y
1

2 0 789751* .� , y
2

2 0* � , y
3

2 0 210248* .� , y
4

2 0* � , (17)

ÿêèé ïîâí³ñòþ çá³ãàºòüñÿ ç ðîçâ’ÿçêîì (16) ñòàíäàðòíî¿ çàäà÷³ ì³í³ì³çàö³¿

bPOE (5) çà îáìåæåíü (1), (2).

Îòæå, äëÿ íàáîðó äàíèõ âàð³àíòà 1 îáèäâà ìåòîäè äàþòü îäíàêîâèé ðåçóëü-

òàò. Çàóâàæèìî, ùî îòðèìàíèé ðåçóëüòàò ñóòòºâî çàëåæèòü â³ä òî÷íîñò³, ç ÿêîþ

îá÷èñëþºòüñÿ ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ � * .

3.2. Âàð³àíò 2. Âèêîðèñòîâóâàëèñü N � 9 âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, çíà÷åííÿ

ÿêèõ ðîçòàøîâàí³ â ñòîâï÷èêàõ manager_1, manager_2, ..., manager_9 ó ôàéë³

matrix_omega sub scenarios_without_hurdle.txt [12]. Êîæíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà

íàáóâàº M � 641 çíà÷åíü. Îáðàíî äîâ³ëüíó êîíñòàíòó b = 0.64.

Ìàòðèöþ ñöåíàð³¿â äëÿ äàíèõ âàð³àíòà 2 íàâåäåíî ó òàáë. 2. Òóò çì³íí³é xi
â³äïîâ³äàº ñòîâï÷èê manager_i â [12], i �1 9,... , . Ïî÷àòêîâ³ çíà÷åííÿ

êîåô³ö³ºíò³â ôóíêö³¿ âòðàò �( , )X Y ñòàíîâèëè y y
1
0

8
0� � � � � � 0.1111, y

9
0 � 0.1112.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ áóëî îáðàíî ïîð³ã h � VaR X Y0 8
0

. ( ( , ))� � 6.685744E–02.

Ç âèêîðèñòàííÿì öèõ äàíèõ çà äîïîìîãîþ ïàêåòà AORDA PSG [9] áóëî îò-

ðèìàíî îïòèìàëüíèé ðîçâ’ÿçîê Y y y* * *( , , )1
1

1
9

1� � ñòàíäàðòíî¿ çàäà÷³

ì³í³ì³çàö³¿ bPOE (5) çà îáìåæåíü (1), (2):

y
1

1 5 1412 02* .� �E , y
2

1 3 7064 01* .� �E , y
3

1* � y
4

1 0* � , y
5

1 3 1470 01* .� �E ,

y
6

1 3 8992 02* .� �E , y
7

1 1 5936 02* .� �E ,

y
8

1 1 3687 01* .� �E , y
9

1 7 1450 02* .� �E . (18)

Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ (11)–(15) âèêîðèñòîâóâàâñÿ çàïðîïîíîâàíèé

äâîð³âíåâèé ìåòîä îïòèì³çàö³¿ ³ áóëî îòðèìàíî:

� ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ � * � 0.93642, çà ÿêîãî âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü (13)

ç òî÷í³ñòþ � � �10 6 , äå ïîð³ã h � �6 685744 02. E ;

� îïòèìàëüíèé ðîçâ’ÿçîê Y y y* * *( , , )2
1

2
9

2� � çàäà÷³ (12)–(15)

y
1

1 5 1412 02* .� �E , y
2

1 3 7064 01* .� �E , y
3

1* � y
4

1 0* ,� y
5

1 3 1470 01* .� �E ,

y
6

1 3 8992 02* .� �E , y
7

1 1 5936 02* .� �E , y
8

1 13687 01* .� �E , y
9

1 7 1450 02* . ,� �E
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b x1 x2 … x7 x8 x9

6.4E – 02 2.900E – 03 –5.956E – 04 … 1.125E – 02 5.200E – 03 –4.508E – 04

6.4E – 02 –3.191E – 03 2.781E – 03 … –3.401E – 03 –7.687E – 03 –5.981E – 04

… … … … … … …

6.4E – 02 –3.260E – 03 6.652E – 04 … –8.804E – 03 –4.258E – 03 –1.148E – 03

Ò à á ë è ö ÿ 2. Çíà÷åííÿ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ó âàð³àíò³ 2



ÿêèé ïîâí³ñòþ çá³ãàºòüñÿ ç ðîçâ’ÿçêîì (18) ñòàíäàðòíî¿ çàäà÷³ ì³í³ì³çàö³¿
bPOE (5) çà îáìåæåíü (1), (2).

Îòæå, ³ äëÿ äàíèõ âàð³àíòà 2 îáèäâà ìåòîäè äàþòü îäíàêîâèé ðåçóëüòàò.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó ö³é ðîáîò³ çàïðîïîíîâàíî íîâèé ìåòîä îïòèì³çàö³¿ íàä³éíîñò³ ÿê àëüòåðíà-

òèâà ìåòîäó bPOE. Îïèñàíèé ìåòîä â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä bPOE íàÿâí³ñòþ äîäàò-

êîâî¿ çì³ííî¿ � �( , )01 ³ îáìåæåííÿ íà öþ çì³ííó (8), à òàêîæ ïîòðåáîþ ó ðîç-

â’ÿçàíí³ äîäàòêîâî¿ çàäà÷³ îäíîâèì³ðíî¿ îïòèì³çàö³¿.

Äëÿ ïîð³âíÿííÿ åôåêòèâíîñò³ ðîáîòè çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó ³ îðèã³íàëüíî-

ãî ìåòîäó bPOE áóëî ïðîâåäåíî ÷èñåëüí³ åêñïåðèìåíòè ç âèêîðèñòàííÿì äâîõ

ð³çíèõ íàáîð³â äàíèõ, ðîçòàøîâàíèõ íà ñàéò³ êîìïàí³¿ American Optimal Decisions.

Îáèäâà ìåòîäè äàëè îäíàêîâèé ðåçóëüòàò äëÿ êîæíîãî íàáîðó äàíèõ. Îòðèìàí³

ðåçóëüòàòè ìîæíà ïåðåâ³ðèòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ö³ òà ³íø³ äàí³ íà ñàéò³ American

Optimal Decisions [10], ÿê³ ïðèçíà÷åí³ äëÿ ïðîâåäåííÿ ïîð³âíÿëüíîãî àíàë³çó.
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V.A. Pepelyaev, A.N. Golodnikov, N.A. Golodnikova
RELIABILITY OPTIMIZATION METHOD ALTERNATIVE TO bPOE

Abstract. A new method of reliability optimization, alternative to the bPOE method, is
developed. To compare the efficiency of the proposed method and of the original bPOE
method, numerical experiments were performed using two different data sets. Analysis of the
calculations showed that both methods gave the same results.

Keywords: bPOE, CVaR, minimization of failure probability, tail distribution function, loss
function, threshold.

Íàä³éøëà äî ðåäàêö³¿ 09.03.2022

116 ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2022, òîì 58, ¹ 4


