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Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî îïåðàö³þ áàãàòîðîçðÿäíîãî ìíîæåííÿ, â³ä øâèäêîä³¿ ÿêî¿ çàëåæèòü
øâèäêîä³ÿ àñèìåòðè÷íèõ êðèïòîãðàô³÷íèõ ïðîãðàìíî-àïàðàòíèõ êîìïëåêñ³â. Çàïðîïî-
íîâàíî àëãîðèòìè ðåàë³çàö³¿ îïåðàö³¿ ìíîæåííÿ äâîõ N -ðîçðÿäíèõ ÷èñåë íà îñíîâ³
äèñêðåòíèõ êîñèíóñíèõ òà ñèíóñíèõ ïåðåòâîðåíü (ÄÊÏ òà ÄÑÏ). Çà ðàõóíîê âèêî-
ðèñòàííÿ ÄÊÏ òà ÄÑÏ ðîçä³ëåíî îá÷èñëåííÿ äëÿ ä³éñíî¿ òà óÿâíî¿ ÷àñòèí äèñêðåòíîãî
ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º (ÄÏÔ) ä³éñíîãî ñèãíàëó ïàðíî¿ äîâæèíè, ùî äàº çìîãó ïåðåâåñòè
îá÷èñëåííÿ ç ïîëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ó ïîëå ä³éñíèõ ÷èñåë òà çìåíøèòè ñêëàäí³ñòü
áàãàòîðîçðÿäíî¿ îïåðàö³¿ ìíîæåííÿ çà ê³ëüê³ñòþ îäíîðîçðÿäíèõ îïåðàö³é êîìïëåêñíîãî
ìíîæåííÿ. Ïðîâåäåíî çàì³íó îïåðàö³é àëãîðèòìó äëÿ çáåðåæåííÿ ñèìåòð³¿ ó ä³éñí³é àáî
óÿâí³é ÷àñòèíàõ áàãàòîðîçðÿäíèõ ÷èñåë, ùî äàº çìîãó âèêîðèñòîâóâàòè ÄÊÏ òà ÄÑÏ
ìåíøî¿ ðîçðÿäíîñò³ N / 2 1� òà ðîçøèðþº ìîæëèâîñò³ ç ðîçïàðàëåëþâàííÿ ï³ä ÷àñ
ðåàë³çàö³¿ áàãàòîðîçðÿäíîãî ìíîæåííÿ.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: áàãàòîðîçðÿäíå ìíîæåííÿ, áàãàòîðîçðÿäíà àðèôìåòèêà, àñèìåòðè÷íà
êðèïòîãðàô³ÿ, äèñêðåòíå êîñèíóñíå ïåðåòâîðåííÿ, äèñêðåòíå ñèíóñíå ïåðåòâîðåííÿ,
äèñêðåòíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º, øâèäêèé àëãîðèòì îá÷èñëåííÿ Ôóð’º.

ÂÑÒÓÏ

Ïîÿâà íîâèõ ïàðàëåëüíèõ îá÷èñëþâàëüíèõ ñèñòåì, ÿê-îò áàãàòîÿäåðíèõ ïðîöå-

ñîð³â, ãðàô³÷íèõ ïðèñêîðþâà÷³â, êëàñòåð³â, ðîçïîä³ëåíèõ ñèñòåì, ñèñòåì ç ðîç-

ïîä³ëåíîþ ïàì’ÿòòþ òîùî çóìîâëåíà ðîçâ’ÿçàííÿì ñêëàäíèõ ïðèêëàäíèõ çàäà÷

ó ð³çíèõ ãàëóçÿõ. Ñåðåä òàêèõ çàäà÷ ìîæíà âèä³ëèòè çàäà÷³ îá÷èñëåííÿ ñèñòåì

ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü ç ê³ëüê³ñòþ íåâ³äîìèõ 33–35 ì³ëüéîí³â, ðîçðàõó-

íîê îáîëîíîê ÿäåðíèõ ðåàêòîð³â, ìîäåëþâàííÿ ô³çè÷íèõ ³ õ³ì³÷íèõ ïðîöåñ³â, àå-

ðîäèíàì³êè, ã³äðîäèíàì³êè, çàõèñòó ³íôîðìàö³¿ òîùî. Öå çíà÷íî ðîçøèðþº âèêî-

ðèñòàííÿ áàãàòîðîçðÿäíî¿ àðèôìåòèêè [1–7], îñê³ëüêè íåâðàõóâàííÿ ïîõèáîê çà-

îêðóãëåííÿ ïðèçâîäèòü äî òîãî, ùî ³íîä³ îòðèìóþòü êîìï’þòåðí³ ð³øåííÿ, ÿê³

íå â³äïîâ³äàþòü ô³çè÷íîìó çì³ñòó. Áàãàòîðîçðÿäíà îïåðàö³ÿ ìíîæåííÿ º ñêëàäî-

âîþ îïåðàö³¿ ï³äíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ çà ìîäóëåì, â³ä øâèäêîä³¿ ÿêî¿ çàëåæèòü

øâèäêîä³ÿ àñèìåòðè÷íèõ êðèïòîãðàô³÷íèõ ïðîãðàìíî-àïàðàòíèõ êîìïëåêñ³â.

Ó ðîáîò³ Êàðàöóáè–Îôìàíà [8] 1962 ð. íàâåäåíî îïèñ àëãîðèòìó, ÿêèé ìàâ

ñêëàäí³ñòü îá÷èñëåííÿ áàãàòîðîçðÿäíîãî ìíîæåííÿ çà ê³ëüê³ñòþ îäíîðîçðÿäíèõ

ìíîæåíü ìåíøó í³æ Îñòîâï÷èê ( )N 2 , äå N — ê³ëüê³ñòü ðîçðÿä³â (ñë³â) áàãàòîðîçðÿä-
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íîãî ÷èñëà. ²ñòîðè÷íî öå áóâ ïåðøèé àëãîðèòì, ÿêèé â³äð³çíÿâñÿ â³ä ìåòîäó «ìíî-

æåííÿ ó ñòîâï÷èê». Çà ñâîºþ ïðèðîäîþ àëãîðèòì Êàðàöóáè–Îôìàíà º ðåêóðñèâ-

íèì àëãîðèòìîì ç³ ñêëàäí³ñòþ O NÊàðàöóáè ( )
log2 3

, ìåíøîþ í³æ äëÿ ìåòîäó «ìíî-

æåííÿ ó ñòîâï÷èê», îñê³ëüêè íà êîæíîìó ð³âí³ ðåêóðñ³¿ îá÷èñëþâàëè òðè îïåðàö³¿

ìíîæåííÿ çàì³ñòü ÷îòèðüîõ îïåðàö³é. Âèêîðèñòàííÿ ðåêóðñ³¿ äëÿ îá÷èñëåííÿ îïå-

ðàö³¿ ìíîæåííÿ áóëî âæå â³äîìî ×. Áåáá³äæó, âèíàõ³äíèêó ïåðøî¿ àíàë³òè÷íî¿ îá-

÷èñëþâàëüíî¿ ìàøèíè ó 19-ìó ñòîð³÷÷³, àëå ìîæëèâîñò³ çàì³íè ÷îòèðüîõ îïåðàö³é

ìíîæåííÿ òðüîìà íå áóëà ïðèä³ëåíà äîñòàòíÿ óâàãà. Ç 1962 ð. ïî÷àâñÿ àêòèâíèé ïî-

øóê àëãîðèòì³â «øâèäêîãî ìíîæåííÿ». Ó 1965 ð. Êóë³ òà Òüþê³ íåçàëåæíî îäèí

â³ä îäíîãî çàïðîïîíóâàëè àëãîðèòì [9], ÿêèé äàâ çìîãó äèñêðåòíå ïåðåòâîðåííÿ

Ôóð’º äîâæèíè N N N� �1 2 ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿä³ äèñêðåòíèõ ïåðåòâîðåíü ìåí-

øî¿ äîâæèíè N 2 ðåêóðñèâíî òà çìåíøèòè îá÷èñëþâàëüíó ñêëàäí³ñòü äî

O N NØÏÔ( log ) . Á³ëüø â³äîìîþ íàçâîþ öüîãî àëãîðèòìó º àëãîðèòì «øâèäêîãî

ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º» àáî ØÏÔ. Ðîçðîáêó øâèäêîãî àëãîðèòìó îá÷èñëåííÿ äèñ-

êðåòíîãî ïåðåòâîðåííÿ ìîæíà â³äíåñòè äî ðîáîòè Ãàóñà 1805 ð., äå â³í õîò³â ³íòåð-

ïîëþâàòè îðá³òó àñòåðî¿ä³â Ïàëàñ òà Þíà. Öÿ ðîáîòà ïåðåäóº ðîáîòàì Ôóð’º, àëå

ó í³é íå áóëà ðîçãëÿíóòà îá÷èñëþâàëüíà ñêëàäí³ñòü òà çðåøòîþ áóâ âèêîðèñòàíèé

³íøèé ìåòîä. Ó 1971 ð., çàñòîñîâóþ÷è ØÏÔ, Øåíõàãå òà Øòðàññåí çàïðîïîíóâà-

ëè àëãîðèòì ç³ ñêëàäí³ñòþ OØåíõàãå–Øòðàññåíà
( log loglog )N N N� � ó ê³ëüö³ ç 2 1N �

åëåìåíò³â [10]. Öåé àëãîðèòì áóâ íàéøâèäøèì â³äîìèì àëãîðèòìîì äî 2007 ð.

Àëãîðèòì Øåíõàãå–Øòðàññåíà ôóíäàìåíòàëüíî ´ðóíòóºòüñÿ íà òàê³é òåîðåì³ ïðî

öèêë³÷íó çãîðòêó äëÿ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º: ðåçóëüòàò îäíîâèì³ðíî¿ öèêë³÷íî¿ çãîð-

òêè (íàïðèêëàä, ó âèì³ð³ ÷àñó) º ðåçóëüòàòîì ìíîæåííÿ â ³íøîìó âèì³ð³ (íàïðèê-

ëàä, âèì³ð³ ÷àñòîòè). Öüîãî æ ðîêó Ï³òàññ³ îïóáë³êóâàâ ðîáîòó ç îïèñîì øâèäêîãî

àëãîðèòìó îá÷èñëåííÿ ïåðåòâîðåííÿ Óîøëà [11], íà îñíîâ³ ÿêîãî òàêîæ ìîæíà ïîáó-

äóâàòè áàãàòîðîçðÿäíó îïåðàö³þ ìíîæåííÿ [12]. Ó 1985 ð. Ìîíòãîìåð³ îïèñàâ àëãî-

ðèòì, ÿêèé äàº çìîãó øâèäêî îá÷èñëþâàòè îïåðàö³þ ìíîæåííÿ, ÿêùî âîíà º ñêëàäî-

âîþ îïåðàö³¿ ìíîæåííÿ çà ìîäóëåì [13]. Ç ïîÿâîþ áàãàòîïðîöåñîðíèõ ñèñòåì ç’ÿâè-

ëàñÿ ìîæëèâ³ñòü ðîçïàðàëåëèòè îá÷èñëåííÿ ç ë³í³éíîþ ñêëàäí³ñòþ çà ê³ëüê³ñòþ

îäíîðîçðÿäíèõ îïåðàö³é ìíîæåííÿ ó ìåæàõ îäíîãî ïðîöåñîðà. Ó ñâî¿é äèñåðòàö³éí³é

ðîáîò³ 1966 ð. [14] Êóê îïèñàâ ìåòîä Òîîìà â³ä 1963 ð., ÿêèé çà ñâîºþ ñêëàäí³ñòþ

O N k kÒîîìà ( )log( ) / log2 1� äëÿ âåëèêèõ k íàáëèæàºòüñÿ äî ë³í³éíî¿ ñêëàäíîñò³, äå k —

ê³ëüê³ñòü ÷àñòèí, íà ÿê³ ðîçáèâàþòü âåëèêå ÷èñëî. Äëÿ k � 2 ìåòîä Òîîìà–Êóêà

çá³ãàºòüñÿ ç ìåòîäîì Êàðàöóáè–Îôìàíà. Ìåòîä Òîîìà–Êóêà ïîòðåáóº çä³éñíåííÿ

á³ëüøî¿ ê³ëüêîñò³ îïåðàö³é äîäàâàííÿ òà â³äí³ìàííÿ.

Äîñÿãíåííÿ â îá÷èñëåíí³ ÄÏÔ âïëèíóëè íà ðîçâèòîê ³íøèõ äèñêðåòíèõ

ïåðåòâîðåíü. Øâèäê³ îá÷èñëåííÿ ÄÊÏ òà ÄÑÏ ïî÷àëè øèðîêî çàñòîñîâóâàòè

ó öèôðîâîìó îáðîáëåíí³ ñèãíàë³â, ïî÷èíàþ÷è ç 1974 òà 1976 ðð. â³äïîâ³ä-

íî [15–19]. Ó á³ëüøîñò³ ðîá³ò ÄÊÏ îá÷èñëþþòü ç âèêîðèñòàííÿì øâèäêèõ

àëãîðèòì³â îá÷èñëåííÿ ÄÏÔ.

Íàòîì³ñòü ó ö³é ðîáîò³ äëÿ îá÷èñëåííÿ ÄÏÔ çàñòîñîâàíî ÄÊÏ òà ÄÑÏ.

Ó ðîáîò³ [20] çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ìíîæåííÿ áàãàòîðîçðÿäíèõ ÷èñåë íà îñíîâ³

âèêîðèñòàííÿ óÿâíî¿ ÷àñòèíè êîìïëåêñíîãî ñèãíàëó, ùî äàº çìîãó âèêîðèñòîâó-

âàòè ÄÏÔ óäâ³÷³ ìåíøî¿ ðîçðÿäíîñò³ ïîð³âíÿíî ç áàçîâèì ìåòîäîì. Ó ðîáîò³

[21] çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ìíîæåííÿ áàãàòîðîçðÿäíèõ ÷èñåë íà îñíîâ³ ÄÊÏ òà

ÄÑÏ, ó ÿêîìó ðîçä³ëåíî îá÷èñëåííÿ äëÿ ä³éñíî¿ òà óÿâíî¿ ÷àñòèí ÄÏÔ. Çàâäÿêè

öüîìó ìîæíà ïåðåâåñòè îá÷èñëåííÿ ç ïîëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ó ïîëå ä³éñíèõ òà

ö³ëèõ ÷èñåë òà çìåíøèòè ñêëàäí³ñòü áàãàòîðîçðÿäíî¿ îïåðàö³¿ ìíîæåííÿ çà

ê³ëüê³ñòþ îäíîðîçðÿäíèõ îïåðàö³é ìíîæåííÿ. Ó ö³é ðîáîò³ íà îñíîâ³ ïîºäíàííÿ
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ìåòîä³â [20] òà [21] çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì ìíîæåííÿ áàãàòîðîçðÿäíèõ ÷èñåë,

ÿêèé çáåð³ãàº ñèìåòð³þ ó ä³éñí³é òà óÿâí³é ÷àñòèíàõ áàãàòîðîçðÿäíèõ êîìïëåêñ-

íèõ ÷èñåë. Öå äàº çìîãó âèêîðèñòîâóâàòè âäâ³÷³ á³ëüøó ê³ëüê³ñòü ÄÊÏ òà ÄÑÏ

ç ðîçðÿäíîñòÿìè âäâ³÷³ ìåíøèìè, ïîð³âíÿíî ç ìåòîäîì [21]. Âèêîðèñòàííÿ

á³ëüøî¿ ê³ëüêîñò³ îá÷èñëþâàëüíèõ åëåìåíò³â, ùî ìàþòü ìåíø³ ðîçì³ðè òà

ñêëàäí³ñòü, äàº çìîãó çàä³ÿòè á³ëüøó ê³ëüê³ñòü ïðîöåñîð³â ó ïàðàëåëüí³é ìîäåë³

îá÷èñëåííÿ äëÿ ï³äâèùåííÿ øâèäêîä³¿ áàãàòîðîçðÿäíîãî ìíîæåííÿ.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×²

Ðîçãëÿíåìî îá÷èñëåííÿ Z X YN N N2 � � , äå X N , Y N — N -ðîçðÿäí³ ö³ë³

äîäàòí³ ÷èñëà, à Z N2 — 2N -ðîçðÿäíå ÷èñëî. Ö³ ÷èñëà ìîæíà

ïðåäñòàâèòè ó òàêîìó âèãëÿä³: X x x x xN N N r

r
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r� �� �
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�

�( )1 2 0
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� , Z z z z zN N N r

r
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2 2 1 2 2 0

0

2 1
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�

�

�( )�
� ,

äå � — äîâæèíà ìàøèííîãî ñëîâà ó á³òàõ (äàë³ áóäåìî ââàæàòè �=16, 24, 32

÷è 64 á³òà), 0 2� �x y zr r r, , � .

Íåîáõ³äíî ðîçðîáèòè àëãîðèòì ðåàë³çàö³¿ îïåðàö³¿ ìíîæåííÿ äâîõ N -ðîçðÿä-

íèõ ÷èñåë íà îñíîâ³ ÄÊÏ òà ÄÑÏ ðîçðÿäí³ñòþ N / 2 1� , ó ÿêîìó ê³ëüê³ñòü åëå-

ìåíò³â ÄÊÏ òà ÄÑÏ, ÿê³ îá÷èñëþþòüñÿ îäíî÷àñíî, çá³ëüøåíà âäâ³÷³.

ÑÊÎÐÎ×ÅÍÍß ÒÀ ÏÎÇÍÀ×ÅÍÍß

N -ðîçðÿäíèé ñèãíàë — öå ïîñë³äîâí³ñòü N êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ä³éñíà òà

óÿâíà ÷àñòèíè ÿêèõ íå ïåðåâèùóþòü äîâæèíè ìàøèííîãî ñëîâà ó á³òàõ.

N -ðîçðÿäíå ÷èñëî ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿä³ N -ðîçðÿäíîãî ñèãíàëó, äå

óÿâíà ÷àñòèíà êîæíîãî ðîçðÿäó äîð³âíþº íóëþ, òîáòî äîäàâàííÿ íóëüîâî¿

óÿâíî¿ ÷àñòèíè äî êîæíîãî ðîçðÿäó áàãàòîðîçðÿäíîãî ÷èñëà ïåðåâîäèòü ÷èñëî

ó ñèãíàë. Íàäàë³ N -ðîçðÿäíèì ÷èñëîì áóäåìî ââàæàòè ä³éñíèé N -ðîçðÿäíèé

ñèãíàë, ùîá íå âèä³ëÿòè îêðåìî îïåðàö³þ ïðåäñòàâëåííÿ áàãàòîðîçðÿäíîãî

÷èñëà ó âèãëÿä³ ä³éñíîãî áàãàòîðîçðÿäíîãî ñèãíàëó, òà íàâïàêè. Ï³ä

N -ðîçðÿäíèì êîìïëåêñíèì ÷èñëîì áóäåìî ðîçóì³òè N -ðîçðÿäíèé ñèãíàë,

ó ÿêîãî º ðîçðÿäè, ùî ìàþòü íåíóëüîâ³ çíà÷åííÿ â óÿâí³é ÷àñòèí³. Ó ö³é

ðîáîò³ âèêîðèñòàíî òàê³ ïîçíà÷åííÿ:

• ÄÏÔ — äèñêðåòíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º (ó ö³é ðîáîò³ òåðì³í ÄÏÔ

âèêîðèñòîâóºòüñÿ, êîëè éäåòüñÿ ïðî ïåðåòâîðåíèé ñèãíàë íà îñíîâ³

ìåòîäó ÄÏÔ, òîáòî äàë³ éîãî ñë³ä ðîçóì³òè ÿê ÄÏÔ ñèãíàëó);

• ÄÊÏ — äèñêðåòíå êîñèíóñíå ïåðåòâîðåííÿ;

• ÄÑÏ — äèñêðåòíå ñèíóñíå ïåðåòâîðåííÿ;

• ÎÄÏÔ — îáåðíåíå ÄÏÔ;

• ØÏÔ — øâèäêå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º (øâèäêèé àëãîðèòì îá÷èñëåííÿ

ÄÏÔ ñèãíàëó);

• E X O XN N( ), ( )2 2 — îïåðàòîðè çíàõîäæåííÿ ïàðíèõ (even) òà íåïàðíèõ

(odd) åëåìåíò³â âåêòîðà X N2 . Íóìåðàö³ÿ ïî÷èíàºòüñÿ ç íóëÿ, òîìó ðåçóëü-

òàòîì âèêîíàííÿ îïåðàòîðà E X N( )2 º åëåìåíòè ç ³íäåêñàìè 0, 2, 4 òîùî,

à îïåðàòîðà O X N( )2 — åëåìåíòè ç ³íäåêñàìè 1, 3, 5 òîùî. Îá÷èñëåííÿ

E X O XN N( ), ( )2 2 â³äïîâ³äàº òàêèì âèðàçàì: [ ( )]( )E X rN2 � X rN2 2( ) ,

[ ( )]( ) ( )O X r X rN N2 2 2 1� � , r N� �0 1, ;
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• E Z TN N( )2 	 — åëåìåíòè TN çàïèñóþòüñÿ â åëåìåíòè Z N2 ç ïàðíèìè

³íäåêñàìè 0, 2, 4 òîùî. Ê³ëüê³ñòü åëåìåíò³â TN ïîâèííà áóòè âäâ³÷³

ìåíøîþ çà ê³ëüê³ñòü åëåìåíò³â Z N2 ;

• O Z TN N( )2 	 — àíàëîã³÷íî ïîïåðåäíüîìó ïîçíà÷åííþ, ò³ëüêè åëåìåíòè

TN çàïèñóþòüñÿ â åëåìåíòè Z N2 ç íåïàðíèìè ³íäåêñàìè 1, 3, 5 òîùî;

• I X N( � )2 — ïîâåðòàº åëåìåíòè ó çâîðîòíîìó ïîðÿäêó çà âèêëþ÷åííÿì

åëåìåíòó ç ³íäåêñîì íóëü. Îá÷èñëåííÿ I X N( � )2 â³äïîâ³äàº òàêîìó âèðàçó:

[ ( )]( ) ( )I X r X N rN N N2 2 22� 
 � � , r N� �0 2 1, ;

• Z X YN N N� � — çíà÷åííÿ çá³ãàþòüñÿ ç îáîõ ñòîð³í ïîåëåìåíòíî;

• W e e
N

r

i

N
r

i

N
r

2

2

2� �
�

�
�

�� �

, r N� �0 2 1, ; W e
N
r

i

N
r

�
�

�2�

.

• WN N, — êâàäðàòíà ìàòðèöÿ åëåìåíò³â W e
N

k r

i

N
k r

N
 � � �
�

�
�

2�

, k r N, ,� �0 1.

ÁÀÇÎÂÈÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÌÍÎÆÅÍÍß Ç ÎÁ×ÈÑËÅÍÍßÌ ÄÏÔ ÐÎÇÐßÄÍ²ÑÒÞ 2N (ÄÏÔ-2N )

Â àëãîðèòì³ [3] äî êîæíîãî ç N -ðîçðÿäíèõ ÷èñåë äîäàºòüñÿ N ñòàðøèõ íóë³â.

Ïåðåõ³ä â³ä N - äî 2N -ðîçðÿäíèõ ÷èñåë ïîÿñíþºòüñÿ òèì, ùî ðåçóëüòàòîì

ìíîæåííÿ äâîõ N -ðîçðÿäíèõ ÷èñåë º ÷èñëî ðîçðÿäí³ñòþ 2N . Îòðèìàí³

2N -ðîçðÿäí³ ÷èñëà ïðåäñòàâëåíî ó âèãëÿä³ ä³éñíèõ 2N -ðîçðÿäíèõ âåêòîð-

ñòîâïö³â, ÿê³ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ÿê âõ³äí³ ïàðàìåòðè ó ÄÏÔ. Îïåðóâàííÿ

÷èñëàìè ðîçðÿäí³ñòþ 2N ïîòðåáóº âèêîðèñòàííÿ ÄÏÔ ðîçðÿäí³ñòþ 2N .

Àëãîðèòì 1. Ìíîæåííÿ äâîõ N -ðîçðÿäíèõ ÷èñåë ç îá÷èñëåííÿì ÄÏÔ

ðîçðÿäí³ñòþ 2N ó ïîë³ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

Âõ³ä: ÷èñëà X xN r
r

r

N

� �
�

�

� 2

0

1
� , Y yN r

r

r

N

� �
�

�

� 2

0

1
� , äå � — äîâæèíà

ìàøèííîãî ñëîâà ó á³òàõ.

Ðåçóëüòàò: Z zN r
r

r

N

2

0

2 1

2� �
�

�

� � .

Êðîê 1. ²í³ö³àë³çàö³ÿ òà äîäàâàííÿ ñòàðøèõ íóë³â:

X r X rN N2 ( ) ( )	 , Y r Y rN N2 ( ) ( )	 ,

X N r Y N rN N2 2 0( ) ( )� 	 � 	 , r N� �0 1, .

Êðîê 2. Îá÷èñëåííÿ ÄÏÔ ðîçðÿäí³ñòþ 2N :

�
,X W XN N N N2 2 2 2	 � , �

,Y W YN N N N2 2 2 2	 � ,

äå W e e
N

r k

i

N
r k

i

N
r k

N

2

2

22
 � � �
�

� � �
�

� �
� �

� �

, i � �1, r N� �0 2 1, , k N� �0 2 1, , åëåìåíòè

ìàòðèö³ W N N2 2, .

Êðîê 3. Ïåðåìíîæåííÿ ÄÏÔ ðîçðÿäí³ñòþ 2N :

� ( ) � ( ) � ( )Z r X r Y rN N N2 2 2	 � , r N� �0 2 1, .

Êðîê 4. Îá÷èñëåííÿ ÎÄÏÔ:

Z
N

W ZN N N N2 2 2 2
1

2
	 � �,

*� (àáî
1

2
2 2 2

N
W ZN N N� �,

* � ).
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Êðîê 5. Îá÷èñëåííÿ ðåçóëüòàòó:

Z r Z rN N2 2( ) [Re ( )]	 , r N� �0 2 1, ,

äå [Re ( )]Z rN2 — çàîêðóãëåííÿ äî íàéáëèæ÷îãî ö³ëîãî ä³éñíî¿ ÷àñòèíè Z rN2 ( ) .

ÀËÃÎÐÈÒÌ ÌÍÎÆÅÍÍß Ç ÎÁ×ÈÑËÅÍÍßÌ ÄÏÔ ÐÎÇÐßÄÍ²ÑÒÞ N (ÄÏÔ-N )

Íàâåäåíèé äàë³ àëãîðèòì [20] äàº çìîãó ïðîâåñòè îá÷èñëåííÿ ç âèêîðèñ-

òàííÿì ÄÏÔ ðîçðÿäí³ñòþ N , ùî º âäâ³÷³ ìåíøîþ í³æ ðîçðÿäí³ñòü ÄÏÔ,

âèêîðèñòàíà â àëãîðèòì³ 1. Â àëãîðèòì³ 2 äî êîæíîãî ç N -ðîçðÿäíèõ ÷èñåë

äîäàºòüñÿ N ñòàðøèõ íóë³â. Ïåðåõ³ä â³ä N - äî 2N -ðîçðÿäíèõ ÷èñåë ïîÿñ-

íþºòüñÿ òèì, ùî ðåçóëüòàòîì ìíîæåííÿ äâîõ N -ðîçðÿäíèõ ÷èñåë º ÷èñëî

ðîçðÿäí³ñòþ 2N . Îòðèìàí³ 2N -ðîçðÿäí³ ÷èñëà ïðåäñòàâëåíî ó âèãëÿä³ êîìï-

ëåêñíèõ N -ðîçðÿäíèõ âåêòîð-ñòîâïö³â, ÿê³ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ÿê âõ³äí³

ïàðàìåòðè ó ÄÏÔ. Ñàìå çà ðàõóíîê çàä³ÿííÿ óÿâíî¿ ÷àñòèíè ÷èñåë äîâæèíó

ÄÏÔ çìåíøåíî âäâ³÷³, ùî çìåíøóº îá÷èñëþâàëüíó ñêëàäí³ñòü çà ê³ëüê³ñòþ

îäíîðîçðÿäíèõ îïåðàö³é ìíîæåííÿ á³ëüøå í³æ ó äâà ðàçè ïîð³âíÿíî

ç àëãîðèòìîì 1. Àëãîðèòì 2 òàêîæ â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä àëãîðèòìó 1-ì êðîêîì

ïîåëåìåíòíîãî ìíîæåííÿ. Íà öüîìó êðîö³ àëãîðèòì 2 ìàº á³ëüøå äîäàíê³â,

ó ÿêèõ çä³éñíþºòüñÿ ïîåëåìåíòíå ìíîæåííÿ.

Àëãîðèòì 2. Ìíîæåííÿ äâîõ N -ðîçðÿäíèõ ÷èñåë ç îá÷èñëåííÿì òðüîõ

ÄÏÔ ðîçðÿäí³ñòþ N .

Âõ³ä: ÷èñëà X xN r
r

r

N

� �
�

�

� 2

0

1
� , Y yN r

r

r

N

� �
�

�

� 2

0

1
� , äå � — äîâæèíà

ìàøèííîãî ñëîâà ó á³òàõ.

Ðåçóëüòàò: Z zN r
r

r

N

2

0

2 1

2� �
�

�

� � .

Êðîê 1. ²í³ö³àë³çàö³ÿ òà äîäàâàííÿ ñòàðøèõ íóë³â:

X r X rN N2 ( ) ( )	 , Y r Y rN N2 ( ) ( )	 ,

X N r Y N rN N2 2 0( ) ( )� 	 � 	 , r N� �0 1, .

Êðîê 2. Îá÷èñëåííÿ ÄÏÔ ðîçðÿäí³ñòþ N:

CX E X i O XN N N	 � �( ) ( )2 2 , CY E Y i O YN N N	 � �( ) ( )2 2 .

�
,X W CXN N N N	 � , �

,Y W CYN N N N	 � .

äå W e
N

r k

i

N
r k

N
 � � �
�

� �
�

2�

, i � �1 , r N� �0 1, , k N� �0 1, , — åëåìåíòè ìàòðèö³

WN N, , ðåçóëüòàòîì âèêîíàííÿ îïåðàòîðà E (even) º ïàðí³ åëåìåíòè, à

îïåðàòîðà O (odd) — íåïàðí³.

Êðîê 3. Îá÷èñëåííÿ ÄÏÔ íåïàðíèõ åëåìåíò³â ÷èñåëX N2 , Y N2 :

OX i X I XN N N
� ( ) ( � ( � ))*	 � � � �

1

2
, OY i Y I YN N N

� ( ) ( � ( � ))*	 � � �
1

2
,

äå ðåçóëüòàòîì âèêîíàííÿ îïåðàòîðà I º åëåìåíòè ó çâîðîòíîìó ïîðÿäêó çà âèíÿòêîì

åëåìåíòó ç ³íäåêñîì íóëü (OX W O XN N N N
� ( ),� � � 2 , OY W O YN N N N

� ( ),� � � 2 ).

Êðîê 4. Îá÷èñëåííÿ ÄÏÔ ðîçðÿäí³ñòþ N :

� ( ) � ( ) � ( ) ( ( ) ) � ( ) � ( )Z r X r Y r W OX r OY rN N N N
r

N N	 � � � � �1
2

2 ,

W e
N

r

i

N
r

2

2

2�
�

��

, r N� �0 1, .
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Êðîê 5. Îá÷èñëåííÿ ÎÄÏÔ òà ðåçóëüòàòó:

Z
N

W ZN N N N	 � �
1

,
*� .

E Z ZN N( ) [Re ]2 	 , O Z ZN N( ) [Im ]2 	 ,

äå [Re ( )]Z rN , [Im ( )]Z rN — çàîêðóãëåííÿ äî íàéáëèæ÷îãî ö³ëîãî ä³éñíî¿ òà

óÿâíî¿ ÷àñòèí Z rN ( ) â³äïîâ³äíî.

ÏÐÈÊËÀÄ ÎÁ×ÈÑËÅÍÍß ÍÀ ÎÑÍÎÂ² ÀËÃÎÐÈÒÌÓ 2

Ïîêàæåìî ðîáîòó àëãîðèòìó 2 íà ïðèêëàä³ ìíîæåííÿ 4-ðîçðÿäíèõ ÷èñåë

1112 1112 1236544� � , ÿê³ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿä³ âåêòîð-ñòîâïö³â

X Y T
4 4 2 1 1 1� � [ ] . Ùîá ïîëåãøèòè ñïðèéíÿòòÿ, âèêîíóºìî ìíîæåííÿ

îäíàêîâèõ ÷èñåë. Âñ³ îïåðàö³¿ çä³éñíþþòüñÿ ç ö³ëèìè ÷èñëàìè, òîìó

îïåðàö³þ çàîêðóãëåííÿ (êðîê 5) íå ïîçíà÷åíî. Â³çüìåìî äî óâàãè, ùî

( )W e e W
N

r

i

N
r

i

N
r

N
r

2
2

2

2

2
2

�



�

�
��

�

�

�
��

� �
�

�
�

�� �

, òîä³ êðîê 4 àëãîðèòìó 2 ìîæíà çàäàòè

òàêèì âèðàçîì:
� � � ( ) � �Z X Y W OX OYN N N N N N	 � � � � �1 . (1)

Óâåäåìî âåêòîð-ñòîâïåöü W i i T
4 1 1� � �[ ] , åëåìåíòè ÿêîãî îá÷èñëþþòüñÿ

íà îñíîâ³ âèðàçó ( )W W
N

r
N
r

2
2 � , r � 0 3, .

W
i i

i i

4 4

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

1 1

, �
� �

� �

� �

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

, X T
8 2 1 1 1 0 0 0 0� [ ] , Y X8 8� ,

CX E X i O X i4 8 8
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�
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,

E Z( ) [ ]8 4 5 3 1� T , O Z( ) [ ]8 4 6 2 0� T , Z8 4 4 5 6 3 2 1 0� [ ]T .

ÀÍÀË²Ç ÑÈÌÅÒÐ²¯ Ó Ä²ÉÑÍ²É ÒÀ ÓßÂÍ²É ×ÀÑÒÈÍÀÕ ÎÏÅÐÀÖ²É
ÍÀÄ ÁÀÃÀÒÎÐÎÇÐßÄÍÈÌÈ ×ÈÑËÀÌÈ

Ó ðåçóëüòàò³ ïîð³âíÿííÿ êðîê³â 4 àëãîðèòì³â 1 òà 2 ìîæíà ïîáà÷èòè, ùî àë-

ãîðèòì 2 ìàº á³ëüøó ê³ëüê³ñòü äîäàíê³â, ó ÿêèõ çä³éñíþºòüñÿ ïîåëåìåíòíå

ìíîæåííÿ.

Ôîðìóëà Åéëåðà ñòâåðäæóº, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ä³éñíîãî ÷èñëà x âèêî-

íóºòüñÿ ð³âí³ñòü

e x i xix � �cos sin .

Çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè Åéëåðà ìîæíà äîâåñòè òàê³ âëàñòèâîñò³ ÄÏÔ

ä³éñíîãî ñèãíàëó äîâæèíîþ N , ùî äàº çìîãó çíà÷íî çìåíøèòè ê³ëüê³ñòü

êîìïëåêñíèõ ìíîæåíü:

Im � ( )X N2 0 0� , Im � ( )X NN2 0� ;

Re � ( ) Re � ( )X r X N rN N2 2 2� � , Im � ( ) Im � ( )X r X N rN N2 2 2� � � , (2)

r N� �1 1, .

Íàäàë³ âëàñòèâîñò³ (2) áóäåìî íàçèâàòè ñèìåòð³ºþ ó ä³éñí³é ÷àñòèí³

áàãàòîðîçðÿäíîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

Ëåìà 1. ßêùî êîìïëåêñí³ ñèãíàëè �X N2 òà �Y N2 ðîçðÿäí³ñòþ 2N (ïàðíî¿

äîâæèíè) ìàþòü âëàñòèâîñò³ (2), òî îïåðàö³¿ ïîåëåìåíòíîãî ìíîæåííÿ,

äîäàâàííÿ òà â³äí³ìàííÿ óòâîðþþòü êîìïëåêñí³ ñèãíàëè � � �Z X YN N N2 2 2� � òà

� � �T X YN N N2 2 2� � , ÿê³ òàêîæ â³äïîâ³äàþòü âëàñòèâîñòÿì (2).

Äîâåäåííÿ. Ðåçóëüòàòîì äîäàâàííÿ (â³äí³ìàííÿ) äâîõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

ç ³íäåêñàìè r N� 0, , ó ÿêèõ óÿâíà ÷àñòèíà äîð³âíþº íóëþ, òàêîæ º ÷èñëî,

ó ÿêîãî óÿâíà ÷àñòèíà äîð³âíþº íóëþ. Ñïðàâäæóþòüñÿ òàê³ âèðàçè:

� ( ) � ( ) ( � ( ) � ( )) � ( ) �* * *X r Y r X r Y r X N r YN N N N N2 2 2 2 2 2� � � � � � 2 2N N r( )� ,

r N� �1 1, .

Ìíîæåííÿ äâîõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, â ÿêèõ óÿâíà ÷àñòèíà äîð³âíþº íóëþ,

óòâîðþº òàêîæ ÷èñëî ç íóëüîâîþ óÿâíîþ ÷àñòèíîþ. Àíàëîã³÷íî îïåðàö³¿ äîäà-

âàííÿ (â³äí³ìàííÿ) ðåçóëüòàò ìíîæåííÿ äâîõ êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíèõ ÷èñåë
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äîð³âíþº ÷èñëó, â ÿêîãî óÿâíà ÷àñòèíà òàêîæ áóäå êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíîþ, à ñàìå

� ( ) � ( ) ( � ( ) � ( ))* * *X r Y r X r Y rN N N N2 2 2 2� � � �

� � � � � � � �( � ( ) � ( )) � ( ) � ( )* * *X N r Y N r X N r Y N rN N N N2 2 2 22 2 2 2 , r N� �1 1, .

Ëåìó äîâåäåíî.

Ëåìà 2. Êîìïëåêñíèé ñèãíàë SW N2 ðîçðÿäí³ñòþ 2N (ïàðíî¿ äîâæèíè)

ç åëåìåíòàìè SW r W eN N
r

i

N
r

2 4

2

4( ) � �
�

��

, r N� �0 2 1, , ìàº òàê³ âëàñòèâîñò³:

Im ( )SW N2 0 0� , Re ( )SW NN2 0� ,

Re ( ) Re ( )SW r W N rN N2 2 2� � � , (3)

Im ( ) Im ( )SW r SW N rN N2 2 2� � , r N� �1 1, .

Äîâåäåííÿ. Îá÷èñëèìî SW WN N
r

2 4
0( ) � äëÿ r � 0 . Ìàºìî, ùî W e

N4
0 0 1� � .

Äëÿ r N� îá÷èñëèìî

SW N W e e iN N
N

i

N
N i

2 4

2

4 2 2 2( ) cos ( / ) sin( /� � � � � � �
�

�
� � �

� �

� � ) � �i .

Äàë³ îá÷èñëèìî òàêå:

SW N r W eN N
N r

i

N
N r

2 4
2

2

4
2

2( )
( )

� � � ��
�

�
�

�

� � � � � �
�

�
�

�
�

� �
�

�
�

e e e e

i

N
N

i

N
r

i

i

N
r

2

4
2

2

4

2

4

� �

�

�
( ) ( )

(cos ( � �) sin ( ))� � � ��i W
N
r

4

� � � � � � � � �� �1
4 4

1
4 2W W W SW r

N
r

N
r

N
r

N( ) ( ) ( )* * , r N� �1 1, .

Îòðèìàºìî, ùî SW r SW N rN N2 2 2( ) ( )*� � � , r N� �1 1, . Öåé âèðàç

º àíàëîã³÷íèì îïåðàö³¿ îá÷èñëåííÿ êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíîãî çíà÷åííÿ, àëå äëÿ

öüîãî âèðàçó çíàê çì³íþºòüñÿ íà ïðîòèëåæíèé äëÿ ä³éñíî¿ ÷àñòèíè

êîìïëåêñíîãî ÷èñëà çàì³ñòü óÿâíî¿ ÷àñòèíè.

Ëåìó äîâåäåíî.

Âëàñòèâîñò³ (3) äàë³ áóäåìî íàçèâàòè ñèìåòð³ºþ â óÿâí³é ÷àñòèí³

áàãàòîðîçðÿäíîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

Ëåìà 3. Îïåðàö³ÿ ïîåëåìåíòíîãî ìíîæåííÿ êîìïëåêñíèõ ñèãíàë³â �X N2 òà

�Y N2 ðîçðÿäí³ñòþ 2N (ïàðíî¿ äîâæèíè), ÿê³ â³äïîâ³äàþòü ð³çíèì âëàñòèâî-

ñòÿì ((2) àáî (3)), óòâîðþº êîìïëåêñíèé ñèãíàë � � �Z X YN N N2 2 2� � , ÿêèé

â³äïîâ³äàº âëàñòèâîñòÿì (3).

Äîâåäåííÿ. Âëàñòèâîñò³ (2) òà (3) ñïðàâäæóþòüñÿ äëÿ åëåìåíò³â ç ³íäåêñîì r � 0 .

ª ð³çíèöÿ ó âëàñòèâîñòÿõ åëåìåíò³â ç ³íäåêñîì r N� . Ó âèïàäêó ìíîæåííÿ ÷èñåë
� ( ) � ( )X N Y NN N2 2� ç âëàñòèâîñòÿìè Im � ( )X NN2 0� , Re � ( )Y NN2 0� îòðèìóºìî

÷èñëî, ÿêå áóäå ìàòè âëàñòèâ³ñòü Re ( � ( ) � ( ))Y N Y NN N2 2 0� � , ùî â³äïîâ³äàº

âëàñòèâîñòÿì (3). Ó âèïàäêó ïîåëåìåíòíîãî ìíîæåííÿ � ( ) � ( )X r Y rN N2 2� , r N� �1 1,

òà r N N� � �1 2 1, , ç âëàñòèâîñòÿìè (2) äëÿ �X N2 òà âëàñòèâîñòÿìè (3) äëÿ �Y N2

Re � ( ) Re � ( )X r X N rN N2 2 2� � , Im � ( ) Im � ( )X r X N rN N2 2 2� � � ,

Re � ( ) Re � ( )Y r Y N rN N2 2 2� � � , Im � ( ) Im � ( )Y r Y N rN N2 2 2� � , r N� �1 1, ,

îòðèìóºìî ÷èñëî, ÿêå áóäå ìàòè âëàñòèâîñò³
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Re( � ( ) � ( )) Re( � ( ) � ( ))X r Y r X N r Y N rN N N N2 2 2 22 2� � � � � � ,

Im( � ( ) � ( )) Im � (( ) � ( ))X r Y r X N r Y N rN N N N2 2 2 22 2� � � � � , r N� �1 1, ,

ùî â³äïîâ³äàº âëàñòèâîñòÿì (3).

Äîâåäåííÿ ó òîìó âèïàäêó, êîëè �X N2 â³äïîâ³äàº âëàñòèâîñòÿì (3) òà �Y N2

â³äïîâ³äàº âëàñòèâîñòÿì (2), º àíàëîã³÷íèì.

Ëåìó äîâåäåíî.

Ëåìà 4. ßêùî êîìïëåêñí³ ñèãíàëè �X N2 òà �Y N2 ðîçðÿäí³ñòþ 2N (ïàðíî¿

äîâæèíè) ìàþòü âëàñòèâîñò³ (3), òî îïåðàö³¿ ïîåëåìåíòíîãî ìíîæåííÿ

óòâîðþþòü êîìïëåêñíèé ñèãíàë � � �Z X YN N N2 2 2� � , ÿêèé â³äïîâ³äàº âëàñ-

òèâîñòÿì (2).

Äîâåäåííÿ. Âëàñòèâîñò³ (2) òà (3) ñïðàâäæóþòüñÿ äëÿ åëåìåíò³â ç ³íäåêñîì

r � 0 . ª ð³çíèöÿ ó âëàñòèâîñòÿõ åëåìåíò³â ç ³íäåêñîì r N� . Ó âèïàäêó ìíîæåííÿ

÷èñåë � ( ) � ( )X N Y NN N2 2� ç âëàñòèâîñòÿìè Re � ( )X NN2 0� , Re � ( )Y NN2 0�

îòðèìóºìî ÷èñëî, ÿêå áóäå ìàòè âëàñòèâ³ñòü Im ( � ( ) � ( ))Y N Y NN N2 2 0� � , ùî

â³äïîâ³äàº âëàñòèâîñò³ (2).

Ó âèïàäêó ïîåëåìåíòíîãî ìíîæåííÿ � ( ) � ( )X r Y rN N2 2� , r N� �1 1, òà

r N N� � �1 2 1, , ç âëàñòèâîñòÿìè (3) äëÿ �X N2 òà �Y N2 ìàºìî, ùî

Re � ( ) Re � ( )X r X N rN N2 2 2� � � , Im � ( ) Im � ( )X r X N rN N2 2 2� � ,

Re � ( ) Re � ( )Y r Y N rN N2 2 2� � � , Im � ( ) Im � ( )Y r Y N rN N2 2 2� � , r N� �1 1, ,

îòðèìóºìî ÷èñëî, ÿêå áóäå ìàòè âëàñòèâîñò³

Re( � ( ) � ( )) Re( � ( ) � ( ))X r Y r X N r Y N rN N N N2 2 2 22 2� � � � � ,

Im( � ( ) � ( )) Im( � ( ) � ( ))X r Y r X N r Y N rN N N N2 2 2 22 2� � � � � � , r N� �1 1, ,

ùî â³äïîâ³äàº âëàñòèâîñòÿì (2).

Ëåìó äîâåäåíî.

Îïåðàö³¿, ðîçãëÿíóò³ ó ëåìàõ 3 òà 4, äàë³ íàçèâàòèìåìî îïåðàö³ÿìè, ÿê³

äàþòü çìîãó çáåð³ãàòè ñèìåòðè÷í³ñòü (âëàñòèâîñò³ (2) òà (3)) ó áàãàòîðîçðÿäíèõ

êîìïëåêñíèõ ÷èñëàõ ðîçðÿäíîñò³ ïàðíî¿ äîâæèíè ï³ä ÷àñ âèêîíàííÿ îïåðàö³é.

Äàë³ ïðîàíàë³çîâàíî âëàñòèâîñò³ (2) (ñèìåòð³ÿ ó ä³éñí³é ÷àñòèí³) ³ ðîç-

ãëÿíóòî ìîæëèâ³ñòü çàì³íè îïåðàö³é, ÿê³ íå ìàþòü âëàñòèâîñòåé (2), íà îïåðàö³¿,

ÿê³ ìàþòü âëàñòèâîñò³ (2). Öå äàº çìîãó âèêîðèñòîâóâàòè ÄÊÏ òà ÄÑÏ ìåíøî¿

ðîçðÿäíîñò³ íà âñ³õ êðîêàõ âèêîíàííÿ àëãîðèòìó áàãàòîðîçðÿäíîãî ìíîæåííÿ.

ÀÍÀË²Ç ÎÁ×ÈÑËÅÍÍß ÄËß ÇÁÅÐÅÆÅÍÍß ÑÈÌÅÒÐÈ×ÍÎÑÒ²
ÑÈÃÍÀË²Â ÏÀÐÍÎ¯ ÄÎÂÆÈÍÈ

Ó ðåçóëüòàò³ àíàë³çó âèðàçó (1) âèäíî, ùî �Z N íå â³äïîâ³äàº âëàñòèâîñòÿì

ñèìåòð³¿ (2) òà (3), îñê³ëüêè âèðàçè �X N òà �Y N , âèêîðèñòàí³ â (1), íå

â³äïîâ³äàþòü öèì âëàñòèâîñòÿì. Ïðîàíàë³çóºìî âèðàç (1), ùîá ç’ÿñóâàòè, ÷è

ìîæíà çä³éñíèòè çàì³íó òàêèìè îïåðàö³ÿìè, ùîá ïðîì³æí³ ðåçóëüòàòè â³äïî-

â³äàëè âëàñòèâîñòÿì ñèìåòð³¿.

Ââåäåìî íîâ³ ïîçíà÷åííÿ

EX E XN N	 ( )2 , DX O XN N	 ( )2 ,

EY E YN N	 ( )2 , DY O YN N	 ( )2 ,

X EX i DXN N N	 � � , Y EY i DYN N N	 � � .
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Âðàõîâóþ÷è, ùî DX OXN N
� �� � , DY OYN N

� �� � , ó ôîðìóë³ (1) çðîáèìî

çàì³íó ó òàêèé ñïîñ³á:

� � � ( ) � �Z X Y W OX OYN N N N N N� � � � � � �1

� � � � � � � � � � � �( � � ) ( � � ) ( ) ( � ) ( �EX i OX EY i OY W DX DYN N N N N N N1 ) �

� � � � � � � � � � �( � � ) ( � � ) ( ) � �EX i DX EY i DY W DX DYN N N N N N N1

� � � � � � � � � �EX EY DX DY i EY DX DY EXN N N N N N N N
� � � � ( � � � � )

� � � � � �DX DY W DX DYN N N N N
� � � �

� � � � � � � � � �EX EY i EY DX DY EX W DX DYN N N N N N N N N
� � ( � � � � ) � � .

Îñòàòî÷íî ìàºìî, ùî

� � � � �Z EX EY W DX DYN N N N N N� � � � � �

� � � � �i EY DX DY EXN N N N( � � � � ) . (4)

Îá÷èñëåííÿ âèðàçó (4) º ñêëàäí³øèì çà îá÷èñëåííÿ (1), îñê³ëüêè â³í ìàº

á³ëüøå äîäàíê³â, ùî ïîòðåáóº á³ëüøî¿ ê³ëüêîñò³ îïåðàö³é ïîåëåìåíòíîãî

ìíîæåííÿ. Ââåäåìî äîäàòêîâ³ ïîçíà÷åííÿ, ÿê³ äàþòü çìîãó çìåíøèòè ê³ëüê³ñòü

öèõ îïåðàö³é ïîð³âíÿíî ç ¿õíüîþ ê³ëüê³ñòþ ó âèðàç³ (4):

SD EX SW DX EY SW DYN N N N N N N
� ( � � ) ( � � )� � � � � � ,

AD EX SW DX EY SW DYN N N N N N N
� ( � � ) ( � � )� � � � � � ,

äå SW r W eN N
r

i

N
r

( ) � �
�

�

2

2

2

�

, r N� �0 1, , º åëåìåíòàìè âåêòîð-ñòîâïöÿ SWN .

Îá÷èñëèìî äîäàòêîâî åëåìåíòè

� ( � � )A AD SDN N N� �
1

2
,

� ( � � )
( � � )

(Re )

*

S
SW

AD SD
SW AD SD

SW
N

N
N N

N N N

N

�
�

� �
� �

� �

1

2 2 22 � (Im )SWN
2

,

äå åëåìåíòè âåêòîð-ñòîâïöÿ SWN
* º êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíèìè ç â³äïîâ³äíèìè

åëåìåíòàìè âåêòîð-ñòîâïöÿ SWN .

Îñê³ëüêè (Re ( )) (Im ( ))SW r SW rN N
2 2 1� � , r N� �0 1, , òî ìîæíà çàïèñàòè,

ùî � ( � � )
*

S
SW

AD SDN
N

N N� �
2

.

Çà äîïîìîãîþ ïîïåðåäí³õ âèðàç³â çíà÷åííÿ �Z N ó âèðàç³ (4) ìîæíà

îá÷èñëèòè ó òàêèé ñïîñ³á:
� � �Z A i SN N N	 � � .

Ëåìà 5. ×èñëà �AN òà �S N â³äïîâ³äàþòü âëàñòèâîñòÿì (2).

Äîâåäåííÿ. Çã³äíî ç ôîðìóëîþ (4) ÷èñëî � ( � � ) /A AD SDN N N� � 2 äîð³âíþº

âèðàçó EX EY W DX DYN N N N N
� � � �� � � � , êîæåí åëåìåíò ÿêîãî â³äïîâ³äàº âëàñòè-

âîñòÿì (2), òà, â³äïîâ³äíî äî ëåìè 1, �AN òàêîæ â³äïîâ³äàº âëàñòèâîñòÿì (2).

Àíàëîã³÷íî äîâîäÿòü ÷èñëî � ( � � ) /*S AD SD SWN N N N� � � 2 , ÿêå äîð³âíþº

EY DX DY EXN N N N
� � � �� � � , êîæåí åëåìåíò ÿêîãî òàêîæ â³äïîâ³äàº âëàñòèâîñòÿì (2).

Ëåìó äîâåäåíî.
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ÀËÃÎÐÈÒÌ ÌÍÎÆÅÍÍß Ç² ÇÁÅÐÅÆÅÍÍßÌ ÑÈÌÅÒÐ²¯
Ó ÁÀÃÀÒÎÐÎÇÐßÄÍÈÕ ÊÎÌÏËÅÊÑÍÈÕ ×ÈÑËÀÕ

Àëãîðèòì 3. Ìíîæåííÿ äâîõ N -ðîçðÿäíèõ ÷èñåë ç îá÷èñëåííÿì òðüîõ ÄÏÔ

ðîçðÿäí³ñòþ N òà ïîåëåìåíòíèì ìíîæåííÿì ÷èñåë, ÿê³ çáåð³ãàþòü ñèìåòð³þ

(âëàñòèâîñò³ (2) òà (3)).

Âõ³ä: ÷èñëà X xN r
r

r

N

� �
�

�

� 2

0

1
� , Y yN r

r

r

N

� �
�

�

� 2

0

1
� , äå � — äîâæèíà

ìàøèííîãî ñëîâà ó á³òàõ.

Ðåçóëüòàò: Z zN r
r

r

N

2

0

2 1

2� �
�

�

� � .

Êðîê 1. ²í³ö³àë³çàö³ÿ òà äîäàâàííÿ ñòàðøèõ íóë³â:

X r X rN N2 ( ) ( )	 , Y r Y rN N2 ( ) ( )	 ,

X N r Y N rN N2 2 0( ) ( )� 	 � 	 , r N� �0 1, .

Êðîê 2. Îá÷èñëåííÿ ïàðíèõ òà íåïàðíèõ åëåìåíò³â:

EX E XN N	 ( )2 , EY E YN N	 ( )2 ,

DX O XN N	 ( )2 , DY O YN N	 ( )2 ,

äå ðåçóëüòàòîì âèêîíàííÿ îïåðàòîðà E (even) º ïàðí³ åëåìåíòè, à îïåðàòîðà

O (odd) — íåïàðí³.

Êðîê 3. Îá÷èñëåííÿ ÄÏÔ ïàðíèõ òà íåïàðíèõ åëåìåíò³â ÷èñåëX N2 , Y N2 :

EX W EXN N N N
�

,	 � , EY W EYN N N N
�

,	 � ,

DX W DXN N N N
�

,	 � , DY W DYN N N N
�

,	 � .

äå W e
N

r k

i

N
r k

N
 � � �
�

� �
�

2�

, i � �1 , r N� �0 1, , k N� �0 1, , — åëåìåíòè ìàòðèö³

WN N, .

Êðîê 4. Îá÷èñëåííÿ ÷èñåë, íåîáõ³äíèõ äëÿ ÎÄÏÔ:

SW r WN N
r( ) �

2
, r N� �0 1, ,

SD EX SW DX EY SW DYN N N N N N N
� ( � � ) ( � � )	 � � � � � ,

AD EX SW DX EY SW DYN N N N N N N
� ( � � ) ( � � )	 � � � � � .

� ( � � )A AD SDN N N	 �
1

2
,

� ( � � )*S SW AD SDN N N N	 � � �
1

2
,

äå êîæåí åëåìåíò âåêòîð-ñòîâïöÿ SWN
* º êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíèì äî â³äïî-

â³äíèõ åëåìåíò³â âåêòîð-ñòîâïöÿ SWN .

Êðîê 5. Îá÷èñëåííÿ ÎÄÏÔ òà ðåçóëüòàòó:

A W AN N N N	 �,
* � , S W SN N N N	 �,

* �

(àáî A W AN N N N	 �,
*� , S W SN N N N	 �,

*� ).

Z
N

A i SN N N	 � �
1

( ) .
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E Z ZN N( ) [Re ]2 	 , O Z ZN N( ) [Im ]2 	 ,

äå [Re ( )]Z rN , [Im ( )]Z rN — çàîêðóãëåííÿ äî íàéáëèæ÷îãî ö³ëîãî ä³éñíî¿ òà

óÿâíî¿ ÷àñòèí Z rN ( ) â³äïîâ³äíî.

ÏÐÈÊËÀÄ ÎÁ×ÈÑËÅÍÍß ÍÀ ÎÑÍÎÂ² ÀËÃÎÐÈÒÌÓ 3

Ïîêàæåìî ðîáîòó àëãîðèòìó 3 íà ïðèêëàä³ ìíîæåííÿ 8-ðîçðÿäíèõ ÷èñåë

11111112 � 11111112=123 456 809 876 544, ÿê³ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿä³

âåêòîð-ñòîâïö³â X Y T
8 8 21111111� � [ ] . Ùîá ïîëåãøèòè ñïðèéíÿòòÿ, âèêî-

íóºìî ìíîæåííÿ îäíàêîâèõ ÷èñåë.
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E Z Z T( ) [Re ] [ ]16 8 4 5 7 9 7 5 3 1� � ,

O Z Z T( ) [Im ] [ ]16 8 4 6 8 10 6 4 2 0� � ,

Z T
16 4 4 5 6 7 8 9 10 10 7 1 6 5 4 3 2 1 0� � � �[ ( ) ( ) ]

� [ ] .4 4 5 6 7 8 9 0 8 6 5 4 3 2 1 0 T

ÎÏÒÈÌ²ÇÀÖ²ß ÎÁ×ÈÑËÅÍÍß ÄÏÔ ÒÀ ÎÄÏÔ ÍÀ ÎÑÍÎÂ² ÄÊÏ ÒÀ ÄÑÏ

Ó ðîáîò³ [21] ðîçãëÿíóòî ñèãíàëè, ÿê³ â³äïîâ³äàþòü âëàñòèâîñòÿì (2). Äëÿ öèõ

ñèãíàë³â îá÷èñëåííÿ ÄÏÔ ä³éñíîãî ñèãíàëó ïàðíî¿ äîâæèíè ìîæíà ðåàë³çóâàòè

øëÿõîì ðîçä³ëåííÿ îá÷èñëåííÿ äëÿ ä³éñíî¿ ÷àñòèíè íà îñíîâ³ ÄÊÏ òà óÿâíî¿

÷àñòèíè íà îñíîâ³ ÄÑÏ. Öå äàº çìîãó ïåðåâåñòè îá÷èñëåííÿ ç ïîëÿ êîìïëåêñíèõ

÷èñåë ó ïîëå ä³éñíèõ ÷èñåë òà çìåíøèòè ñêëàäí³ñòü áàãàòîðîçðÿäíî¿ îïåðàö³¿

ìíîæåííÿ çà ê³ëüê³ñòþ êîìïëåêñíèõ îïåðàö³é ìíîæåííÿ ìàéæå íà òðåòèíó. Öåé

ïåðåõ³ä çìåíøóº çâ’ÿçí³ñòü ç êîìïëåêñíèìè îïåðàö³ÿìè òà äàº çìîãó âèêîíóâàòè

á³ëüøå ïðîñò³øèõ îïåðàö³é ó ïîë³ ä³éñíèõ ÷èñåë. Îòæå, ìîæíà çàä³ÿòè á³ëüøó

ê³ëüê³ñòü ïðîöåñîð³â ó ïàðàëåëüí³é ìîäåë³ îá÷èñëåííÿ.

Â³äïîâ³äíî äî [21] (äèâ. àëãîðèòì 3), ÄÏÔ �X N2 ðîçðÿäí³ñòþ 2N ä³éñíîãî

ñèãíàëó X N2 ìîæíà îá÷èñëèòè ç âèêîðèñòàííÿì ìàòðèöü êîåô³ö³ºíò³â ÄÊÏ òà

ÄÑÏ ðîçì³ðàìè 2 1N � íà 2 1N � . ßêùî ñòàðø³ ðîçðÿäè ìàþòü íóë³, òî

îá÷èñëåííÿ ìîæíà âèêîíàòè åôåêòèâí³øå ç âèêîðèñòàííÿì ìàòðèöü êîå-

ô³ö³ºíò³â ÄÊÏ òà ÄÑÏ ðîçì³ðàìè N �1 íà N �1. Ïðîâåäåìî àíàë³ç öüîãî

ðåçåðâó îïòèì³çàö³¿.

Ëåìà 6. ÄÏÔ ä³éñíîãî ñèãíàëó X N2 ðîçðÿäí³ñòþ 2N , ñòàðø³ ðîçðÿäè ÿêîãî

ìàþòü íóë³, ìîæå áóòè îá÷èñëåíî íà îñíîâ³ âèðàç³â

X r X rN N� 	1 2( ) ( ) , r N� �0 1, , X NN � �1 0( ) ;

� ( ), ,X Ñ i S XN N N N N N� � � � � �	 � � �1 1 1 1 1 1;
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� ( ) � ( )X r X rN N2 1	 � , r N� 0, ;

� ( ) � ( )*X N r X rN N2 12 � 	 � , r N� �1 1, ,

äå Ñ
k r

NN

k r N

2
2

2


 � � �
� �


�
�

�

�
�cos

�
, S

k r

NN

k r N

2
2

2


 � � �
� �


�
�

�

�
�sin

�
, k r N, ,� 0 , º åëåìåíòàìè

ìàòðèöü Ñ N N� �1 1, òà S N N� �1 1, .

Äîâåäåííÿ. Çà âèçíà÷åííÿì ìàºìî, ùî

W
k r

N
i

k r

N
Ñ

N

k r

N
N

2 2
2

2 2


 � � �
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�
�

�

�
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� �


�
�

�

�
� �cos sin

� � 
 � � 
 � �� �k r

N

k rN Ni S2 2

2
,

� ( ), , ,X W X Ñ i S XN N N N N N N N N2 2 2 2 2 2 2 2 2	 � � � � � . (5)

Îñê³ëüêè X N2 ìàº N ñòàðøèõ íóë³â, îïåðàö³¿ ìíîæåííÿ íà åëåìåíòè

ç ³íäåêñàìè á³ëüøå N �1 äàþòü íóë³. Òîìó ìîæíà çàïèñàòè

� ( ), , ,X W X Ñ i S XN N N N N N N N N2 2 1 1 2 1 2 1 1	 � � � � �� � � � � ,

äå X N �1 îòðèìàíî ç N �1 ïåðøèõ åëåìåíò³â X N2 (õî÷à äîñòàòíüî âçÿòè N

ïåðøèõ åëåìåíò³â, âèêîðèñòîâóºìî N �1 äëÿ òîãî, ùîá çáåðåãòè ðîçì³ðè äëÿ

ÄÊÏ òà ÄÑÏ). Ìàòðèö³ ìåíøîãî ðîçì³ðó W N N2 1, � , Ñ N N2 1, � , S N N2 1, �
îòðèìàíî ç ìàòðèöü W N N2 2, , Ñ N N2 2, , S N N2 2, .

ÄÏÔ ä³éñíîãî ñèãíàëó â³äïîâ³äàº âëàñòèâîñòÿì (2):

� ( ) � ( )*X N r X rN N2 12 � 	 � , r N� �1 1, .

Ç âèêîðèñòàííÿì öüîãî âèðàçó ìàòðèö³ ìîæíà äîäàòêîâî çìåíøèòè äî

ðîçì³ð³â N �1 íà N �1 äî WN N� �1 1, , Ñ N N� �1 1, , S N N� �1 1, .

Ëåìó äîâåäåíî.

Ëåìà 7. Îá÷èñëåííÿ ÎÄÏÔ ñèãíàëó �X N2 ðîçðÿäí³ñòþ 2N , ÿêèé â³äïîâ³äàº

âëàñòèâîñòÿì (2), äëÿ çíàõîäæåííÿ ä³éñíîãî ñèãíàëó X N2 ìîæíà âèêîíàòè

ó òàêèé ñïîñ³á:

MX r X X NN N
r

N
� ( ) � ( ) ( ) ( )� � �	 � � �1 1 10 1 , � ( ) � ( )X r X rN N� 	1 2 , r N� 0, ;

RX Ñ MX XN N N N N� � � � �	 � �1 1 1 1 12( � ) Re �
, ,

IX i S XN N N N� � � �	 � �1 1 1 12 ,
*Im � ;

X r RX r i IX rN N N2 1 1( ) ( ) ( )	 � �� � , r N� 0, ;

� ( ) ( ) ( )X N r RX r i IX rN N N2 1 12 � 	 � �� � , r N� �1 1, ,

äå Ñ
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NN
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�
, k r N, ,� 0 , º åëåìåíòàìè

ìàòðèöü Ñ N N� �1 1, òà S N N� �1 1, .

Äîâåäåííÿ. Âèõîäÿ÷è ç (5), ÎÄÏÔ ìîæíà îá÷èñëèòè ó òàêèé ñïîñ³á:

X W X Ñ i S XN N N N N N N N N2 2 2 2 2 2 2 2 2	 � � � � �,
*

, ,
*� ( ) � , (6)
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Ïðåäñòàâèìî (6) ó òàêîìó âèãëÿä³:

X Ñ i S X i Ñ i SN N N N N N N N N N2 2 2 2 2 2 2 2 2 2	 � � � � � � � �( ) Re � ( ), ,
*

, , Im � .*X N2
(7)

Çðîçóì³ëî, ùî � *X N2 â³äïîâ³äàº âëàñòèâîñòÿì (2). Ïîêàæåìî, ùî X N2 òàêîæ

â³äïîâ³äàº âëàñòèâîñòÿì (2). Äëÿ öüîãî òðåáà ç’ÿñóâàòè, ùî êîæåí ðÿäîê ìàòðèö³
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� � �

� �


�

� �

�
�

�
� � C k rN N2 2, ( , ) ,

S k N r
k N r

N

k r

N
N N2 2 2

2

2 2
, ( , ) sin

( )
sin� �

� � �


�
�

�

�
� � �

� �


�

� �

�
�

�
� � �S k rN N2 2, ( , ) ,

r N� �1 1, .

Ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî Im � ( ) Im � ( )*X X NN N2 20 0� � , Re � ( )*X rN2 �

� Re � ( )X rN2 , ó ôîðìóë³ (7) ìîæíà çðîáèòè òàê³ ïåðåòâîðåííÿ:

X k Ñ k r i S k r X rN N N N N N

r

N

2 2 2 2 2 2

0

2

( ) ( ( , ) ( , )) Re � ( ), ,
*	 � � �

�

�

� �
1

� � � � � �
�

�

�i Ñ k r i S k r X rN N N N N

r

N

( ( , ) ( , )) Im � ( ), ,
*

2 2 2 2 2

0

2 1

� � � � �Re � ( ) ( ( , ) ( , )) Re � ( )*
, ,

*X Ñ k r i S k r X rN N N N N N2 2 2 2 2 20

r

N

�

�

� �
1

1

� � � � � � �( ) Re � ( ) ( ( , ) ( , )) Re �*
, ,1 2 2 2 2 2

k
N N N N NX N Ñ k r i S k r X 2

1

2 1

N

r N

N

r* ( )

� �

�

� �

� � � � � �i X Ñ k r i S k r XN N N N N NIm � ( ) ( ( , ) ( , )) Im � (*
, ,

*
2 2 2 2 2 20 r

r

N

)

�

�

� �
1

1

� � � � � � � � �i X N i Ñ k r i S k rk
N N N N N( ) Im � ( ) ( ( , ) ( , ))*

, ,1 2 2 2 2 2 Im � ( )*X rN

r N

N

2

1

2 1

� �

�

� �

� � � � �Re � ( ) ( ( , ) ( , )) Re � ( )*
, ,

*X Ñ k r i S k r X rN N N N N N2 2 2 2 2 20

r

N

�

�

� �
1

1

� � � �
� �

� � �
( ) Re � ( )

( , )

( , )
* ,

,

1
2

22
2 2

2 2

k
N

N N

N N

X N
Ñ k N r

i S k N r




�
��

�

�
�� � � �

�

�

� Re � ( )*X N rN

r

N

2

1

1

2

� � � � � �
�

�

�i Ñ k r i S k r X rN N N N N

r

N

( ( , ) ( , )) Im � ( ), ,
*

2 2 2 2 2

1

1
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� �
� �

� � �



�
��

�

�
�� �i

Ñ k N r

i S k N r
X

N N

N N
N

2 2

2 2
2

2

2

,

,

( , )

( , )
Im � * ( )2

1

1

N r

r

N

� �
�

�

�

� � � � �Re � ( ) ( ( , ) ( , )) Re � ( )*
, ,

*X Ñ k r i S k r X rN N N N N N2 2 2 2 2 20

r

N

�

�

� �
1

1

� � � � � � �( ) Re � ( ) ( ( , ) ( , )) Re �*
, ,1 2 2 2 2 2

k
N N N N NX N Ñ k r i S k r X 2

1

1

N

r

N

r* ( )

�

�

� �

� � � � � �
�

�

�i Ñ k r i S k r X rN N N N N

r

N

( ( , ) ( , )) Im � ( ), ,
*

2 2 2 2 2

1

1

� � � � � �
�

�

�i Ñ k r i S k r X rN N N N N

r

N

( ( , ) ( , )) ( Im � ( ), ,
*

2 2 2 2 2

1

1

) �

� � � � � �
�

�

�Re � ( ) ( , ) Re � ( ) ( ) R*
,

*X Ñ k r X rN N N N

r

N
k

2 2 2 2

1

1

0 2 1 e � ( )*X NN2 �

� � � � �
�

�

�i i S k r X rN N N

r

N

2 2 2 2

1

1

( ( , )) ( Im � ( )),
* , k N� �0 2 1, .

Âçÿâøè äî óâàãè òå, ùî S k rN N2 2 0, ( , ) � , çà óìîâè, ùî k àáî r äîð³âíþþòü

0 àáî N , òà äîòðèìóþ÷èñü ðîçðÿäíîñò³ N �1äëÿ ÄÊÏ òà ÄÑÏ, ïîïåðåäí³é âèðàç

ìîæíà çàïèñàòè òàê:

X k Ñ k r X r XN N N N

r

N

N
k

2 2 2 2

0

22 0 1( ) ( , ) Re � ( ) Re � ( ) ( ),	 � � � �
�
� � �Re � ( )X NN2

� � � �
�
�i i S k r X rN N N

r

N

2 2 2 2

0

( ( , )) Im � ( ),
* , k N� �0 2 1, .

Ó ðåçóëüòàò³ îá÷èñëåííÿ ïåðøèõ N �1 åëåìåíò³â X N2 ìàºìî, ùî çíà÷åííÿ

ï³ä çíàêîì ñóìè â³äïîâ³äàþòü ÄÊÏ òà ÄÑÏ ðîçðÿäíîñò³ N �1:

MX k X X NN N
k

N2 2 20 1( ) Re � ( ) ( ) Re � ( )	 � � � ,

X k Ñ k r X r MX kN N N N

r

N

N2 2 2 2

0

22( ) ( , ) Re � ( ) ( ),	 � � �
�
�

� � � �
�
�i i S k r X rN N N

r

N

2 2 2 2

0

( ( , )) Im � ( ),
* , k N� 0, .

Ðåøòó åëåìåíò³â k N N� � �1 2 1, ìîæíà îá÷èñëèòè, âèõîäÿ÷è ç òîãî, ùî

X N2 â³äïîâ³äàº âëàñòèâîñòÿì (2).

Ëåìó äîâåäåíî.

ÌÍÎÆÅÍÍß ÄÂÎÕ N -ÐÎÇÐßÄÍÈÕ ×ÈÑÅË ÍÀ ÎÑÍÎÂ² ÄÊÏ
ÒÀ ÄÑÏ ÐÎÇÐßÄÍ²ÑÒÞ N / 2 1�

Íà îñíîâ³ ëåì 5 òà 6 íèæ÷å íàâåäåíî àëãîðèòì, ÿêèé äàº çìîãó âèêîíóâàòè

îá÷èñëåííÿ ç âèêîðèñòàííÿì ÄÊÏ òà ÄÑÏ ðîçðÿäíîñò³ N / 2 1� , ùî âäâ³÷³

ìåíøå ïîð³âíÿíî ç [21].

Àëãîðèòì 4. Ìíîæåííÿ äâîõ N -ðîçðÿäíèõ ÷èñåë íà îñíîâ³ ÄÊÏ òà ÄÑÏ

ðîçðÿäí³ñòþ N / 2 1� .

Âõ³ä: ÷èñëà X xN r
r

r

N

� �
�

�

� 2

0

1
� , Y yN r

r

r

N

� �
�

�

� 2

0

1
� , äå � — äîâæèíà ìàøèí-

íîãî ñëîâà ó á³òàõ.
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Ðåçóëüòàò: Z zN r
r

r

N

2

0

2 1

2� �
�

�

� � .

Êðîê 1. ²í³ö³àë³çàö³ÿ òà äîäàâàííÿ ñòàðøèõ íóë³â:

X r X rN N2 ( ) ( )	 , Y r Y rN N2 ( ) ( )	 ,

X N r Y N rN N2 2 0( ) ( )� 	 � 	 , r N� �0 1, .

Êðîê 2. Îá÷èñëåííÿ ïàðíèõ òà íåïàðíèõ åëåìåíò³â:

EX E XN N	 ( )2 , EY E YN N	 ( )2 ,

DX O XN N	 ( )2 , DY O YN N	 ( )2 ,

äå ðåçóëüòàòîì âèêîíàííÿ îïåðàòîðà E (even) º ïàðí³ åëåìåíòè, à îïåðàòîðà

O (odd) — íåïàðí³.

EX r EX rN N/ ( ) ( )2 1� 	 , EY r EY rN N/ ( ) ( )2 1� 	 ,

DX r DX rN N/ ( ) ( )2 1� 	 , DY r DY rN N/ ( ) ( )2 1� 	 ,

r N� 0 2, / .

Êðîê 3. Îá÷èñëåííÿ ÄÏÔ ïàðíèõ òà íåïàðíèõ åëåìåíò³â ÷èñåë EX N / 2 1� ,

EY N / 2 1� , DX N / 2 1� , DY N / 2 1� :

EX Ñ i S EXN N N N N N
� ( )/ / , / / , / /2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1� � � � � �	 � � � ,

EY Ñ i S EYN N N N N N
� ( )/ / , / / , / /2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1� � � � � �	 � � � ,

DX Ñ i S DXN N N N N N
� ( )/ / , / / , / /2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1� � � � � �	 � � � ,

DY Ñ i S DXN N N N N N
� ( )/ / , / / , / /2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1� � � � � �	 � � � ,

äå Ñ
k r

NN

k r N
 � � �
� �


�
�

�

�
�cos

�
, S

k r

NN

k r N
 � � �
� �


�
�

�

�
�sin

�
, k r N, , /� 0 2 , º åëåìåíòàìè

ìàòðèöü Ñ N N/ , /2 1 2 1� � òà S N N/ , /2 1 2 1� � .

Êðîê 4. Îá÷èñëåííÿ ÷èñåë, íåîáõ³äíèõ äëÿ ÎÄÏÔ:

EX r EX rN N
� ( ) � ( )/	 �2 1 , EY r EY rN N

� ( ) � ( )/	 �2 1 ,

DX r DX rN N
� ( ) � ( )/	 �2 1 , DY r DY rN N

� ( ) � ( )/	 �2 1 ,

r N� 0 2, / .

EX N r EX rN N
� ( ) � ( )/

*� 	 �2 1 , EY N r EY rN N
� ( ) � ( )/

*� 	 �2 1 ,

DX N r DX rN N
� ( ) � ( )/

*� 	 �2 1 , DY N r DY rN N
� ( ) � ( )/

*� 	 �2 1 ,

r N� �1 2 1, / .

SW r WN N
r( ) �

2
, r N� �0 1, .

SD EX SW DX EY SW DYN N N N N N N
� ( � � ) ( � � )	 � � � � � ,

AD EX SW DX EY SW DYN N N N N N N
� ( � � ) ( � � )	 � � � � � .

� ( � � )A AD SDN N N	 �
1

2
,

� ( � � )*S SW AD SDN N N N	 � � �
1

2
,
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äå åëåìåíòè âåêòîð-ñòîâïöÿ SWN
* º êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíèì äî â³äïîâ³äíèõ

åëåìåíò³â âåêòîð-ñòîâïöÿ SWN .

� ( ) � ( )/A r A rN N2 1� 	 , � ( ) � ( )/S r S rN N2 1� 	 , r N� 0 2, / .

Êðîê 5. Îá÷èñëåííÿ ÎÄÏÔ òà ðåçóëüòàòó:

MA r A A NN N
r

N
� ( ) � ( ) ( ) � ( / )/ /2 1 2 1 10 1 2� � �� � � � , r N� 0 2, / ;

MS r S S NN N
r

N
� ( ) � ( ) ( ) � ( / )/ /2 1 2 1 10 1 2� � �� � � � , r N� 0 2, / ;

RA Ñ MA AN N N N N/ / , / / /( � ) Re �
2 1 2 1 2 1 2 1 2 12� � � � �	 � � ,

RS Ñ MS SN N N N N/ / , / / /( � ) Re �
2 1 2 1 2 1 2 1 2 12� � � � �	 � � ,

IA i S AN N N N/ / , / /
*Im �

2 1 2 1 2 1 2 12� � � �	 � � ,

IS i S SN N N N/ / , / /
*Im �

2 1 2 1 2 1 2 12� � � �	 � � ;

A r RA r i IA rN N N( ) ( ) ( )/ /	 � �� �2 1 2 1 , r N� 0 2, / ;

S r RS r i IS rN N N( ) ( ) ( )/ /	 � �� �2 1 2 1 , r N� 0 2, / ;

A N r RA r i IA rN N N( ) ( ) ( )/ /� 	 � �� �2 1 2 1 , r N� �1 2 1, / ;

S N r RS r i IS rN N N( ) ( ) ( )/ /� 	 � �� �2 1 2 1 , r N� �1 2 1, / ;

Z
N

A i SN N N	 � �
1

( ) .

E Z ZN N( ) [Re ]2 	 , O Z ZN N( ) [Im ]2 	 ,

äå [Re ( )]Z rN , [Im ( )]Z rN — çàîêðóãëåííÿ äî íàéáëèæ÷îãî ö³ëîãî ä³éñíî¿ òà

óÿâíî¿ ÷àñòèí Z rN ( ) â³äïîâ³äíî.

Òåîðåìà 1. Ó ïîñë³äîâí³é ìîäåë³ êîåô³ö³ºíò ïðèñêîðåííÿ îá÷èñëåíü ÄÏÔ

òà ÎÄÏÔ íà îñíîâ³ ÄÊÏ òà ÄÑÏ çà àëãîðèòìîì 4 ïîð³âíÿíî ç àëãîðèòìîì 2

ìîæíà âèðàçèòè òàêîþ ôîðìóëîþ:

k N
N

ïîñë³äîâíà ( )
log

� �1
1

2

,

äå N — ðîçðÿäí³ñòü áàãàòîðîçðÿäíîãî ÷èñëà.

Äîâåäåííÿ. Ó ðåàë³çàö³¿ îïåðàö³¿ ìíîæåííÿ äâîõ N -ðîçðÿäíèõ ÷èñåë

îá÷èñëåííÿ ÄÏÔ òà ÎÄÏÔ ðîçðÿäí³ñòþ N çã³äíî ç [21] ìîæíà âèêîíàòè íà

îñíîâ³ ÄÊÏ òà ÄÑÏ ðîçðÿäí³ñòþ N �1. Çàãàëîì àëãîðèòì 2 ïîòðåáóº îá÷èñ-

ëåííÿ òðüîõ ÄÊÏ òà òðüîõ ÄÑÏ ðîçðÿäí³ñòþ N �1. Àëãîðèòì 4 ïîòðåáóº

çàãàëîì îá÷èñëåííÿ 12 ÄÊÏ òà ÄÑÏ ðîçðÿäí³ñòþ N / 2 1� . Áóäåìî ââàæàòè, ùî

îïåðàö³¿ äîäàâàííÿ (â³äí³ìàííÿ) òà ìíîæåííÿ âèêîíóþòüñÿ çà îäíàêîâèé ÷àñ íà

ñó÷àñíèõ êîìï’þòåðàõ. Îñíîâîþ öüîãî ïðèïóùåííÿ º òå, ùî ñó÷àñí³ ïðîöåñîðè

ìàþòü áëîêè ïðîãíîçóâàííÿ òà ïàðàëåëüíîãî âèêîíàííÿ, à òàêîæ òå, ùî ï³ä ÷àñ

îá÷èñëåííÿ äèñêðåòíîãî ïåðåòâîðåííÿ îïåðàö³¿ äîäàâàííÿ (â³äí³ìàííÿ) òà

ìíîæåííÿ âèêîíóþòüñÿ, çì³íþþ÷è îäèí îäíîãî, ïî ÷åðç³. Äëÿ îá÷èñëåííÿ

ñêëàäíîñò³ äèñêðåòíèõ ïåðåòâîðåíü â àëãîðèòì³ ñêîðèñòàºìîñÿ òàêèì âèðàçîì:

O N D K N N D CN N N( ) log� � � � � �2 ,

äå DN — çàãàëüíà ê³ëüê³ñòü ÄÊÏ òà ÄÑÏ, K — êîåô³ö³ºíò äëÿ îá’ºäíàííÿ

îïåðàö³é äîäàâàííÿ (â³äí³ìàííÿ) òà ìíîæåííÿ, N — ðîçðÿäí³ñòü áàãàòîðîç-

156 ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2022, òîì 58, ¹ 4



ðÿäíîãî ÷èñëà. Õî÷à ðîçðÿäí³ñòü ÄÊÏ òà ÄÑÏ º á³ëüøîþ íà îäèíèöþ, òîáòî

ñòàíîâèòü N �1 òà N / 2 1� â³äïîâ³äíî, ââàæàºìî, ùî N º äóæå âåëèêèì ³ íå-

âðàõóâàííÿ îäèíèö³ íå âïëèâàº íà ðåçóëüòàò.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîïåðåäí³é âèðàç, êîåô³ö³ºíò ïðèñêîðåííÿ ìîæíà

îá÷èñëèòè ó òàêèé ñïîñ³á:

k N
D K N N D C

D K N N D

N N N

N N

( )
( / ) log /

log

/ / /�
� � � � �

� � � �
2 2 2 2

2

2 2

�C N

, (8)

äå DN , DN / 2 — çàãàëüíà ê³ëüê³ñòü ÄÊÏ òà ÄÑÏ ðîçðÿäíîñò³ N �1 òà

N / 2 1� , C N , C N / 2 — êîíñòàíòè â îá÷èñëåíí³ ÄÊÏ òà ÄÑÏ ðîçðÿäíîñòåé

N �1 òà N / 2 1� .

Ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè çíà÷åíü îòðèìàºìî

k N
K N N C

K N N C

KN

N

( )
( / ) log /

log

/�
� � � � �

� � � � �
�

�12 2 2 12

6 6

2 2

2

N N C

K N N C

N

N

� � �

� � �
�

log /

log

/2 2

2

2 2

�
� � � � � �

� � �
� �

� �

�

K N N C C K N

K N N C

C K N

K N

N N

N

Nlog

log

/ / /2 2 2

2

2
1

� �log 2 N C N

.

ßêùî ââàæàòè, ùî C K NN / 2 �� � òà C K NN �� � , òî îñòàòî÷íî îäåðæèìî

k N N( ) ( / log )� �1 1 2 .

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Äëÿ îòðèìàííÿ äîñòàòíüî¿ ñò³éêîñò³ êðèïòîãðàô³÷íèõ êëþ÷³â âèêîðèñ-

òîâóþòü ÷èñëà ó ä³àïàçîí³ â³ä 4000 äî 8000. Äëÿ äîâæèíè ìàøèííîãî ñëîâà ó 32

á³òè îòðèìóºìî ä³àïàçîíè N â³ä 128 äî 256 ðîçðÿä³â. Â³äïîâ³äíî äî òåîðåìè 1

ïðèñêîðåííÿ ñòàíîâèòèìå ïðèáëèçíî â³ä 12.5% äî 14.3%. Ó ðàç³ âèêîðèñòàííÿ

64-á³òíî¿ ðîçðÿäíîñò³ ïðèñêîðåííÿ áóäå âäâ³÷³ åôåêòèâí³øå.

Òåîðåìà 2. Ó ïàðàëåëüí³é ìîäåë³ êîåô³ö³ºíò ïðèñêîðåííÿ îá÷èñëåíü ÄÏÔ

òà ÎÄÏÔ íà îñíîâ³ ÄÊÏ òà ÄÑÏ çà àëãîðèòìîì 4 ïîð³âíÿíî ç àëãîðèòìîì 2

ìîæíà âèðàçèòè òàêîþ ôîðìóëîþ:

k N Nïàðàëåëüíà ( ) / / ( log )� �1 2 1 2 2 ,

äå N — ðîçðÿäí³ñòü áàãàòîðîçðÿäíîãî ÷èñëà.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïðèñêîðåííÿ ó âèïàäêó, êîëè äëÿ îá÷èñëåííÿ

îäíîãî ÄÊÏ (àáî ÄÑÏ) âèä³ëåíî îäèí ïàðàëåëüíèé ïðîöåñîð. Öå äàº ìîæëè-

â³ñòü ïðîàíàë³çóâàòè, íàñê³ëüêè øâèäøå ìîæíà ïðîâåñòè îá÷èñëåííÿ á³ëüøî¿

ê³ëüêîñò³ ÄÊÏ (àáî ÄÑÏ) ìåíøîãî ðîçì³ðó. Ïîð³âíÿííÿ äëÿ âåëèêî¿ àáî

íåîáìåæåíî¿ ê³ëüêîñò³ ïðîöåñîð³â íå ðîçãëÿíóòî, îñê³ëüêè çá³ëüøåííÿ ê³ëüêîñò³

çàä³ÿíèõ ïðîöåñîð³â ïðèçâîäèòü äî çá³ëüøåííÿ ê³ëüêîñò³ áëîêóâàíü ì³æ

ïðîöåñîðàìè, ùî çóìîâëþº çðîñòàííÿ íàêëàäíèõ âèòðàò ³ ïîòðåáóº äîäàòêîâîãî

âðàõóâàííÿ ï³ä ÷àñ ïîð³âíÿííÿ.

Âèêîðèñòàºìî (8) òà âðàõóºìî, ùî D DN N/ 2 1� � . Ââàæàþ÷è, ùî

C K NN / 2 �� � òà C K NN �� � , îòðèìóºìî òàêèé âèðàç:
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Òåîðåìó äîâåäåíî.

ÏÐÈÊËÀÄ ÎÁ×ÈÑËÅÍÍß ÍÀ ÎÑÍÎÂ² ÀËÃÎÐÈÒÌÓ 4

Ïîêàæåìî ðîáîòó àëãîðèòìó 4 íà ïðèêëàä³ ìíîæåííÿ 8-ðîçðÿäíèõ ÷èñåë

11111112 11111112 123 456 809 876 544� � , ÿê³ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿä³
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Çàïðîïîíîâàíî ñïîñîáè îïòèì³çàö³¿ ìåòîä³â áàãàòîðîçðÿäíîãî ìíîæåííÿ äâîõ

N -ðîçðÿäíèõ ÷èñåë íà îñíîâ³ äèñêðåòíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º (ÄÏÔ), äèñ-

êêðåòíîãî êîñèíóñíîãî (ÄÊÏ) òà ñèíóñíîãî ïåðåòâîðåíü (ÄÑÏ). Â àëãîðèòì³

ðåàë³çàö³¿ ìíîæåííÿ íà îñíîâ³ ÄÏÔ ïðîâåäåíî çàì³íó îïåðàö³é äëÿ çáåðå-

æåííÿ ñèìåòð³¿ ó ä³éñí³é àáî óÿâí³é ÷àñòèíàõ áàãàòîðîçðÿäíèõ ÷èñåë. Ðîç-

ä³ëåííÿ îá÷èñëåííÿ ÄÏÔ ä³éñíîãî ñèãíàëó ïàðíî¿ äîâæèíè äëÿ ä³éñíî¿

÷àñòèíè íà îñíîâ³ ÄÊÏ òà óÿâíî¿ ÷àñòèíè íà îñíîâ³ ÄÑÏ äàº çìîãó

ïåðåâåñòè îá÷èñëåííÿ ç ïîëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ó ïîëå ä³éñíèõ ÷èñåë òà

çìåíøóº ñêëàäí³ñòü áàãàòîðîçðÿäíî¿ îïåðàö³¿ ìíîæåííÿ çà ê³ëüê³ñòþ îäíî-

ðîçðÿäíèõ îïåðàö³é êîìïëåêñíîãî ìíîæåííÿ. Îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü äèñêðåòíèõ

ïåðåòâîðåíü ó ïîºäíàíí³ ç³ çáåðåæåííÿì ñèìåòð³¿ ó áàãàòîðîçðÿäíèõ ÷èñëàõ

äàº çìîãó âèêîðèñòîâóâàòè ÄÊÏ òà ÄÑÏ ìåíøî¿ ðîçðÿäíîñò³ N / 2 1� çàì³ñòü

N �1. Çá³ëüøåííÿ âäâ³÷³ ê³ëüêîñò³ ÄÊÏ òà ÄÑÏ ìåíøî¿ ðîçðÿäíîñò³ äàëî

ìîæëèâ³ñòü óäâ³÷³ çìåíøèòè îá÷èñëþâàëüíó ñêëàäí³ñòü, ðîçðàõîâàíó íà îäèí

ïðîöåñîð ó ïàðàëåëüí³é ìîäåë³. Ó âèãëÿä³ òåîðåì íàäàíî àíàë³ç êîåô³ö³ºíò³â

ïðèñêîðåííÿ ó ïîñë³äîâí³é òà ïàðàëåëüí³é ìîäåëÿõ îá÷èñëåíü.
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V.K. Zadiraka, A.M. Tereshchenko
OPTIMIZATION OF MULTIDIGIT MULTIPLICATION BASED ON DISCRETE TRANSFORMS
(FURIE, COSINUS, SINUS) IN PARALLEL COMPUTATIONAL MODEL

Abstract. This paper considers the multidigit multiplication operation, on whose speed the
speed of asymmetric cryptographic software and hardware depends. Algorithms for
implementation of the multiplication of two -digit numbers based on discrete cosine and sine
transforms (DCT and DST) are proposed. Due to the use of DCT and DST, the calculations
for the real and imaginary parts of the discrete Fourier transform (DFT) of a real even-length
signal are separated, which allows translating the complex number calculations to real number
calculations. Algorithm operations are replaced to preserve symmetry in real or imaginary parts
of multidigit numbers, which allows the use of DCT and DST of lower length N / 2 1� and
increases the possibility of parallelism in the implementation of multidigit multiplication.

Keywords: multidigit multiplication, multidigit arithmetic, asymmetric cryptography, discrete
cosine transform, discrete sine transform, discrete Fourier transform, fast Fourier calculation
algorithm..
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