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Àíîòàö³ÿ. Ðîáîòó âèêîíàíî ó êîíòåêñò³ êîíêóðåíòíî¿ ³äåîëîã³¿ ñòâîðåííÿ åëåìåíòíî¿ áàçè
öèôðîâèõ îïòè÷íèõ êîìï’þòåð³â (òðàíñôàçîð³â, îïòè÷íèõ êëþ÷³â, îñåðåäê³â ïàì’ÿò³) íà
â³äì³íí³é â³ä ³íòåðôåðîìåòðà Ôàáð³–Ïåðî îñíîâ³. Äîêëàäíî ðîçãëÿíóòî ìàòåìàòè÷í³ ìîäåë³
ñòàö³îíàðíî¿ (âàð³àíò ²) òà íåñòàö³îíàðíî¿ (âàð³àíò ²²) ÷îòèðèïó÷êîâî¿ ëàçåðíî¿ âçàºìîä³¿
â îïòè÷íî-íåë³í³éíèõ ñåðåäîâèùàõ ó âèãëÿä³ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³éíèõ ð³âíÿíü ³ç
çàäàíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè (²) òà ñèñòåìè ³íòåãðî-äèôåðåíö³éíèõ ð³âíÿíü ³ç ãðàíè÷íèìè
óìîâàìè (²²). Ââåäåíî îðèã³íàëüí³ øóêàí³ ôóíêö³¿ z x( ) (²) òà u z t( , ) , �( , )z t (²²). Çàâäÿêè
öüîìó ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ (²) çâåäåíî äî ðîçâ’ÿçàííÿ ïðîñòîãî òðàíñöåíäåíòíîãî ð³âíÿííÿ
(êàíîí³÷íîãî ð³âíÿííÿ îïòè÷íîãî ã³ñòåðåçèñó), à ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ (²²) – äî ðîçâ’ÿçàííÿ
ñèñòåìè äâîõ íåë³í³éíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü â³äíîñíî àìïë³òóä ³íòåðôåðåíö³éíèõ êàðòèí
(êàíîí³÷íî¿ ñèñòåìè ð³âíÿíü íåñòàö³îíàðíîãî îïòè÷íîãî ã³ñòåðåçèñó).

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: á³ñòàá³ëüí³ñòü, ã³ñòåðåçèc, îïòè÷íèé êîìï’þòåð, ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü,
ëàçåðíà âçàºìîä³ÿ, ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ.

ÂÑÒÓÏ

Ó ñòàòò³ íàâåäåíî äîêëàäíèé îïèñ ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîä³â ³ àëãîðèòì³â äî-

ñë³äæåííÿ òåîðåòè÷íèõ ìîäåëåé îïòè÷íîãî ã³ñòåðåçèñó (îïòè÷íî¿ á³ñòà-

á³ëüíîñò³). Çà îñíîâó âçÿòî òåîðåòè÷í³ ìîäåë³ ñòàö³îíàðíî¿ òà íåñòàö³îíàðíî¿

÷îòèðèïó÷êîâî¿ ëàçåðíî¿ âçàºìîä³¿ â îïòè÷íèõ ñåðåäîâèùàõ ç äèôóç³éíèì

ìåõàí³çìîì íåë³í³éíîñò³. Âèõ³äíå ìàòåìàòè÷íå ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷³ ñòàö³î-

íàðíîãî âàð³àíòà ìîäåë³ º êðàéîâîþ çàäà÷åþ äëÿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ

äèôåðåíö³éíèõ ð³âíÿíü ùîäî ³íòåíñèâíîñòåé ëàçåðíèõ ïó÷ê³â ³ ð³çíèö³ ôàç.

Òåîðåòè÷íó ìîäåëü íåñòàö³îíàðíî¿ ÷îòèðèïó÷êîâî¿ ëàçåðíî¿ âçàºìîä³¿ âèçíà-

÷àþòü ñèñòåìîþ ³íòåãðî-äèôåðåíö³éíèõ ð³âíÿíü ³ç â³äïîâ³äíèìè ãðàíè÷íèìè

óìîâàìè [1]. Ñòîñîâíî àêòóàëüíîñò³ ðîáîòè ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî ðåçóëüòàòè

âñåá³÷íîãî äîñë³äæåííÿ ÿâèùà îïòè÷íî¿ á³ñòàá³ëüíîñò³ ó âèïàäêó îáåðíåííÿ

õâèëüîâîãî ôðîíòó ëàçåðíèõ ïó÷ê³â â åëåêòðîîïòè÷íèõ êðèñòàëàõ ç äèôó-

ç³éíèì ìåõàí³çìîì íåë³í³éíîñò³ (ñåãíåòîåëåêòðèêàõ) ìàþòü âåëèêå çíà÷åííÿ

äëÿ ðîçðîáëåííÿ åëåìåíò³â öèôðîâîãî îïòè÷íîãî êîìï’þòåðà. Ùå ó 1981 ð.

êîìïàí³ÿ «Bell» ðîçðîáèëà àíàëîã åëåêòðîííîãî òðàíçèñòîðà — òðàíñ-

ôàçîð [2]. Îñíîâîþ ôóíêö³îíóâàííÿ öüîãî åëåìåíòà º ÿâèùå îïòè÷íî¿ á³ñòà-

á³ëüíîñò³ [3], à ñàì òðàíñôàçîð º îäíèì ç âàð³àíò³â ³íòåðôåðîìåòðà

Ôàáð³-Ïåðî ó âèãëÿä³ äîñèòü ñêëàäíîãî îïòè÷íî-á³ñòàá³ëüíîãî ïðèñòðîþ [4].

Îñíîâíîþ îñîáëèâ³ñòþ öüîãî òðàíñôàçîðà º òå, ùî òåîðåòèêî-ìàòåìàòè÷íå

îá´ðóíòóâàííÿ ïðèíöèïó éîãî ôóíêö³îíóâàííÿ º äîñèòü ïðîñòèì, à êîíñò-

ðóêòîðñüêà òà òåõíîëîã³÷íà ðåàë³çàö³ÿ — äóæå ñêëàäíèìè. Ï³ä ÷àñ óäîñêî-

íàëåííÿ òà àïðîáàö³¿ îñíîâíèõ êîìïîíåíò³â öèôðîâîãî îïòè÷íîãî êîìï’þòåðà

(îïòè÷íèõ ïðîöåñîð³â, îñåðåäê³â ïàì’ÿò³) íà îñíîâ³ ³íòåðôåðîìåòðà

Ôàáð³–Ïåðî íàóêîâö³ ç’ÿñóâàëè íèçêó ïðè÷èí ïðèíöèïîâîãî õàðàêòåðó. ßê

âèÿâèëîñÿ, äëÿ òîãî, ùîá îïòè÷íà ³äåîëîã³ÿ áóëà êîíêóðåíòîñïðîìîæíîþ,

ïîòð³áíî çä³éñíèòè ïðîðèâ ó çàáåçïå÷åíí³ ôóíêö³îíóâàííÿ âñ³õ ðîçðîáëåíèõ

êîìïîíåíò³â ÿê ºäèíî¿ ñèñòåìè òà êîìïàêòíîñò³ îïòè÷íèõ åëåìåíò³â ó ñòâî-

ðåíí³ òåõíîëîã³é ìàñîâîãî âèðîáíèöòâà [5]. Ñàìå ÷åðåç öå äîñ³ íåìàº ä³þ-

÷îãî öèôðîâîãî îïòè÷íîãî êîìï’þòåðà.
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Ñë³ä íàãîëîñèòè, ùî åôåêòó îïòè÷íî¿ á³ñòàá³ëüíîñò³ ìîæíà äîñÿãíóòè

òàêîæ ó âèïàäêó âçàºìîä³¿ ëàçåðíîãî âèïðîì³íþâàííÿ ç íåë³í³éíèì

ñåðåäîâèùåì, êîëè â³äáóâàºòüñÿ êîíêóðåíö³ÿ ì³æ ïàðàìåòðè÷íîþ äèôðàêö³ºþ

òà ³íòåðôåðåíö³ºþ õâèëü, ùî âçàºìîä³þòü, ï³ä ÷àñ îáåðíåííÿ õâèëüîâîãî

ôðîíòó â ð³çíèõ îïòè÷íî-íåë³í³éíèõ ñåðåäîâèùàõ. Íàïðèêëàä, ôóíêö³îíóâàííÿ

îäíîãî ç âàð³àíò³â îïòè÷íîãî òðàíçèñòîðà ´ðóíòóºòüñÿ íà á³ñòàá³ëüíîñò³ ï³ä ÷àñ

îáåðíåííÿ õâèëüîâîãî ôðîíòó ñâ³òëîâèõ õâèëü ó ñåãíåòîåëåêòðèêàõ [6].

Ó ö³é ðîáîò³ çàïðîïîíîâàíî òåîðåòèêî-ìàòåìàòè÷í³ îñíîâè àëüòåðíàòèâíî-

ãî ï³äõîäó äî ðîçâ’ÿçàííÿ ïðîáëåìè ñòâîðåííÿ åëåìåíòíî¿ áàçè öèôðîâèõ

îïòè÷íèõ êîìï’þòåð³â. Ïåðøèì åòàïîì º äîñë³äæåííÿ ñêëàäíèõ ñèñòåì

çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³éíèõ ð³âíÿíü â³äíîñíî ³íòåíñèâíîñòåé ëàçåðíèõ ïó÷ê³â òà

ð³çíèö³ ôàç, à òàêîæ ñèñòåì ³íòåãðî-äèôåðåíö³éíèõ ð³âíÿíü ³ç â³äïîâ³äíèìè

ãðàíè÷íèìè óìîâàìè, äëÿ îòðèìàííÿ êàíîí³÷íèõ ð³âíÿíü

ÌÅÒÎÄ ÐÎÇÂ’ßÇÀÍÍß ÊÐÀÉÎÂÎ¯ ÇÀÄÀ×² ÑÒÀÖ²ÎÍÀÐÍÎÃÎ ×ÎÒÈÐÈÏÓ×ÊÎÂÎÃÎ
ÎÁÅÐÍÅÍÍß ÕÂÈËÜÎÂÎÃÎ ÔÐÎÍÒÓ

Ìàòåìàòè÷íà çàäà÷à çíàõîäæåííÿ îïòè÷íîãî ã³ñòåðåçèñó ïî ñóò³ çâîäèòüñÿ äî

äîñë³äæåííÿ òåîðåòè÷íî¿ ìîäåë³ ñòàö³îíàðíîãî ÷îòèðèïó÷êîâîãî îáåðíåííÿ

õâèëüîâîãî ôðîíòó ñâ³òëîâèõ ïó÷ê³â ó ñåðåäîâèùàõ ç êóá³÷íîþ íåë³í³éí³ñòþ

(ðèñ. 1) [7]. Ìàòåìàòè÷íî öþ ìîäåëü ìîæíà ïðåäñòàâèòè êðàéîâîþ çàäà÷åþ

â³äíîñíî ³íòåíñèâíîñòåé ëàçåðíîãî âèïðîì³íþâàííÿ I x C a C ai ( ) ( , ) [ , ]( )� �1 0 0

òà ð³çíèö³ ôàç �( ) ( , ) [ , ]( )x C a C a� �1 0 0 [8]:

d I x

d x

d I x

d x I x
I x I x x x1 3

0
1 3

1( ) ( )

( )
[ ( ) ( ) ( ) cos ( )]� � � � � � ,

d I x

d x

d I x

d x I x
I x I x x x2 4

0
2 4

1( ) ( )

( )
[ ( ) ( ) ( ) cos ( )]� � � � � � , (1)

d x

d x I x I x I x I x I x

�( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
(� � � �

�

	



�

�



1

2

1 1 1 1

0 3 4 1 2

� x x) sin ( )� , x a�( , )0 ,

äå x x k� �2 0 �� �/ cos — áåçðîçì³ðíà êîîðäèíàòà ïî òîâùèí³ êðèñòàëà, x� —

ðîçì³ðíà êîîðäèíàòà, �� — àìïë³òóäà ìîäóëÿö³¿ ïîêàçíèêà çàëîìëåííÿ

äèôóç³éíèì ïîëåì, k0 2� � �/ — õâèëüîâå ÷èñëî, I x I xi

i

0

1

4

( ) ( )�
�
� — ñóìàðíà

³íòåíñèâí³ñòü, 2� — êóò ñõîäæåííÿ õâèëü I x1 0( )� ³ I x3 0( )� ,

� � � � �� � � � �3 1 2 4 ð³çíèöÿ ôàç.

Ñèñòåìó çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³éíèõ ð³âíÿíü (1) îòðèìóþòü ó ðåçóëüòàò³

ñï³ëüíîãî ðîçãëÿäó ð³âíÿíü Ìàêñâåëëà òà ð³âíÿíü åëåêòðîïåðåíîñó – äèôóç³¿ äëÿ

åëåêòðîîïòè÷íîãî êðèñòàëà [9].

Ðîçâ’ÿçóþòü êðàéîâó çàäà÷ó, êîëè:

I x I1 120( )� � — îïîðíà õâèëÿ;

I x I3 320( )� � — ñèãíàëüíà õâèëÿ;

I x a I2 21( )� � — çóñòð³÷íà îïîðíà õâèëÿ;

I x a I4 41( )� � ; �( )x a� � 0. (2)

Âàæëèâå çíà÷åííÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³

(1), (2) ïîëÿãàº ó âèçíà÷åíí³ õàðàêòåðó çàëåæ-

íîñò³ îáåðíåíî¿ õâèë³ I x4 0( )� â³ä ð³âíÿ

ñèãíàëüíî¿ õâèë³ I x3 0( )� . Öÿ çàëåæí³ñòü äàº
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Ðèñ. 1. Ñõåìà ÷îòèðèïó÷êîâî¿ ëàçåðíî¿
âçàºìîä³¿



çìîãó ôàêòè÷íî âèÿâèòè íàÿâí³ñòü îïòè÷íîãî ã³ñòåðåçèñó. Ïðèíöèïîâîþ

îñîáëèâ³ñòþ çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó ðîçâ’ÿçàííÿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ (1), (2) º

ââåäåííÿ òàêî¿ ôóíêö³¿ z x( ) , ùî [10]:

I x
z x

1
2

2
( ) sin

( )
�

��

	

�

�

�

	
, I x

z x
3

2

2
( ) cos

( )
�

��

	

�

�

�

	
, � � �I I12 32 ,

I x
z x

2
2

2
( ) cos

( )
� 
 , I x

z x
4

2

2
( ) sin

( )
� 
 , 
 � �I I21 41. (3)

Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî ââåäåííÿ ôóíêö³¿ z x( ) òà ìåòîä ðîçâ’ÿçàííÿ êðàéîâî¿

çàäà÷³ (1), (2) âïåðøå îïèñàíî ó ðîáîò³ [10].

Àëãîðèòì ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ñêëàäàºòüñÿ ç òàêèõ åòàï³â ïîñë³äîâíîãî

âèêîíàííÿ îïåðàö³é:

1. I x
z x

1
2

2
( ) sin

( )
�

��

	

�

�

�

	
;

2. I x
z x

2
2

2
( ) cos

( )
� 
 ;

3. I x
z x

3
2

2
( ) cos

( )
�

��

	

�

�

�

	
;

4. I x
z x

4
2

2
( ) sin

( )
� 
 ;

5.
dI x

dx
z x z x1 05

( )
. sin [ ( ) ] ( )� � �� 	 ;

6.
dI x

dx
z x z x3 05

( )
. sin [ ( ) ] ( )� � � �� 	 ;

7.
dI x

dx
z x z x2 05

( )
. sin [ ( )] ( )� � �
 ;

8.
dI x

dx
z x z x4 05

( )
. sin [ ( )] ( )� �
 ;

9. I I xi

i

0

1

4

� � �
�
� ( ) � 
;

10. � �
( ) ( ) / sin [ ( )]sin [ ( )

/

x I x z x z xi

i

�
�

�

�
�

�

�

�
�

� �
�
�

1

4
1 2

1 4 	] ;

11.
1

0
1 3

I x
I x I x x x

( )
[ ( ) ( ) ( ) cos ( )]� �� �

�
� � �

�

� 	 � 	 


� 


sin [ ( ) ] ( sin [ ( ) ] sin [ ( )] )

( )
;

z x z x z x

4

12. z x
z x z x

� �
� �

�
( )

sin [ ( ) ] sin [ ( )]

( )

� 	 


� 
2
;

13.
d z

z z

d x

( cos )sin sin cos ( )� 	 
 � 	 � 
� �
�

�2
;

14.
d z

aa z bb z

z bb aa

aa bbsin cos

ln tan[ . ( [ / ])]

�
�

�

�
�

05

2

arctan

2
;

aa bb: cos ; : sin ;� � �� 	 
 � 	 [11, C.163]
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15.
ln tan[ . ( [ / ])]

( )

05

2
1

2 2

z bb aa

aa bb

x
D

�

�
�

�
�

arctan

� 

;

16. B
x r z

1
2 2

exp
( )

tan ;
sin

co� 


�
�

� 	

��

�

	



�

�

 �

��

	

�

�

� arctan

s 	 
�

�

	



�

�

 ;

r B rD� � � �� �
 	 
2 22 1 1cos ; exp[ ];

17. z B
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�
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 �2 1
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;

� 

�
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,
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;

19. z I I( ) [ / ]0 2 12 32� �arctan 	 ;
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,
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;
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�
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24. z x z a
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25. z z a
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( ) tan[( ( ) ) / ]exp
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 � � ;

26. tan[( ( ) ) / ] tan[( ( ) ) / ]exp
( )

z z a
a r

0 2 2
2

� � �
�

�

�

	



�

�

� �

� 

;

27. tan [( ( ) ) / ]
cos [ ( ) ]

cos [ ( ) ]
z

z

z
0 2

1 0

1 0
� � �

� �

� �
�

�

�
;

28. tan[( ( ) ) / ]
cos [ ( ) ]

cos [ ( ) ]
expz

z a

z a

a r
0 2

1

1 2
� � �

� �

� �

�
�

�

� ( )� 
�

�

	



�

�

 ;

29.
1 0

1 0

1

1

� �

� �
�

� �

�

cos [ ( ) ]

cos [ ( ) ]

cos [ ( ) ]

cos [ ( )

z

z

z a

z a

�

�

�

�

�

�

�

	



�

�

� � 
]

exp
( )

a r
;

30. ( cos [ ( ) ]) ( cos [ ( ) ])1 0 1� � � � �z z a� �

�
�

�

�

	



�

�

 � � � � �exp

( )
( cos [ ( ) ]) ( cos[ ( ) ])

a r
z z a

� 

� �1 0 1 0; (4)
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Îòæå, ðîçâ’ÿçàííÿ âèõ³äíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ (1), (2) çâåäåíî äî ïîáóäîâè

ôóíêö³¿

z x z a
x a r

( ) tan [( ( ) ) / ]exp
( )

( )
� �

�

�

�

	



�

�



�

	
2 2

2
arctan �

� 




�

�

 � �, (5)

â ÿê³é

z I I( ) [ / ]0 2 12 32� �arctan 	; z a arc tg I I( ) /� 2 41 21 ; �
� 	

� 	 

�

�

�

	



�

�

arctan

sin

cos
;

r � � �� �
 	 
2 22 cos , � � �I I12 32 , 
 � �I I21 41.

Ïàðàìåòð 	 âèçíà÷àºòüñÿ ÿê ðîçâ’ÿçîê òðàíñöåíäåíòíîãî ð³âíÿííÿ

( cos [ ( ) ]) ( cos [ ( ) ])1 0 1� � � � �z z a� �
(6)

�
�

�

�

	



�

�

 � � � � �exp

( )
( cos [ ( ) ]) ( cos [ ( ) ])

a r
z z a

� 

� �1 0 1 0,

ÿêå íàçèâàþòü êàíîí³÷íèì, ÿêùî öå âèçíà÷åííÿ ðîçóì³òè ÿê òâåðäî âñòàíîâ-

ëåíå ³ âçÿòå çà çðàçîê ð³âíÿííÿ.

ßêùî ïåðåéòè äî áåçðîçì³ðíèõ çíà÷åíü ³íòåíñèâíîñòåé

I x C a C ai ( ) ( , ) [ , ]( )� �1 0 0 , ïîêëàâøè I I xi

i

0

1

4

1� � � �
�
� ( ) � 
 ,

òî âèðàç (5) äëÿ ôóíêö³¿ z x( ) íàáóâàº âèãëÿäó

z x z a x a r( ) [tan [( ( ) ) / ]exp[( ) / ]]� � � �2 2 2arctan � �. (7)

Êàíîí³÷íå ð³âíÿííÿ (6), êîðåí³ ÿêîãî âèçíà÷àþòü àíàë³òè÷íèé âèãëÿä

ôóíêö³¿ z x( ) , º äóæå ïðîñòèì:

( cos [ ( ) ]) ( cos [ ( ) ])1 0 1� � � � �z z a� � (8)

� � � � � ��e z z aa r ( cos [ ( ) ]) ( cos [ ( ) ]) .1 0 1 0� �

ÌÎÄÅËÞÂÀÍÍß ÍÅÑÒÀÖ²ÎÍÀÐÍÎ¯ ×ÎÒÈÐÈÏÓ×ÊÎÂÎ¯
ËÀÇÅÐÍÎ¯ ÂÇÀªÌÎÄ²¯ Â ÎÏÒÈ×ÍÎ-ÍÅË²Í²ÉÍÈÕ ÑÅÐÅÄÎÂÈÙÀÕ

Íàéá³ëüø âàæëèâîþ òà ñêëàäíîþ ïðîáëåìîþ ó ô³çèö³ âçàºìîä³¿ ëàçåðíîãî âè-

ïðîì³íþâàííÿ ç íåë³í³éíèì ñåðåäîâèùåì º çàäà÷à íåñòàö³îíàðíî¿ ÷îòèðèïó÷-

êîâî¿ âçàºìîä³¿ â îïòè÷íî-íåë³í³éíèõ ñåðåäîâèùàõ òà, çîêðåìà, ìàòåìàòè÷íå

ìîäåëþâàííÿ ö³º¿ âçàºìîä³¿.

Ï³ä ÷àñ ðîçãëÿäó íåñòàö³îíàðíèõ åôåêò³â äëÿ ÷îòèðèïó÷êîâîãî îáåðíåííÿ

õâèëüîâîãî ôðîíòó äîñë³äæóþòü âèïàäîê [12], êîëè õâèëÿ íàêà÷óâàííÿ A2

º íåêîãåðåíòíîþ äî õâèëü

A z t I z t i z t mm m m( , ) ( , ) exp[( ( , )], ,� �� 1 3.

Ó âèïàäêó ñèìåòðè÷íî¿ ãåîìåòð³¿ âçàºìîä³¿ â ³çîòðîïíîìó ñåðåäîâèù³

ðîçãëÿäàþòü êðàéîâó çàäà÷ó â³äíîñíî ³íòåíñèâíîñòåé

I z t C a C a mm ( , ) (( , ) [ , ]) ([ , ] [ , ]) , ,( , )� � � � � � �1 0 0 0 0 0 1 4

òà ð³çíèöü ôàç

� �13 42
1 0 0 0 0 0( , ), ( , ) (( , ) [ , ]) ([ , ] [ ,( , )z t z t C a C a� � � � � �]) .
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Öÿ çàäà÷à áóëà çâåäåíà Í.Â Êóõòàðüîâèì [12] äî ðîçâ’ÿçàííÿ òàêî¿ ñèñòåìè

³íòåãðî-äèôåðåíö³éíèõ ð³âíÿíü:

1)
�

�
� ��I z t

z
I I e d I I I It3
1 3 1 3

13
2 4

42132
( , )

sin sin( ) (� 
 � �
 { ) }

0

t

� ,

2)
�

�
�
�

�
�

I z t

z

I z t

z

3 1 0
( , ) ( , )

,
�

�
�
�

�
�

I z t

z

I z t

z

4 2 0
( , ) ( , )

,

3)
�

�
� ��I z t

z
I I e d I I I It4

2 4 2 4
42

1 3
13422

( , )
sin sin( ) (� 
 � �
 { ) }

0

t

� ,

4)
�

�
�

�
��� �


 �
13 3 1

1 3

1 3
13

2 4
( , ) ( )

cos co( )z t

z

I I

I I
e d I I I It { s ( )� 4213

0

}

t

� ,

5)

�

�
�

�
��� �


 �
42 4 2

2 4

2 4
42

1 3
( , ) ( )

cos co( )z t

z

I I

I I
e d I I I It { s ( )� 1342

0

}

t

� , (9)

äå � � 
 �( ) ( ) ( )m n
m n m n t� � , � � 
 �( ) ( ) ( )i k m n

i k m n t� � ,

� � �m n m nt t t( ) ( ) ( )� � , � � �� �k I0 0
1� ( cos ) , I I i

i

0

1

4

�
�
� , t t� � / 
0 ,

�� — ñâ³òëî³íäóêîâàíà çì³íà ïîêàçíèêà çàëîìëåííÿ, t� — ÷àñ, 2� — êóò

ñõîäæåííÿ ïó÷ê³â A1 ³ A3 , z — êîîðäèíàòà ïî òîâùèí³ ñåðåäîâèùà.

Ãðàíè÷í³ óìîâè çàäà÷³ º òàêèìè:

I z t I t1 3 10 300, ,( , ) ( )� � ; I z a t I t2 4 21 41, ,( , ) ( )� � ;

� �13 13
00( , ) ( )( )z t t� � ; � �42 42

1( , ) ( )( )z a t t� � . (10)

Ó ðåçóëüòàò³ ðîçâ’ÿçàííÿ ö³º¿ çàäà÷³ âêðàé âàæëèâî âèÿâèòè òà äîñë³äèòè

çì³íè á³ñòàá³ëüíîñò³ (áàãàòîçíà÷íîñò³ îáåðíåíî¿ õâèë³ çàëåæíî â³ä ³íòåíñèâíîñò³

I z t4 ( , )) ó ÷àñ³. Îäíàê, ïðåäñòàâëåíó ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ÷îòèðèïó÷êîâî¿

âçàºìîä³¿ â îïòè÷íî-íåë³í³éíèõ ñåðåäîâèùàõ âàæêî íàçâàòè êîìïàêòíîþ,

äîñòóïíîþ äëÿ îãëÿäó ³ ô³çè÷íî ïðîçîðîþ. Äîö³ëüíî ìîäèô³êóâàòè öþ ìîäåëü

äî ñèñòåìè íåë³í³éíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü, àäåêâàòíî¿ âèõ³äí³é çàäà÷³

(9)–(10). ²íàêøå êàæó÷è, áàæàíî îòðèìàòè êàíîí³÷íó ñèñòåìó íåë³í³éíèõ

³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü, ùî ìîäåëþþòü íåñòàö³îíàðíó á³ñòàá³ëüí³ñòü.

Ïåðåòâîðåííÿ ïî÷èíàºìî ç óâåäåííÿ äâîõ äîïîì³æíèõ ôóíêö³é:

�1 1 3 13 2 4 42

0

( , ) sin ( ) sin ( )z t e d I I I It
t

� ��
�


 
 � 
 � 
{ } ,

�2 1 3 13 2 4 42

0

( , ) cos ( ) cos ( )z t e d I I I It
t

� ��
�


 
 � 
 � 
{ } . (11)

ßêùî âèêîðèñòàòè ö³ ôóíêö³¿ â ñèñòåì³ (9), òî âîíà ìàòèìå âèãëÿä

1)
�

�
� �

I z t

z
I I z t t z t t3
1 3 1 13 2 132

( , )
{ ( , ) cos ( ) ( , )sin (� � �� � )},

2)
�

�
�
�

�
�

I z t

z

I z t

z

3 1 0
( , ) ( , )

,
�

�
�
�

�
�

I z t

z

I z t

z

4 2 0
( , ) ( , )

,
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3)
�

�
� �

I z t

z
I I z t t z t t4

2 4 1 42 2 422
( , )

{ ( , ) cos ( ) ( , )sin (� � �� � )},

4)
�

�
�

�
�

� �
�13 3 1

1 3

1 13 2
( , ) ( )

{ ( , ) sin ( ) ( , )c
z t

z

I I

I I
z t t z t� � os ( )}�13 t ,

5)
�

�
�

�
�

� �
�42 4 2

2 4

1 42 2
( , ) ( )

{ ( , ) sin ( ) ( , )c
z t

z

I I

I I
z t t z t� � os ( )}�42 t . (12)

Çà àíàëîã³ºþ ç (3) ââîäèìî íîâ³ ôóíêö³¿ u z t( , ) ³ �( , )z t òàê³, ùî øóêàºìî

I z t t
u z t

1
2

2
( , ) ( ) cos

( , )
� � , I z t t

u z t
3

2

2
( , ) ( ) sin

( , )
� � ,

I z t t
z t

2
2

2
( , ) ( ) cos

( , )
� 


�
, I z t t

z t
4

2

2
( , ) ( ) sin

( , )
� 


�
, (13)

äå �( ) ( ) ( )t I t I t� �10 30 , 
( ) ( ) ( )t I t I t� �21 41 .

Îñê³ëüêè

�

�
� �

�

�
�

�

�

I z t

z

I z t

z
t u z t

u z t

z

3 1 1

2

( , ) ( , )
( ) sin ( , )

( , )
� ,

I z t I z t t u z t1 3
1

2
( , ) ( , ) ( ) sin ( , )� � ,

�

�
� �

�

�
�

�

�

I z t

z

I z t

z
t z t

z t

z

4 2 1

2

( , ) ( , )
( ) sin ( , )

( , )

 �

�
,

I z t I z t t z t2 4
1

2
( , ) ( , ) ( ) sin ( , )� 
 � ,

I z t I z t t u z t1 3( , ) ( , ) ( ) cos ( , )� � � , I z t I z t t z t2 4( , ) ( , ) ( ) cos ( , )� � 
 � ,

1

1 3

3

I z t I z t

I z t

z

u z t

z( , ) ( , )

( , ) ( , )�

�
�

�

�
,

I z t I z t

I z t I z t

u z t

u z t

1 3

1 3

1

2

( , ) ( , )

( , ) ( , )

sin ( , )

cos ( , )�
� ,

1

2 4

4

I z t I z t

I z t

z

z t

z( , ) ( , )

( , ) ( , )�

�
�

�

�

�
,

I z t I z t

I z t I z t

z t

z t

2 4

2 4

1

2

( , ) ( , )

( , ) ( , )

sin ( , )

cos ( , )�
�

�

�
,

ñèñòåìà (12) íàáóâàº âèãëÿäó

1)
�

�
� �

u z t

z
z t t z t t

( , )
{ ( , ) cos ( ) ( , )sin ( )}2 1 13 2 13� � �� � ,

2)
�

�
� �

�
� � �

( , )
{ ( , ) cos ( ) ( , )sin ( )}

z t

z
z t t z t t2 1 42 2 42� � , (14)

3) sin ( , )
( , )

u z t
z t

z

�

�

�13 =

� � �2 1 13 2 13� � �cos ( , ) { ( , ) sin ( ) ( , )cos ( )}u z t z t t z t t� � ,

4) sin ( , )
( , )

�
�

z t
z t

z

�

�
42 =

� � �2 1 42 2 42� � � �cos ( , ) { ( , ) sin ( ) ( , )cos ( )}z t z t t z t t� � ,
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äå

�1 13
1

2
( , ) ( )sin ( , ) sin ( ) ( ) sin (z t e d u z zt� ��
 
 � 
 
 � 
 
 
 �{ , )sin ( ) ,
 � 
42

0

}

t

� (15)

�2 13
1

2
( , ) ( )sin ( , ) cos ( ) ( ) sin (z t e d u z zt� ��
 
 � 
 
 � 
 
 
 �{ , )cos ( ) .
 � 
42

0

}

t

�

Ó ðåçóëüòàò³ ðîçâ’ÿçàííÿ ïåðøîãî òà òðåòüîãî ð³âíÿíü ñèñòåìè (14)

â³äíîñíî ôóíêö³é �1 ( , )z t ³ �2 ( , )z t îòðèìóºìî

2 1 13� �cos ( , ) ( , ) cos ( , ) cos ( , )
( , )

u z t z t u z t z t
u z t

z
� �

�

�
�

�
�

�
sin ( , ) sin ( , )

( , )
,u z t z t

z t

z
�

�
13

13

2 2 13� �cos ( , ) ( , ) cos ( , ) sin ( , )
( , )

u z t z t u z t z t
u z t

z
� � �

�

�
�

�
�

�
sin ( , ) cos ( , )

( , )
,u z t z t

z t

z
�

�
13

13

òîáòî

2 1 13� �cos ( , ) ( , ) [cos ( , ) sin ( , )]u z t z t
z

z t u z t� �
�

�
,

2 2 13� �cos ( , ) ( , ) [sin ( , ) sin ( , )]u z t z t
z

z t u z t� � �
�

�
,

àáî ó êîìïëåêñí³é ôîðì³

2 1 2�cos ( , ) [ ( , ) ( , )]u z t z t i z t� �� �

�
�

�
�

z
z t i z t u z t[cos ( , ) sin ( , )]sin ( , ).� �13 13

Â³äïîâ³äíî äî ôîðìóë (15) ìàºìî:

� �1 2
131

2
( , ) ( , )

( )sin ( , ) [sin ( ) co
z t i z t e

u z it� �
��
 � 
 
 � 
 s ( )]

( ) sin ( , )[sin ( ) cos ( )]

� 



 
 � 
 � 
 � 

13

42 42

�
� �

�
�
 

!
"

z i #
�� d

t




0

� �
�

�
�i

e
u z i

z
t

2
13
 � 
 
 � 



 
 � 


( )sin ( , )exp [ ( )]

( ) sin ( , )exp[ ( )]i
d

t

� 




42
0

�
�
 

!
"
#

� ,

îòæå
�

�
�

z
u z t i z t{sin ( , ) exp[ ( , )]}�13

� �
�

�
�i u z t e

u z it�
� 
 
 � 



 


cos ( , )

( )sin ( , )exp [ ( )]

( ) si
13

n ( , )exp[ ( )]� 
 � 




z i
d

t

42
0

�
�
 

!
"
#

� . (16)

Ó ðåçóëüòàò³ àíàëîã³÷íèõ ä³é ç äðóãèì ³ ÷åòâåðòèì ð³âíÿííÿìè ñèñòåìè (14)

îòðèìóºìî

2 1 42� � � �
�

cos ( , ) ( , ) cos ( , ) cos ( , )
( , )

z t z t z t z t
z t

z
� �

�

�
�

�
�

�
sin ( , ) sin ( , )

( , )
,� �

�
z t z t

z t

z
42

42
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2 2 42� � � �
�

cos ( , ) ( , ) cos ( , ) sin ( , )
( , )

z t z t z t z t
z t

z
� � �

�

�
�

�
�

�
sin ( , ) cos ( , )

( , )
,� �

�
z t z t

z t

z
42

42

2 1 42� � � �cos ( , ) ( , ) [cos ( , ) sin ( , )]z t z t
z

z t z t� �
�

�
,

2 2 42� � � �cos ( , ) ( , ) [sin ( , ) sin ( , )]z t z t
z

z t z t� � �
�

�
,

2 1 2� �cos ( , ) [ ( , ) ( , )]z t z t i z t� �� �

�
�

�
�

z
z t i z t z t{[cos ( , ) sin ( , )]sin ( , )},� � �42 42

�

�
�

z
z t i z t{sin ( , ) exp[ ( , )]}� �42

� �
�

�
�i z t e

u z it� �
� 
 
 � 



 


cos ( , )

( )sin ( , )exp [ ( )]

( ) si
13

n ( , )exp[ ( )]� 
 � 




z i
d

t

42
0

�
�
 

!
"
#

� . (17)

ßêùî ââåñòè êîìïëåêñí³ ôóíêö³¿

w z t u z t i z t1 13( , ) sin ( , ) exp[ ( , )]� � , w z t z t i z t2 42( , ) sin ( , ) exp[ ( , )]� � � , (18)

òî ð³âíÿííÿ (16), (17) íàáóäóòü òàêîãî âèãëÿäó:

�

�
� � � ��w z t

z
i w z t e w z wt1

1
2

1 21
( , )

| ( , )| [ ( ) ( , ) ( ) (� � 
 
 
 

 z d

t

, )]
 


0

� ,

�

�
� � � ��w z t

z
i w z t e w z wt2

2
2

1 21
( , )

| ( , )| [ ( ) ( , ) ( ) (� � 
 
 
 

 z d

t

, )]
 


0

� . (19)

Êîìïëåêñí³ ôóíêö³¿ w z t1 ( , ) òà w z t2 ( , ) ç ô³çè÷íîãî ïîãëÿäó ìîæíà

³íòåðïðåòóâàòè ÿê â³äíîñí³ àìïë³òóäè ³íòåðôåðåíö³éíèõ êàðòèí.

Ä³éñíî, îñê³ëüêè

A z t I z t i z t mm m m( , ) ( , ) exp[ ( , )], ,� �� 1 4 ,

³ ñïðàâäæóþòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ (13), òî

w z t u z t i z t A z t A z t1 13 1 32( , ) sin ( , ) exp[ ( , )] ( , ) ( , ) /*� �� �( )t ,

w z t z t i z t A z t A z t2 42 2 42( , ) sin ( , ) exp[ ( , )] ( , ) ( , ) /*� �� � 
( )t . (20)

Ãðàíè÷í³ óìîâè äëÿ ñèñòåìè (19) íàáóâàþòü âèãëÿäó

w z t w t I t I t i t t1 10 10 30 13
00 2( , ) ( ) ( ) ( ) exp[ ( )] / ( )( )� � � � � ,

w z a t w t I t I t i t t2 21 21 41 42
12( , ) ( ) ( ) ( ) exp[ ( )] / ( )( )� � � � 
 . (21)

Ó ðåçóëüòàò³ ³íòåãðóâàííÿ êîæíîãî ð³âíÿííÿ ñèñòåìè (19) çà ïðîñòîðîâîþ

çì³ííîþ îòðèìàºìî [13]
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2
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��

Âçàºìîä³ÿ ³íòåðôåðåíö³éíèõ êàðòèí w z t1 ( , ) ³ w z t2 ( , ) ðåàë³çóºòüñÿ

â ñåðåäîâèù³ ç äèôóç³éíîþ íåë³í³éí³ñòþ çì³íîþ àìïë³òóäè ãðàòîê

ä³åëåêòðè÷íî¿ ïðîíèêíîñò³:

�� 	 � 
 
 
 
 
 

( , ) . [ ( ) ( , ) ( ) ( , )]z t e w x w x d dxt
t

� ��
�0 5 1 2

0

.

Îòæå, ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ÷îòèðèïó÷êîâî¿ âçàºìîä³¿ â îïòè÷íî-íåë³í³éíèõ
ñåðåäîâèùàõ ó âèãëÿä³ ñèñòåìè ³íòåãðî-äèôåðåíö³éíèõ ð³âíÿíü (9) ç ãðàíè÷íè-
ìè óìîâàìè (10) ïåðåòâîðåíî íà êîìïàêòíó ³ äîñòóïíó äëÿ îãëÿäó ñèñòåìó äâîõ
íåë³í³éíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü â³äíîñíî àìïë³òóä ³íòåðôåðåíö³éíèõ êàðòèí.
Òîìó º âñ³ ï³äñòàâè äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàíó ñèñòåìó äâîõ íåë³í³éíèõ ³íòåãðàëü-
íèõ ð³âíÿíü (22) ìîæíà áóëî íàçâàòè êàíîí³÷íîþ ñèñòåìîþ ð³âíÿíü íå-
ñòàö³îíàðíîãî îïòè÷íîãî ã³ñòåðåçèñó. Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî âïåðøå ñèñòåìó äâîõ
íåë³í³éíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü (22) ùîäî àìïë³òóä ³íòåðôåðåíö³éíèõ êàðòèí
îïèñàíî â [13]. Âàæëèâîþ îñîáëèâ³ñòþ òà ïåðåâàãîþ êàíîí³÷íî¿ ñèñòåìè
ð³âíÿíü íåñòàö³îíàðíîãî îïòè÷íîãî ã³ñòåðåçèñó º òå, ùî ¿¿ òåîðåòè÷íå
äîñë³äæåííÿ òà êîíñòðóêòèâíå ð³øåííÿ ìîæíà ðåàë³çóâàòè ç âèêîðèñòàííÿì
ìåòîä³â íåë³í³éíèõ îïåðàòîðíèõ ð³âíÿíü [14–16].

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó ðîáîò³ íàâåäåíî äîêëàäíèé àíàë³ç òåîðåòè÷íèõ ìîäåëåé ñòàö³îíàðíî¿ òà íå-

ñòàö³îíàðíî¿ ÷îòèðèïó÷êîâî¿ ëàçåðíî¿ âçàºìîä³¿ â îïòè÷íî-íåë³í³éíèõ ñåðåäîâè-

ùàõ. Ô³çè÷í³ ìîäåë³ áóëè îòðèìàí³ òà îïèñàí³ Í.Â. Êóõòàðüîâèì ó ðîáîòàõ [7],

[9] òà [12]. Ó ö³é ðîáîò³ ïðåäñòàâëåíî ìàòåìàòè÷íå ôîðìóëþâàííÿ êðàéîâî¿ çà-

äà÷³ â³äíîñíî ³íòåíñèâíîñòåé ëàçåðíîãî âèïðîì³íþâàííÿ äëÿ äîñë³äæåííÿ òåîðå-

òè÷íî¿ ìîäåë³ ñòàö³îíàðíîãî ÷îòèðèïó÷êîâîãî îáåðíåííÿ õâèëüîâîãî ôðîíòó

ñâ³òëîâèõ ïó÷ê³â ó ñåðåäîâèùàõ ç êóá³÷íîþ íåë³í³éí³ñòþ ó âèãëÿä³ ñèñòåìè çâè-

÷àéíèõ äèôåðåíö³éíèõ ð³âíÿíü ³ç çàäàíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè.

ßê îñíîâó ìåòîäó ðîçâ’ÿçàííÿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ (ñèñòåìè çâè÷àéíèõ

äèôåðåíö³éíèõ ð³âíÿíü ³ç çàäàíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè) â³äíîñíî ³íòåí-

ñèâíîñòåé ëàçåðíîãî âèïðîì³íþâàííÿ çàïðîïîíîâàíî ³äåþ ¿õíüîãî ïðåäñòàâëåííÿ

÷åðåç ôóíêö³þ z x( ) . Ðåàë³çàö³ÿ ö³º¿ ³äå¿ äàëà çìîãó çâåñòè ðîçâ’ÿçàííÿ êðàéîâî¿

çàäà÷³ äî ïîøóêó êîðåí³â 	 äîñèòü ïðîñòîãî òðàíñöåíäåíòíîãî ð³âíÿííÿ

( cos [ ( ) ]) ( cos [ ( ) ])1 0 1� � � � �z z a� �

� � � � � ��e z z aa r ( cos [ ( ) ]) ( cos [ ( ) ]) ,1 0 1 0� �

ÿêå íàçâàíî êàíîí³÷íèì ð³âíÿííÿì îïòè÷íîãî ã³ñòåðåçèñó. Çàóâàæèìî, ùî

âïåðøå öåé ìåòîä áóëî îïóáë³êîâàíî ó ðîáîò³ [10].
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Àëãîðèòì ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ì³ñòèòü äîêëàäíèé ³ ïîâíèé ïåðåë³ê îïåðàö³é.

Äëÿ çâåäåííÿ çàäà÷³ íåñòàö³îíàðíî¿ ÷îòèðèïó÷êîâî¿ âçàºìîä³¿

â îïòè÷íî-íåë³í³éíèõ ñåðåäîâèùàõ äî êàíîí³÷íîãî âèãëÿäó âèêîðèñòàíî ³äåþ,

àíàëîã³÷íó ñòàö³îíàðíîìó âàð³àíòó çàñòîñóâàííÿ ôóíêö³¿ z x( ) . Óâåäåíî íîâ³

ôóíêö³¿ u z t( , ) ³ �( , )z t òàê³, ùî øóêàþòü

I z t t
u z t

1
2

2
( , ) ( ) cos

( , )
� � , I z t t

u z t
3

2

2
( , ) ( ) sin

( , )
� � ,

I z t t
z t

2
2

2
( , ) ( ) cos

( , )
� 


�
, I z t t

z t
4

2

2
( , ) ( ) sin

( , )
� 


�
.

Öåé ï³äõ³ä äàâ çìîãó ïåðåòâîðèòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ÷îòèðèïó÷êîâî¿

âçàºìîä³¿ â îïòè÷íî-íåë³í³éíèõ ñåðåäîâèùàõ ó âèãëÿä³ ñèñòåìè ³íòåãðî-

äèôåðåíö³éíèõ ð³âíÿíü ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè íà êîìïàêòíó òà îñÿæíó ñèñòåìó

äâîõ íåë³í³éíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü â³äíîñíî àìïë³òóä ³íòåðôåðåíö³éíèõ

êàðòèí. Âíàñë³äîê öüîãî îòðèìàíó ñèñòåìó äâîõ íåë³í³éíèõ ³íòåãðàëüíèõ

ð³âíÿíü íàçâàíî êàíîí³÷íîþ ñèñòåìîþ ð³âíÿíü íåñòàö³îíàðíîãî îïòè÷íîãî

ã³ñòåðåçèñó. Âàæëèâîþ îñîáëèâ³ñòþ òà ïåðåâàãîþ êàíîí³÷íî¿ ñèñòåìè ð³âíÿíü

íåñòàö³îíàðíîãî îïòè÷íîãî ã³ñòåðåçèñó º òå, ùî ¿¿ òåîðåòè÷íå äîñë³äæåííÿ òà

êîíñòðóêòèâíå ð³øåííÿ ìîæíà çä³éñíþâàòè ç ïîçèö³é ìåòîä³â íåë³í³éíèõ

îïåðàòîðíèõ ð³âíÿíü. Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî ³äåþ ââåäåííÿ ôóíêö³¿ z x( ) òà ìåòîä

ðîçâ’ÿçàííÿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ âïåðøå îïóáë³êîâàíî â ðîáîò³ [10], à ñèñòåìó äâîõ

íåë³í³éíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü â³äíîñíî àìïë³òóä ³íòåðôåðåíö³éíèõ êàðòèí

òàêîæ âïåðøå ïðåäñòàâëåíî ó [13]. Îòæå, äåòàëüíèé âèêëàä ìàòåìàòè÷íèõ

ìîäåëåé, ìåòîä³â òà àëãîðèòì³â ðîçâ’ÿçàííÿ ðîçãëÿíóòèõ çàäà÷ º îñíîâîþ

çì³ñòîâíî¿ ÷àñòèíè çàïðîïîíîâàíî¿ ðîáîòè.
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V. Starkov
CANONICAL ALIGNMENT OF OPTICAL HYSTERESIS

Abstract. The content of the study is in line with the competitive ideology of creating the
element base of digital optical computers (transphasors, optical switches, memory devices) on
a basis other than the Fabry–Perot interferometer. Mathematical models of stationary (variant I)
and nonstationary (variant II) four-beam laser interaction in optically nonlinear media are
considered in detail in the form of a system of ordinary differential equations with given
boundary conditions (I) and a system of integro-differential equations with boundary conditions
(II). The original desired functions z x( ) (I) and u z t( , ) , �( , )z t (II) are introduced. As a result,
the solution of problem (I) is reduced to solving a simple transcendental equation (canonical
equation of optical hysteresis), and the solution of problem (II) is reduced to a system of two
nonlinear integral equations with respect to the amplitudes of interference patterns (canonical
system of equations of nonstationary optical hysteresis).

Keywords: bistability, hysteresis, optical computer, mathematical model, laser interaction,
integral equation.
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