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Àíîòàö³ÿ. Äîñë³äæåíî áàãàòîíîìåêëàòóðí³ ìîäåë³ òåîð³¿ çàïàñ³â ç âèêîðèñòàííÿì ôàêò³â
òåîð³¿ áàãàòîêîìïîíåíòíèõ êåðîâàíèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñ³â. Ðîçãëÿíóòî ìàðêîâñüê³ òà
íàï³âìàðêîâñüê³ êåðîâàí³ ñòîõàñòè÷í³ ñèñòåìè. Âèçíà÷åíî ñòðóêòóðó îïòèìàëüíî¿
ñòðàòåã³¿ äëÿ áàãàòîíîìåíêëàòóðíî¿ ñèñòåìè çàïàñ³â.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ìàðêîâñüê³ ïðîöåñè, êåðóâàííÿ çàïàñàìè, ( , )s S -ñòðàòåã³ÿ, êðèòåð³é
îïòèìàëüíîñò³, îïòèìàëüíà ñòðàòåã³ÿ.

ÂÑÒÓÏ

Ó ñòàòò³ äîñë³äæåíî áàãàòîíîìåíêëàòóðíó ìîäåëü êåðóâàííÿ çàïàñàìè çà äåÿ-
êèõ ïðèïóùåíü ïðî ñòðóêòóðó âèòðàò. Öþ ñèñòåìó îïèñàíî çà äîïîìîãîþ
(êåðîâàíèõ) ìàðêîâñüêèõ àáî íàï³âìàðêîâñüêèõ ïðîöåñ³â ³ç äèñêðåòíèì ÷à-
ñîì. Äëÿ îäíîíîìåíêëàòóðíèõ ìîäåëåé àíàëîã³÷í³ ìîäåë³ ðîçãëÿíóòî ó ðî-
áîòàõ [1–4]. Äëÿ äîñë³äæåííÿ áàãàòîíîìåêëàòóðíèõ ìîäåëåé ñóòòºâîþ ì³ðîþ
âèêîðèñòàíî çàãàëüí³ ðåçóëüòàòè ðîáîòè [5].

Ñòàòòþ ïîáóäîâàíî â òàêèé ñïîñ³á: ñïî÷àòêó íàâåäåíî çàãàëüí³ ôàêòè ç òåîð³¿
êåðîâàíèõ áàãàòîêîìïîíåíòíèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñ³â, ïîò³ì ö³ ðåçóëüòàòè
çàñòîñîâàíî äëÿ äîñë³äæåííÿ áàãàòîíîìåêëàòóðíèõ ìîäåëåé òåîð³¿ çàïàñ³â. Ïðè
öüîìó âèêîðèñòàíî äåÿê³ ðåçóëüòàòè, îòðèìàí³ â ðîáîòàõ [6–7].

1. ÌÀÐÊÎÂÑÜÊ² ÊÅÐÎÂÀÍ² ÑÒÎÕÀÑÒÈ×Í² ÑÈÑÒÅÌÈ

Ðîçãëÿíåìî ìîäåëü êåðóâàííÿ ñèñòåìîþ ç áàãàòîâèì³ðíèìè ôàçîâèì ïðîñ-
òîðîì ³ ïðîñòîðîì ïðèéíÿòòÿ ð³øåíü.

Íåõàé ïðîñò³ð ñòàí³â º Äåêàðòîâèì äîáóòêîì m ìíîæèí, òîáòî X �
� � � �X X X m1 2 ... . Ïðîñò³ð ïðèéíÿòòÿ ð³øåíü A A A Am� � � �1 2 ... . Ïðîñòîðè
X òà A º ñåïàðàáåëüíèìè ìåòðè÷íèìè ïðîñòîðàìè ç áîðåë³âñüêèìè �-àëãåáðàìè
� òà � â³äïîâ³äíî. Áóäåìî ââàæàòè, ùî � � � �{ }( , ), ,x a x X a Ax � ���( ) —
áîðåë³âñüê³ ï³äìíîæèíè ïðîñòîðó X A� .

Äëÿ êîæíî¿ ïàðè x Xi i� , a Ai i� , ïîçíà÷èìî r x ai i i( , ) î÷³êóâàí³ âèòðàòè çà
îäèí ïåð³îä, ÿêùî i-à ï³äñèñòåìà ïåðåáóâàº ó ñòàí³ xi íà ïî÷àòêó ïåð³îäó,
³ ïðèéìàºòüñÿ ð³øåííÿ a Ai i� .

Íåõàé î÷³êóâàí³ âèòðàòè âñ³º¿ ñèñòåìè çà îäèí ïåð³îä r x a( , ) , äå
x x x xm� ( , , ..., )1 2 , a a a am� ( , , ..., )1 2 , º ñåïàðàáåëüíîþ ôóíêö³ºþ, òîáòî ìàº

âèãëÿä r x a r x ai i i

i

m

( , ) ( , )�
�
	

1

. Çàãàëüíîþ äîïóñòèìîþ ñòðàòåã³ºþ êåðóâàííÿ

ñèñòåìîþ º ïîñë³äîâí³ñòü � � � �� { }0 1, , ..., ,n � ïåðåõ³äíèõ ³ìîâ³ðíîñòåé òàêà,
ùî éìîâ³ðí³ñíà ì³ðà �n nx a x( | , , ..., )
 0 0 íà ( , )A � çîñåðåäæåíà íà Axn

.
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Äàë³ áóäåìî ââàæàòè, ùî ïðîñòîðè X i , Ai , i m�1,... , , ³ ôóíêö³¿ r x ai i i( , )
çàäîâîëüíÿþòü â³äïîâ³äí³ óìîâè, íàâåäåí³ âèùå äëÿ r x a( , ) çàãàëüíîãî âèãëÿäó.

Íåõàé � — êëàñ äîïóñòèìèõ ñòðàòåã³é ³ �1 — êëàñ ñòàö³îíàðíèõ
ìàðêîâñüêèõ äåòåðì³íîâàíèõ ñòðàòåã³é.

Òîä³ êðèòåð³é �-îïòèìàëüíîñò³ â³äïîâ³äíî¿ ñòðàòåã³¿ ìîæíà çàïèñàòè
ó òàêèé ñïîñ³á:
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m
k

1 2 — âèáðàíå êåðóâàííÿ ó ìîìåíò ÷àñó k.

Ïîçíà÷èìî �1 ( )X Áàíàõ³â ïðîñò³ð îáìåæåíèõ âèì³ðíèõ çà Áîðåëåì

ôóíêö³é íà X ç íîðìîþ v x v x
x Xi

m

i i

i i

( ) | ( )|�
��

	 sup
1

.

Ñêîðèñòàºìîñÿ òàêèì òâåðäæåííÿì ç [1].
Òåîðåìà 1. Íåõàé A — êîìïàêòíèé ïðîñò³ð ³ â³äîáðàæåííÿ A X: ��

º íàï³âíåïåðåðâíèì çâåðõó, à òàêîæ íåõàé ³ñíóº � i iX( ) > 0 íà ( , )X � , i m�1, :

� i i i i i iX Q B x a( ) ( / , )� , Bi ��, i m�1, .

Íåõàé òàêîæ âèêîíàíî òàê³ óìîâè:
1) ôóíêö³¿ r x ai i i( , ) º íàï³âíåïðåðâíèìè çíèçó íà ( , )x ai i ;
2) ïåðåõ³äí³ éìîâ³ðíîñò³ Q B x ai i i i( / , ) º ñëàáêî íåïåðåðâíèìè íà ( , )x ai i .
Òîä³ ó êëàñ³ ñòàö³îíàðíèõ ìàðêîâñüêèõ äåòåðì³íîâàíèõ ñòðàòåã³é ³ñíóº

îïòèìàëüíà ñòðàòåã³ÿ ç ì³í³ìàëüíîþ âàðò³ñòþ

W V x dx� � ( ) ( ),�

äå
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2. ÍÀÏ²ÂÌÀÐÊÎÂÑÜÊ² ÊÅÐÎÂÀÍ² ÑÒÎÕÀÑÒÈ×Í² ÑÈÑÒÅÌÈ

Ðîçãëÿíåìî ìîäåëü êåðóâàííÿ ñèñòåìîþ, ó ÿêî¿ ïðîñò³ð ñòàí³â º Äåêàðòîâèì
äîáóòêîì m ìíîæèí, òîáòî X X X X m� � � �1 2 ... . Ïðîñò³ð ïðèéíÿòòÿ ð³øåíü

A A A Am� � � �1 2 ... . Ïîçíà÷èìî xi
k ñòàí i-¿ ï³äñèñòåìè ï³ñëÿ k-ãî ïåðåõîäó, ai

k —

ïðèéíÿòå ð³øåííÿ, � i
k — ÷àñ ïåðåáóâàííÿ i-¿ ï³äñèñòåìè ó öüîìó ñòàí³, k � 0 1 2, , , ... .

ßêùî ó ñòàí³ x Xi i� ïðèéíÿòî ð³øåííÿ a Ai xi
� ³ ÷àñ, ïðîâåäåíèé ó ñòàí³ xi ,

äîð³âíþº ti , òî î÷³êóâàí³ âèòðàòè i-¿ ï³äñèñòåìè çà ÷àñ s s ti i i( )� äîð³âíþþòü
r s x ai i i i( / , ) . Ôóíêö³¿ r s x ai i i i( / , ) ââàæàþòüñÿ âèì³ðíèìè çà Áîðåëåì íà
[ ; )0 � 
 � �.

Íåõàé î÷³êóâàí³ âèòðàòè âñ³º¿ ñèñòåìè çà ÷àñ s r s x a( / , ) , äå x x x xm� ( , , ..., )1 2 ,
a a a am� ( , , ..., )1 2 , º ñåïàðàáåëüíîþ ôóíêö³ºþ, òîáòî ìàº âèãëÿä r s x a( / , ) �

�
�
	 r s x ai i i i

i

m

( / , )
1

.
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Äàë³ áóäåìî ââàæàòè, ùî ïðîñòîðè X i , Ai ³ ôóíêö³¿ r s x ai i i i( / , ) , i m�1, ..., ,
çàäîâîëüíÿþòü â³äïîâ³äí³ óìîâè.

Äëÿ îáðàíî¿ ñòðàòåã³¿ ðîçãëÿíåìî òàêèé êðèòåð³é îïòèìàëüíîñò³.
Ñåðåäíÿ î÷³êóâàíà âàðò³ñòü ñòðàòåã³¿ � âèçíà÷àºòüñÿ âåëè÷èíîþ
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Ñòðàòåã³ÿ �* º îïòèìàëüíîþ ùîäî öüîãî êðèòåð³þ, ÿêùî � � � �
�
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Íåõàé �1 ( )X — Áàíàõ³â ïðîñò³ð îáìåæåíèõ âèì³ðíèõ çà Áîðåëåì ôóíêö³é

íà X ç íîðìîþ v x v x
x Xi

m

i i

i i

( ) | ( )|�
��

	 sup
1

.

Ó ðîáîò³ [1] äîâåäåíî òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 2. Íåõàé A — êîìïàêòíèé ïðîñò³ð ³ â³äîáðàæåííÿ F : X A� ( )2 set ,

õ Àõ� , º íàï³âíåïåðåðâíèì çâåðõó. Êð³ì òîãî, íåõàé âèêîíóþòüñÿ òàê³
ïðèïóùåííÿ.

1) 0� � � � 
l x a Li i i� ( , ) , ( , )x ai i i�� , i m�1, ;

2) äëÿ êîæíîãî i m�1, , ³ñíóº íåâ³ä’ºìíà ì³ðà � i íà ( , )X i i� , òàêà, ùî

âèêîíóþòüñÿ íåð³âíîñò³:
à) � i i i i i iX Q B x a( ) ( / , )� , Bi i�� , i m�1, .

á) � i iX( )  0 .
Íåõàé òàêîæ âèêîíàíî òàê³ óìîâè:
1) ôóíêö³¿ r x ai i i( , ) º íàï³âíåïðåðâíèìè çâåðõó íà ( , )x ai i , à � i i ix a( , )

º íåïåðåðâíèìè çà x ai i, , ( , )x ai i i�� ;
2) ïåðåõ³äí³ éìîâ³ðíîñò³ Q B x ai i i i( / , ) º ñëàáêî íåïåðåðâíèìè çà ( , )x ai i .
Òîä³ ó êëàñ³ ñòàö³îíàðíèõ ìàðêîâñüêèõ äåòåðì³íîâàíèõ ñòðàòåã³é �0 ³ñíóº

îïòèìàëüíà ñòðàòåã³ÿ �* ç ì³í³ìàëüíîþ âàðò³ñòþ

W
L

V x dx� �
1

( ) ( )� ,

äå
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V r x a V y Q dy x a
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3. ÁÀÃÀÒÎÍÎÌÅÍÊËÀÒÓÐÍ² ÌÀÐÊÎÂÑÜÊ² ÌÎÄÅË² ÊÅÐÓÂÀÍÍß ÇÀÏÀÑÀÌÈ
²Ç ÇÀÃÀËÜÍÎÞ ÔÓÍÊÖ²ªÞ ÂÈÒÐÀÒ

Ðîçãëÿíåìî áàãàòîíîìåíêëàòóðíó ìîäåëü êåðóâàííÿ çàïàñàìè ñèñòåìè, ùî
âðàõîâóº âàðò³ñòü çàïàñó (ÿêà ìîæå âêëþ÷àòè âèòðàòè âèðîáíèöòâà), âàðò³ñòü
çáåð³ãàííÿ òà äåô³öèò äëÿ êîæíîãî i-ãî ïðîäóêòó. Âèòðàòè çáåð³ãàííÿ ð³âíÿ

çàïàñó xi i-ãî ïðîäóêòó â îäèíèöþ ÷àñó ñòàíîâëÿòü C xi i
1 ( ) , C Qi i

1 0:[ , ]� �R ,

à âàðò³ñòü çàìîâëåííÿ ïðîäóêö³¿ â ðîçì³ð³ xi äëÿ i-ãî òîâàðó — C xi i
2 ( ) ,

C Qi i
2 0: [ , ]� �R , âèòðàòè, çóìîâëåí³ äåô³öèòîì, ñòàíîâëÿòü C xi i

3 ( ) , ÿêùî

âèìîãè xi íå ìîæóòü áóòè âèêîíàí³, x � 0 , Gi :R R� �� .
Ïðèïóñòèìî, ùî

1) Ci
1, Ci

2 , Ci
3 , i m�1, , — ìîíîòîíí³ íåñïàäí³ íåâ³ä’ºìí³ ôóíêö³¿;

2) C xi i
3 ( ) , xi � 
[ , )0 , çàäîâîëüíÿº óìîâó Ci

3 0 0( ) � , i m�1, , C y dG yi i
3

0

( ) ( )



� � 
 .

ßê ³ ðàí³øå, äëÿ ñèñòåìè, ùî ïåðåáóâàº ó ñòàí³ x íà ïî÷àòêó ïåð³îäó, ó ðàç³
ïðèéíÿòòÿ ð³øåííÿ a A� î÷³êóâàí³ âèòðàòè çà îäèí ïåð³îä ñòàíîâëÿòü

r x a r x ai i i

i

m

( , ) ( , )�
�
	

1

, äå r x ai i i( , ) — î÷³êóâàí³ âèòðàòè çà i-ì ïðîäóêòîì çà îäèí

ïåð³îä ÷àñó, ÿêùî ñòàí öüîãî ïðîäóêòó äîð³âíþº xi , ³ íà ïî÷àòêó ïåð³îäó

ïðèéíÿòî ð³øåííÿ d
ai :

r x di i( , )0 �C xi i
1 ( ) � C y x dG yi i i

xi

3 ( ) ( )�



� , i m�1, ,

³ äëÿ ai > 0

r x di i
ai( , ) � C x a C ai i i i i

1 2( ) ( )� � � C y x a dG yi i i i

x ai i

3 ( ( )) ( )� �

�




� , i m�1, .

Éìîâ³ðíîñò³ ïåðåõîäó íà X i äëÿ áóäü-ÿêî¿ áîðåë³âñüêî¿ ï³äìíîæèíè [ , ]0 Qi

çàäàþòü òàê:
P y y x di i i

ai([ , ] / , )1 2 �G x a y G x a yi i i i i i i i( ) ( )� � � � �1 2 ,

a Q xi i i� �[ , ]0 , 0 1 2� � � �y y x ai i i i ,

P x di
ai({ } / , )0 � 1� � �G x ai i i( ) , x Qi i�[ , ]0 .

Éìîâ³ðíîñò³ ïåðåõîäó ñèñòåìè P B x d P B x da
i i

a

i

m
i( / , ) ( / , )�

�
�

1

, äå Bi —

áîðåë³âñüê³ ï³äìíîæèíè [ , ]0 Qi . Ìàþòü ì³ñöå òàê³ òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3 [6]. Íåõàé ôóíêö³¿ Ci
1, Ci

2 , Ci
3 , i m�1, , º íàï³âíåïåðåðâíèìè çíèçó.

Òîä³ äëÿ ìîäåë³ êåðóâàííÿ ó êëàñ³ � âñ³õ äîïóñòèìèõ ñòðàòåã³é ³ñíóº
�-îïòèìàëüíà ñòðàòåã³ÿ ç ì³í³ìàëüíîþ âàðò³ñòþ W V x dx� � ( ) ( ).�
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Òóò � � �( ) ( )... ( )
 � 
 
1 m , � i ( )
 — ì³ðà, ñêîíöåíòðîâàíà â òî÷ö³ 0, ç âàãîþ

G G xi � �1 ( ) , i m�1, , G G Gm� 1� , àV x( ) çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ îïòèìàëüíîñò³

V x LV x( ) ( )� � min ( ) ( ) ( )
a A

i i i i

x

i

i

m

C x C y x dG y

i

�




�

� � �
!

"

#
#

�

�
�

��
�	 1 3

1

C x a C ai i i i i
1 2( ) ( )� � �

� � �
$

%

&
&

�




�C y x a dG yi i i

x a

i

i i

3 ( ( )) ( ) �
!

"
#
#

�
$

� �
� �

V y P dy x a dy xi i

X

i i i i i j j

j j i

m

i

( ) ( / , ) ( ) ( )
,

� �
1 %

&
&

�
�
�

��
.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ñòîñóºòüñÿ ñòðóêòóðè îïòèìàëüíî¿ ñòðàòåã³¿.
Òåîðåìà 4 [6]. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 3, à òàêîæ òàê³ óìîâè:

1) ' �x Xi i L a x C x ai i i i i i( , ) ( )� � �1 C y x a dG yi i i

x a

i

i i

3 ( ( )) ( )� �

�




� �C ai i
2 ( )

ìîíîòîííî ñïàäàþòü çà a Q xi i i� �( , ]0 ;

2)
~

( ) ( )L x C xi i i i� �1 C y x dG yi i

x

i

i

3 ( ) ( )�



� � �C Q xi i i
2 ( ), x Qi i�[ , )0 ìîíîòîííî

ñïàäàº çà x Qi i�[ , )0 .

Òîä³ �-îïòèìàëüíà ñòðàòåã³ÿ �* ��1 äëÿ çàäà÷³ êåðóâàííÿ çàïàñ³â ìàº òàêèé

âèãëÿä: ³ñíóº ïîð³ã x x xm
* * *( , ..., )� �1 [ , ] ... [ , ]0 01Q Qm� � òàêèé, ùî �* �

� ( , ..., )* *� �1 m ³ äëÿ i m�1, ,

�i
Q x i i

i i

d x x

d x x

i i*
*

*

, ;

, .
�

�

�
�
�

��

� <

0

Äîâåäåííÿ òåîðåì çä³éñíåíî íà îñíîâ³ ðåçóëüòàò³â ðîáîòè [1] òà íàâåäåíî ó [6].

4. ÁÀÃÀÒÎÍÎÌÅÍÊËÀÒÓÐÍ² ÌÎÄÅË² ÊÅÐÓÂÀÍÍß ÇÀÏÀÑÀÌÈ ÄËß ÌÀÐÊÎÂÑÜÊÈÕ
ÑÈÑÒÅÌ Ó ÂÈÏÀÄÊÓ ÑÏÀÄÍÈÕ ÔÓÍÊÖ²É ÇÀÃÀËÜÍÈÕ ÂÈÒÐÀÒ

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó êåðóâàííÿ çàïàñàìè m ïðîäóêò³â, êîæåí ç ÿêèõ ìîæíà
íåïåðåðâíî ïîïîâíþâàòè. Ïðèïóñòèìî, ùî Qi — ìàêñèìàëüíèé ð³âåíü çàïàñó
i-ãî ïðîäóêòó, òîä³ çàïàñ i-ãî ïðîäóêòó íàáóâàº çíà÷åíü ç ìíîæèíè [ , ]0 Qi .
Ñòàí çàïàñ³â êîæíîãî ïðîäóêòó ïåðåâ³ðÿþòü ó äèñêðåòí³ ìîìåíòè ÷àñó N ,
ï³ñëÿ ÷îãî ïðèéìàþòü â³äïîâ³äí³ ð³øåííÿ ïðî ïîïîâíåííÿ ñêëàä³â ó òàêèé
ñïîñ³á. ßêùî ð³âåíü çàïàñ³â i-ãî ïðîäóêòó â ìîìåíò ÷àñó n N� ñòàíîâèòü

X x Qi
n

i i� �{ [ , ]}0 , òî çä³éñíþºòüñÿ çàìîâëåííÿ öüîãî ïðîäóêòó D Ai
n

i
x� ,

A Q xi
x

i i: [ , ]� �0 . Òîä³ ïðîñò³ð ñòàí³â ñèñòåìè, ùî îïèñóº ðîçâèòîê ñèñòåìè

â ÷àñ³, ïîçíà÷èìî X X X X m� � � �1 2 ... , X Qi i� [ , ]0 , X X n Nn� �( : ) ,

à ïðîñò³ð ïðèéíÿòòÿ ð³øåíü ïîçíà÷èìî A A A Ax x
m
x� � � �1 2 � .

Áóäåìî ââàæàòè, ùî âàðò³ñòü çàìîâëåííÿ (ÿêà ìîæå âêëþ÷àòè âèòðàòè
âèðîáíèöòâà) ñêëàäàºòüñÿ ç ô³êñîâàíî¿ âàðòîñò³ òà ë³í³éíî¿ ôóíêö³¿ â³äíîñíî
îáñÿãó çàìîâëåííÿ. Òàê, çàìîâëåííÿ xi > 0 òîâàð³â ïðèçâîäèòü äî î÷³êóâàíèõ

âèòðàò çà öèì çàìîâëåííÿì C x A c xi i i i i
2 ( ) � � 
 , Ci

2 0 0( ) � , Ai � 0 , ci � 0 .

Äàë³ ïðèïóñòèìî, ùî çàãàëüí³ âèòðàòè çáåðåæåííÿ ³ äåô³öèòó çà îäèí

ïåð³îä ÷àñó f x di i
ai( , ) çàëåæàòü â³ä ð³âíÿ çàïàñ³â xi � 0 ³ çàìîâëåííÿ
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a Q xi i i� �[ , ]0 íà ïî÷àòêó ïåð³îäó, äå f i ( , )
 
 º íàï³âíåïåðåðâíèìè çíèçó çà
ñóêóïí³ñòþ çì³ííèõ.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ³ç ñåðåäí³ìè âèòðàòàìè (�-êðèòåð³ºì). Äëÿ ñèñòåìè, ùî
ïåðåáóâàº ó ñòàí³ x íà ïî÷àòêó ïåð³îäó, ó âèïàäêó ïðèéíÿòòÿ ð³øåííÿ

a Ai � î÷³êóâàí³ âèòðàòè çà îäèí ïåð³îä ñòàíîâëÿòü r x a r x ai i i

i

m

( , ) ( , )�
�
	

1

, äå

r x ai i i( , ) — î÷³êóâàí³ âèòðàòè çà i -ì ïðîäóêòîì çà îäèí ïåð³îä ÷àñó, ÿêùî ñòàí

öüîãî ïðîäóêòó äîð³âíþº xi ³ íà ïî÷àòêó ïåð³îäó ïðèéíÿòî ð³øåííÿ d
ai :

r x d f x di i i i( , ) ( , )0 0� , i m�1, ,

³ äëÿ ai > 0
r x d f x a d C ai i

a
i i i

a
i i

i i( , ) ( , ) ( )� � � 2 , i m�1, .

Éìîâ³ðíîñò³ ïåðåõîäó íà X i äëÿ áóäü-ÿêî¿ áîðåë³âñüêî¿ ï³äìíîæèíè [ , ]0 Qi

âèçíà÷àþòü ó òàêèé ñïîñ³á:

P y y x di i i
ai([ , ] / , )1 2 �G x a y G x a yi i i i i i i i( ) ( )� � � � �1 2 ,

a Q xi i i� �[ , ]0 , 0 1 2� � � �y y x ai i i i ,

P x di
ai({ } / , )0 � 1� � �G x ai i i( ) , x Qi i�[ , ]0 .

Áóäåìî ââàæàòè, ùî G Q G Q G Qm m( ) ( ) ( )� � �1 1 � , G Q( )� 1.
Íàñòóïíà òåîðåìà äàº çìîãó âèçíà÷èòè ñòðóêòóðó îïòèìàëüíî¿ ñòðàòåã³¿ äëÿ

áàãàòîíîìåíêëàòóðíî¿ ñèñòåìè çàïàñ³â.

Òåîðåìà 5. Íåõàé ôóíêö³ÿ c x f x di i i i
ai
 � ( , ) ìîíîòîííî ñïàäàº çà

x Qi i�[ , ]0 ³ a Q xi i i� �( ; ]0 . Êð³ì òîãî, íåõàé ôóíêö³ÿ � i i
a

x d i( , ) ìîíîòîííî

çðîñòàº çà x Qi i�[ , ]0 ³ a Q xi i i� �( ; ]0 . Òîä³ �-îïòèìàëüíà ñòðàòåã³ÿ �* ��1 äëÿ

çàäà÷³ êåðóâàííÿ çàïàñ³â ìàº òàêèé âèãëÿä:

³ñíóº ïîð³ã x x xm
* * *( , ..., )� �1 [ , ] [ , ]0 01Q Qm� �� òàêèé, ùî � � �* * *( , ..., )� 1 m

òà äëÿ i m�1, , �i
Q x i i

i i

d x x

d x x

i i*
*

*

, ;

,
�

�

�
�
�

��

� <

0

.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè çä³éñíåíî íà îñíîâ³ óìîâè ñåïàðàáåëüíîñò³ çàãàëüíî¿
ôóíêö³¿ âèòðàò òà ðåçóëüòàò³â ðîá³ò [1, 5].

5. ÁÀÃÀÒÎÍÎÌÅÍÊËÀÒÓÐÍÀ ÍÀÏ²ÂÌÀÐÊÎÂÑÜÊÀ ÌÎÄÅËÜ ÒÅÎÐ²¯ ÇÀÏÀÑ²Â

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó êåðóâàííÿ çàïàñàìè m ïðîäóêò³â, êîæíèé ³ç ÿêèõ ìîæíà
íåïåðåðâíî ïîïîâíþâàòè. Ïðèïóñòèìî, ùî Qi — öå ìàêñèìàëüíèé ð³âåíü
çàïàñó i-ãî ïðîäóêòó, òîä³ çàïàñ i-ãî ïðîäóêòó íàáóâàº çíà÷åíü íà [ , ]0 Qi .

Ó äèñêðåòí³ ìîìåíòè ÷àñó N ïåðåâ³ðÿþòü ñòàí çàïàñ³â êîæíîãî ïðîäóêòó
³ ïðèéìàþòü â³äïîâ³äí³ ð³øåííÿ ùîäî ïîïîâíåííÿ ñêëàä³â ó òàêèé ñïîñ³á.

ßêùî ð³âåíü çàïàñ³â i-ãî ïðîäóêòó â ìîìåíò ÷àñó n N� ñòàíîâèòü X i
n =

� �{ [ , ]},x Qi i0 òî çä³éñíþþòü çàìîâëåííÿ öüîãî ïðîäóêòó D Ai
n

i
x� ,

A Q xi
x

i i: [ , ]� �0 .

Ïðîñò³ð ñòàí³â ñèñòåìè, ùî îïèñóº ðîçâèòîê ñèñòåìè ó ÷àñ³, ïîçíà÷èìî

X X X X m� � � �1 2 ... , X Qi i� [ , ]0 , X X nn� �(( : ) . Ïðîñò³ð ïðèéíÿòòÿ
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ð³øåíü ïîçíà÷èìîA A A Ax x
m
x� � � �1 2 � . Ïðèïóñòèìî, ùî âàðò³ñòü çàìîâëåííÿ

(ÿêà ìîæå âêëþ÷àòè âèòðàòè âèðîáíèöòâà) ñêëàäàºòüñÿ ç ô³êñîâàíî¿ âàðòîñò³ òà
ë³í³éíî¿ ôóíêö³¿. Òîä³ çàìîâëåííÿ xi > 0 òîâàð³â ïðèçâîäèòü äî î÷³êóâàíèõ

âèòðàò çàìîâëåííÿ C x A c xi i i i i
2 ( ) � � 
 , Ci

2 0 0( ) � , Ai � 0 , ci � 0 .

Äàë³ ïðèïóñòèìî, ùî çàãàëüí³ âèòðàòè çáåðåæåííÿ ³ äåô³öèòó çà ïåð³îä ÷àñó

f x di i
ai( , ) çàëåæàòü â³ä ð³âíÿ çàïàñ³â xi � 0 ³ çàìîâëåííÿ a Q xi i i� �[ , ]0 íà

ïî÷àòêó ïåð³îäó, äå f i ( , )
 
 º íàï³âíåïåðåðâíèìè çíèçó çà ñóêóïí³ñòþ çì³ííèõ.
Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ³ç ñåðåäí³ìè âèòðàòàìè (�-êðèòåð³ºì). Äëÿ ñèñòåìè, ùî

ïåðåáóâàº ó ñòàí³ x íà ïî÷àòêó ïåð³îäó, ó ðàç³ ïðèéíÿòòÿ ð³øåííÿ a A� î÷³êóâàí³

âèòðàòè çà îäèí ïåð³îä ñòàíîâëÿòü r x a r x ai i i

i

m

( , ) ( , )�
�
	

1

, äå r x ai i i( , ) —

î÷³êóâàí³ âèòðàòè çà i-ì ïðîäóêòîì çà îäèí ïåð³îä ÷àñó, ÿêùî ñòàí öüîãî

ïðîäóêòó äîð³âíþº xi , ³ íà ïî÷àòêó ïåð³îäó ïðèéíÿòî ð³øåííÿ d
ai :

r x di i( , )0 � f x di i( , )0 , i m�1, ,

³ äëÿ ai > 0
r x d f x a d C ai i

a
i i i

a
i i

i i( , ) ( , ) ( )� � � 2 , i m�1, .

Éìîâ³ðíîñò³ ïåðåõîäó íà X i äëÿ áóäü-ÿêî¿ áîðåë³âñüêî¿ ï³äìíîæèíè [ , ]0 Qi

çàäàþòü ó òàêèé ñïîñ³á:

P y y x di i i
ai([ , ] / , )1 2 �G x a y G x a yi i i i i i i i( ) ( )� � � � �1 2 ,

a Q xi i i� �[ , ]0 , 0 1 2� � � �y y x ai i i i ,

P x d G x ai
a

i i i
i({ } / , ) ( )0 1� � � � , x Qi i�[ , ]0 .

Éìîâ³ðíîñò³ ïåðåõîäó ñèñòåìè P B x d P B x da
i i

a

i

m
i( / , ) ( / , ),�

�
�

1

äå Bi —

áîðåë³âñüê³ ï³äìíîæèíè [ , ]0 Qi .
Áóäåìî ââàæàòè G Q( )� 1. Òåîðåìà, ðîçãëÿíóòà äàë³ [7], äàº ìîæëèâ³ñòü

ïîêàçàòè ³ñíóâàííÿ îïòèìàëüíî¿ ñòðàòåã³¿ êåðóâàííÿ çàïàñàìè äåê³ëüêîõ
ïðîäóêò³â.

Òåîðåìà 6. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 2. Äëÿ íàï³âìàðêîâñüêî¿ ìî-
äåë³ êåðóâàííÿ, ùî ðîçãëÿäàºòüñÿ, ó êëàñ³ �1 ³ñíóº �-îïòèìàëüíà ñòðàòåã³ÿ

ç ì³í³ìàëüíîþ âàðò³ñòþ W
L

V x dx� �
1

( ) ( ).� Òóò � � �( ) ( ) ( )
 � 
 
1 � m , � i ( )
 —

ì³ðà, ñêîíöåíòðîâàíà â òî÷ö³ 0 ³ç âàãîþ G G xi � �1 ( ) , i m�1, , G G Gm� 1� ,

à V x( ) çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ îïòèìàëüíîñò³

V x LV x f x a d C a
a A

i i i a i i ai i
( ) ( ) min ( , ) ( )� � � � 


�

�
�

��
�

�
 

2
01

i

m

�
	

1

� �
� �

V y P dy x a
L

dy x a xi i i i i i i i i i j j

j j

( ) ( / , ) ( ) ( , ) ( )
,

1

1

� � �
i

m

X i

��
!

"
#
#

$

%
&
&

�
�
�

��
.

Íàñòóïíà òåîðåìà [7] äàº çìîãó âèçíà÷èòè ñòðóêòóðó îïòèìàëüíî¿ ñòðàòåã³¿
äëÿ áàãàòîíîìåíêëàòóðíî¿ ñèñòåìè çàïàñ³â.
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Òåîðåìà 7. Íåõàé âèêîíàíî óìîâè ïîïåðåäíüî¿ òåîðåìè òà óìîâà
c x f xi i i i
 � ( ) , x Qi i�[ , ]0 , i m�1, , ìîíîòîííî ñïàäàº.

Òîä³ �-îïòèìàëüíà ñòðàòåã³ÿ �* ��1 äëÿ çàäà÷³ êåðóâàííÿ çàïàñ³â ìàº òàêèé

âèãëÿä:

³ñíóº ïîð³ã x x xm
* * *( , ..., )� �1 [ , ] ... [ , ]0 01Q Qm� � òàêèé, ùî � � �* * *( , ..., ) ,� 1 m

³ äëÿ i m�1, , �i
Q x i i

i i

d x x

d x x

i i*
*

*

, ;

, .
�

�

�
�
�

��

� <

0

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Îòæå, äëÿ ðîçãëÿíóòèõ ìîäåëåé êåðóâàííÿ çàïàñàìè çíàéäåíî óìîâè, çà ÿêèõ
çàäà÷à çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíî¿ ñòðàòåã³¿ êåðóâàííÿ çàïàñàìè çâîäèòüñÿ äî
äåÿêî¿ çàäà÷³ ñòîõàñòè÷íî¿ îïòèì³çàö³¿.
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P.S. Knopov, T.V. Pepelyaeva
SOME MULTI-DIMENTIONAL STOCHASTIC CONTROL MODELS IN INVENTORY CONTROL
WITH SEPARABLE COST FUNCTION

Abstract. Multi-task models of the inventory theory are investigated with the use of the facts
of the theory of multi-component controlled random processes. Markov and semi-Markov
controlled stochastic systems are considered. The structure of optimal strategy for multi-task
inventory system is determined.

Keywords: Markov processes, inventory control, ( , )s S -strategy, optimality criterion, optimal
strategy.
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