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ÎÏÒÈÌ²ÇÀÖ²ÉÍ² ÇÀÄÀ×² ÄËß ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎÃÎ k-ÏËÅÊÑÀ1

Àíîòàö³ÿ. Ïîáóäîâàíî êâàäðàòè÷íó îïòèì³çàö³éíó çàäà÷ó äëÿ çíàõîäæåííÿ ìàêñèìàëüíî-
ãî k-ïëåêñà ó íåîð³ºíòîâàíîìó ãðàô³. Íàâåäåíî äâ³ ñ³ì’¿ ôóíêö³îíàëüíî-íàäëèøêîâèõ
êâàäðàòè÷íèõ îáìåæåíü, ÿê³ îòðèìàíî çà äîïîìîãîþ îáìåæåíü Áóëåâî¿ çàäà÷³ äëÿ ìàêñè-
ìàëüíîãî k-ïëåêñà. Äîñë³äæåíî âïëèâ ôóíêö³îíàëüíî-íàäëèøêîâèõ îáìåæåíü íà ïîêðà-
ùåííÿ òî÷íîñò³ Ëàãðàíæåâèõ äâî¿ñòèõ îö³íîê äëÿ ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿ êâàäðàòè÷íî¿ çàäà÷³.
Ðîçðîáëåíî àëãîðèòì ïîøóêó âñ³õ ìàêñèìàëüíèõ k-ïëåêñ³â òà íàâåäåíî ðåçóëüòàòè òåñòî-
âèõ åêñïåðèìåíò³â äëÿ éîãî ðåàë³çàö³¿ çà äîïîìîãîþ ïðîãðàìíîãî ïàêåòà GLPK (GNU
Linear Programming Kit).

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ìàêñèìàëüíèé k-ïëåêñ, ìàêñèìàëüíà êë³êà, êâàäðàòè÷íà îïòèì³çàö³éíà
çàäà÷à, Áóëåâà çàäà÷à ë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ, ôóíêö³îíàëüíî-íàäëèøêîâå îáìåæåííÿ,
Ëàãðàíæåâà äâî¿ñòà îö³íêà.

ÂÑÒÓÏ

Ïîíÿòòÿ k-ïëåêñà äëÿ íåîð³ºíòîâàíîãî ãðàôó ââåäåíî â [1] (k — äåÿêå íàòó-
ðàëüíå ÷èñëî). ßêùî k �1, òî k-ïëåêñ çá³ãàºòüñÿ ç êë³êîþ (ïîâíèì ï³äãðàôîì)
ãðàôó. Äëÿ k �1 k-ïëåêñ º îñëàáëåííÿì ïîíÿòòÿ êë³êè ãðàôó. Îòæå, âèìîãè íà
âêëþ÷åííÿ âåðøèíè ó k-ïëåêñ º ñëàáê³øèìè í³æ âèìîãè íà âêëþ÷åííÿ âåðøè-
íè ó êë³êó. Ö³ ïîíÿòòÿ øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ñîö³îëîã³¿ äëÿ âèÿâëåííÿ
òà äîñë³äæåííÿ îêðåìèõ ï³äãðóï íàñåëåííÿ, ï³ä ÷àñ êëàñòåðèçàö³¿ äàíèõ, äëÿ
îïòèì³çàö³¿ ³íôîðìàö³éíèõ ïîòîê³â ó ìåðåæàõ òîùî (äèâ., íàïðèêëàä, [2–5]).
Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî çàçâè÷àé îïòèì³çàö³éí³ çàäà÷³ ïîøóêó ìàêñèìàëüíèõ êë³ê
òà k-ïëåêñ³â º NP-ñêëàäíèìè.

Ó ö³é ñòàòò³ îïèñàíî äîñë³äæåííÿ çà äâîìà îïòèì³çàö³éíèìè çàäà÷àìè, ÿê³ ïðè-
çíà÷åí³ äëÿ çíàõîäæåííÿ ìàêñèìàëüíîãî k-ïëåêñà ó íåîð³ºíòîâàíîìó ãðàô³. Ïåðøà
çàäà÷à º êâàäðàòè÷íîþ îïòèì³çàö³éíîþ çàäà÷åþ, äëÿ íå¿ îïèñàíî çàñòîñóâàííÿ
òåõí³êè Ëàãðàíæåâèõ äâî¿ñòèõ îö³íîê [6, 7]. Äðóãà çàäà÷à º çàäà÷åþ Áóëåâîãî
ë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ, äëÿ íå¿ îïècàíî àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ óñ³õ ðîçâ’ÿçê³â [8].

Ñòàòòÿ ñêëàäàºòüñÿ ç øåñòè ðîçä³ë³â. Ó ðîçä. 1 íàâåäåíî çàãàëüí³ â³äîìîñò³
ïðî k-ïëåêñ, ó ðîçä. 2 îïèñàíî ìíîæèíó äîïóñòèìèõ ðîçâ’ÿçê³â äëÿ k-ïëåêñà
ãðàôó G çà äîïîìîãîþ ñèñòåìè êâàäðàòè÷íèõ îáìåæåíü. Ó ðîçä. 3 ðîçãëÿíóòî
êâàäðàòè÷íó çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ ìàêñèìàëüíîãî k-ïëåêñà òà ïðîàíàë³çîâàíî ¿¿
çâ’ÿçîê ³ç Áóëåâîþ ë³í³éíîþ çàäà÷åþ. Òàì æå ðîçãëÿíóòî ñ³ì’¿ ôóíêö³îíàëü-
íî-íàäëèøêîâèõ îáìåæåíü äëÿ óòî÷íåííÿ Ëàãðàíæåâèõ äâî¿ñòèõ îö³íîê ó êâàä-
ðàòè÷í³é çàäà÷³, ùî ´ðóíòóþòüñÿ íà âèêîðèñòàíí³ îáìåæåíü Áóëåâî¿ ë³í³éíî¿ çà-
äà÷³. Ó ðîçä. 4 ïðîàíàë³çîâàíî çâ’ÿçîê ôîðìóëþâàííÿ êâàäðàòè÷íî¿ çàäà÷³ äëÿ
1-ïëåêñà ç â³äîìèì ôîðìóëþâàííÿì êâàäðàòè÷íî¿ çàäà÷³ äëÿ ïîøóêó ìàêñè-
ìàëüíî¿ êë³êè ãðàôó. Ó ðîçä. 5 ðîçãëÿíóòî Ëàãðàíæåâ³ äâî¿ñò³ îö³íêè äëÿ íèçêè
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êâàäðàòè÷íèõ çàäà÷ òà ïîêàçàíî, ùî ¿õ ìîæíà ïîêðàùèòè çà äîïîìîãîþ äîäà-
âàííÿ ôóíêö³îíàëüíî-íàäëèøêîâèõ îáìåæåíü [9, 10]. Äëÿ îá÷èñëåííÿ Ëàãðàí-
æåâèõ äâî¿ñòèõ îö³íîê âèêîðèñòàíî ïðîãðàìó DSQTPr [11]. Ó ðîçä. 6 íàâåäåíî
àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ óñ³õ ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷³ ïðî k-ïëåêñ çà äîïîìîãîþ ïàêåòà
GLPK [12].

1. ÇÀÃÀËÜÍ² Â²ÄÎÌÎÑÒ² ÏÐÎ k-ÏËÅÊÑ

Íåõàé G V E� ( , ) — íåîð³ºíòîâàíèé ãðàô ³ç ìíîæèíîþ âåðøèí V n� { }1, ,� òà
ìíîæèíîþ ðåáåð E. Ðåáðî ãðàôó G , ùî çâ’ÿçóº âåðøèíè i V� òà j V� , ïîçíà-
÷èìî ( , )i j E� . Äëÿ ãðàôó G áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêîæ ³íøó ôîðìó éîãî
ïðåäñòàâëåííÿ: G V� ( , )� , äå � �� �{ }( ), , ,i i n1 � , à �( )i — ê³íöåâ³ âåðøèíè
òèõ äóã, ó ÿêèõ ïî÷àòêîâîþ âåðøèíîþ º âåðøèíà i. Ê³ëüêîñò³ ðåáåð ãðàôó G

â îáîõ ïðåäñòàâëåííÿõ çâ’ÿçàí³ ñï³ââ³äíîøåííÿì: | | | ( ) |E i
i V

�
��

1

2
� . Êîìïëå-

ìåíòàðíèé äî G ãðàô ïîçíà÷èìî G V E� ( , ) ³ G V� ( , )� , äå ( , )i j E� ,

� �� �{ }( ), , ,i i n1 � .

Îçíà÷åííÿ 1. Ï³äìíîæèíà âåðøèí S ³ç V íàçèâàºòüñÿ k-ïëåêñîì ãðàôó G ,

ÿêùî ñòóï³íü êîæíî¿ âåðøèíè â ³íäóêîâàíîìó ï³äãðàô³ G S[ ] (ï³äãðàô³, ïîðîä-
æåíîìó ï³äìíîæèíîþ S) º íå ìåíøèì í³æ | |S k� . ²íàêøå êàæó÷è, S V� º
k-ïëåêñîì, ÿêùî âèêîíóºòüñÿ òàêà óìîâà:

degG S i i S S k i S[ ] ( ) | ( ) | | |� 	 
 � � �� .

Çàçíà÷èìî, ùî k-ïëåêñ º ìàêñèìàëüíèì çà âêëþ÷åííÿì (max³mal), ÿêùî â³í íå
ì³ñòèòüñÿ â æîäíîìó ³íøîìó k-ïëåêñ³. Íàéá³ëüøèé ç ìàêñèìàëüíèõ çà âêëþ÷åí-
íÿì k-ïëåêñ³â íàçèâàºòüñÿ ìàêñèìàëüíèì (max³mum), éîãî ðîçì³ð íàçèâàþòü
k-ïëåêñíèì ÷èñëîì ãðàôó G òà ïîçíà÷àþòü � k G( ) [2]. Î÷åâèäíî, ùî 1-ïëåêñ º
êë³êîþ ãðàôó G, òîìó ùî ñòóï³íü êîæíî¿ âåðøèíè â ³íäóêîâàíîìó ï³äãðàô³
G S[ ] íå ìåíøèé í³æ | |S �1, à öå îçíà÷àº, ùî êîæíà âåðøèíà ó ï³äãðàô³ G S[ ]
çâ’ÿçàíà ç óñ³ìà ³íøèìè âåðøèíàìè, òîáòî ï³äãðàô G S[ ] º ïîâíèì ï³äãðàôîì
(êë³êîþ) ãðàôó G . Ó öüîìó âèïàäêó � �1 ( ) ( )G G� , äå �( )G — êë³êîâå ÷èñëî
ãðàôó G , ùî â³äïîâ³äàº ðîçì³ðó ìàêñèìàëüíî¿ êë³êè ó ãðàô³ G.

Ïîíÿòòÿ co-k-ïëåêñà ãðàôó G, òàêîæ óâåäåíå â [2], º óçàãàëüíåííÿì ïîíÿòòÿ
íåçàëåæíî¿ ìíîæèíè âåðøèí ãðàôó G . Äëÿ k �1 co-k-ïëåêñ çáiãàºòüñÿ ç íåçàëåæ-
íîþ ìíîæèíîþ âåðøèí ãðàôó. Äëÿ k �1 co-k-ïëåêñ º îñëàáëåííÿì ïîíÿòòÿ íåçà-
ëåæíî¿ ìíîæèíè âåðøèí ãðàôó (âiäîìî¿ òàêîæ ÿê âíóòðiøíüî ñòiéêà ìíîæèíà).

Îçíà÷åííÿ 2. Ïiäìíîæèíà âåðøèí S ç V íàçèâàºòüñÿ co-k-ïëåêñîì ãðàôó
G , ÿêùî âèêîíóºòüñÿ òàêà óìîâà:

degG S i i S k i S[ ] ( ) | ( ) |� 	 � � � �� 1 .

Îòæå, S V� º co-k-ïëåêñîì, ÿêùî ñòóïiíü êîæíî¿ âåðøèíè â iíäóêîâàíîìó
ïiäãðàôi G S[ ] º íå áiëüøèì íiæ k �1. Î÷åâèäíî, ùî co-1-ïëåêñ º íåçàëåæíîþ
ìíîæèíîþ âåðøèí ãðàôó G , îñêiëüêè ñòóïiíü êîæíî¿ âåðøèíè â iíäóêîâàíî-
ìó ïiäãðàôi G S[ ] äîðiâíþº íóëþ, à öå îçíà÷àº, ùî êîæíà âåðøèíà ó ïiäãðàôi
G S[ ] íå çâ’ÿçàíà ç æîäíîþ ç iíøèõ âåðøèí ïiäãðàôó G S[ ]. Çàçíà÷èìî, ùî
co-k-ïëåêñ i k-ïëåêñ äëÿ ãðàôó G ïîâ’ÿçàí³ ì³æ ñîáîþ ÿê íåçàëåæíà ìíîæèíà
âåðøèí òà êëiêà ãðàôó G. Òîìó ïiäìíîæèíà S º co-k-ïëåêñîì ãðàôó G òîäi é
òiëüêè òîäi, êîëè S º k-ïëåêñîì äëÿ êîìïëåìåíòàðíîãî ãðàôó G .

2. ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍI ÎÁÌÅÆÅÍÍß ÄËß k-ÏËÅÊÑÀ

Íåõàé âåðøèíi i V� ( , , )i �1 2 � âiäïîâiäàº Áóëåâà çìiííà xi �{ }0 1, òàêà, ùî

x
i S

i V S
i �

�

�


�
�

1

0

, ,

, \ .

ÿêùî

ÿêùî
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Áóëåâi çìiííi xi , i n�1, ,� , îïèñóþòü çà äîïîìîãîþ êâàäðàòè÷íèõ îáìå-
æåíü-ðiâíîñòåé

x x i Vi i
2 0� � � � . (1)

Ïîáóäóºìî òàê³ êâàäðàòè÷í³ îáìåæåííÿ, ùîá ï³äìíîæèíà S áóëà k-ïëåêñîì.
Ö³ îáìåæåííÿ ïîâèíí³ çàäàâàòè âèìîãè íà òå, ùîá ñòóï³íü êîæíî¿ âåðøèíè i S�
ó ï³äãðàô³ G S[ ] áóâ íå ìåíøèì çà | |S k� , ³íàêøå êàæó÷è, ùîá ó ï³äãðàô³ G S[ ]
ê³ëüê³ñòü äóã, ùî âèõîäÿòü ³ç êîæíî¿ âåðøèíè i S� , áóëà íå ìåíøîþ çà | |S k� .

Íåõàé âåðøèíà i íàëåæèòü ï³äìíîæèí³ S , òîáòî xi �1. Ïîçíà÷èìî N ie ( )
ñòóï³íü âåðøèíè i ó ï³äãðàô³ G S[ ], òîáòî ê³ëüê³ñòü äóã, ùî âèõîäÿòü ç âåðøèíè
i S� . Òîä³ â ï³äãðàô³ G S[ ] ñòóïåí³ âåðøèí ³ç ï³äìíîæèíè S çàäàþòü çà äîïîìî-
ãîþ ñ³ì’¿ ñï³ââ³äíîøåíü

N i x i Se

j i

j( ) .
( )

� � �
�
�
�

(2)

Ç ð³âíÿííÿ | |S x jj V
�

�� òà óìîâè, ùî ìíîæèíà S º k-ïëåêñîì, îäåðæóºìî
íåð³âíîñò³

N i S k x k i Se j

j V

( ) | |
 � � � � �
�
� . (3)

²ç ñï³ââ³äíîøåíü (2) òà (3) îäåðæóºìî ñ³ì’þ íåð³âíîñòåé

j i

j j

j V

x x k i S

� �
� �
 � � �
� ( )

, (4)

çà âèêîíàííÿ ÿêèõ âñ³ ò³ âåðøèíè i V� , äëÿ ÿêèõ xi �1, áóäóòü óòâîðþâàòè
k-ïëåêñ.

Îäíàê, íåð³âíîñò³ âèãëÿäó (4) íå áóäóòü âèêîíóâàòèñÿ äëÿ òèõ âåðøèí i V� ,
äëÿ ÿêèõ xi � 0, òîáòî äëÿ âñ³õ x V Si � \ . Äëÿ òîãî, ùîá îäåðæàòè êâàäðàòè÷í³
íåð³âíîñò³, ùî áóäóòü ñïðàâåäëèâèìè ³ äëÿ çì³ííèõ xi � 0, äîñòàòíüî îáèäâ³ ÷àñ-
òèíè íåð³âíîñò³ âèãëÿäó (4), ùî â³äïîâ³äàº âåðøèí³ i, ïîìíîæèòè íà çì³ííó xi .
Îñê³ëüêè çì³ííà xi º íåâ³ä’ºìíîþ, çíàê íåð³âíîñò³ ï³ñëÿ ìíîæåííÿ íå çì³íèòüñÿ
³ â ðåçóëüòàò³ îäåðæèìî òàê³ íåð³âíîñò³:

x x x x k i Vi j

j i

i j

j V� �
� �

�

�

�
�

�

�

�
�


 �
�

�

�
�

�

�

�
�

� �
� ( )

,

ÿê³ ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿä³

j i

i j i j

j V

ix x x x kx i V

� �
� �
 � � �
� ( )

. (5)

Êâàäðàòè÷í³ íåð³âíîñò³ (5) ðàçîì ç îáìåæåííÿìè (1) ïîâí³ñòþ îïèñóþòü
óìîâè, çà ÿêèõ âåðøèíè i íàëåæàòü k-ïëåêñó. Ä³éñíî, íåð³âíîñò³ (5) ñïðàâäæóâà-
òèìóòüñÿ äëÿ òèõ âåðøèí i, äëÿ ÿêèõ xi �1, îñê³ëüêè âîíè ïåðåõîäÿòü â îáìå-
æåííÿ (4). Íåð³âíîñò³ (5) áóäóòü ñïðàâåäëèâèìè òàêîæ äëÿ óñ³õ âåðøèí i, äëÿ
ÿêèõ xi � 0, òîìó ùî âîíè ïåðåõîäÿòü ó òðèâ³àëüíó íåð³âí³ñòü 0 0
 .

Çðîçóì³ëî, ùî çà äîïîìîãîþ îáìåæåíü ó âèãëÿä³ ð³âíîñòåé (1) òà ó âèãëÿä³
íåð³âíîñòåé (5) ìîæíà îïèñàòè äîïóñòèì³ Áóëåâ³ ðîçâ’ÿçêè, ùî â³äïîâ³äàþòü k-ïëåê-
ñó. Ïðè öüîìó çì³ñò îáìåæåíü (5) áóäå ïîâ’ÿçàíèé ç ³íòåðïðåòàö³ºþ ñòóïåíÿ âåðøè-
íè, ÿê öüîãî âèìàãàº ïîíÿòòÿ k-ïëåêñà, òîáòî ñòóï³íü âåðøèíè i S� º á³ëüøèì àáî
äîð³âíþº | |S k� . Ä³éñíî, ïðàâà ÷àñòèíà îáìåæåííÿ (5) äëÿ âåðøèíè i, ùî íàëåæèòü
k-ïëåêñó, âêàçóº ê³ëüê³ñòü ðåáåð, ùî âèõîäÿòü ç i-¿ âåðøèíè, ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî
x xi j �1 ëèøå òîä³, êîëè îáèäâ³ çì³íí³ xi òà x j äîð³âíþþòü îäèíèö³.

Íåð³âí³ñòü (5) ìîæíà ñïðîñòèòè. Çàçíà÷èìî, ùî

x x x xj

j V j i

j

j i

j i

� � �

� � �� � �
� �( ) ( )

.
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Òîä³ íåð³âíîñò³ (5) ìîæíà çàïèñàòè òàê:

j i

i j

j i

i j

j i

i j ix x x x x x x kx

� � �

� � �
 � �
�

�

�
�

�

�

�
�

�
� � �( ) ( ) ( )

2
i i V� � ,

çâ³äñè

j i

i j i ix x kx x i V

�

� � � � �
� ( )

2 .

Ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî x xi i� 2 (äèâ. ôîðìóëó (1)), îñòàíí³ íåð³âíîñò³ ìîæ-

íà çàïèñàòè ÿê

j i

i j ix x k x i V

�

� � � � �
� ( )

( )1 . (6)

Íåð³âíîñò³ (6) ðàçîì ³ç ð³âíîñòÿìè (1) ïîêëàäåìî â îñíîâó êâàäðàòè÷íî¿ ìî-
äåë³ äëÿ çíàõîäæåííÿ ìàêñèìàëüíîãî k-ïëåêñà ãðàôó G.

Çàóâàæèìî, ùî êâàäðàòè÷íèì íåð³âíîñòÿì (6) ìîæíà íàäàòè ³íøèé çì³ñò,
í³æ íåð³âíîñòÿì (5). Íåð³âíîñò³ (6) ïîâ’ÿçàí³ ç êîìïëåìåíòàðíèì ãðàôîì G

³ îïèñóþòü òàêó ï³äìíîæèíó âåðøèí S , ùî ñòóï³íü âåðøèíè â ³íäóêîâàíîìó
ö³ºþ ï³äìíîæèíîþ ï³äãðàô³ G S[ ] º íå á³ëüøèì çà ( )k �1 . Ä³éñíî, äëÿ òèõ âåð-

øèí i V� , äëÿ ÿêèõ xi �1, íåð³âíîñò³ (6) ð³âíîñèëüí³ òàêèì íåð³âíîñòÿì:

j i

jx k i S

�

� � � � �
� ( )

( )1 ,

à äëÿ òèõ âåðøèí i, äëÿ ÿêèõ xi � 0, âîíè ð³âíîñèëüí³ òðèâ³àëüíèì íåð³âíîñòÿì
0 0
 . Òîìó îïèñ ï³äìíîæèíè S çà äîïîìîãîþ íåð³âíîñòåé (6) òà ð³âíîñòåé (1)
ëîã³÷íî ³íòåðïðåòóâàòè ÿê îïèñ co-k-ïëåêñà äëÿ êîìïëåìåíòàðíîãî ãðàôó G .

3. ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÀ ÁÓËÅÂÀ ÇÀÄÀ×À ÄËß �k G( )

Âðàõîâóþ÷è, ùî îáìåæåííÿ (1) òà (6) îïèñóþòü ìíîæèíó äîïóñòèìèõ âàð³àí-
ò³â óòâîðåííÿ k-ïëåêñà, äëÿ çíàõîäæåííÿ ìàêñèìàëüíîãî k-ïëåêñà ãðàôó G

îïòèì³çàö³éíó êâàäðàòè÷íó çàäà÷ó ìîæíà ñôîðìóëþâàòè â òàêîìó âèãëÿä³:

� k
x

i

i V

G x( ) max�
�
� (7)

çà îáìåæåíü

j i

i j ix x k x i V

�

� � � � �
� ( )

( )1 , (8)

x x i Vi i
2 0� � � . (9)

Çðîçóì³ëî, ùî çàäà÷ó (7)–(9) ìîæíà ³íòåðïðåòóâàòè ÿê çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ
ìàêñèìàëüíîãî co-k-ïëåêñà ãðàôó G . Ç (7)–(9) ëåãêî îäåðæàòè ôîðìóëþâàííÿ
êâàäðàòè÷íî¿ îïòèì³çàö³éíî¿ çàäà÷³ äëÿ co-k-ïëåêñà ãðàôó G . Äëÿ öüîãî äîñòàò-
íüî ó ñóì³ ë³âî¿ ÷àñòèíè îáìåæåííÿ (8) çàì³ñòü ï³äñóìîâóâàííÿ çà j i��( )

çä³éñíèòè ï³äñóìîâóâàííÿ çà j i��( ). ²íàêøå êàæó÷è, ÿêùî îáìåæåííÿ (8)
çàì³íèòè íà

j i

i j ix x k x i V

�
� � � � �
� ( )

( )1 , (10)

òî îäåðæèìî ôîðìóëþâàííÿ êâàäðàòè÷íî¿ îïòèì³çàö³éíî¿ çàäà÷³ çíàõîäæåííÿ
ìàêñèìàëüíîãî co-k-ïëåêñà ãðàôó G .

Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷³ (7)–(9) ìîæíà îòðèìàòè ³ç çàäà÷³ Áóëåâîãî ë³í³éíîãî
ïðîãðàìóâàííÿ, çàïðîïîíîâàíî¿ ó [2]:

� k
x

i

i V

G x( ) max�
�
� (11)

çà îáìåæåíü
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j i

j i i ix k x d x i V

�

� � � � � � �
� ( )

( ) ( )1 1 , (12)

x i Vi � � �{ , }0 1 , (13)

äå d ii � | ( ) |� . Ë³í³éí³ îáìåæåííÿ (12) ïîáóäîâàí³ çà ñõåìîþ, ïîä³áíîþ äî ñõå-

ìè, âèêîðèñòàíî¿ ó ïîïåðåäíüîìó ðîçä³ë³ ï³ä ÷àñ ïåðåõîäó â³ä îáìåæåíü (4),
ñïðàâåäëèâèõ äëÿ i S� (òîáòî êîëè xi �1), äî îáìåæåíü (5), ùî º ñïðàâåäëè-
âèìè òàêîæ äëÿ i V S� \ (òîáòî êîëè xi � 0). Îäíàê, ïðàâèëî äëÿ òîãî, ùîá
îáìåæåííÿ (12) âèêîíóâàëèñÿ äëÿ áóäü-ÿêèõ i V S� \ , òóò áóäå ³íøèì. Òàê,
êîëè xi �1, òî îáìåæåííÿ (12) âèêîíóþòüñÿ ÿê íåð³âíîñò³

j i

jx k i S

�

� � � � �
� ( )

( )1 ,

ÿê³ ïîâèíí³ ñïðàâäæóâàòèñÿ äëÿ co-k-ïëåêñà ãðàôó G , ùî çá³ãàºòüñÿ ç k-ïëåê-
ñîì ãðàôó G. Êîëè xi � 0, òî îáìåæåííÿ (12) ïåðåõîäÿòü ó íåð³âíîñò³

j i

j ix d i i V S

�

� � � � �
�

�
( )

| ( ) | \ ,

ÿê³ º ñïðàâåäëèâèìè, áî ÿê âåðõíÿ ãðàíèöÿ íà ñòóïåí³ âåðøèí, ùî íå âõîäÿòü
ó co-k-ïëåêñ ãðàôó G , âèêîðèñòîâóºòüñÿ ìàêñèìàëüíî ìîæëèâà ê³ëüê³ñòü ðå-
áåð, ùî âèõîäÿòü ç êîæíî¿ ç âåðøèí ãðàôó G . Ò³ îáìåæåííÿ, äå íå âñ³ çì³íí³
ï³ä çíàêîì ñóìè äîð³âíþþòü îäèíèö³, áóäóòü íàäëèøêîâèìè.

²ç çàäà÷³ ë³í³éíîãî Áóëåâîãî ïðîãðàìóâàííÿ (11)–(13) ìîæíà ëåãêî îäåðæà-
òè êâàäðàòè÷íó çàäà÷ó (7)–(9). Äëÿ öüîãî ñë³ä îáìåæåííÿ (13) çàì³íèòè íà
â³äïîâ³äíèé íåë³í³éíèé àíàëîã (9), à îáìåæåííÿ, ÿêå ñòîñóºòüñÿ i-¿ âåðøèíè
ç (12), ïîìíîæèòè íà çì³ííó xi . ×åðåç íåâ³ä’ºìí³ñòü çì³ííèõ x ii , , ,�1 2 � , çíàêè
íåð³âíîñòåé ï³ä ÷àñ ìíîæåííÿ íå çì³íÿòüñÿ, â ðåçóëüòàò³ îäåðæèìî

j i

i j i i i ix x k x d x x i V

�

� � � � � � �
� ( )

( ) ( )1 12 ,

çâ³äêè, ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî ( )1 02� � � �x x x xi i i i äëÿ âñ³õ i V� , ïðèõîäè-

ìî äî îáìåæåíü (8).
Çðîçóì³ëî, ùî êîæíà çàäà÷à (7)–(9) òà (11)–(13) ìàº ñâî¿ ïåðåâàãè òà ñâî¿

íåäîë³êè. Íàéñóòòºâ³øà ïåðåâàãà êâàäðàòè÷íî¿ çàäà÷³ íàä ë³í³éíîþ Áóëåâîþ ïî-
ëÿãàº â òîìó, ùî íåçíà÷íèì óäîñêîíàëåííÿì çàäà÷³ (7)–(9) ìîæíà ñôîðìóëþâà-
òè êâàäðàòè÷í³ îïòèì³çàö³éí³ çàäà÷³ çíàõîäæåííÿ ìàêñèìàëüíèõ çà ðîçì³ðîì
ï³äìíîæèí ãðàôó ³ç ñèëüí³øèìè âëàñòèâîñòÿìè, í³æ k-ïëåêñ àáî co-k-ïëåêñ,
äîñòàòíüî ëèøå ïîñèëèòè âèìîãó íà âêëþ÷åííÿ âåðøèí ó ö³ ï³äìíîæèíè. Íà-
ïðèêëàä, óìîâèìîñÿ ï³ä «ðåãóëÿðíèì» k-ïëåêñîì ãðàôó G ðîçóì³òè ï³äìíîæèíó
éîãî âåðøèí, äëÿ ÿêèõ ñòóï³íü âåðøèíè äîð³âíþº | |S k� . Àíàëîã³÷íî ââåäåìî
ïîíÿòòÿ ðåãóëÿðíîãî co-k-ïëåêñà: ó íüîìó ñòóï³íü âåðøèíè äîð³âíþº ð³âíî
k �1. Òîä³ äëÿ òîãî, ùîá ñôîðìóëþâàòè êâàäðàòè÷í³ çàäà÷³ çíàõîäæåííÿ ìàêñè-
ìàëüíèõ ³ç öèõ ï³äìíîæèí, äîñòàòíüî â îáìåæåííÿõ (8) òà (10) çàì³ñòü íåð³âíîñ-
òåé âèêîðèñòîâóâàòè ð³âíîñò³. ²íàêøå êàæó÷è, äëÿ çíàõîäæåííÿ «ðåãóëÿðíîãî»
k-ïëåêñà ãðàôó G îáìåæåííÿ (8) ñë³ä çàì³íèòè íà îáìåæåííÿ

j i

i j ix x k x i V

�

� � � � �
� ( )

( )1 ,

à äëÿ çíàõîäæåííÿ ðåãóëÿðíîãî co-k-ïëåêñà ãðàôó G îáìåæåííÿ (10) ñë³ä
çàì³íèòè íà òàê³:

j i

i j ix x k x i V

�
� � � � �
� ( )

( )1 .
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Ïåðåâàãîþ ë³í³éíî¿ Áóëåâî¿ çàäà÷³ íàä êâàäðàòè÷íîþ ìîæíà ââàæàòè òå, ùî
äëÿ çàäà÷³ (11)–(13) ëåãêî ï³äðàõîâóâàòè âåðõí³ îö³íêè äëÿ � k G( ) çà äîïîìîãîþ
ðåëàêñàö³¿ îáìåæåííÿ (13). Ó äåÿêèõ âèïàäêàõ, íàïðèêëàä, êîëè � k G( ) áóäå
á³ëüøèì çà n / 3, ö³ îö³íêè çàçâè÷àé ìîæóòü âèÿâèòèñÿ åôåêòèâíèìè îö³íêàìè
çâåðõó äëÿ � k G( ). ßê íàñë³äîê, äëÿ äåÿêèõ ñïåö³àëüíèõ ãðàô³â íà îñíîâ³ ìåòîäó
ã³ëîê òà ãðàíèöü ìîæíà ðåàë³çóâàòè øâèäê³ àëãîðèòìè äëÿ çíàõîäæåííÿ � k G( ).

Çíàõîäæåííÿ âåðõí³õ îö³íîê äëÿ êâàäðàòè÷íî¿ çàäà÷³ (7)–(9) º á³ëüø òðó-
äîì³ñòêèì, í³æ äëÿ ðåëàêñîâàíî¿ çàäà÷³ (11)–(13). Ó òîìó ðàç³, êîëè ÿê òàê³ îö³íêè
âèêîðèñòîâóâàòè Ëàãðàíæåâ³ äâî¿ñò³ îö³íêè [9], òî ¿õíº çíàõîäæåííÿ çà äîïîìî-
ãîþ ìåòîä³â íåäèôåðåíö³éîâàíî¿ îïòèì³çàö³¿ ïîòðåáóâàòèìå á³ëüøå ÷àñó, í³æ
ó âèïàäêó çàäà÷ ë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ. Îäíàê, äëÿ íèçêè ãðàô³â Ëàãðàíæåâ³
äâî¿ñò³ îö³íêè ìîæóòü âèÿâèòèñÿ çíà÷íî òî÷í³øèìè âåðõí³ìè îö³íêàìè, í³æ
ë³í³éí³ îö³íêè. Äî òîãî æ, º ðåçåðâ äëÿ óòî÷íåííÿ Ëàãðàíæåâèõ äâî¿ñòèõ îö³íîê
çàäà÷³ (7)–(9) — öå ââåäåííÿ ôóíêö³îíàëüíî íàäëèøêîâèõ îáìåæåíü [9].

Ë³í³éí³ îáìåæåííÿ (12) ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ ïîáóäîâè ôóíêö³îíàëüíî
íàäëèøêîâèõ îáìåæåíü äëÿ ï³äâèùåííÿ òî÷íîñò³ Ëàãðàíæåâèõ äâî¿ñòèõ îö³íîê
ó áàãàòîåêñòðåìàëüíèõ êâàäðàòè÷íèõ çàäà÷àõ (7)–(9). ßêùî ñêîðèñòàòèñÿ ñõåìîþ,
çàñòîñîâàíîþ Í.Ç. Øîðîì äëÿ çàäà÷³ ïðî ìàêñèìàëüíó íåçàëåæíó ìíîæèíó âåðøèí
ãðàôó [5, ñ. 250], òî ïðè öüîìó äî çàäà÷³ (7)–(9) òðåáà äîäàòè äâà âèäè ôóíê-
ö³îíàëüíî íàäëèøêîâèõ îáìåæåíü. Îáìåæåííÿ ïåðøîãî âèäó îäåðæàíî äîìíîæåí-
íÿì êîæíîãî ë³í³éíîãî îáìåæåííÿ ó (12) íà ò³ çì³íí³ xl , ÿê³ íå âõîäÿòü ó öå îáìå-
æåííÿ, òîáòî äîäàþòüñÿ n n( )�1 íàäëèøêîâèõ îáìåæåíü âèãëÿäó

j i

l j l i i i lx x k x x d x x i l V i l

�

� � � � � � � �
� ( )

( ) ( ) , ,1 1 . (14)

Ôóíêö³îíàëüíî íàäëèøêîâ³ îáìåæåííÿ äðóãîãî òèïó ìîæíà îäåðæàòè
ç ë³í³éíèõ îáìåæåíü (12) äîìíîæåííÿì íà 1 1 2� �x ll , , ,� Òóò óæå ìîæíà âèêî-
ðèñòîâóâàòè i l� , áî âîíè äàþòü íîâ³ êâàäðàòè÷í³ îáìåæåííÿ ó ôîðì³ íåð³âíîñ-

òåé. Ó ðåçóëüòàò³ ìàºìî n2 îáìåæåíü

j i

l j

j i

j l i i i lx x x k x x d x x i l V i

� �

� �� � � � � � �
� �( ) ( )

( ) ( ) , ,1 1 � l. (15)

Çàóâàæèìî, ùî âèêîðèñòàííÿ íàäëèøêîâèõ îáìåæåíü (14), (15) çíà÷íî
çá³ëüøóº ðîçì³ðí³ñòü êâàäðàòè÷íî¿ çàäà÷³. Îäíàê, ÿêùî äî ïîïåðåäíüî¿ çàäà÷³
äîäàâàòè ò³ëüêè íåâåëèêó ê³ëüê³ñòü òèõ íàäëèøêîâèõ îáìåæåíü, ÿê³ óòî÷íþþòü
äâî¿ñòó îö³íêó äëÿ íàñòóïíî¿ çàäà÷³, òîä³ çàãàëüíà ê³ëüê³ñòü îáìåæåíü ó ê³íöåâ³é
êâàäðàòè÷í³é çàäà÷³ áóäå íåâåëèêîþ. Çà òàêîþ ñàìîþ ñõåìîþ ìîæíà çàñòîñîâó-
âàòè ³íø³ âèäè ôóíêö³îíàëüíî íàäëèøêîâèõ îáìåæåíü äëÿ Áóëåâèõ çàäà÷, ðîç-
ãëÿíóòèõ ó ðîáîòàõ [13, 14].

4. ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÈÉ 1-ÏËÅÊÑ ÒÀ ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÀ ÊË²ÊÀ

Îñê³ëüêè äëÿ ãðàôó G 1-ïëåêñ çá³ãàºòüñÿ ç êë³êîþ, ïðèðîäíèì º òå, ùî çíàõîäæåí-
íÿ ìàêñèìàëüíîãî 1-ïëåêñà ãðàôó G ó çàäà÷³ (7)–(9) â³äïîâ³äàº çíàõîäæåííþ ìàêñè-
ìàëüíî¿ êë³êè ãðàôó G. ßêùî k �1, òî ïðàâà ÷àñòèíà íåð³âíîñòåé (8) äîð³âíþº
íóëþ, ³ çàäà÷à (7)–(9) ïåðåõîäèòü ó òàêó êâàäðàòè÷íó îïòèì³çàö³éíó çàäà÷ó:

� �1 ( ) ( ) maxG G xi

i V

� �
�
� (16)

çà îáìåæåíü

j i

i jx x i V

�

� � � �
� ( )

0 , (17)

x x i Vi i
2 0� � � . (18)
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Çàäà÷ó (16)–(18) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê îäíå ç ìîæëèâèõ êâàäðàòè÷íèõ ôîð-
ìóëþâàíü çàäà÷³ ïðî çíàõîäæåííÿ ìàêñèìàëüíî¿ êë³êè ãðàôó G. Çàäà÷³ (16)–(18)
â³äïîâ³äàº ð³âíî n êâàäðàòè÷íèõ îáìåæåíü íåð³âíîñòåé (17).

Á³ëüø â³äîìèì êâàäðàòè÷íèì ôîðìóëþâàííÿì çàäà÷³ äëÿ ìàêñèìàëüíî¿
êë³êè ãðàôó G º êâàäðàòè÷íà îïòèì³çàö³éíà çàäà÷à [9]

�( ) maxG xi

i V

�
�
� (19)

çà îáìåæåíü
x x i j Ei j � � �0 ( , ) , (20)

x x i Vi i
2 0� � � � . (21)

Çàäà÷ó (19)–(21) ìîæíà ³íòåðïðåòóâàòè ÿê î÷åâèäíèé íàñë³äîê çàäà÷³
(16)–(18), îñê³ëüêè âñ³ çì³íí³ x i ni , , ,�1 � , º íåâ³ä’ºìíèìè. Ä³éñíî, çã³äíî ç
êâàäðàòè÷íèìè îáìåæåííÿìè (17) ñóìà íåâ³ä’ºìíèõ äîáóòê³â ïàð çì³ííèõ ïî-
âèííà áóòè íå á³ëüøå íóëÿ, à öå åêâ³âàëåíòíî (çà óìîâè íåâ³ä’ºìíîñò³) ñèñòåì³
êâàäðàòè÷íèõ ð³âíîñòåé, äå êîæåí îêðåìèé äîáóòîê äâîõ çì³ííèõ, ùî âõîäÿòü
â îáìåæåííÿ (17), äîð³âíþº íóëþ. Öå ³ ñòàíîâèòü çì³ñò îáìåæåíü (20).

ßêà ç êâàäðàòè÷íèõ ìîäåëåé º êðàùîþ äëÿ çíàõîäæåííÿ ìàêñèìàëüíî¿
êë³êè ãðàôó G? Ôîðìàëüíîþ ïåðåâàãîþ çàäà÷³ (16)–(18) º òå, ùî âîíà ì³ñòèòü
ìåíøó ê³ëüê³ñòü êâàäðàòè÷íèõ îáìåæåíü, í³æ çàäà÷à (19)–(21). Îäíàê, âîíà ïðî-
ãðàº â òî÷íîñò³ Ëàãðàíæåâ³é äâî¿ñò³é îö³íö³.

Íåõàé � �1

� ( )G — îïòèìàëüíà Ëàãðàíæåâà îö³íêà äëÿ çàäà÷³ (16)–(18),

à � �
� ( )G — îïòèìàëüíà Ëàãðàíæåâà îö³íêà äëÿ çàäà÷³ (19)–(21). Êîæíà ç íèõ

áóäå âåðõíüîþ îö³íêîþ äëÿ �( )G . Âåðõíÿ îö³íêà � �1

� ( )G áóäå çàçâè÷àé ã³ðøîþ

çà îö³íêó � �
� ( )G . Öå ìîæíà ïîÿñíèòè òèì, ùî â çàäà÷³ (19)–(21) º á³ëüøà ñâîáî-

äà ó âèáîð³ ìíîæíèê³â Ëàãðàíæà, ùî â³äïîâ³äàþòü îáìåæåííÿì (20): êîæíîìó ç
ðåáåð êîìïëåìåíòàðíîãî ãðàôó G áóäå â³äïîâ³äàòè ñâ³é ìíîæíèê Ëàãðàíæà.
Äëÿ îáìåæåíü (17) ê³ëüê³ñòü öèõ ìíîæíèê³â Ëàãðàíæà ñòàíîâèòü óñüîãî n, òîáòî
êîæí³é âåðøèí³ ãðàôó G áóäå â³äïîâ³äàòè ñâ³é ìíîæíèê Ëàãðàíæà. Äî òîãî æ,
ñâîáîäà âèáîðó ìíîæíèê³â Ëàãðàíæà äëÿ îáìåæåíü (17) çâóæåíà ùå é òèì, ùî
äëÿ êîæíîãî ç öèõ ìíîæíèê³â ïîòð³áíî âðàõóâàòè éîãî íåâ³ä’ºìí³ñòü. Óðàõóâàí-
íÿ íåâ³ä’ºìíîñò³ îáìåæóº ìîæëèâîñò³ âèáîðó ìíîæíèê³â Ëàãðàíæà â çàäà÷³
(16)–(18) ïîð³âíÿíî ç âèïàäêîì, êîëè îáìåæåííÿ (17) çàì³íþþòü íà

j i

i jx x i V

�

� � � �
� ( )

0

(âîíè âèïëèâàþòü ç îáìåæåíü (20), ÿêùî ¿õ çãðóïóâàòè çà âåðøèíàìè ãðàôó G).
Çàóâàæèìî, ùî êâàäðàòè÷íó çàäà÷ó ç öèìè îáìåæåííÿìè çàì³ñòü îáìåæåíü (17)
ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ ìàêñèìàëüíîãî «ðåãóëÿðíîãî» 1-ïëåêñà
ãðàôó G . Ïðèðîäíî, ùî Ëàãðàíæåâà äâî¿ñòà îö³íêà äëÿ êâàäðàòè÷íî¿ çàäà÷³, ùî
â³äïîâ³äàº ìàêñèìàëüíîìó «ðåãóëÿðíîìó» 1-ïëåêñó ãðàôó G , áóäå â áàãàòüîõ âè-

ïàäêàõ òî÷í³øîþ çà îö³íêó � �1

� ( )G .

Ïðî³ëþñòðóºìî ïîâåä³íêó Ëàãðàíæåâèõ äâî¿ñòèõ îö³íîê � �1

� ( )G òà � �
� ( )G

íà ïðèêëàä³ äâîõ ãðàô³â G1 ³ G2 (ðèñ. 1), ùî ñêëàäàþòüñÿ âñüîãî ç ï’ÿòè âåðøèí.
Òóò ðåáðà ãðàô³â G1 ³ G2 ïîçíà÷åíî ñóö³ëüíîþ ë³í³ºþ, à ðåáðà êîìïëåìåíòàðíèõ
ãðàô³â G1 ³ G2 — ïóíêòèðíîþ. Äëÿ ãðàôó G1 (ðèñ. 1, à) ñèñòåìè îáìåæåíü äëÿ

çàäà÷ (16)–(18) òà (19)–(21) áóäóòü òàêèìè:
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.

Ëàãðàíæåâ³ äâî¿ñò³ îö³íêè

� �1

� ( )G òà � �
� ( )G º îäíàêîâèìè òà

äîð³âíþþòü 5. Âîíè º íåòî÷íèìè
îö³íêàìè çâåðõó, òîìó ùî
�( )G1 2� . Ïðèêëàä äëÿ ãðàôó G1 äåìîíñòðóº, ùî Ëàãðàíæåâ³ äâî¿ñò³ îö³íêè

� �1

� ( )G òà � �
� ( )G ìîæóòü çá³ãàòèñÿ.

Öå òâåðäæåííÿ íå âèêîíóºòüñÿ äëÿ ãðàôó G2 , íàâåäåíîãî íà ðèñ. 1, á, ùî
â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä G1 òèì, ùî ç íüîãî âèëó÷åíî ðåáðî (1, 3). Äëÿ ãðàôó G2 ñèñòå-
ìè îáìåæåíü çàäà÷ (16)–(18) òà (19)–(21) áóäóòü òàêèìè:

x x x x x x

x x x x

x x x x x x

x x
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Öüîãî ðàçó îö³íêè � �1

� ( )G òà � �
� ( )G º ð³çíèìè. Çîêðåìà, îö³íêà � �

� �( ) .G 20

º òî÷íîþ âåðõíüîþ îö³íêîþ äëÿ �( )G2 . Îö³íêà � �1

� �( )G 2.15222 íå º òî÷íîþ ³ ïî-

òðåáóº óòî÷íåííÿ. Îòæå, ïðèêëàä ãðàôó G2 ñâ³ä÷èòü ïðî òå, ùî Ëàãðàíæåâà äâî¿ñòà
îö³íêà äëÿ çàäà÷³ (19)–(21) ìàº ïåðåâàãó íàä â³äïîâ³äíîþ îö³íêîþ çàäà÷³ (16)–(18).

Çàçíà÷èìî, ùî ÿêùî äëÿ ãðàôó G2 îáìåæåííÿ íåð³âíîñò³ çàì³íèòè íà îáìå-
æåííÿ ó ôîðì³ ð³âíîñòåé, ùî â³äïîâ³äàº çíàõîäæåííþ ìàêñèìàëüíîãî «ðåãóëÿð-
íîãî» 1-ïëåêñà ãðàôó G1, òî Ëàãðàíæåâà äâî¿ñòà îö³íêà äîð³âíþâàòèìå äâîì ³
áóäå òî÷íîþ âåðõíüîþ îö³íêîþ äëÿ �( )G1 .

ßêùî ïîòð³áíî çíàéòè á³ëüø òî÷íó Ëàãðàíæåâó äâî¿ñòó îö³íêó äëÿ ìàêñè-
ìàëüíî¿ êë³êè ãðàôó G çà äîïîìîãîþ îäíî¿ ç äâîõ ðîçãëÿíóòèõ êâàäðàòè÷íèõ çà-
äà÷, òî êðàùå êîðèñòóâàòèñÿ êâàäðàòè÷íîþ çàäà÷åþ ó ôîðì³ (19)–(21), í³æ êâàä-
ðàòè÷íîþ çàäà÷åþ ó ôîðì³ (16)–(18), ùî äëÿ 1-ïëåêñà âèïëèâàº ç êâàäðàòè÷íîãî
ôîðìóëþâàííÿ (7)–(9). Àíàëîã³÷íà ñèòóàö³ÿ âèíèêàº ³ äëÿ êâàäðàòè÷íî¿ çàäà÷³ [9],
ïîâ’ÿçàíî¿ ç³ çíàõîäæåííÿì ìàêñèìàëüíî¿ íåçàëåæíî¿ ìíîæèíè âåðøèí ãðàôó.

Îäíàê, ñèòóàö³ÿ ìîæå çì³íèòèñÿ, ÿêùî ìîâà éòèìå íå ïðî çíàõîäæåííÿ îö³íîê

� �1

� ( )G òà � �
� ( )G , à ïðî ¿õíº ïîë³ïøåííÿ çà äîïîìîãîþ äîäàâàííÿ ôóíêö³îíàëüíî

íàäëèøêîâèõ îáìåæåíü. Òîä³ êâàäðàòè÷íà çàäà÷à (16)–(18) ìîæå ìàòè ïåðåâàãè
õî÷à á òîìó, ùî äî íå¿ ìîæíà äîäàòè á³ëüøó ê³ëüê³ñòü ôóíêö³îíàëüíî íàäëèøêîâèõ
îáìåæåíü. Äî òîãî æ, êîëè k 
 2, òî äëÿ çíàõîäæåííÿ ìàêñèìàëüíîãî k-ïëåêñà íà-
âðÿä ÷è ìîæíà çíàéòè àëüòåðíàòèâó êâàäðàòè÷íîìó ôîðìóëþâàííþ (7)–(9). Òîìó
äîñë³äæåííÿ òî÷íîñò³ Ëàãðàíæåâèõ äâî¿ñòèõ îö³íîê äëÿ çàäà÷³ (7)–(9), ùî ï³äñèëå-
íà çà ðàõóíîê äîäàâàííÿ ôóíêö³îíàëüíî íàäëèøêîâèõ êâàäðàòè÷íèõ îáìåæåíü,
ñòàíîâèòü çíà÷íèé ³íòåðåñ. Ó ðåçóëüòàò³ ìîæå âèÿâèòèñÿ, ùî áåçïîñåðåäíº ïåðåíå-
ñåííÿ òàêèõ îö³íîê íà îêðåìèé âèïàäîê k �1 äëÿ íèçêè ãðàô³â ìîæå ïðèçâåñòè äî
äîñèòü õîðîøèõ çà òî÷í³ñòþ âåðõí³õ îö³íîê äëÿ �( )G .
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Ðèñ. 1. Ïðèêëàäè ãðàô³â: G1 (à), G2 (á)

à á



Äëÿ óòî÷íåííÿ âåðõí³õ îö³íîê ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè êâàäðàòè÷í³
íåð³âíîñò³ ç äâîõ ñ³ìåéñòâ ôóíêö³îíàëüíî-íàäëèøêîâèõ êâàäðàòè÷íèõ îáìåæåíü.
Öå ñ³ìåéñòâà êâàäðàòè÷íèõ îáìåæåííü (14) òà (15), îïèñàí³ ó ðîçä. 3. Äëÿ ãðàô³â
G1 òà G2 , íàâåäåíèõ íà ðèñ. 1, íèæ÷å áóäå ïîêàçàíî, ùî çà äîïîìîãîþ
ôóíêö³îíàëüíî-íàäëèøêîâèõ îáìåæåíü ³ç ñ³ìåé (14) ³ (15) Ëàãðàíæåâ³ äâî¿ñò³
îö³íêè ìîæíà çðîáèòè òî÷íèìè âåðõí³ìè îö³íêàìè äëÿ �2 1( )G òà �2 2( )G .

5. ÓÒÎ×ÍÅÍÍß ËÀÃÐÀÍÆÅÂÈÕ ÎÖ²ÍÎÊ ÄËß ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎÃÎ 2-ÏËÅÊÑÀ

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ ìàêñèìàëüíîãî 2-ïëåêñà äëÿ ãðàôó G1 ç ðèñ. 1, a.
¯¿ ôîðìóëþþòü ó âèãëÿä³ òàêî¿ êâàäðàòè÷íî¿ çàäà÷³:

�2 1 1 2 3 4 55
( ) max( )G x x x x x

x R
� � � � �

�
(22)

çà îáìåæåíü
x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x x

1 2 1 5 1

1 2 2 3 2
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,

4
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,
,x x x x x� �
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�
�

�

�
�

(23)

x x ii i
2 0 1 2 3 4 5� � �, , , , , . (24)

Òóò �2 1 3( )G � . Âîäíî÷àñ Ëàãðàíæåâà äâî¿ñòà îö³íêà äëÿ çàäà÷³ (22)–(24)
äîð³âíþº 3.618034. Âîíà º ìåíø òî÷íîþ í³æ ë³í³éíà âåðõíÿ îö³íêà, îòðèìóâàíà
ó ðåçóëüòàò³ ðåëàêñàö³¿ çàäà÷³ Áóëåâîãî ïðîãðàìóâàííÿ (11)–(13), ³ äîð³âíþº
10 3/ � 3.33333. Çàäà÷³ ë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ â³äïîâ³äàþòü òàê³ ë³í³éí³
îáìåæåííÿ: x x x

x x x

x x x

x x x

x x

1 2 5

1 2 3

2 3 4

3 4 5

1 4

2
2
2
2

� � �
� � �
� � �
� � �
� �

,
,
,
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x5 2�



�

�
�

�

�
� ,

(25)

ÿê³ âèïëèâàþòü ç îáìåæåíü (12).
ßê Ëàãðàíæåâà äâî¿ñòà îö³íêà, òàê ³ ë³í³éíà îö³íêà º íåòî÷íèìè âåðõí³ìè

îö³íêàìè. Ïîêðàùèòè Ëàãðàíæåâó äâî¿ñòó îö³íêó, ùî â³äïîâ³äàº çàäà÷³ (22)–(24),
ìîæíà, äîäàþ÷è äî êâàäðàòè÷íî¿ çàäà÷³ (22)–(24) ôóíêö³îíàëüíî-íàäëèøêîâ³ îáìå-
æåííÿ ³ç ñ³ì’¿ (14). ¯õ ïîáóäîâàíî äîìíîæåííÿì ë³í³éíèõ îáìåæåíü (25) íà çì³íí³
x i ni , , ,�1 � . Ïîñë³äîâíå äîäàâàííÿ òàêèõ îáìåæåíü ðîáèòü Ëàãðàíæåâó äâî¿ñòó
îö³íêó á³ëüø òî÷íîþ. Ó ðàç³ ïîñë³äîâíîãî äîäàâàííÿ ôóíêö³îíàëüíî-íàäëèøêîâèõ
êâàäðàòè÷íèõ îáìåæåíü ³ç ñ³ì’¿ (14), íàâåäåíèõ ó òàáë. 1, ñïîñòåð³ãàºòüñÿ ìîíîòîííå
çìåíøåííÿ îö³íêè �� . Ó ðåçóëüòàò³ äîäàâàííÿ ÷îòèðüîõ äîäàòêîâèõ îáìåæåíü âåð-

õíÿ îö³íêà �� ñòàº òî÷í³øîþ çà ë³í³éíó, à â ðåçóëüòàò³ äîäàâàííÿ âñ³õ ï’ÿòè îáìå-

æåíü îö³íêà �� ñòàº òî÷íîþ âåðõíüîþ îö³íêîþ äëÿ �2 1( )G .

Ñõîæà, àëå äåùî ³íøà ñèòóàö³ÿ âèíèêàº ³ ó âèïàäêó çàäà÷³ çíàõîäæåííÿ
ìàêñèìàëüíîãî 2-ïëåêñà äëÿ ãðàôó G2 ç ðèñ. 1, á. ¯¿ ôîðìóëþþòü ó âèãëÿä³ êâàä-
ðàòè÷íî¿ çàäà÷³

�2 2 1 2 3 4 55
( ) max( )G x x x x x

x R
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(26)

çà îáìåæåíü
x x x x x x x
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(27)

x x ii i
2 0 1 2 3 4 5� � �, , , , , , (28)
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ïðè öüîìó ¿é â³äïîâ³äàº �2 2 3( )G � . Ëàãðàíæåâà äâî¿ñòà îö³íêà äëÿ çàäà÷³
(26)–(28) äîð³âíþº 3.37332 ³ º òî÷í³øîþ í³æ ë³í³éíà âåðõíÿ îö³íêà, ùî
äîð³âíþº 3.4. Çàäà÷³ ë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ â³äïîâ³äàþòü òàê³ ë³í³éí³ îáìå-
æåííÿ âèãëÿäó (12):

2 3
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3 4 5

x x x x

x x x

x x x x

x x x

� � � �
� � �
� � � �
� � �

,
,

,
2
21 4 5

,
.x x x� � �



�

�
�

�

�
�

(29)

×åðåç òå, ùî Ëàãðàíæåâà äâî¿ñòà îö³íêà º òî÷í³øîþ çà ë³í³éíó, ìîæå ñêëàñ-

òèñÿ âðàæåííÿ, ùî òî÷íó îö³íêó �� ïðîñò³øå îäåðæàòè çà äîïîìîãîþ äîäàâàí-

íÿ ôóíêö³îíàëüíî-íàäëèøêîâèõ îáìåæåíü (14), òîáòî òèõ, ùî ïîáóäîâàí³ ç
ë³í³éíèõ îáìåæåíü (29) äîìíîæåííÿì íà çì³íí³ x ii , , ,�1 5� . Îäíàê, öå íå òàê,
³ ìàêñèìàëüíà çà òî÷í³ñòþ Ëàãðàíæåâà äâî¿ñòà îö³íêà, ÿêî¿ ìîæíà äîñÿãòè íà
öüîìó øëÿõó, äîð³âíþº 3.02316. Ëèøå ó âèïàäêó äîäàâàííÿ ôóíêö³îíàëüíî-íàä-
ëèøêîâèõ îáìåæåíü ó âèãëÿä³ (15) ìîæíà äîìîãòèñÿ òîãî, ùîá Ëàãðàíæåâà
äâî¿ñòà îö³íêà ñòàëà òî÷íîþ. Íàïðèêëàä, ï³ñëÿ äîäàâàííÿ äî êâàäðàòè÷íî¿ çà-
äà÷³ (26)–(28) ôóíêö³îíàëüíî-íàäëèøêîâîãî îáìåæåííÿ âèãëÿäó (14)

x x x x x x x1 1 1 4 1 5 12 0� � � � ,

îäåðæàíîãî ³ç ï’ÿòîãî îáìåæåííÿ (29) äîìíîæåííÿì íà x1, îö³íêà �� äîñÿãàº

çíà÷åííÿ 3.21576. Ï³ñëÿ äîäàâàííÿ îáìåæåííÿ âèãëÿäó (15)

� � � � � � � �x x x x x x x x x x1 3 1 4 1 5 1 3 4 52 2 ,

îòðèìàíîãî äîìíîæåííÿì ÷åòâåðòîãî îáìåæåííÿ ç (29) íà ( )1 1� x , îö³íêà ��

ñòàº ð³âíîþ 3.01571. À ï³ñëÿ äîäàâàííÿ ùå é îáìåæåíü âèãëÿäó (15)

� � � � � � � � �2 2 4 31 2 2
2

2 3 2 5 1 2 3 5x x x x x x x x x x x ,

îäåðæàíèõ äîìíîæåííÿì ïåðøîãî îáìåæåííÿ ç (29) íà ( )1 2� x , îö³íêà ��

ñòàº òî÷íîþ òà äîð³âíþº 3.0.

6. ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß GLPK ÄËß ÇÍÀÕÎÄÆÅÍÍß ÂÑ²Õ ÐÎÇÂ’ßÇÊ²Â

Çàäà÷à (11)–(13) ìîæå ìàòè ÿê îäèí, òàê ³ áàãàòî ðîçâ’ÿçê³â. Äëÿ òîãî, ùîá çíàé-
òè âñ³ ¿¿ ðîçâ’ÿçêè, ìîæíà ñêîðèñòàòèñü àëãîðèòìîì [8], ÿêèé ïîëÿãàº
ó ïîñë³äîâíîìó äîïîâíåíí³ çàäà÷³ äîäàòêîâèì ë³í³éíèì îáìåæåííÿì, ùî â³äñ³êàº
âæå çíàéäåí³ ðîçâ’ÿçêè. Íåõàé óæå çíàéäåíî m ìàêñèìàëüíèõ k-ïëåêñ³â S j ,
j m�1, ,� . Äîäàìî äî çàäà÷³ (11)–(13) òàêó ñ³ì’þ ë³í³éíèõ îáìåæåíü:

i V S

i k

j

x G j m

�
� � � �

( )

( ) / , , ,� 1 2 1 � . (30)
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Ò à á ë è ö ÿ 1. Ïîêðàùåííÿ âåðõíüî¿ îö³íêè äëÿ çàäà÷³ (22)–(24)

� n Ë³í³éí³ îáìåæåííÿ � xi Êâàäðàòè÷í³ îáìåæåííÿ y �

�1 x x x1 2 5 2� � � � x2 x x x x x1 2 2 5 2� � 3.56878

� 2 x x x1 2 3 2� � � � x3 x x x x x1 3 2 3 3� � 3.52727

� 3 x x x2 3 4 2� � � � x4 x x x x x2 4 3 4 4� � 3.42929

� 4 x x x3 4 5 2� � � � x5 x x x x x3 5 4 5 5� � 3.21298

� 5 x x x1 4 5 2� � � � x1 x x x x x1 4 1 5 1� � 3.00000



ßêùî â çàäà÷³ (11)–(13), (30) çíà÷åííÿ ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿ äîð³âíþº çíà÷åííþ
ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿ ó çàäà÷³ (11)–(13), òî öå îçíà÷àº, ùî çíàéäåíî íîâèé ( )m �1
ìàêñèìàëüíèé k-ïëåêñ, ÿêèé íå çá³ãàºòüñÿ ³ç æîäíèì ³ç m íàÿâíèõ. ßêùî â çàäà÷³
(11)–(13), (30) çíà÷åííÿ ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿ º ìåíøèì çà çíà÷åííÿ ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿
ó çàäà÷³ (11)–(13), òî öå îçíà÷àº, ùî îòðèìàíî äîñòàòíþ óìîâó òîãî, ùî ³íøèõ
ìàêñèìàëüíèõ k-ïëåêñ³â íå ³ñíóº, îêð³ì òèõ m, ÿê³ áóëè çíàéäåí³ ðàí³øå.

Îïèñàíèé àëãîðèòì äëÿ ïîøóêó nsol � ncalls ðîçâ’ÿçê³â ó çàäà÷³ (11)–(13)
ðåàë³çîâàíî ìîâîþ Octave. Çàäà÷³ ë³í³éíîãî Áóëåâîãî ïðîãðàìóâàííÿ (11)–(13)
òà (11)–(13), (30) ðîçâ’ÿçóþòü çà äîïîìîãîþ octave-ôóíêö³¿ glpk [12], ÿêà âèêî-
ðèñòîâóº â³äîìèé ïàêåò GLPK äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ
òà çì³øàíîãî ö³ëî÷èñåëüíîãî ïðîãðàìóâàííÿ. Çàóâàæèìî, ùî çà êîæíèé
ïîñë³äîâíèé çàïóñê ôóíêö³¿ glpk àëãîðèòì àáî çíàõîäèòü ùå îäèí ìàêñèìàëü-
íèé k-ïëåêñ, àáî çàê³í÷óº ñâîþ ðîáîòó, ÿêùî âñ³ nsol k-ïëåêñ³â óæå çíàéäåíî.
ßêùî ê³ëüê³ñòü ðîçâ’ÿçê³â ó çàäà÷³ (11)–(13) º á³ëüøîþ çà ncalls, òî â ðåçóëüòàò³
ðîáîòè àëãîðèòìó îòðèìàºìî ncalls ìàêñèìàëüíèõ k-ïëåêñ³â. Äëÿ òîãî, ùîá ïðî-
äîâæèòè ïîøóê íîâèõ k-ïëåêñ³â, ïîòð³áíî çá³ëüøèòè âåëè÷èíó ncalls.

Àëãîðèòì ïåðåâ³ðåíî íèçêîþ òåñòîâèõ ïðèêëàä³â. Äàí³ äëÿ ãðàôó ç÷èòàíî ç
òåêñòîâîãî ôàéëó â DIMACS-ôîðìàò³. Íèæ÷å íàâåäåíî ðåçóëüòàòè îá÷èñëþ-
âàëüíèõ åêñïåðèìåíò³â äëÿ ïîøóêó âñ³õ ìàêñèìàëüíèõ k-ïëåêñ³â äëÿ ãðàôó
“1zc.128” (128 âåðøèí, 2240 ðåáåð) äëÿ ð³çíèõ çíà÷åíü k �1 2 8, , ,� (òàáë. 2) òà
äëÿ ïîøóêó âñ³õ ìàêñèìàëüíèõ êë³ê ó ÷îòèðüîõ ãðàôàõ òèïó “1zc” ç 128, 256,
512, 1024 âåðøèíàìè (òàáë. 3). Ê³ëüêîñò³ âåðøèí òà ðåáåð äëÿ ãðàô³â “1zc.256”,
“1zc.512” òà “1zc.1024” íàâåäåíî â ïåðøîìó ñòîâï÷èêó òàáë. 2. Ìàêñèìàëüíèé
çà ðîçì³ðàìè ãðàô “lzc.1024” ì³ñòèòü 1024 âåðøèíè òà 33280 ðåáåð. Îá÷èñëþ-
âàëüí³ åêñïåðèìåíòè çä³éñíåíî íà êîìï’þòåð³ ç ïðîöåñîðîì Intel Core i5-9400f
(÷àñòîòà 2.9 ÃÃö, îïåðàòèâíà ïàì’ÿòü 16 Ãá).
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Ò à á ë è ö ÿ 2. Âèòðàòè ÷àñó (â ñåêóíäàõ) íà ïîøóê nsol ìàêñèìàëüíèõ k-ïëåê-
ñ³â ó ãðàô³ “1zc.128”: k �1 2 8, , ,� , ncalls �1001

k � k nsol t min t max tavr k � k nsol t min t max tavr

1 8 2 1.09 1.11 1.10 5 11 630 5.93 49.04 14.25

2 8 2 2.61 2.71 2.66 6 13 56 4.68 17.80 7.85

3 8 2 10.32 11.39 10.84 7 15 196 2.74 9.73 4.66

4 10 728 2.92 16.08 7.14 8 15 � 1000 19.99 218.16 58.61

Ò à á ë è ö ÿ 3. Âèòðàòè ÷àñó (â ñåêóíäàõ) íà ïîøóê ìàêñèìàëüíèõ êë³ê ó ãðà-
ôàõ òèïó “1zc” ç 128, 256, 512, 1024 âåðøèíàìè: ncalls � 3

n,
| |E

Çíàéäåí³ ìàêñèìàëüí³ êë³êè tavr

128,

2240

{64, 96, 112, 120, 124, 126, 127, 128}

{1, 2, 3, 5, 9, 17, 33, 65}
1.10

256,

5632

{1, 2, 3, 5, 9, 17, 33, 65, 129}

{128, 192, 224, 240, 248, 252, 254, 255, 256}
13.43

512,

13824

{1, 2, 3, 5, 9, 17, 33, 65, 129, 257}

{256, 384, 448, 480, 496, 504, 508, 510, 511, 512}
234.92

1024,

33280

{1, 2, 3, 5, 9, 17, 33, 65, 129, 257, 513}

{512, 768, 896, 960, 992, 1008, 1016, 1020, 1022, 1023, 1024}
3808.30



Ó òàáë. 2 íàâåäåíî ê³ëüêîñò³ çíàéäåíèõ ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷³ (11)–(13) (ñòîâï÷èê
nsol ); íàéìåíøi (ñòîâï÷èê tmin ) òà íàéá³ëüøi (ñòîâï÷èê tmax) çíà÷åííÿ ÷àñó, âèò-
ðà÷åíîãî íà ðîçâ’ÿçàííÿ îäí³º¿ ³ç çàäà÷ (11)–(13), (11)–(13), (35). Ñåðåäí³é ÷àñ
(ñòîâï÷èê tavr ) âèçíà÷åíî ÿê ñóìàðíèé ÷àñ, âèòðà÷åíèé ïðîãðàìîþ glpk íà ðîç-

â’ÿçàííÿ çàäà÷ (11)–(13), (11)–(13), (35), ïîä³ëåíèé íà âåëè÷èíó (nsol �1).
Ó òàáë. 3 íàâåäåíî ïî äâ³ çíàéäåí³ ìàêñèìàëüí³ êë³êè äëÿ ÷îòèðüîõ ãðàô³â

òèïó “1zc”. Îñê³ëüêè ê³ëüê³ñòü çíàéäåíèõ êë³ê ìåíøà çà ncalls � 3, òî öå ãàðàí-
òóº, ùî ³íøèõ ìàêñèìàëüíèõ êë³ê íåìàº.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ïîáóäîâàíî êâàäðàòè÷íå ôîðìóëþâàííÿ îïòèì³çàö³éíî¿ çàäà÷³ (7)–(9) äëÿ
çíàõîäæåííÿ ìàêñèìàëüíîãî k-ïëåêñà ó íåîð³ºíòîâàíîìó ãðàô³. Ïîêàçàíî, ùî
¿¿ ìîæíà îòðèìàòè ç â³äîìî¿ ë³í³éíî¿ ìîäåë³ ó ôîðì³ çàäà÷³ ë³í³éíîãî Áóëåâî-
ãî ïðîãðàìóâàííÿ (11)–(13), äîìíîæóþ÷è îáìåæåííÿ íà íåâ³ä’ºìí³ çì³íí³ äëÿ
êîæíî¿ âåðøèíè ãðàôó. Ñïîð³äíåí³ñòü ïîíÿòü k-ïëåêñà òà êë³êè äàº ï³äñòàâè
ðåêîìåíäóâàòè äëÿ ¿¿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàïðîïîíîâàíèé Í.Ç. Øîðîì ï³äõ³ä, ïîâ’ÿ-
çàíèé ç Ëàãðàíæåâèìè îö³íêàìè òà âèêîðèñòàííÿì íàäëèøêîâèõ îáìåæåíü.
Öåé ï³äõ³ä çàáåçïå÷èâ íèçêó âàæëèâèõ òåîðåòè÷íèõ ðåçóëüòàò³â äëÿ çàäà÷³
ïðî ìàêñèìàëüíó íåçàëåæíó ìíîæèíó âåðøèí ãðàôó [9, 10].

²ç ïðèêëàä³â êâàäðàòè÷íèõ çàäà÷ (22)–(24) òà (26)–(28) äëÿ çíàõîäæåííÿ
ìàêñèìàëüíèõ 2-ïëåêñ³â ãðàô³â G1 òà G2 âèäíî, ùî ôóíêö³îíàëüíî-íàäëèøêîâ³
îáìåæåííÿ âèäó (14) òà (15) â³ä³ãðàþòü çíà÷íó ðîëü ó ïîë³ïøåíí³ òî÷íîñò³ Ëàã-

ðàíæåâèõ äâî¿ñòèõ îö³íîê. Çà ¿õíüîþ äîïîìîãîþ Ëàãðàíæåâó äâî¿ñòó îö³íêó ��

ìîæíà çðîáèòè òî÷íîþ äëÿ �2 1( )G òà �2 2( )G . Îäíàê, öå íå îçíà÷àº, ùî äëÿ
áóäü-ÿêî¿ êâàäðàòè÷íî¿ çàäà÷³ (7)–(9) çà äîïîìîãîþ îáìåæåíü âèäó (14) òà (15)
ìîæíà äîìîãòèñÿ òîãî, ùîá Ëàãðàíæåâà äâî¿ñòà îö³íêà áóëà òî÷íîþ. Äëÿ ï³äâè-
ùåííÿ òî÷íîñò³ Ëàãðàíæåâèõ äâî¿ñòèõ îö³íîê ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè é ³íø³
ñïîñîáè ïîáóäîâè ôóíêö³îíàëüíî-íàäëèøêîâèõ îáìåæåíü [9, 10].

Ðîçðîáëåíî àëãîðèòì ïîøóêó âñ³õ ìàêñèìàëüíèõ k-ïëåêñ³â äëÿ íåîð³ºíòî-
âàíîãî ãðàôó. Â îñíîâó àëãîðèòìó ïîêëàäåíî ïîñë³äîâíå äîäàâàííÿ äî çàäà÷³
ë³í³éíîãî Áóëåâîãî ïðîãðàìóâàííÿ äîäàòêîâîãî îáìåæåííÿ, ÿêå â³äñ³êàº âæå
çíàéäåí³ ìàêñèìàëüí³ k-ïëåêñè. Àëãîðèòì ðåàë³çîâàíî ìîâîþ Octave çà äîïîìî-
ãîþ ïðîãðàìíîãî ïàêåòà GLPK. Íàâåäåíî ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü äëÿ ïîøóêó
âñ³õ ìàêñèìàëüíèõ k-ïëåêñ³â äëÿ k �1 2 8, , ,� äëÿ ãðàôó “1zc.128” òà âñ³õ ìàêñè-
ìàëüíèõ êë³ê äëÿ ãðàô³â òèïó “lzc” ç 128, 256, 512, 1024 âåðøèíàìè.

ÑÏÈÑÎÊ Ë²ÒÅÐÀÒÓÐÈ

1. Seidman S.B., Foster B.L. A graph theoretic generalization of the clique concept. J. of Math.

Sociology. 1978. Vol. 6. P. 139–154.

2. Balansundaram B., Butenko S., Hicks I.V. Clique relaxations in social network analysis:
The maximum k-plex problem. Operations Research. 2011. Vol. 59, N 1. P. 133–142.

3. Guo J., Komusiewicz C., Niedermeier R., Uhlmann J. A more relaxed model for graph-based
data clustering: s-plex cluster editing. SIAM J. Discrete Math. 2010. Vol. 24, N 4.
P. 1662–1683.

4. McClosky B., Hicks I.V. Combinatorial algorithms for the maximum k-plex problem. J. of

Combinatorial Optimization. 2012. Vol. 23, N 1. P. 29–49.

5. Pattillo J., Veremyev A., Butenko S., Boginski V. On the maximum quasi-clique problem.
Discrete Applied Mathematics. 2013. Vol. 161, N 1–2. P. 244–257.

6. Ñòåöþê Ï.²., Áàðäàäèì Ò.Î., Ëÿøêî Â.². Êâàäðàòè÷íà çàäà÷à äëÿ ìàêñèìàëü k-ïëåêñà
â íåîð³ºíòîâàíîìó ãðàô³. Æóðíàë îá÷èñëþâàëüíî¿ òà ïðèêëàäíî¿ ìàòåìàòèêè. 2017.
¹ 1 (124). C. 80–87.

ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2022, òîì 58, ¹ 4 57



7. Ñòåöþê Ï.²., Ëÿøêî Â.²., Áàðäàäèì Ò.Î. Âëàñòèâîñò³ êâàäðàòè÷íî¿ çàäà÷³ ïðî ìàêñèìàëü-
íèé k-ïëåêñ ó íåîð³ºíòîâàíîìó ãðàô³. Íàóêîâ³ çàïèñêè ÍàÓÊÌÀ. Êîìï’þòåðí³ íàóêè.

2017. Ò. 198, ¹ 1(124). C. 80–87.

8. Ñòåöþê Ï.²., Õîì’ÿê Î.Ì. Çàñòîñóâàííÿ ïàêåòó GLPK äëÿ çíàõîäæåííÿ âñ³õ ðîçâ’ÿçê³â
çàäà÷³ ïðî k-ïëåêñ. Ìàòåð³àëè XXI²² Ì³æíàðîäíîãî íàóêîâî-ïðàêòè÷íîãî ñåì³íàðó ³ìåí³

À.ß. Ïåòðåíþêà «Êîìá³íàòîðí³ êîíô³ãóðàö³¿ òà ¿õí³ çàñòîñóâàííÿ», ïðèñâÿ÷åíîãî

70-ð³÷÷þ Ëüîòíî¿ àêàäåì³¿ Íàö³îíàëüíîãî àâ³àö³éíîãî óí³âåðñèòåòó (13–15 òðàâíÿ 2021,
Çàïîð³ææÿ–Êðîïèâíèöüêèé, Óêðà¿íà). Çàïîð³ææÿ–Êðîïèâíèöüêèé, 2021. Êðîïèâíèöü-
êèé: ÏÏ «Åêñêëþçèâ-Ñèñòåì», 2021. Ñ. 174–179.

9. Shor N.Z. Nondifferentiable optimization and polynomial problems. London; Boston;
Dordrecht: Kluwer Academic Publishers, 1998. 394 p.

10. Ñòåöþê Ï.È. Äâîéñòâåííûå îöåíêè â êâàäðàòè÷íûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷àõ. Êèøèíýó:
Ýâðèêà, 2018. 504 ñ.

11. Shor N.Z., Stetsyuk P.I. Dual solution of quadratic-type problems by r-algorithm (subroutine
DSQTPr). Abstracts of the Second International Workshop “Recent Advances in Non-Differentiable

Optimization” (1–4 October, 2001, Kyiv, Ukraine). Kyiv, 2001. P. 36.

12. Eaton J.W., Bateman D., Hauberg S. GNU Octave Manual Version 3. Network Theory Ltd,
2008. 568 p.

13. Ñòåöþê Ï.È. Î ôóíêöèîíàëüíî èçáûòî÷íûõ îãðàíè÷åíèÿõ äëÿ áóëåâûõ îïòèìèçàöèîí-
íûõ çàäà÷ êâàäðàòè÷íîãî òèïà. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç. 2005. Ò. 41, ¹ 6.
C. 168–171.

14. Ñòåöþê Ï.È. Íîâûå ìîäåëè êâàäðàòè÷íîãî òèïà äëÿ çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì âçâåøåííîì
ðàçðåçå ãðàôà. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç. 2006. Ò. 42, ¹ 1. C. 63––75.

P.I. Stetsyuk, Î.M. Khomiak, Ye.A. Blokhin, A.A. Suprun
OPTIMIZATION PROBLEMS FOR THE MAXIMUM k-PLEX

Abstract. A quadratic optimization problem for finding the maximum k-plex in an undirected
graph is constructed. Two families of superfluous quadratic constraints are presented, which
are obtained by means of constraints of the Boolean linear programming problem for the
maximum k-plex. The influence of superfluous constraints on the improvement of the accuracy
of Lagrangian dual bounds for the objective function of the quadratic problem is investigated.
An algorithm for searching all the maximum k-plexes is developed and the results of test
experiments for its implementation using the GLPK software package (GNU Linear
Programming Kit) are presented.

Keywords: maximum k-plex, maximum clique, quadratic optimization problem, Boolean linear
programming problem, superfluous constraint, Lagrangian dual bound.
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