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ÇÁ²ÆÍ²ÑÒÜ ÌÅÒÎÄÓ ÎÏÅÐÀÒÎÐÍÎ¯ ÅÊÑÒÐÀÏÎËßÖ²¯
ÄËß ÂÀÐ²ÀÖ²ÉÍÈÕ ÍÅÐ²ÂÍÎÑÒÅÉ Â ÁÀÍÀÕÎÂÈÕ ÏÐÎÑÒÎÐÀÕ1

Àíîòàö³ÿ. Äîñë³äæåíî íîâ³ ³òåðàö³éí³ àëãîðèòìè äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ âàð³àö³éíèõ íåð³âíîñòåé
â ð³âíîì³ðíî îïóêëèõ Áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ. Ïåðøèé àëãîðèòì — ìîäèô³êàö³ÿ ìåòîäó
«forward-reflected-backward algorithm», ùî âèêîðèñòîâóº óçàãàëüíåíó ïðîºêö³þ Àëüáåðà
çàì³ñòü ìåòðè÷íî¿. Äðóãèé àëãîðèòì º àäàïòèâíèì âàð³àíòîì ïåðøîãî, äå âèêîðèñòî-
âóºòüñÿ ìîíîòîííå ïðàâèëî ïîíîâëåííÿ âåëè÷èíè êðîêó, ùî íå âèìàãàº çíàííÿ Ë³ïøèöå-
âèõ êîíñòàíò òà ë³í³éíîãî ïîøóêó. Äëÿ âàð³àö³éíèõ íåð³âíîñòåé ç ìîíîòîííèìè, Ë³ïøè-
öåâèìè îïåðàòîðàìè, ùî ä³þòü ó 2-ð³âíîì³ðíî îïóêëîìó òà ð³âíîì³ðíî ãëàäêîìó Áàíàõî-
âîìó ïðîñòîð³, äîâåäåíî òåîðåìè ïðî ñëàáêó çá³æí³ñòü ìåòîä³â. Òàêîæ äëÿ ïåðøîãî
àëãîðèòìó äîâåäåíî îö³íêó åôåêòèâíîñò³ â òåðì³íàõ ôóíêö³¿ çàçîðó.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: âàð³àö³éíà íåð³âí³ñòü, ìîíîòîííèé îïåðàòîð, óçàãàëüíåíà ïðîºêö³ÿ
Àëüáåðà, 2-ð³âíîì³ðíî îïóêëèé Áàíàõ³â ïðîñò³ð, ð³âíîì³ðíî ãëàäêèé Áàíàõ³â ïðîñò³ð, ìå-
òîä îïåðàòîðíî¿ åêñòðàïîëÿö³¿, ñëàáêà çá³æí³ñòü, ôóíêö³ÿ çàçîðó.

ÂÑÒÓÏ

Âèêîðèñòîâóþ÷è âàð³àö³éí³ íåð³âíîñò³ òà îïåðàòîðí³ âêëþ÷åííÿ, ìîæíà îòðè-

ìàòè ïðîñòèé òà óí³ô³êîâàíèé çàñ³á ôîðìóëþâàííÿ áàãàòüîõ àêòóàëüíèõ çàäà÷

îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè òà äîñë³äæåííÿ îïåðàö³é [1–6].

Ñòâîðåííÿ òà âèâ÷åííÿ àëãîðèòì³â ðîçâ’ÿçàííÿ âàð³àö³éíèõ íåð³âíîñòåé òà

áëèçüêèõ çàäà÷ (ð³âíîâàæíå ïðîãðàìóâàííÿ) º íàïðÿìêîì ïðèêëàäíî¿ ìàòåìàòè-

êè, ùî àêòèâíî ðîçâèâàºòüñÿ [7–36]. À ç ïî÷àòêîì âèêîðèñòàííÿ ãåíåðóâàëüíèõ

çìàãàëüíèõ íåéðîííèõ ìåðåæ òà ³íøèõ ìîäåëåé çìàãàëüíîãî àáî ðîáàñòíîãî

íàâ÷àííÿ ñò³éêèé ³íòåðåñ äî àëãîðèòì³â ðîçâ’ÿçàííÿ âàð³àö³éíèõ íåð³âíîñòåé

âèíèê ³ ñåðåä ñïåö³àë³ñò³â ó ãàëóç³ ìàøèííîãî íàâ÷àííÿ [8]. Îêðåì³ çàäà÷³

îïóêëî¿ íåäèôåðåíö³éîâíî¿ îïòèì³çàö³¿ ìîæíà åôåêòèâíî ðîçâ’ÿçóâàòè, ÿêùî ¿õ

ïåðåôîðìóëþâàòè ó âèãëÿä³ ñ³äëîâèõ (ì³í³ìàêñíèõ) çàäà÷ ³ çàñòîñóâàòè àëãî-

ðèòìè ðîçâ’ÿçàííÿ âàð³àö³éíèõ íåð³âíîñòåé [9]. Êð³ì òîãî, íåùîäàâíî áóâ çà-

ïðîïîíîâàíèé òàêèé âàð³àíò ïîáóäîâè øâèäêèõ òà àäàïòèâíèõ àëãîðèòì³â äëÿ

çàäà÷ îïóêëîãî ïðîãðàìóâàííÿ, à ñàìå âèêîðèñòàâøè äâî¿ñò³ñòü, ïåðåéòè äî

åêâ³âàëåíòíî¿ îïóêëî-ââ³ãíóòî¿ ñ³äëîâî¿ çàäà÷³ (ãðà Ôåíõåëÿ) òà çàñòîñóâàòè àë-

ãîðèòìè ðîçâ’ÿçàííÿ âàð³àö³éíèõ íåð³âíîñòåé [10].

Íàéïðîñò³øèì ìåòîäîì ðîçâ’ÿçàííÿ âàð³àö³éíèõ íåð³âíîñòåé º àíàëîã ìåòîäó

ïðîºêö³¿ ãðàä³ºíòà, ùî ó âèïàäêó ñ³äëîâî¿ çàäà÷³ â³äîìèé ÿê ìåòîä Åððîó–Ãóðâ³öÿ àáî
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ìåòîä ãðàä³ºíòíîãî ñïóñêó–ï³äéîìó [7]. Àëå öåé ìåòîä ìîæå íå çá³ãàòèñÿ äëÿ

íåð³âíîñòåé ç ìîíîòîííèì îïåðàòîðîì. Íàéâ³äîì³øîþ ìîäèô³êàö³ºþ ìåòîäó

ïðîºêö³¿ ãðàä³ºíòà äëÿ âàð³àö³éíèõ íåð³âíîñòåé º åêñòðàãðàä³ºíòíèé ìåòîä Êîðïåëå-

âè÷ [11], ³òåðàö³ÿ ÿêîãî âèìàãàº äâîõ îá÷èñëåíü çíà÷åííÿ îïåðàòîðà çàäà÷³ òà äâîõ

ìåòðè÷íõ ïðîºêòóâàíü íà äîïóñòèìó ìíîæèíó. Äîñë³äæåííÿ öüîãî àëãîðèòìó îïèñà-

íî â [9, 12–18]. «Îá÷èñëþâàëüíî äåøåâ³» âàð³àíòè åêñòðàãðàä³ºíòíîãî àëãîðèòìó

ç îäíèì ìåòðè÷íèì ïðîºêòóâàííÿì íà äîïóñòèìó ìíîæèíó çàïðîïîíîâàíî â [12–14].

Âàð³àíòè, ó òîìó ÷èñë³ àäàïòèâí³, åêñòðàãðàä³ºíòíîãî ìåòîäó Êîðïåëåâè÷ ç ïðîºêòó-

âàííÿì, ùî ðîçóì³ºòüñÿ ó ñåíñ³ äèâåðãåíö³¿ Áðåãìàíà, äîñë³äæåíî â [9, 16–18].

Ó [19] Ïîïîâ çàïðîïîíóâàâ â³äì³ííó â³ä àëãîðèòìó Êîðïåëåâè÷ ìî-

äèô³êàö³þ ìåòîäó ãðàä³ºíòíîãî ñïóñêó–ï³äéîìó äëÿ ïîøóêó ñ³äëîâèõ òî÷îê

îïóêëî-ââ³ãíóòèõ ôóíêö³é. ²òåðàö³ÿ öüîãî àëãîðèòìó äåøåâøà çà ³òåðàö³þ

åêñòðàãðàä³ºíòíîãî àëãîðèòìó çà ê³ëüê³ñòþ îá÷èñëåíü çíà÷åíü îïåðàòîðà: îäíå

ïðîòè äâîõ. Àëãîðèòì Ïîïîâà äëÿ âàð³àö³éíèõ íåð³âíîñòåé ñòàâ â³äîìèì ñåðåä

ñïåö³àë³ñò³â ç ìàøèííîãî íàâ÷àííÿ ï³ä íàçâîþ «Extrapolation from the Past» [8].

Ïðèíöèïîâ³ ðåçóëüòàòè, îòðèìàí³ çà âèêîðèñòàííÿ öüîãî àëãîðèòìó, íàâåäåíî

â [20–26]. Çîêðåìà, éîãî àäàïòèâí³ ìîäèô³êàö³¿ çàïðîïîíîâàíî â [25, 26].

Ïîäàëüøèé ðîçâèòîê öèõ ³äåé òà ñïðîáè çìåíøèòè ñêëàäí³ñòü âèêîíàííÿ ³òå-

ðàö³¿ ç³ çáåðåæåííÿì õàðàêòåðà çá³æíîñò³ ñïðè÷èíèëè ïîÿâó íîâîãî «forward-

reflected-backward algorithm» äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ îïåðàòîðíèõ âêëþ÷åíü ç ñóìîþ ìàê-

ñèìàëüíîãî ìîíîòîííîãî òà Ë³ïøèöåâîãî ìîíîòîííîãî îïåðàòîð³â [27].

Àíàëîã³÷íó ñõåìó, ùî â³äîìà ï³ä íàçâîþ «optimistic gradient descent ascent», çà-

ïðîïîíóâàëè àâòîðè [8].

Ó ö³é ðîáîò³ ðîçãëÿäàþòüñÿ âàð³àö³éí³ íåð³âíîñò³ ó Áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ,

ùî âèíèêàþòü òà ³íòåíñèâíî âèâ÷àþòüñÿ â ìàòåìàòè÷í³é ô³çèö³ òà òåîð³¿ îáåð-

íåíèõ çàäà÷ [2, 3, 28]. Îñòàíí³ì ÷àñîì îòðèìàíî áàãàòî åôåêòèâíèõ ðåçóëüòàò³â

äëÿ àëãîðèòì³â ðîçâ’ÿçàííÿ âàð³àö³éíèõ çàäà÷ ó Áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ [28–36].

Çäåá³ëüøîãî öå ìîæíà ïîÿñíèòè çàëó÷åííÿì ñó÷àñíèõ ðåçóëüòàò³â òà êîí-

ñòðóêö³é ãåîìåòð³¿ Áàíàõîâèõ ïðîñòîð³â [28, 29, 37–39]. Ïîòð³áíó ³íôîðìàö³þ

íà öþ òåìó â çðó÷íîìó äëÿ çàñòîñóâàííÿ âèãëÿä³ íàâåäåíî â [28]. Àíàëîãè àëãî-

ðèòì³â Êîðïåëåâè÷, Tseng’à òà Ïîïîâà äëÿ çàäà÷ ó ð³âíîì³ðíî îïóêëèõ Áàíàõî-

âèõ ïðîñòîðàõ âèâ÷àëèñü ó [33–35]. Ó [36] çàïðîïîíîâàíî àäàïòèâíèé âàð³àíò

«forward-reflected-backward algorithm» äëÿ âàð³àö³éíèõ íåð³âíîñòåé

ó 2-ð³âíîì³ðíî îïóêëîìó òà ð³âíîì³ðíî ãëàäêîìó Áàíàõîâîìó ïðîñòîð³. Çá³æí³ñòü

öüîãî àëãîðèòìó çà äîïîìîãîþ ëÿïóíîâñüêîãî àíàë³çó äîâîäèòüñÿ äàë³.

Öÿ ñòàòòÿ º ïðîäîâæåííÿì öèêëó ðîá³ò [18, 25, 35, 36]. Çàïðîïîíîâàíî òà

äîñë³äæåíî íîâ³ ³òåðàö³éí³ àëãîðèòìè äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ âàð³àö³éíèõ íåð³âíîñòåé

ç ìîíîòîííèìè, Ë³ïøèöåâèìè îïåðàòîðàìè, ùî ä³þòü ó 2-ð³âíîì³ðíî îïóêëèõ

òà ð³âíîì³ðíî ãëàäêèõ Áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ. Ïåðøèé àëãîðèòì — ìîäèô³êàö³ÿ

ìåòîäó «forward-reflected-backward algorithm» [27], ùî âèêîðèñòîâóº óçàãàëüíå-

íó ïðîºêö³þ Àëüáåðà çàì³ñòü ìåòðè÷íî¿. Îñíîâí³ ðåçóëüòàòè: îòðèìàíî îö³íêó

åôåêòèâíîñò³ â òåðì³íàõ ôóíêö³¿ çàçîðó òà äîâåäåíî òåîðåìó ïðî ñëàáêó

çá³æí³ñòü ìåòîäó. Òàêîæ âñòàíîâëåíî ñëàáêó çá³æí³ñòü àäàïòèâíîãî âàð³àíòó

ìåòîäó, äå âèêîðèñòîâóºòüñÿ ïðàâèëî ïîíîâëåííÿ âåëè÷èíè êðîêó, ùî íå

âèìàãàº çíàííÿ Ë³ïøèöåâèõ êîíñòàíò òà ë³í³éíîãî ïîøóêó.

ÄÎÏÎÌ²ÆÍ² Â²ÄÎÌÎÑÒ² ÒÀ ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×²

Ñôîðìóëþºìî ïîñòàíîâêó çàäà÷³ òà íåâåäåìî äåê³ëüêà ïîíÿòü òà ôàêò³â ãåî-

ìåòð³¿ Áàíàõîâèõ ïðîñòîð³â, ùî íåîáõ³äí³ äëÿ ôîðìóëþâàííÿ òà äîâåäåííÿ

ðåçóëüòàò³â [28, 29, 37–39].
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Íåõàé E — ä³éñíèé Áàíàõ³â ïðîñò³ð ç íîðìîþ � , E *— ñïðÿæåíèé äî ïðî-

ñòîðó E ïðîñò³ð ç íîðìîþ � � . Ìîäóëü îïóêëîñò³ ïðîñòîðó E âèçíà÷àºòüñÿ òàê:
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Áàíàõ³â ïðîñò³ð E íàçèâàþòü ð³âíîì³ðíî îïóêëèì, ÿêùî � �E ( ) � 0 äëÿ âñ³õ

��( , ]0 2 . Áàíàõ³â ïðîñò³ð E íàçèâàþòü 2-ð³âíîì³ðíî îïóêëèì, ÿêùî ³ñíóº òàêå

c� 0 , ùî � � �E c( ) � 2 äëÿ âñ³õ ��( , ]0 2 [37]. Çðîçóì³ëî, ùî 2-ð³âíîì³ðíî îïóêëèé

ïðîñò³ð º ð³âíîì³ðíî îïóêëèì. Â³äîìî, ùî ð³âíîì³ðíî îïóêëèé Áàíàõ³â ïðîñò³ð

ðåôëåêñèâíèé [37]. Áàíàõ³â ïðîñò³ð E íàçèâàþòü ãëàäêèì, ÿêùî ãðàíèöÿ

lim
t

x ty x

t�

� �

0

³ñíóº äëÿ âñ³õ x y S z E zE, { : }� � � �1 . Áàíàõ³â ïðîñò³ð E íàçèâàþòü

ð³âíîì³ðíî ãëàäêèì, ÿêùî öÿ ãðàíèöÿ ³ñíóº ð³âíîì³ðíî çà x y S E, � . Â³äîìî,

ùî Ã³ëüáåðòîâ³ ïðîñòîðè òà ïðîñòîðè Lp ( )1 2� �p º 2-ð³âíîì³ðíî îïóêëèìè

òà ð³âíîì³ðíî ãëàäêèìè (ïðîñòîðè Lp ð³âíîì³ðíî ãëàäê³ äëÿ p� �( , )1 ) [37].

Îñíîâíó ³íôîðìàö³þ ïðî ìîíîòîíí³ îïåðàòîðè òà âàð³àö³éí³ íåð³âíîñò³

â Áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ íàâåäåíî â [2, 3, 28]. Ðîçãëÿíåìî ëèøå äâà ìîòèâàö³éíèõ

ïðèêëàäè ìîíîòîííèõ îïåðàòîð³â, ùî ä³þòü ó Áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ [28].

Äëÿ p � 2 âèçíà÷èìî îïåðàòîð A çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè
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ðåðâí³ çà s äëÿ ìàéæå âñ³õ x G� , a x s Mi ( , ) � äëÿ âñ³õ s� ��[ , )0 òà ìàéæå

âñ³õ x G� , çàäàº ìîíîòîííèé îïåðàòîð, ùî ä³º ç ïðîñòîðó Ñîáîëºâà

W G
p0

1
,

( ) â ( ( ))
,

W G
p0

1 � .

Ðîçãëÿíåìî âàð³àö³éíó íåð³âí³ñòü:

çíàéòè x C� : Ax y x y C, � � 
 �0 , (1)

äå C — íåïîðîæíÿ ï³äìíîæèíà 2-ð³âíîì³ðíî îïóêëîãî òà ð³âíîì³ðíî ãëàäêî-

ãî Áàíàõîâîãî ïðîñòîðó E, A — îïåðàòîð, ùî ä³º ç E â E * . Ìíîæèíó ðîç-

â’ÿçê³â (1) ïîçíà÷èìî S .

Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíàí³ òàê³ óìîâè:

�ìíîæèíà C E� îïóêëà òà çàìêíåíà;
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� îïåðàòîð A E E: *� ìîíîòîííèé íà C, òîáòî

Ax Ay x y x y C� � � 
 �, ,0 ,

òà Ë³ïøèöåâ íà C (ç êîíñòàíòîþ L� 0), òîáòî

Ax Ay L x y x y C� � � 
 �
�

, ;

�ìíîæèíà S íåïîðîæíÿ.

Ðîçãëÿíåìî äóàëüíó âàð³àö³éíó íåð³âí³ñòü:

çíàéòè x C� : Ay x y y C, � � 
 �0 . (2)

Ìíîæèíó ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷³ (1) ïîçíà÷èìî S d . Çàóâàæèìî, ùî ìíîæèíà S d

îïóêëà òà çàìêíåíà [2, 3, 28]. Íåð³âí³ñòü (2) íàçèâàþòü ñëàáêèì àáî äóàëüíèì

ôîðìóëþâàííÿì (2) (àáî íåð³âí³ñòþ òèïó Ì³íò³), à ðîçâ’ÿçêè íåð³âíîñò³ (2) —

ñëàáêèìè ðîçâ’ÿçêàìè (1). Äëÿ ìîíîòîííèõ îïåðàòîð³â A çàâæäè ìàºìî S S d� .

Ó íàâåäåíèõ óìîâàõ ìàºìî S Sd � [3].

Áàãàòîçíà÷íèé îïåðàòîð J E E:
*

� 2 , ùî ä³º çà ïðàâèëîì

Jx x E x x x x� � � �
�
�
	



�
�

� � � �

�
: ,

2 2
,

íàçèâàþòü íîðìàë³çîâàíèì äóàëüíèì â³äîáðàæåííÿì [37]. Â³äîìî [28, 37],

ùî â ñèòóàö³¿, ÿêà ðîçãëÿäàºòüñÿ, â³äîáðàæåííÿ J îäíîçíà÷íå, á³ºêòèâíå,

ñòðîãî ìîíîòîííå òà ð³âíîì³ðíî íåïåðåðâíå íà îáìåæåíèõ ï³äìíîæèíàõ E.

Íåõàé E — ãëàäêèé Áàíàõ³â ïðîñò³ð. Ðîçãëÿíåìî ââåäåíèé ß. Àëüáåðîì

[28, 29] ôóíêö³îíàë

�( , ) ,x y x Jy x y� � �
2 2

2 
 �x y E, .

Ç îçíà÷åííÿ � âèïëèâàº êîðèñíà 3-òî÷êîâà òîòîæí³ñòü

� � �( , ) ( , ) ( , ) , , ,x y x z z y Jz Jy x z x y z E� � � � � 
 �2 .

ßêùî ïðîñò³ð E ñòðîãî îïóêëèé, òî äëÿ x y E, � ìàºìî �( , )x y x y� � �0 .

Íåõàé E — ð³âíîì³ðíî îïóêëèé òà ð³âíîì³ðíî ãëàäêèé Áàíàõ³â ïðîñò³ð, ( )xn ,

( )yn — îáìåæåí³ ïîñë³äîâíîñò³ åëåìåíò³â E. Òîä³ ìàº ì³ñöå [29]

x y Jx Jy x yn n n n n n� � � � � � �
�

0 0 0�( , ) . (3)

ßêùî Áàíàõ³â ïðîñò³ð E 2-ð³âíîì³ðíî îïóêëèé òà ãëàäêèé, òî äëÿ äåÿêîãî

� � 1 âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü [38]

�
�

( , ) ,x y x y x y E� � 
 �
1 2

. (4)

Äëÿ Áàíàõîâèõ ïðîñòîð³â � p , Lp òà Wp
m ( )1 2� �p ìàºìî � �

�

1

1p
[39]. Äëÿ

Ã³ëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó íåð³âí³ñòü (4) ïåðåòâîðþºòüñÿ íà òîòîæí³ñòü ç � �1.

Âèêîðèñòàâøè ôóíêö³îíàë �, ìîæíà âèçíà÷èòè íîâèé îïåðàòîð ïðîºêòó-

âàííÿ. Íåõàé K — íåïîðîæíÿ çàìêíåíà òà îïóêëà ï³äìíîæèíà ðåôëåêñèâíî-

ãî, ñòðîãî îïóêëîãî òà ãëàäêîãî ïðîñòîðó E. Â³äîìî [28, 29], ùî äëÿ êîæíîãî

x E� ³ñíóº ºäèíèé åëåìåíò z K� òàêèé, ùî � �( , ) inf ( , )z x y x
y K

�
�

. Öåé åëåìåíò z

ïîçíà÷àþòü  K x, à â³äïîâ³äíèé îïåðàòîð  
K

E K: � íàçèâàþòü óçàãàëüíåíîþ

ïðîºêö³ºþ E íà K (óçàãàëüíåíîþ ïðîºêö³ºþ Àëüáåðà) [28, 29]. ßêùî E —

Ã³ëüáåðò³â ïðîñò³ð, òî  K çá³ãàºòüñÿ ç ìåòðè÷íîþ ïðîºêö³ºþ íà ìíîæèíó K.

Óçàãàëüíåíà ïðîºêö³ÿ Àëüáåðà õàðàêòåðèçóºòüñÿ òàê [29]:

z x z KK� � � òà Jz Jx y z y K� � � 
 �, 0 .
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Îñòàííÿ íåð³âí³ñòü ð³âíîñèëüíà òàê³é [29]:

� � �( , ) ( , ) ( , )y x x x y x y KK K  � � 
 � .

Âàð³àö³éíó íåð³âí³ñòü (1) ìîæíà ñôîðìóëþâàòè ÿê çàäà÷ó ïîøóêó íåðóõî-

ìî¿ òî÷êè [29]:

x J Jx AxC� �� 1 ( )� , (5)

äå �� 	 . Ôîðìóëþâàííÿ (5) êîðèñíå, îñê³ëüêè âåäå äî ³òåðàö³éíî¿ ñõåìè

x J Jx Axn C n n�
�� �1

1 ( )� , (6)

ÿêà âèâ÷àëàñü ó [30] äëÿ îáåðíåíî ñèëüíî ìîíîòîííèõ îïåðàòîð³â A E E: *� .

Àëå äëÿ Ë³ïøèöåâèõ ìîíîòîííèõ îïåðàòîð³â ñõåìà (6) ó çàãàëüíîìó âèïàäêó

íå çá³ãàºòüñÿ.

Îñíîâíèì åëåìåíòîì ðîçãëÿíóòèõ äàë³ àëãîðèòì³â º îá÷èñëåííÿ çà çàäàíè-

ìè òî÷êàìè x E� òà x E� �� íîâî¿ òî÷êè x J Jx xK
� � �� � 1 ( ). Ç êðèòåð³þ

ïðîºêö³¿ Àëüáåðà òà 3-òî÷êîâî¿ òîòîæíîñò³ âèïëèâàº ôóíäàìåíòàëüíà äëÿ

àíàë³çó àëãîðèòì³â íåð³âí³ñòü

� � �( , ) ( , ) ( , ) ,y x y x x x x y x y K� � � �� � � � 
 �2 .

Îäí³ºþ ç îñíîâíèõ òåîðåòè÷íèõ çàäà÷ º îö³íêà ÷èñëà ³òåðàö³é àëãîðèòìó,

ùî íåîáõ³äíå äëÿ îòðèìàííÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó çàäàíî¿ ÿêîñò³. Áóäåìî

îö³íþâàòè ÿê³ñòü íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó x C� âàð³àö³éíî¿ íåð³âíîñò³ (1) çà äî-

ïîãîþ íåâ³ä’ºìíî¿ ôóíêö³¿ çàçîðó (gap function) [8]

gap sup( ) ,x Ay x y
y C

� �
�

. (7)

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ êîðåêòíîñò³ îçíà÷åííÿ ôóíêö³¿ çàçîðó (7) íåîáõ³äíà îáìå-

æåí³ñòü äîïóñòèìî¿ ìíîæèíè C. ßêùî îïåðàòîð A º ìîíîòîííèì òà x C� —

ðîçâ’ÿçîê (1), òî gap( )x � 0. Íàâïàêè, ÿêùî äëÿ x C� ìàºìî gap ( )x � 0, òî x —

ðîçâ’ÿçîê íåð³âíîñò³ (1).

Ðîçãëÿíåìî àëãîðèòìè.

ÀËÃÎÐÈÒÌ ÎÏÅÐÀÒÎÐÍÎ¯ ÅÊÑÒÐÀÏÎËßÖ²¯

Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ âàð³àö³éíî¿ íåð³âíîñò³ (1) ïðîïîíóºìî òàêèé àëãîðèòì.

Àëãîðèòì 1. Îïåðàòîðíà åêñòðàïîëÿö³ÿ.
Îáèðàºìî x y E0 1� � , � n � 0. Ïîêëàäàºìî n �1.

1. Îá÷èñëèòè

m Ax Axn n n n� �� �� 1 1( ) ,

x J Jx Ax mn C n n n n�
�� � �1

1 ( )� .

2. ßêùî x x xn n n� �� �1 1, òî ÑÒÎÏ, ³íàêøå ïîêëàñòè n n:� �1òà ïåðåéòè äî ï.1.

Àëãîðèòì 1 º ìîäèôèêàö³ºþ «forward-reflected-backward algorithm» [27] äëÿ

çàäà÷ ó Áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ, ùî âèêîðèñòîâóº óçàãàëüíåíó ïðîºêö³þ

Àëüáåðà [29] çàì³ñòü ìåòðè÷íî¿. Çá³æí³ñòü «forward-reflected-backward

algorithm» ó Ã³ëüáåðòîâîìó ïðîñòîð³ äîâåäåíà â [27]. Çà îá’ºìîì íåîáõ³äíèõ äëÿ

çä³éñíåííÿ ³òåðàö³éíîãî êðîêó îá÷èñëåíü öåé àëãîðèòì ìàº ïåðåâàãó íàä åêñòðà-

ãðàä³ºíòíèì ìåòîäîì òà ìåòîäîì åêñòðàïîëÿö³¿ ç ìèíóëîãî (ìåòîäîì Ïîïîâà).

Ïðàâèëî çóïèíêè îá´ðóíòîâóºòüñÿ òîòîæí³ñòþ (5), ùî ð³âíîñèëüíà

âàð³àö³éí³é íåð³âíîñò³ (1). Ä³éñíî, ó ðåçóëüòàò³ âèêîíàííÿ x x xn n n� �� �1 1

ìàºìî x J Jx Axn C n n n� �� 1 ( )� , çâ³äêè y Sn � .
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Ó âèïàäêó îáìåæåíîñò³ äîïóñòèìî¿ ìíîæèíè C äîâåäåìî, ùî àëãîðèòìó 1

íåîáõ³äíî çðîáèòè O
LD

�

�

�
�

�

�
� ³òåðàö³é äëÿ îòðèìàííÿ òî÷êè x C� ç gap( )x � �, �� 0,

äå D a ba b C� � ���sup ( , ), � .

Òåîðåìà 1. Íåõàé ( )xn — ïîñë³äîâí³ñòü, ùî ïîðîäæåíà àëãîðèòìîì 1. Ïðè-

ïóñòèìî, ùî �
�

n
L

�
�

�
��

!

"
#0

1

2
, . Òîä³ äëÿ ïîñë³äîâíîñò³ ÷åçàð³âñüêèõ ñåðåäí³õ

z
x

N
n nn

N

nn

N�
��

�

�
�
�

1
11

1

�

�
ìàº ì³ñöå íåð³âí³ñòü

gap( ) sup ( , )z y xN

nn

N
y C

�

�
�

�
�

1

1

1
1

2 �
� .

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ïîñë³äîâíîñò³ ( )xn ìàº ì³ñöå íåð³âí³ñòü

� � � � � � 
 �� � �2 1 1 1� � � �n n n n n n n nAx m y x y x x x y x y Ñ, ( , ) ( , ) ( , ) . (8)

Çàïèøåìî (8) òàê:

� � � �( , ) ( , ) , ,y x y x Ax x y Ax Ax xn n n n n n n n n� � � � �� � � � �1 1 1 12 2 1 � �y

� � � � � � �� � � � � �2 21 1 1 1 1 1� � �n n n n n n n n n nAx Ax x y Ax Ax x x x, , ( , )xn . (9)

Ñóìóþ÷è (9) ïî n â³ä 1 äî N , îòðèìóºìî

� � �( , ) ( , ) ,y x y x Ax x yN n

n

N

n n1 1

1

1 12� � � ��
�

� ��

� � � � � � �� � � � �
�
�2 21 1 1 1 1

1

� �N N N N n n n n n
n

N

Ax Ax x y Ax Ax x x, ( , � ( , ))x xn n�1 . (10)

Ë³ïøèöåâ³ñòü îïåðàòîðà A òà íåð³âí³ñòü (4) äàº

( , ( , ))2 1 1 1

1

1� �n n n n n

n

N

n nAx Ax x x x x� � �
�

�� � � ��

� � � � � �
�

�
��

�

�
�� �

�
� � � ��

n

N

n n n n n n nL x x x x x x

1

1 1 1 1
2

2
1

�
�

� � � � � � � �
�

�
�� � � � � �2

1

2

1

2
1 1 1 1

2
1

2
�

� �
n n n n n n n n nL x x x x x x x x

�

�
�� �

�
�
n

N

1

� � � �� �
1

2

1

2
1

2
1

2

� �
x x x xN N N N .

Âèêîðèñòîâóþ÷è îñòàííþ îö³íêó â (10), îòðèìóºìî

� � �( , ) ( , ) ,y x y x Ax x yN n

n

N

n n1 1

1

1 12� � � ��
�

� ��

� � � � � �� � �
�

� ��2
1

2
21 1 1

2

1

1�
�

�N N N N N N n

n

N

n nAx Ax x y x x Ax x, , 1 � �y

� � � � � �� � �2
1

2
1 1 1

2
�

�
N N N N N NL x x x y x x

� � � �� �
�

��2 1 1

1

1
2

� �n n n

n

N

N NAx x y L x y, .
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Îòðèìóºìî íåð³âí³ñòü

2 1 1

1

1
2

1 1� � � �n n n

n

N

N N NAx x y L x y y x y x� �
�

� �� � � � � 
� , ( , ) ( , ) y C� . (11)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ìîíîòîíí³ñòü îïåðàòîðà A, îòðèìóºìî

� � �n n n

n

N

n n n

n

N

n

Ax x y Ay x y� �
�

�
��

� � � �
�

�

�
�

�

�

�
�� �1 1

1

1

11

, ,
N

NAy z y� � �, 1 , (12)

äå z
x

N
n nn

N

nn

N�
��

�

�
�
�

1
11

1

�

�
. Âðàõîâóþ÷è îö³íêó (12) â (11), îòðèìóºìî íåð³âí³ñòü

2
1

1

1 1
2

�
�

� �n

n

N

N N NAy z y L x y

�
� ��

�

�

�
�

�

�

�
�

� � �
�

�
��

�

�
�� � �, ( y x, )1 
 �y C ,

çâ³äêè âèïëèâàº

gap( ) sup , sup ( , )z Ay z y y xN
y C

N

n

n

N
y C

�
�

�

�

�
� � �

�
1 1

1

1
1

2 �

� ,

ùî ³ ïîòð³áíî áóëî äîâåñòè.�

Íàñë³äîê 1. Íåõàé ( )xn — ïîñë³äîâí³ñòü, ùî ïîðîäæåíà àëãîðèòìîì 1

ç �
�

n
L

�
1

2
. Òîä³ äëÿ ïîñë³äîâíîñò³ ñåðåäí³õ z

N
xN nn

N
� ��
� �1 11

1
ìàº ì³ñöå

îö³íêà

gap sup( ) ( , )z
L

N
y xN

y C
�

�
�1 1

�
� .

Äëÿ àëãîðèòìó åêñòðàïîëÿö³¿ ç ìèíóëîãî àíàëîã³÷íèé ðåçóëüòàò îòðèìàíî â [35].

Äîâåäåìî ñëàáêó çá³æí³ñòü àëãîðèòìó 1. ßê ôóíêö³þ Ëÿïóíîâà îáåðåìî

V z x m x z L x xn n n n n n n� � � � � �� �� �( , ) , ( , )2 1 1 ,

äå z S� .

Ëåìà 1. Äëÿ ïîñë³äîâíîñò³ ( )xn , ùî ïîðîäæåíà àëãîðèòìîì 1, âèêîíóºòüñÿ

íåð³âí³ñòü

� � � � �( , ) , ( , )z x Ax Ax x z L x xn n n n n n n n� � � �� � � � �1 1 1 12

� � � � � �� � � �� � � � �( , ) , ( , )z x Ax Ax x z L x xn n n n n n n n2 1 1 1 1


��
 � � � � 
�n n n nL L x x� ��1 1( , ), (13)

äå z S� .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé z S� . Ìàºìî

� � � �( , ) ( , ) ( , ) ,z x z x x x Ax m z xn n n n n n n n� � �� � � � �1 1 12 . (14)

Ìîíîòîíí³ñòü îïåðàòîðà A äàº

� � �n n n n n n n n n nAx m z x Ax Ax Ax z x� � � � � � �� � � �, ( ),1 1 1 1

� � � � � � �� � � � � �� � �n n n n n n n n n nAx Ax z x Ax Ax z x Ax z1 1 1 1 1 1, , , � ��

�

xn 1

0
� ���� ����

� � � � � � �� � � �� �n n n n n n n nAx Ax z x Ax Ax z x1 1 1 1, ,

� � �� � �� n n n n nAx Ax x x1 1 1, . (15)
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Âèêîðèñòàâøè (15) â (14), îòðèìàºìî

� � �� 
� �( , ) ( , ) , ,z x z x x x Ax Ax z xn n n n n n n n� � � �� � � � �1 1 1 12

� � � � � �� � � � ��� �n n n n n n n n nAx Ax z x Ax Ax x x1 1 1 1 12, , . (16)

Îö³íèìî çâåðõó äîäàíîê 2 1 1 1� n n n n nAx Ax x x� � �� �, ó (16). Ìàºìî

2 21 1 1 1 1 1� �n n n n n n n n n nAx Ax x x Ax Ax x x� � � � � �� � � � � �,
*

� � � � � � � �� � � � � � �2 1 1 1 1 1
2

1 1
2

� � �n n n n n n n n n n nL x x x x L x x L x x

� �� � � ��� � �� �n n n n n nL x x L x x1 1 1 1( , ) ( , ).

Îòðèìóºìî íåð³âí³ñòü

� � � �� �( , ) , ( , )z x Ax Ax x z L x xn n n n n n n n� � � �� � � �1 1 1 12

� � � � �� � � �� � � �� �( , ) , ( , )z x Ax Ax x z L x xn n n n n n n n2 1 1 1 1


��
 �� �� 
 �n n n nL L x x� ��1 1( , ),

ùî é ïîòð³áíî áóëî äîâåñòè.�

Íàãàäàºìî åëåìåíòàðíèé ôàêò ïðî ÷èñëîâ³ ïîñë³äîâíîñò³.

Ëåìà 2. Íåõàé ( )an , ( )bn — äâ³ ïîñë³äîâíîñò³ íåâ³ä’ºìíèõ ÷èñåë, ùî çàäî-

âîëüíÿþòü íåð³âí³ñòü a a bn n n� � �1 äëÿ âñ³õ n N� . Òîä³ ³ñíóº ãðàíèöÿ lim
n

na
��³ bnn

� ��� .

Òåîðåìà 2. Íåõàé C — íåïîðîæíÿ îïóêëà òà çàìêíåíà ï³äìíîæèíà

2-ð³âíîì³ðíî îïóêëîãî òà ð³âíîì³ðíî ãëàäêîãî Áàíàõîâîãî ïðîñòîðó E,

A E E: *� — ìîíîòîííèé òà Ë³ïøèöåâ íà ìíîæèí³ C îïåðàòîð, S $%. Ïðèïóñ-

òèìî, ùî íîðìàë³çîâàíå äóàëüíå â³äîáðàæåííÿ J ñåêâåíö³éíî ñëàáêî íåïåðåð-

âíå òà ïîñë³äîâí³ñòü ( )� n òàêà, ùî 0
1

2
� � �inf n n n n

L
� �

�
sup . Òîä³

ïîñë³äîâí³ñòü ( )xn , ùî ïîðîäæåíà àëãîðèòìîì 1, ñëàáêî çá³ãàºòüñÿ äî äåÿêî¿

òî÷êè z S� .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé & �z S . Îáèðàºìî òàêå �� 0, ùî1 1� � ���� �� �n nL L äëÿ

âñ³õ n N� . Ç íåð³âíîñò³ (13) âèïëèâàº

V V x xn n n n� �� �1 1��( , ),

äå V z x m x z L x xn n n n n n n� & � � & � � �� �� �( , ) , ( , )2 1 1 . Ïîêàæåìî, ùî Ln � 0 äëÿ

âñ³õ n N� . Ìàºìî

V z x Ax Ax x z L x xn n n n n n n n n� & � � � & � �� � � �� � �� �( , ) , ( , )2 1 1 1 1

� � & � � � & � � �� � � � �
1

2
2

1 1 1 1
2

�
� �x z Ax Ax x z L x xn n n n n n n n

� � & � � � & � � �� � � �
1

2
2

1 1 1 1
2

�
� �x z L x x x z L x xn n n n n n n n

� �
�

�
��

�

�
�� � & ��

1
01

2

�
� n nL x z .

Ç ëåìè 2 âèïëèâàº ³ñíóâàííÿ ãðàíèö³

lim
n

n n n n n n n nz x Ax Ax x z L x x
��

� � �& � � � & �( ( , ) , ,� � � � ��2 1 1 1 �1
)

òà

��x xn n

n

�
�

�
� ��� 1

1

, ) .
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Çâ³äñè îòðèìóºìî îáìåæåí³ñòü ïîñë³äîâíîñò³ ( )xn òà lim
n

n nx x
��

� ��( , )1

� � �
��

�lim
n

n nx x1 0 (âðàõóâàëè (3)). Îñê³ëüêè

lim
n

n n n n n n nAx Ax x z L x x
��

� � � �� � & � �( , , )2 01 1 1 1� � � �� 
 ,

ïîñë³äîâíîñò³ ( ( , ))� &z xn çá³ãàþòüñÿ äëÿ âñ³õ & �z S .

Ïîêàæåìî, ùî âñ³ ñëàáê³ ÷àñòêîâ³ ãðàíèö³ ïîñë³äîâíîñò³ ( )xn íàëåæàòü ìíî-

æèí³ S . Ðîçãëÿíåìî ï³äïîñë³äîâí³ñòü ( )xnk
, ùî ñëàáêî çá³ãàºòüñÿ äî äåÿêî¿ òî÷êè

z E� . Çðîçóì³ëî, ùî z C� . Ïîêàæåìî, ùî z S� . Ìàºìî

Jx Jx Ax Ax Ax y x y Cn n n n n n n n� � � �� � � � � � 
 �1 1 1 1 0� � ( ), .

Çâ³äêè, âèêîðèñòîâóþ÷è ìîíîòîíí³ñòü îïåðàòîðà A, âèâîäèìî îö³íêó

Ay y x Ax x x Ax y xn n n n n n, , ,� � � � � �� �1 1

� � � � � � 
 �� �
�

� �
1

1 1
1

1 1
�

�

�n
n n n

n

n
n n nJx Jx y x Ax Ax y x y C, , .

Ç lim
n

n nx x
��

�� �1 0 òà Ëiïøèöåâîñòi îïåðàòîðà A âèïëèâàº lim
x

nAx
��

�

� �� �
Axn 1 0. Çàâäÿêè ð³âíîì³ðí³é íåïåðåðâíîñò³ íà îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ íîð-

ìàë³çîâàíîãî äóàëüíîãî â³äîáðàæåííÿ J îòðèìóºìî lim
n

n nJx Jx
��

� �
� �1 0. Òà-

êèì ÷èíîì,

lim
n

nAy y x
��

� �, 0 
 �y C .

Ç ³íøîãî áîêó,

Ay y z Ay y x Ay y x
k

n
n

nk
, lim , ,� � � � � �

�� ��
lim 0 
 �y C .

Îòæå, z S� .

Ïîêàæåìî, ùî ïîñë³äîâí³ñòü ( )xn ñëàáêî çá³ãàºòüñÿ äî z. Ì³ðêóºìî â³ä ñóï-

ðîòèâíîãî. Íåõàé ³ñíóº ï³äïîñë³äîâí³ñòü ( )xmk
òàêà, ùî x zmk

� & ñëàáêî òà

z z$ &. Çðîçóì³ëî, ùî & �z S . Ìàºìî

2
2 2

Jx z z z x z x z zn n n, ( , ) ( , )� & � & � � � &� � .

Çâ³äêè âèïëèâàº ³ñíóâàííÿ ãðàíèö³ lim
n

nJ x z z
��

� &, . Çàâäÿêè ñåêâåíö³éí³é

ñëàáê³é íåïåðåðâíîñò³ íîðìàë³çîâàíîãî äóàëüíîãî â³äîáðàæåííÿ J îòðèìàºìî

Jz z z J x z z J x z z Jz z z
k

n
k

mk k
, , , ,� & � � & � � & � & � &

�� ��
lim lim ,

òîáòî Jz Jz z z� & � & �, 0. Çâ³äêè âèïëèâàº z z� &.�

Ó âèïàäêó C E� âàð³àö³éíà íåð³âí³ñòü (1) íàáóâàº âèãëÿäó îïåðàòîðíîãî

ð³âíÿííÿ

çíàéòè x E� : Ax � 0. (17)

Äëÿ (17) àëãîðèòì 1 äàº òàêèé ³òåðàö³éíèé ïðîöåñ:

Jx Jx Ax Ax Axn n n n n n n� � �� � � �1 1 1� � ( ), (18)

ÿêèé çá³æíèé ëèøå çà óìîâè ìîíîòîííîñò³ îïåðàòîðà A. Ìåòîä

Jx Jx Axn n n n� � �1 �

ó öüîìó âèïàäêó ìîæå ñëàáêî çá³ãàòèñü ëèøå â åðãîäè÷íîìó ðîçóì³íí³

[9, 29, 30]. À çà îá’ºìîì íåîáõ³äíèõ äëÿ çä³éñíåííÿ ³òåðàö³éíîãî êðîêó îá-

÷èñëåíü ïðîöåñ (18) ìàº ïåðåâàãè íàä åêñòàãðàä³ºíòíèì ìåòîäîì
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Jx Jx Ax

Jx Jx Ax

n
n n n

n n n
n

�

�
�

� �

� �

�

�
'

	
'

1

2

1 1

2

�

�

,

(19)

òà íåÿâíèì ìåòîäîì, ùî âèêîðèñòîâóº ðåçîëüâåíòó (ïðîêñèìàëüíèé àëãîðèòì [32])

x J A Jxn n n�
�� �1

1( )� .

Ñõåìó (18) çà äîïîìîãîþ ïîñë³äîâíîñò³ y J Jx Axn n n n� ��
� �

1
1 1( )� ìîæíà

íàâåñòè ó âèãëÿä³ äâîåòàïíîãî ³òåðàö³éíîãî ïðîöåñó

Jx Jy Axn n n n� � � �� 1 1 ,

Jy Jy Axn n n n� �� �1 1� .

Òîáòî çà â³äñóòíîñò³ îáìåæåíü ( )C E� àëãîðèòì 1 çá³ãàºòüñÿ ç àëãîðèòìîì

åêñòðàïîëÿö³¿ ç ìèíóëîãî [25].

ÀÄÀÏÒÈÂÍÈÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÎÏÅÐÀÒÎÐÍÎ¯ ÅÊÑÒÐÀÏÎËßÖ²¯

Ïàðàìåòðè � n àëãîðèòìó 1 çàäàâàëèñü çã³äíî ç óìîâîþ

0� �inf n n n n� �sup �
1

2��
. Òîáòî âèêîðèñòîâóâàëàñü ³íôîðìàö³ÿ ïðî êîí-

ñòàíòè Ë³ïøèöåâîñò³ îïåðàòîðà A.

Ç óðàõóâàííÿì àëãîðèòìó 1 òà [16, 18, 25, 26] ó [36] ïîáóäóäîâàíî àëãîðèòì

ç àäàïòèâíèì âèáîðîì âåëè÷èíè � n , ùî íå âèìàãàº çíàííÿ Ë³ïøèöåâèõ êîí-

ñòàíò òà ïðîöåäóð òèïó ë³í³éíîãî ïîøóêó. Äàë³ áóäåìî äîâîäèòè çá³æí³ñòü öüî-

ãî àëãîðèòìó çà äîïîìîãîþ ëÿïóíîâñüêîãî àíàë³çó.

Ïðèïóñòèìî, ùî â³äîìà ëèøå êîíñòàíòà � � 1 ç íåð³âíîñò³ (4).

Àëãîðèòì 2. Îïåðàòîðíà åêñòðàïîëÿö³ÿ ç àäàïòèâíèì ðåãóëþâàííÿì.

Îáèðàºìî x x E0 1� � , �
�

�( , )0
1

2
òà ÷èñëî � �1 0 0� � . Ïîêëàäàºìî n �1.

1. Îá÷èñëèòè

m Ax Axn n n n� �� �� 1 1( ),

x J Jx Ax mn C n n n n�
�� � �1

1 ( )� .

2. ßêùî x x xn n n� �� �1 1 , òî ÑÒÎÏ, ³íàêøå ïåðåéòè äî ï. 3.

3. Îá÷èñëèòè

�
� �

�

n
n

n n

n n

n

x x

Ax Ax�

�

� �
�

�

�

�
�
'

	'



�
'

�'

�

�
'

	
'

1

1

1

min ,
, ÿêùî

íàêøå.

Ax Axn n� $1 ,

³

Ïîêëàñòè n n:� �1 òà ïåðåéòè äî ï. 1.

Ïîñë³äîâí³ñòü ( )� n , ùî çàäàºòüñÿ íà òðåòüîìó åòàï³ ³òåðàö³éíîãî êðîêó

â àëãîðèòì³ 2, íåçðîñòàþ÷à òà îáìåæåíà çíèçó ÷èñëîì min �
�

1,
L

�
�
	



�
�

. Îòæå, ³ñíóº

ãðàíèöÿ lim
n

n
��

�� 0.

ßê ôóíêö³þ Ëÿïóíîâà îáåðåìî

W z x m x z L x xn n n n
n

n
n n� � � � �

�� ��
�

�
�( , ) , ( , )2 1

1 ,

äå z S� .
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Ëåìà 3. Äëÿ ïîñë³äîâíîñò³ ( )xn , ùî ïîðîäæåíà àëãîðèòìîì 2, âèêîíóºòüñÿ

íåð³âí³ñòü

W W x xn n
n

n

n

n
n n�

�

�
�� � � �

�

�
��

�

�
��1

1

1
11 ��

�

�
��

�

�
�( , ).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé z S� . ßê ³ â äîâåäåíí³ ëåìè 1, îòðèìóºìî íåð³âí³ñòü

� � � �( , ) ( , ) ( , ) ,z x z x x x Ax Ax z xn n n n n n n n� � � �� � � � � �1 1 1 12

� � � � � �� � � � �2 21 1 1 1 1� �n n n n n n n n nAx Ax z x Ax Ax x x, , . (20)

Âèêîðèñòàâøè ïðàâèëî îá÷èñëåííÿ � n�1, îö³íèìî çâåðõó äîäàíîê

2 1 1 1� n n n n nAx Ax x x� � �� �, ó íåð³âíîñò³ (20). Ìàºìî

2 21 1 1 1 1 1� �n n n n n n n n n nAx Ax x x Ax Ax x x� � � � � � �� � � � � �,

� � � � � � ��
� �

�
�

�2 1
1 1

1
1

2 1�
�

�
�

�

�
�

�

�
n

n
n n n n

n

n
n n

n

n
nx x x x x x x xn� �1

2

� ��
�

�
���

�

�
� ��

�

�
�n

n
n n

n

n
n nx x x x1

1
1

1( , ) ( , ) .

Îòðèìóºìî íåð³âí³ñòü

� � ��
�

�
�( , ) , ( , )z x Ax Ax x z x xn n n n n

n

n
n n� � �

�
�� � � � �1 1 1

1
12

� � � � � �� �
�

�� � ��
�

�
�( , ) , ( , )z x Ax Ax x z x xn n n n n

n

n
n n2 1 1

1
1

� �
�

�
��

�

�
��

�

�
�1 1

1
1��

�

�

 ��

�

�
�n

n

n

n
n nx x( , ),

ùî ³ ïîòð³áíî áóëî äîâåñòè.�

Òåîðåìà 3. Íåõàé C — íåïîðîæíÿ îïóêëà òà çàìêíåíà ï³äìíîæèíà

2-ð³âíîì³ðíî îïóêëîãî òà ð³âíîì³ðíî ãëàäêîãî Áàíàõîâîãî ïðîñòîðó E,

A E E: *� — ìîíîòîííèé òà Ë³ïøèöåâ îïåðàòîð, S $%. Ïðèïóñòèìî, ùî íîð-

ìàë³çîâàíå äóàëüíå â³äîáðàæåííÿ J ñåêâåíö³éíî ñëàáêî íåïåðåðâíå. Òîä³

ïîñë³äîâí³ñòü ( )xn , ùî ïîðîäæåíà àëãîðèòìîì 2, ñëàáêî çá³ãàºòüñÿ äî äåÿêî¿

òî÷êè z S� .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé & �z S . Äëÿ ôóíêö³¿ Ëÿïóíîâà

W z x Ax Ax x z x xn n n n n n
n

n
n n� & � � � & �� �

�
�� � ��

�

�
�( , ) , ( ,2 1 1

1
1 )

ìàº ì³ñöå íåð³âí³ñòü ëåìè 3

W W x xn n
n

n

n

n
n n�

�

�
�� � � �

�

�
��

�

�
��1

1

1
11 ��

�

�
��

�

�
�( , ).

Îñê³ëüêè ³ñíóº ãðàíèöÿ lim
n

n
��

�� 0, òî

1 1 2 0 11

1

� � � � ��

�

��
�

�
��

�

�
��n

n

n

n

( , ) äëÿ n�� .

Ïîêàæåìî, ùî Wn � 0 äëÿ âñ³õ äîñòàòíüî âåëèêèõ n N� . Ìàºìî

W z x Ax Ax x z x xn n n n n n
n

n
n n� & � � � & �� �

�
�� � ��

�

�
�( , ) , ( ,2 1 1

1
1 ) �
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� � & � � � & � � �� � �
�

�
1

2
2

1 1
1

1
2

�
� �

�

�
x z Ax Ax x z x xn n n n n

n

n
n n

� � & � � � & � � ��
�

�
�

1
2

2 1
1

1
1

2

�
�

�

�
�

�

�
x z x x x z x xn

n

n
n n n

n

n
n n

� �
�

�
��

�

�
�� � &�1 1 2

�
�

�

�
n

n
nx z .

Îñê³ëüêè ³ñíóº òàêå n N0 � , ùî
1

01

�
�

�

�
� ��n

n

äëÿ âñ³õ n n� 0 , òî Wn � 0 ïî÷è-

íàþ÷è ç n0 .

Òåïåð ç ëåìè 2 ìîæåìî çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ³ñíóº ãðàíèöÿ

lim
n

n n n n n
n

n
nz x Ax Ax x z x x

��
� �

�& � � � & �� � ��
�

�
�( , ) , ( ,2 1 1

1
n�

�

�
��

�

�
��1 )

òà

1 1

11

1� �
�

�
��

�

�
�� � ���

��

�

�� ��
�

�
��

�

�
�n

n

n

nn

n nx x( , ) .

Çâ³äêè îòðèìóºìî îáìåæåí³ñòü ïîñë³äîâíîñò³ ( )xn òà lim
n

n ny x
��

��( , )
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó ö³é ðîáîò³, ùî º ïðîäîâæåííÿì [18, 25, 35, 36], çàïðîïîíîâàíî òà

äîñë³äæåíî äâà íîâèõ àëãîðèòìè äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ âàð³àö³éíèõ íåð³âíîñòåé

â ð³âíîì³ðíî îïóêëèõ Áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ.

Ïåðøèé àëãîðèòì — ìîäèô³êàö³ÿ ìåòîäó «forward-reflected-backward

algorithm» ç [27], ùî âèêîðèñòîâóº óçàãàëüíåíó ïðîºêö³þ Àëüáåðà [29] çàì³ñòü ìåò-

ðè÷íî¿. Äðóãèé àëãîðèòì º àäàïòèâíèì âàð³àíòîì ïåðøîãî, äå âèêîðèñòîâóºòüñÿ

ïðàâèëî ïîíîâëåííÿ âåëè÷èíè êðîêó, ùî íå âèìàãàº çíàííÿ Ë³ïøèöåâèõ êîíñòàíò

òà ë³í³éíîãî ïîøóêó. Çà îá’ºìîì íåîáõ³äíèõ äëÿ çä³éñíåííÿ ³òåðàö³éíîãî êðîêó îá-

÷èñëåíü íàâåäåí³ àëãîðèòìè ìàþòü ïåðåâàãè íàä åêñòðàãðàä³ºíòíèì ìåòîäîì òà ìå-

òîäîì åêñòðàïîëÿö³¿ ç ìèíóëîãî (ìåòîäîì Ïîïîâà).

Äëÿ âàð³àö³éíèõ íåð³âíîñòåé ç ìîíîòîííèìè, Ë³ïøèöåâèìè îïåðàòîðàìè,

ùî ä³þòü ó 2-ð³âíîì³ðíî îïóêëîìó òà ð³âíîì³ðíî ãëàäêîìó Áàíàõîâîìó ïðî-

ñòîð³, äîâåäåíî òåîðåìè ïðî ñëàáêó çá³æí³ñòü ìåòîä³â òà O( )
1

�
-îö³íêó åôåêòèâ-

íîñò³ â òåðì³íàõ ôóíêö³¿ çàçîðó.

90 ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2022, òîì 58, ¹ 5



Ç îãëÿäó íà ïðîâåäåí³ äîñë³äæåííÿ çàçíà÷èìî äâ³ àêòóàëüí³ ïðîáëåìè:

— óñ³ ðåçóëüòàòè îòðèìàíî äëÿ êëàñó 2-ð³âíîì³ðíî îïóêëèõ ³ ð³âíîì³ðíî

ãëàäêèõ Áàíàõîâèõ ïðîñòîð³â, ÿêèé íå ì³ñòèòü âàæëèâèõ äëÿ çàñòîñóâàíü ïðî-

ñòîð³â Lp ³ W pp
m ( )2� � �� , îòæå, òðåáà ïîçáàâèòèñÿ öüîãî îáìåæåííÿ;

— äëÿ åôåêòèâíîãî çàñòîñóâàííÿ àëãîðèòì³â äëÿ íåë³í³éíèõ çàäà÷ ó Áàíà-

õîâèõ ïðîñòîðàõ ïîòð³áí³ øâèäê³ òà ñò³éê³ àëãîðèòìè îá÷èñëåííÿ óçàãàëüíåíî¿

ïðîºêö³¿ Àëüáåðà äëÿ øèðîêîãî íàáîðó ìíîæèí.

Ö³êàâèì º äîñë³äæåííÿ ïîâåä³íêè àëãîðèòì³â 1 òà 2, êîëè C E� , à ñàìå

àñèìïòîòè÷íî¿ ïîâåä³íêè Axn �
. Çàóâàæèìî, ùî ç óðàõóâàííÿì ðåçóëüòàò³â

[15] äëÿ ìåòîäó (19) îòðèìàíî îö³íêó Ax
n

n �
�

�

�
��

�

�
��O

1
.

Ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîä³â ³ç [16] ðåçóëüòàòè, ïîä³áí³ äî òåîðåì 1 òà 3, ìîæíà

îòðèìàòè äëÿ çàäà÷ ç ïñåâäîìîíîòîííèìè, Ë³ïøèöåâèìè òà ñåêâåíö³éíî ñëàáêî

íåïåðåðâíèìè îïåðàòîðàìè, ùî ä³þòü ó 2-ð³âíîì³ðíî îïóêëèõ òà ð³âíîì³ðíî

ãëàäêèõ Áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ.

Ó íàñòóïí³é ðîáîò³ ïëàíóºòüñÿ ðîçãëÿíóòè õàðàêòåð çá³æíîñò³ àëãîðèòì³â 1

òà 2 äëÿ âàð³àö³éíèõ íåð³âíîñòåé ç (ð³âíîì³ðíî) ìîíîòîííèìè òà Ãüîëüäåðîâèìè

îïåðàòîðàìè.
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V.V. Semenov, S.V. Denisov, G.V. Sandrakov, O.S. Kharkov
CONVERGENCE OF THE OPERATOR EXTRAPOLATION METHOD
FOR VARIATIONAL INEQUALITIES IN BANACH SPACES

Abstract. New iterative algorithms for solving variational inequalities in uniformly convex
Banach spaces are analyzed. The first algorithm is a modification of the forward-
reflected-backward algorithm, which uses the Alber generalized projection instead of the metric
one. The second algorithm is an adaptive version of the first one, where the monotone step
size update rule is used, which does not require knowledge of the Lipschitz constants and
linear search procedure. For variational inequalities with monotone, Lipschitz continuous
operators acting in a 2-uniformly convex and uniformly smooth Banach space, theorems on the
weak convergence of the methods are proved. Also, for the first algorithm, an efficiency
estimate in terms of the gap function is proved.

Keywords: variational inequality, monotone operator, Alber generalized projection, 2-uniformly
convex Banach space, uniformly smooth Banach space, operator extrapolation method, weak
convergence, gap function.
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