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Àíîòàö³ÿ. Ðîçðîáëåíî íîâ³ âèñîêîïðîäóêòèâí³ àíàë³òè÷í³ ìåòîäè ìîäåëþâàííÿ ïîë³â êîí-
öåíòðàö³é äèôóíäîâàíèõ ãàç³â ó âíóòð³øíüî- òà ì³æ÷àñòèíêîâîìó ïðîñòîðàõ ó íå-
îäíîð³äíèõ n-ñêëàäîâèõ íàíîïîðèñòèõ ñåðåäîâèùàõ ç âèêîðèñòàííÿì îïåðàö³éíîãî ìåòîäó
Ãåâ³ñàéäà òà ìàòðèöü âïëèâó Êîø³ äëÿ íåîäíîð³äíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ àäñîðáö³¿ äëÿ ñèñ-
òåì ð³âíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ ç³ çâîðîòíèìè çâ’ÿçêàìè.
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ñåðåäîâèùà.

ÂÑÒÓÏ

Åêñïåðèìåíòàëüíå òà òåîðåòè÷íå âèâ÷åííÿ àäñîðáö³¿ òà äèôóç³¿ ãàç³â ó íàíîïî-
ðèñòèõ ñåðåäîâèùàõ âàæëèâå ó áàãàòüîõ ãàëóçÿõ, òàêèõ ÿê ñåïàðàö³ÿ ãàç³â, ãå-
òåðîãåííèé êàòàë³ç, äåêàðáîí³çàö³ÿ ³ î÷èùåííÿ àòìîñôåðè òîùî. Âïðîâàäæåííÿ
íîâèõ ê³áåðô³çè÷íèõ íàíîïîðèñòèõ ñèñòåì (ÊÔÍÑ) äëÿ êîíòðîëþ ïîãëèíàííÿ
ãàçîâèõ âèêèä³â â àòìîñôåðó äàº çìîãó ïîë³ïøèòè ñòàí íàâêîëèøíüîãî ñåðåäî-
âèùà ³ çìåíøèòè âïëèâ ãëîáàëüíîãî ïîòåïë³ííÿ [1]. ßê³ñòü ìàòåìàòè÷íèõ ìî-
äåëåé àäñîðáö³¿ ç óðàõóâàííÿì íàíîô³çè÷íèõ çâîðîòíèõ âïëèâ³â, ùî îáìåæó-
þòü ê³íåòèêó àäñîðáö³¿ â íàíîïîðàõ, òà âèñîêîïðîäóêòèâíèõ ìåòîä³â ïîáóäîâè
ðîçâ’ÿçê³â ìîäåëåé âèçíà÷àº åôåêòèâí³ñòü òàêèõ ÊÔÍÑ [2]. Ñüîãîäí³ ïðîâî-
äÿòüñÿ ÷èñëåíí³ òåîðåòè÷í³ òà åêñïåðèìåíòàëüí³ äîñë³äæåííÿ àäñîðáö³¿ â íàíî-
ïîðèñòèõ ñåðåäîâèùàõ, çîêðåìà, ùîäî âäîñêîíàëåííÿ ¿õí³õ ìàòåìàòè÷íèõ ìî-
äåëåé ç óðàõóâàííÿì âïëèâó ð³çíèõ îáìåæóâàëüíèõ ôàêòîð³â ê³íåòèêè àä-
ñîðáö³¿ [2–8]. Óíàñë³äîê ñêëàäíîñò³ ïðîöåñ³â òà íåäîñêîíàëîñò³ ï³äõîä³â äî
¿õíüîãî ìîäåëþâàííÿ ö³ äîñë³äæåííÿ á³ëüøîþ ì³ðîþ îáìåæóþòüñÿ ³íòåãðàëü-
íèì ð³âíåì áåç êîìïëåêñíîãî âðàõóâàííÿ ì³êðî- òà ìàêðîâçàºìîä³é, ñïðîùåíè-
ìè åìï³ðè÷íèìè îïèñàìè ìåõàí³çì³â àäñîðáö³éíî¿ ð³âíîâàãè, íåîäíîð³äíîñòåé
ñåðåäîâèù òà ³í. Öå çâóæóº ìîæëèâîñò³ ìîäåëþâàííÿ, íå çàáåçïå÷óº ö³ë³ñíîñò³
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òà ïîâíîòè ðîçóì³ííÿ âíóòð³øíüî¿ ê³íåòèêè íàíîïðîöåñ³â, íå äàº çìîãè äîñòàò-
íüî âðàõîâóâàòè íèçêó âèçíà÷àëüíèõ ôàêòîð³â, çîêðåìà, ïîêîìïîíåíòíî¿
âçàºìîä³¿ ì³êðî- ³ ìàêðîïîòîê³â, ¿õíüîãî âïëèâó íà ñòàíè ð³âíîâàãè òîùî. Íå
³ñíóº íåñóïåðå÷ëèâèõ ìîäåëåé, ÿê³ ïîâíîþ ì³ðîþ âðàõîâóþòü âêàçàí³ ô³çè÷í³
÷èííèêè, à òàêîæ âèñîêîïðîäóêòèâí³ ìåòîäè ¿õíüî¿ ðåàë³çàö³¿.

Ó ïðîäîâæåííÿ äîñë³äæåíü [9–17] ó ö³é ñòàòò³ îá´ðóíòîâàíî ³ ðîçðîáëåíî
âèñîêîïðîäóêòèâí³ ìàòðè÷í³ ìåòîäè ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ àäñîðáö³¿
ãàç³â ó íåîäíîð³äíèõ áàãàòîøàðîâèõ ñåðåäîâèùàõ íà îñíîâ³ óçàãàëüíåíî¿
íåë³í³éíî¿ àäñîðáö³éíî¿ ð³âíîâàãè Ëåí´ìþðà (ÀÐË), ùî äàþòü çìîãó íàé-
ïîâí³øå îïèñóâàòè ôàêòîðè çâîðîòíèõ âçàºìîä³é ³ ìåõàí³çìè àäñîðáö³éíî¿
ð³âíîâàãè íà ïîâåðõí³ íàíîïîð ñåðåäîâèù. Åôåêòèâíèé ï³äõ³ä äî äåêîìïîçèö³¿
íåë³í³éíî¿ ìîäåë³ ðåàë³çóºòüñÿ îá´ðóíòóâàííÿì âèáîðó ìàëîãî ïàðàìåòðà ³ äå-
êîìïîçèö³¿ íåë³í³éíî¿ ÀÐË ó ð³âíîì³ðíî çá³æíèé ðÿä. Âèñîêîïðîäóêòèâí³ ìåòî-
äè îïåðàö³éíîãî ÷èñëåííÿ Ãåâ³ñàéäà òà ìàòðèöü âïëèâó Êîø³ âèêîðèñòîâóþòü
äëÿ ìîäåëþâàííÿ ñêëàäíîãî àäñîðáö³éíîãî ïåðåíåñåííÿ ó ãåòåðîãåííèõ ñåðåäî-
âèùàõ. Öå äàº çìîãó îòðèìóâàòè âåêòîðí³ àíàë³òè÷í³ ðîçâ’ÿçêè äëÿ ë³íåàðèçîâà-
íèõ ìîäåëåé, ùî ï³äâèùóþòü ÿê³ñòü ðîçïàðàëåëåííÿ îá÷èñëåíü òà ìîäåëþâàííÿ
äëÿ àðõ³òåêòóð îá÷èñëþâàëüíèõ ñèñòåì áàãàòîÿäåðíèõ êîìï’þòåð³â.

Àíàë³çóþ÷è ð³çí³ ï³äõîäè äî ìîäåëþâàííÿ ñêëàäíèõ àäñîðáö³éíèõ ïðîöåñ³â
ç âèêîðèñòàííÿì ð³âíÿíü ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè, ìîæíà êëàñèô³êóâàòè òàê³
îñíîâí³ ìàòåìàòè÷í³ ìîäåë³ [1, 5, 7, 11]:

— ìîäåë³ àäñîðáö³¿ íà îñíîâ³ êîíöåïö³¿ ñóö³ëüíîñò³ ïîðèñòîãî ñåðåäîâèùà
(ÑÏÑ);

— äâîð³âíåâ³ á³ïîðèñò³ ìîäåë³ àäñîðáö³¿ â ñåðåäîâèù³ ïîðèñòèõ ÷àñòèíîê
íà áàç³ ì³æìîëåêóëÿðíèõ âçàºìîä³é ì³æ÷àñòèíêîâîãî ³ âíóòð³øíüî÷àñòèíêîâîãî
ïðîñòîð³â;

— äâîð³âíåâ³ ìîäåë³ êîìïåòèòèâíî¿ àäñîðáö³¿ ç óðàõóâàííÿì âçàºìîä³é
ì³æ÷àñòèíêîâîãî ³ âíóòð³øíüî÷àñòèíêîâîãî ïðîñòîð³â;

— ìîäåë³ àäñîðáö³¿, ðîçðîáëåí³ äëÿ âèïàäê³â íåîäíîð³äíèõ òà áàãàòîøàðî-
âèõ íàíîïîðèñòèõ ñåðåäîâèù ð³çíî¿ ñòðóêòóðè òà ðîçì³ð³â.

Ìîäåëü àäñîðáö³¿ ÑÏÑ ´ðóíòóºòüñÿ íà ñèñòåì³ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü áà-
ëàíñó â ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ [2, 6]:
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Ð³âíÿííÿ (1) îïèñóº çàãàëüíèé ìàòåð³àëüíèé áàëàíñ àäñîðáö³¿ òà äèôóç³¿ íà
ìàêðîð³âí³, âèðàç (2) — öå íåë³í³éíå ð³âíÿííÿ ê³íåòèêè àäñîðáö³éíîãî ïåðåíîñó
â íàíîïîðàõ ÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà. Ôàçîâèé ïåðåõ³ä àäñîðáòèâó ³ç ãàçîâîãî ïî-
òîêó â íàíîïîðè ÷àñòèíîê ìàº ð³âíîâàæíèé õàðàêòåð ³ âèçíà÷àºòüñÿ íåë³í³éíîþ
ÀÐË [7, 8] c a a b a aeq full( ) / ( )� � , ùî âñòàíîâëþº çâ’ÿçîê ì³æ ð³âíîâàæíîþ
êîíöåíòðàö³ºþ ceq ç âåëè÷èíîþ àäñîðáö³¿. Òóò c, a — êîíöåíòðàö³¿ àäñîðáòèâó
â ì³æ÷àñòèíêîâîìó ïðîñòîð³ (interparticle space) òà âíóòð³øíüî÷àñòèíêîâîìó
ïðîñòîð³ (intraparticle space), � — êîåô³ö³ºíò ìàñîïåðåíîñó, � — øâèäê³ñòü ðóõó
ãàçîâîãî ïîòîêó, a full — ãðàíè÷íà âåëè÷èíà àäñîðáö³¿, b — êîíñòàíòà ð³âíîâàãè,
Dinter — êîåô³ö³ºíò äèôóç³¿ â ì³æ÷àñòèíêîâîìó ïðîñòîð³. Äâîð³âíåâ³ ìîäåë³ àä-
ñîðáö³¿ õàðàêòåðèçóþòüñÿ îïèñîì àäñîðáö³¿ ó äâîõ ïðîñòîðàõ: ì³æ÷àñòèíêîâîìó
(ìàêðîð³âåíü) òà âíóòð³øíüî÷àñòèíêîâîìó (ì³êðîð³âåíü) íà îñíîâ³ âçàºìîä³é
ìàêðî- ³ ì³êðîïîòîê³â [7].
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Ï³ä ÷àñ ðîçðîáëåííÿ ìîäåë³ êîìïåòèòèâíî¿ äèôóç³¿, ÿêà º ïåâíèì óçàãàëü-
íåííÿì äâîð³âíåâî¿ á³ïîðèñòî¿ ìîäåë³ àäñîðáö³¿, ÿê áàçîâó âèáðàíî ã³ïîòåçó ïðî
íàÿâí³ñòü ó ñèñòåì³ àäñîðáö³éíèõ âçàºìîä³é ç³ çâîðîòíèìè çâ’ÿçêàìè (feedback),
âèçíà÷åíèìè óìîâàìè êîìïåòèòèâíî¿ àäñîðáö³éíî¿ ð³âíîâàãè ì³æ N êîìïîíåí-
òàìè àäñîðáàòó (äâîõ ³ á³ëüøå ãàç³â) òà àêòèâíèìè öåíòðàìè àäñîðáö³¿ (ÀÖÀ) íà
ïîâåðõíÿõ íàíîïîð ÷àñòèíîê. Ðîçðîáëåíî á³ïîðèñòó ìîäåëü íà ´ðóíò³ òàêèõ
ï³äõîä³â òà âèçíà÷àëüíèõ ã³ïîòåç [5, 7, 15]:

— êîìïåòèòèâíà àäñîðáö³ÿ N ãàç³â (N � 2), çóìîâëåíà äèñïåðñ³éíèìè òà
åëåêòðîñòàòè÷íèìè ñèëàìè Äæîíà–Ëåíàðäà, âêëþ÷àº ì³æìîëåêóëÿðíó âçàºìîä³þ
ð³çíèõ êîìïîíåíò³â àäñîðáàòó â ì³æ÷àñòèíêîâîìó ïðîñòîð³ ³ íàíîïîðàõ ñôåðè÷íèõ
÷àñòèíîê ðàä³óñà R, ð³âíîì³ðíî óïàêîâàíèõ ó ðîáî÷³é ä³ëÿíö³ ñåðåäîâèùà;

— êîìïåòèòèâíà àäñîðáö³ÿ â³äáóâàºòüñÿ â ÀÖÀ íà ïîâåðõí³ íàíîïîð, ùî
àäñîðáóþòü ó ð³çíèõ ñï³ââ³äíîøåííÿõ ìîëåêóëè ð³çíîìàí³òíèõ êîìïîíåíò³â àä-
ñîðáàòó. Ï³ä ÷àñ åâîëþö³¿ ñèñòåìè äî ð³âíîâàãè ñïîñòåð³ãàþòüñÿ ãðàä³ºíòè êîí-
öåíòðàö³¿ âñ³ëÿêèõ êîìïîíåíò³â àäñîðáàòó â ìàêðîíàíîïîðàõ, äèíàì³êà ÿêèõ
âèçíà÷àºòüñÿ ê³ëüê³ñíèì ³ ÿê³ñíèì ñêëàäîì ïîòîêó àäñîðáàòó;

— ìàº ì³ñöå âçàºìîâïëèâ åôåêò³â àñèìåòðè÷íîñò³. Ö³ åôåêòè áóëî âèÿâëåíî ³
äîñë³äæåíî äëÿ äâîêîìïîíåíòíî¿ êîìïåòèòèâíî¿ äèôóç³¿ Ì. Ïåòðèêîì, Æ. Ôðåñà-
ðîì òà ². Ñåðã³ºíêîì [11, 12]. Âîíè ïîâ’ÿçàí³ ç äèôóç³ºþ òà àäñîðáö³ºþ â íàíîïîðàõ
÷àñòèíîê äâîõ êîìïîíåíò³â àäñîðáòèâó ç ð³çíèìè âëàñòèâîñòÿìè, íàïðèêëàä i-ãî
êîìïîíåíòà çà íàÿâíîñò³ j-ãî, ³ íàâïàêè, i j� . Çîêðåìà, îäåðæàíî òåîðåòè÷í³ òà åêñ-
ïåðèìåíòàëüí³ ðåçóëüòàòè äîñë³äæåííÿ îêðåìèõ íåñèìåòðè÷íèõ ïîòîê³â êîìïåòè-
òèâíî¿ àäñîðáö³¿ òèïó «áåíçåí çà íàÿâíîñò³ ãåêñàíó», ³ íàâïàêè — «ãåêñàí çà íàÿâ-
íîñò³ áåíçåíó» â ð³âíèõ ïðîïîðö³ÿõ ó íàíîïîðèñòèõ êàòàë³çàòîðàõ [12].

1. Ï²ÄÕ²Ä ÄÎ ÄÅÊÎÌÏÎÇÈÖ²¯ ÍÅË²Í²ÉÍÎ¯ ÑÈÑÒÅÌÈ
ÄËß ÌÎÄÅË² Ê²ÍÅÒÈÊÈ ÃÀÇ²Â

Â îñòàòî÷íîìó âèãëÿä³ ê³íåòèêó êîìïåòèòèâíî¿ àäñîðáö³¿ N ãàç³â (N � 2) ó ñå-
ðåäîâèù³ íàíîïîðèñòèõ ÷àñòèíîê ç óðàõóâàííÿì íåë³í³éíî¿ àäñîðáö³éíî¿ ð³âíî-
âàãè òà âêàçàíèõ ô³çè÷íèõ ã³ïîòåç îïèñóþòü ñèñòåìîþ ð³âíÿíü ó ÷àñòèííèõ
ïîõ³äíèõ [7, 15]:
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Ð³âíÿííÿ (3), (4) îïèñóþòü ìàñîïåðåíîñ ó ì³æ÷àñòèíêîâîìó ïðîñòîð³ òà
ó íàíîïîðàõ ÷àñòèíîê â³äïîâ³äíî. Âçàºìîçâ’ÿçîê ì³æ íèìè âèçíà÷àºòüñÿ êîìïî-
íåíòîì ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ (3) òà ð³âíÿííÿì êîìïåòèòèâíî¿ ÀÐË (5). Äîëó÷èâøè äî
ñèñòåìè (3), (4) ð³âíÿííÿ òåïëîâîãî áàëàíñó ç â³äïîâ³äíèìè óìîâàìè, çàì³íèâøè
ð³âíÿííÿ ð³âíîâàãè (5) óçàãàëüíåíèìè ð³âíÿííÿìè íå³çîòåðì³÷íî¿ ÀÐË
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îòðèìàºìî íå³çîòåðì³÷íó ìîäåëü êîìïåòèòèâíî¿ àäñîðáö³¿. Òóò C c cj j j� �/ ,
Q q qj j j� �/ — ïîòî÷í³ çíà÷åííÿ áåçðîçì³ðíèõ êîíöåíòðàö³é êîìïîíåíò³â àä-
ñîðáòèâó â ì³æ÷àñòèíêîâîìó òà âíóòð³øíüî÷àñòèíêîâîìó ïðîñòîðàõ; c j , q j ,

j N�1, , — ïîòî÷í³ çíà÷åííÿ â³äïîâ³äíèõ ìîëüíèõ êîíöåíòðàö³é; c j� , q j� —

ð³âíîâàæí³ çíà÷åííÿ êîíöåíòðàö³é; N — ê³ëüê³ñòü àäñîðáîâàíèõ êîìïîíåíò³â;

K Kj j�1 /
~

, j N�1, , — êîô³ö³ºíò àäñîðáö³¿ j-ãî êîìïîíåíòà;
~

/K q cj j j
� � � —

êîíñòàíòà àäñîðáö³¿ j-ãî êîìïîíåíòà; Dintra — êîåô³ö³ºíò äèôóç³¿ â íàíîïîðàõ;
einter — êîåô³ö³ºíò âïëèâó âíóòð³øíüî÷àñòèíêîâîãî ïåðåíîñó íà ì³æ÷àñòèíêîâèé;
k j0 — ïîñò³éíà ñêëàäîâà êîåô³ö³ºíòà àäñîðáö³¿ j-ãî êîìïîíåíòà; T — òåìïåðàòó-
ðà ïîòîêó; �H j , Rg — åíåðã³ÿ àêòèâàö³¿ òà óí³âåðñàëüíà ãàçîâà ñòàëà â³äïîâ³äíî.

Ðîçâèíåííÿì íåë³í³éíèõ ïðàâèõ ÷àñòèí (5), ùî ïðåäñòàâëÿþòü âèðàçè êîì-
ïåòèòèâíî¿ ÀÐË äëÿ j-ãî êîìïîíåíòà àäñîðáàòó, â ðÿä Ìàêëîðåíà â îêîë³ òî÷êè

íóëüîâèõ êîíöåíòðàö³é äèôóíäîâàíèõ êîìïîíåíò³â C j , j N�1, , îáìåæóþ÷èñü

äðóãèì ïîðÿäêîì òî÷íîñò³, çâîäèìî óìîâè ð³âíîâàãè (5) äî âèãëÿäó [7, 8]

Q t X Z K C t Z K
K K

K
C t Zj X j j

j

N
j j

j( , , ) ( , ) ( , )� � �
�

�
�1

1 1
2

1 1
2

1

1

1
C t Z j Nj ( , ), , .�1 (7)

Çà ïðèïóùåííÿ, ùî K K Kj j j
N

1 1
1� �

�
max ,{ } , òà âèçíà÷èâøè � � ��K

1
2 1 ÿê

ìàëèé ïàðàìåòð, ðîçâ’ÿçêè íåë³í³éíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ íà îñíîâ³ ñèñòåìè ð³âíÿíü
(3), (5) ç óðàõóâàííÿì (7) ïîáóäóºìî ó âèãëÿä³ àñèìïòîòè÷íèõ ñóì [14, 15]

C t Z C t Z C t Z C t Z

Q t X Z

j j j j

j

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,

( , , )

� � � �

�
0 1 2

2� � �

Q t X Z Q t X Z Q t X Z j Nj j j0 1 2

2 1( , , ) ( , , ) ( , , ) , , .� � � �� � �
(8)

Íà îñíîâ³ (8) âèêîíàíî äåêîìïîçèö³þ íèçêè íåë³í³éíèõ ìîäåëåé àäñîðáö³¿,
ðîçãëÿäóâàíèõ ç óðàõóâàííÿì íàâåäåíî¿ êëàñèô³êàö³¿, òà îòðèìàíî àíàë³òè÷í³
ðîçâ’ÿçêè ë³íåàðèçîâàíèõ ìîäåëåé [10–17, 20].

2. ÍÅË²Í²ÉÍÀ ÌÎÄÅËÜ ÀÄÑÎÐÁÖ²¯ Â ÎÄÍÎÑÊÄÀÄÎÂÎÌÓ ÑÅÐÅÄÎÂÈÙ²

Ðîçâèíóâøè c aeq ( ) ó ðÿä Òåéëîðà òà îáìåæèâøèñü ÷ëåíàìè íå âèùå äðóãîãî
ïîðÿäêó, óìîâó ÀÐË-ð³âíîâàãè ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³

c a a aeq ( ) � �� � 2 , (9)

äå � �1 / ( )ba full — êîíñòàíòà àäñîðáö³¿, ùî îïèñóº ë³í³éíó ñêëàäîâó àä-

ñîðáö³éíî¿ ð³âíîâàãè (çã³äíî ç çàêîíîì ¥åíð³), � � �1 12/ ba
full

— ìàëèé ïàðà-

ìåòð. Ç óðàõóâàííÿì öèõ ïðèïóùåíü òà ôîðìóëè (9) ê³íåòèêó àäñîðáö³¿
â íàï³âîáìåæåíîìó îäíîð³äíîìó ñåðåäîâèù³ ìîæíà îïèñàòè ñèñòåìîþ
ð³âíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ [3, 7]
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t

a

t

c

z
D

c

z
� inter

2

2
, (10)

�

�
� �

a

t
a a� � �( )2 (11)

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

c t z C
t s( , )
�

�
0

, a t z a
t s( , )
�

�
0

(12)

òà êðàéîâèìè óìîâàìè

c t z t
z

( , ) ( )
�

� �
0 0 0� � ,

�

�
�

��

c

z z

0 . (13)
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Ðîçâ’ÿçîê íåë³í³éíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ (3)–(6) øóêàòèìåìî ó âèãëÿä³ àñèìïòî-
òè÷íèõ ñóì [15]

c t z c t z c t z c t z( , ) ( , ) ( , ) ( , )� � � �0 1
2

2� � � ,
(14)

a t z a t z a t z a t z( , ) ( , ) ( , ) ( , )� � � �0 1
2

2� � �

Ó ðåçóëüòàò³ ï³äñòàíîâêè (14) íåë³í³éíà êðàéîâà çàäà÷à (10)–(13) ðîçïàðàëå-
ëþºòüñÿ íà äâà òèïè ë³íåàðèçîâàíèõ çàäà÷: A0 ³ Am .

Çàäà÷à A0 (0-íàáëèæåííÿ ç ïî÷àòêîâèìè òà êðàéîâèìè óìîâàìè âèõ³äíî¿

çàäà÷³): çíàéòè îáìåæåíèé â îáëàñò³ D t z t z� � � �{ }( , ) : , ( , )0 0 ðîçâ’ÿçîê ñèñòå-
ìè ð³âíÿíü
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�
�
�

�
�

�

�
�
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z

0 0 0
2

0
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�

�
� �

a

t
c a0

0 0� �( ) (16)

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

c t z C
t s0 0

( , )
�

� , a t z a
t s0 0

( , )
�

� (17)

òà êðàéîâèìè óìîâàìè
c t z

z0 0 0( , )
�

� � ,
�

�
�

��

C

z z

0 0 . (18)

Çàäà÷à Am , m � �1, (m-íàáëèæåííÿ ç íóëüîâèìè ïî÷àòêîâèìè ³ êðàéîâèìè

óìîâàìè): ïîáóäóâàòè â îáëàñò³ D îáìåæåíèé ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè ð³âíÿíü
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, (19)
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1 . (20)

Çàäà÷³ A0 (15)–(18) ³ Am (19), (20) ðîçâ’ÿçóºìî îïåðàö³éíèì ìåòîäîì Ãåâ³ñàéäà
ç âèêîðèñòàííÿì ³íòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà çà çì³ííîþ t [18, 19]:

L c t z c p z c t z e dtpt[ ( , )] ( , ) ( , )� �� �
�

�
0

, L a t z a p z a t z e dtpt[ ( , )] ( , ) ( , )� �� �
�

�
0

.

Ó çîáðàæåííÿõ çà Ëàïëàñîì îäåðæèìî çàäà÷³ A0
� ³ Am

� .

Çàäà÷à A0
* : ïîáóäóâàòè îáìåæåíèé â îáëàñò³ D z� � � �{ }( , )0 ðîçâ’ÿçîê

ñèñòåìè ð³âíÿíü
d c

dz
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dz
q c p

2
0

2 1
0 2

0

� �
� �� � � �� � ( ) , (21)

a p z
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c p z
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p

s
0
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c
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s s
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0 0

0
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�
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� �( , ) ( , ) .
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Ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ’ÿçê³â êðàéîâî¿ çàäà÷³ (21)–(23) ñêëàäàþòü

ôóíêö³¿ exp ( )
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� p z , äå � ( ) ( )p q p� �

1

4 1
2 2� ,

Re � � 0 . Çàô³êñóâàâøè ã³ëêó Re �( )p � 0 , ïîáóäóºìî ìåòîäîì ôóíêö³é Êîø³ [19]
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� , (24)

äå �
� ( , , )p z � — ôóíêö³ÿ Êîø³, âèçíà÷åíà ó âèãëÿä³

�
� � � �� �

�

	



�

�

 �( , , )

( )
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Âèêîíàâøè ³íòåãðóâàííÿ â (24) ç óðàõóâàííÿì (25), ï³ñëÿ íèçêè ïåðåòâî-

ðåíü ³ çàñòîñóâàííÿ îáåðíåíîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà L�1[ ]� îòðèìàºìî ôîðìóëó

äëÿ ïåðåõîäó äî îðèã³íàëó [18]:
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Îá÷èñëèìî îðèã³íàë âèðàçó e pp z��( ) / :
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Îñîáëèâèìè òî÷êàìè âèðàçó e pp z��( ) / º ïîëþñ ïåðøîãî ïîðÿäêó p � 0, òî÷-
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(Re p � 0) [13, 15]:
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Ïîâåðòàþ÷èñü ó (22), (26) äî îðèã³íàë³â, îòðèìóºìî àíàë³òè÷í³ âèðàçè
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Ôîðìóëè (28), (29) ñêëàäàþòü ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ A0 .
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çà íóëüîâèìè êðàéîâèìè óìîâàìè.
Áåçïîñåðåäíüî ïåðåâ³ðÿºòüñÿ, ùî ðîçâ’ÿçêîì ñèñòåìè ð³âíÿíü (30), (31) º
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Ïîâåðòàþ÷èñü â (32), (33) äî îðèã³íàë³â, îòðèìóºìî âèðàçè
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Óìîâè (43), (44) äàþòü àëãåáðà¿÷íó ñèñòåìó ç ( )2 1n � ð³âíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ
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Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíàíà óìîâà îäíîçíà÷íî¿ ðîçâ’ÿçóâàíîñò³ êðàéîâî¿ çàäà÷³
(42)–(44), òîáòî ùî âèçíà÷íèê àëãåáðà¿÷íî¿ ñèñòåìè (49) º â³äì³ííèì â³ä íóëÿ
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(47) ï³ñëÿ íèçêè ïåðåòâîðåíü, ðîçêðèâøè âèçíà÷íèêè � �A k B kk k
q z q z� ��ch sh( ) ( ) ,
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âåêòîðíîãî ðîçâ’ÿçêó êðàéîâî¿ çàäà÷³ (42)–(44) [19]:

138 ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2022, òîì 58, ¹ 5



C p z
p

q z q zA B

l

l

1 1 1 1
1

1 1

0

1

�

�

� � �� � � �( , )
( )

( ) )) (
�

� �ch ( sh ( � p z p d, , ) ( , )� � �' ��
�1

�

� �

�

�

1

0 0

0

1 12
0

1 1 0

11
1

1 1 1 1 12
11

�

(

(

( )

( , )

( , )

p

q z q l

q z q l V

� �

V

G q z q l V V

V V

12
12

1 21
1

1 1 1 1 22
11

22
12

11
21

12
210 0

�

�

�

� � �( ( , )

� � � � �

� �

� �

0 0

0Gn
�

� � �
� � �1 1

0

1

( , , ) ( , )p z p d

l

l

� � � ,

c p z
p

q z q zk A k B k

l

l

kk k

k

k

�
�

� �� � �

�

�( , )
( )

( ( ) ( ))
1

1
�

� �ch sh �
� �

�
� �( , , ) ( , )

( )
p z p d

p
k� � ��

1

�

�

�

�V V

V V V

V V

12
01

12
02

1

11
11

11
12

12
11

21
11

21

0 0 0 0

0 0 0 0

� �

� �

�

12
22
11

1

11
21

11
22

11
1 1

1

0 0 0

0 0 0

0

�

�

�

�

V G

V V

V Vk

� �

� �

� � � � � �

�
,

1
1 2

12
1

1

21
1 1

21
1 2

1

0 0k k
k k k

k k
k

q l q z

V V G

� �
�

� �
�

�,

, ,

( , )( �

� �
� �

��

�

(

(

22
1

1

11 12
1

0

0 0 0 0

k
k k k

k
k k k

k

q l q z

q l q z V

( , )

( , )

� �

� � �

0 0 0

0 0

21 22
1

11
1

11

� � �

� � � � � �

� �

G q l q z V

V V

k
k

k k k
k

n n

� �( ( , )

, ,2
12 12 1

21
1

21
2

22 220 0 0

� �

� �

�
�

( )

(, ,

� �

� �

n n
n

n
n n n n

n

q

G V V q� � �

�

1)

�

�

�
� �

l

l

k k

k

k

p z p d

1

� �( , , ) ( , )� � �, k n� 2, ,

c p z
p

V V

V V V

n�
�

�

�

�

�

1

12
01

12
02

1

11
11

11
12

12
11

1

0 0 0

( , )
( )�

� �

�

� �

�

�

V

V V V V G

V V V

12
12

21
11

21
12

22
11

22
12

1

11
21

11
22

0 0

0

0 0

�

�

12
21

21
21

21
22

22
21

2

12
1 1

12

0

0 0

0

�

�

� � � � � � �

�

V V V G

V Vn

�

� �

�

� , n

n n
n

n n

n

V V G

V V

V

�

� �
�

�� �

1 2

22
1 1

22
1 2

1

11
1

11
2

21

0

0

0 0

0

,

, ,
�

�

�
2

21
2V Gn

n
*

�

� �� �
�

�
�
�

�

�e p z p d
q z l

n n

l

n n

n

1
1 1

( ) ( , , ) ( , )� �� � � .

ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2022, òîì 58, ¹ 5 139



Ðîçêðèâàþ÷è âèçíà÷íèêè � �A k B kk k
q z q z� ��ch sh( ) ( ), k n� �1 1, , ï³ñëÿ ïåðå-

òâîðåíü îòðèìóºìî âèðàçè äëÿ âèçíà÷åííÿ êîìïîíåíò³â c p zk
� ( , ) âåêòîðíîãî ðîç-

â’ÿçêó íåîäíîð³äíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³

c p z W p z p p zk

l

l

j

n

kjk

j

j

� � �

�

�
�� �

�

��( , ) ( , ) ( ) ( , , )1 1
1

1

1

� �� � j p d�( , )� � , k n ln� � � ��1 1 1, , . (51)

Êîìïîíåíòè âåêòîðà âïëèâó �1
� ( )p êðàéîâî¿ óìîâè íà k-é ñåãìåíò ñåðåäî-

âèùà ìàþòü âèãëÿä

W p z

q l q z q l q z k

k1

11
1

1 1 1 1 2 21
1

1 1 1 1 2

� �

� )

( , )

( , ) ( , ) ,
, ,

( * ( * �

�
�

�

�

+

1

1
1

1

1

11 1 2 21

,

( )
[ ( , ) (

,
�

( * (
p

q h q l q z q ls
s

k
k

k k k k
k

ks k k k

s

n
q z l

q z k n

p
q h e

s

n n

, ) ] , , ,

( )
,

,

( )

) �

'
�

�

� �+ �

*

�

1 2

1
1

1

1

1
1 k n� �

 

!

"
"
""

#

"
"
"
"

1.

(52)

Êîìïîíåíòè ìàòðèö³ âïëèâó j-¿ íåîäíîð³äíîñò³ � j p� ( , )� (ñïðè÷èíåíîþ j-ìè

ñêëàäîâèìè ïî÷àòêîâèõ êîíöåíòðàö³é àäñîðáòèâó ó ãàçîâ³é ôàç³ C z
j0 ( ) òà íàíîïî-

ðàõ a z
j0 ( )) íà k-é ñå´ìåíò íàíîïîðèñòîãî ñåðåäîâèùà �kj p z� ( , , )� ìàþòü âèãëÿä:

�1

12
0

1 0 1

1
21
1

1 1 1

j p z

q l q z

q p
q l q

�

�

�( , , )

( , )

( )
[ ( , )

�

�
(

�
( *'

1 2 11
1

1 1 1 1 2

2
1

1

1
12

1
, ,

( , ) ], ,

( )

� �

�

�

�

+

( *

�
(

q l q j

q h

q p

s

s

j

s

�

0
1 0 1 21 1 2 11 1

( , )[ ( , ) ( , )
, ,

q l q z q l q q l q
j

j j j j

j
j j j( * ( *� �' �

2

2
1

1
12
0

1 0 1

2

1

j

s

s

n

q

j n

q h

q p
q l q z e

s

n

], , ,

( )
( , ) (

�

� �
�

�
+

�

�
( �� � �

 

!

"
"
"
"
"

#

"
"
"
"
"

ln j n) , ;1

�kj

s
s

k
k

p z

q l q

q p
h q

s

�

�
�

�

�

+

( , , )

( , )

( )
[

�

�(

�
(12

0
1 0 1

1
1

1

1

21 ( , ) ( , ) ] , ,
, ,

q l q z q l q z j

q

k k k k

k
k k k k

s
s j

k

* ( *'
1 2 11 1 2

1

1� �

�

�

+

�
�

h

q p
q l q z q l q z

s

j

k
k k k k

k
k k k

1

11 1 2 21 1�
( * ( *

( )
[ ( , ) ( , )

, ,
'

2

22

1

1 2 2 12
1

1

k

j

j j j j

j
j j jq l q q l q

]

[ ( , ) ( , )
,

�

� �
�

�
�

�( � ( �� � '
1 2 2

22
1

1 1 2 2

2 1

1
,

,

], , ,

( )
[ ( , )

j

k

k
k k k k

j k

q p
q l q z

�

�
�

� �

� �

�
( � � �

�

�
� �

( �

( *

12
1

1 1 2 2

11 1 2

k
k k k k

k

k k k k

q l q z

q l q

( , ) ]

[ ( , )

,

,

'

� � �

�

�

�

+

( *

�
(

21 1 2
1

2

12

k
k k k k

s
s k

j

k

q l q j k

q h

q p

s

( , ) ], ,

( )
[

,
� '

k
k k k k

k
k k k k

q l q z q l q z�
� �

�
� �

�1
1 1 2 2 22

1
1 1 2 2

( , ) ( , ) ]
, ,

� ( �' �

� � � �[ ( , ) ( , ) ],
, ,

( * ( *21 1 2 11 1 2
1

j

j j j j

j
j j j j

q l q q l q j k� �' , ,

( )
[ ( , )

,

n

q h

q p
q l q zs k

n

s

k

k
k k k k

s

� ��
�

�
� �

+ 2

22
1

1 1 2 2 1
�

( � ( 2
1

1 1 2 2
1 1k

k k k k

q l
q l q z e j nn n�

� �
� �� � �

 

!

"
"
"
"

( , ) ] , ;
,

( )� ' �

"
"
"
"
"
"
"
""

#

"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"

140 ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2022, òîì 58, ¹ 5



�n j p z
p

�
�

�
� �1

1
, ( , , )

( )
�

�

�

 

!

"
"
"
"
""

#

"
"
"
"
"
"

� � �
+

�

h q

q
q l q e

s

ns

n

s
q

1
1

1
12
0

1 0 1
1( ( , ) (� z l

s
s j

n

j

j
j j j j

n

s

j

h q

q
q l q

�

� �
� �

�

�

+

)

,

, ,

[ ( , )

1

1

22
1

1 1 2 2
( � (�

12
1

1 1 2 2
1 2j

j j j j

q z l

q

q l q e j n

e

n n

n

�
� �

� �

�

� �

�

( , ) ] , , ,
,

( )� � '

� �

�
� � ��

1

1
22 1 1 1 2 12 1

( )

,
[ ( , ) ( ,

� l

n

n
n n n n

n
n n

n

q
q l q z q l q( � ( n n

z j n� � �1 1 2
1) ] , .

,
� '

(53)

Îñîáëèâèìè òî÷êàìè ãîëîâíèõ ðîçâ’ÿçê³â êðàéîâî¿ çàäà÷³ W p z
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Íà ï³äñòàâ³ îäíîçíà÷íî¿ ðîçâ’ÿçóâàíîñò³ àëãåáðà¿÷íî¿ ñèñòåìè (49) ç óðàõó-
âàííÿì îäåðæàíèõ ãîëîâíèõ ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷³ (52), (53) òà ôîðìóë (45) ³ (54) îò-
ðèìóºìî ºäèíèé âåêòîðíèé ðîçâ’ÿçîê âèõ³äíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ (37)–(41) ó âåê-
òîðíîìó âèãëÿä³
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Òåîðåìà 1 (ïðî ðîçâ’ÿçóâàí³ñòü). ßêùî âèêîíóºòüñÿ óìîâà îäíîçíà÷íî¿ ðîç-
â’ÿçóâàíîñò³ êðàéîâî¿ çàäà÷³ òà øóêàí³ ³ çàäàí³ ôóíêö³¿ º îðèã³íàëàìè çà Ëàïëà-
ñîì, òî ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çàäà÷³ (37)–(41) ³ñíóº, º ºäèíèì ³ âèçíà÷àºòüñÿ ôîð-
ìóëàìè (55), (56).

4. ÌÀÒÐÈ×Í² ÀËÃÎÐÈÒÌÈ ÎÁ×ÈÑËÅÍÍß ÂÈÇÍÀ×ÍÈÊÀ ÑÈÑÒÅÌÈ
ÒÀ ÃÎËÎÂÍÈÕ ÐÎÇÂ’ßÇÊ²Â ÇÀÄÀ×²

4.1. Ñõåìà àëãîðèòìó îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêà ñèñòåìè �
�( )p . Ðîçêëàâøè

âèçíà÷íèê ñèñòåìè çà îñòàíí³ì ( )2 1n � -ì ñòîâï÷èêîì, îäåðæèìî:

� � ��
� �� � � �( ) ( ) ( )

, ,
p q qn

n
n

n
n

n
n

n
� � � �

22 1 22 1 2 12 1 12 1 2
' ,

ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2022, òîì 58, ¹ 5 141



� � �( ) ( )
~

( )i i
 
 
� � ,

� � �( ) (( )
~

) (
, ,


 � � � � � �� � � �
� � �22 1 22 1 2 2 1 2 12 11 1

n n
n n

n
n n n 1 112 1 2 2 1 2

� �
�

� �n
n nn

)
~

))
, ,

� �' ' ,
~

( ) (( ( )
~

) (
, ,

� � � �
 � � � � �� � � �
� � �2 1 2 22 1 22 1 2 21 1 1n n nn

n n
n

' '
1 2 12 1 12 1 21, ,

( )
~

)) .
n

n n
nn

� �
�

� � � �

Òóò
�11 1 12

1 1
11

2
12

1 2
11

1( , ) , ,q l q l V V V Vk k k k
k k k k

�
� �� ' � ' ,

� 22 1 22
1 1

21
2

22
1 2

21
1( , ) , ,q l q l V V V Vk k k k

k k k k
�

� �� ' � ' ,

�12 1 12
1 1

21
2

12
1 2

21
1( , ) , ,q l q l V V V Vk k k k

k k k k
�

� �� ' � ' ,

� 21 1 22
1 1

11
2

22
1 2

11
1( , ) , ,q l q l V V V Vk k k k

k k k k
�

� �� ' � ' .

4.2. Ðåêóðñèâíà ïðîöåäóðà îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèê³â � �1 2 1 2, ,,
k k

' . Ïîêëà-

äåìî

� �
1 2

12
01

11
11

12
02

11
12 11

1
1 0 1 1,

( , )� �
V V

V V
q l q l , � �'

1 2
12
01

21
11

12
02

21
12 21

1
1 0 1 1,

( , )� �
V V

V V
q l q l ,

äå
V q i l V iVij

k
s k ij

k
ij
k1 1 1( ( ) ) ( )

~
( )
 
 
� � , V q i l V iVij

k
s k ij

k
ij
k2 2 2( ( ) ) ( )

~
( )
 
 
� � ,

� � �
1 2 11

1
0 1 11

1
0 1,

( ) ( , , )
~

( , , )i l l i l l
 
 
� � , � � �'
1 2 21

1
0 1 21

1
0 1,

( ) ( , , )
~

( , , )i l l i l l
 
 
� � ,

�
11
1

0 1 12
01

11
12

12
01

11
12

12
02

11
11( , , )

~ ~
(
 l l V V V V V V� � � �

~ ~
)V V

12
02

11
11 ,

~
( , , )

~ ~
(

~
�

11
1

0 1 12
01

11
12

12
01

11
12

12
02

11
1
 l l V V V V V V� � � 1

12
02

11
11�

~
)V V .

Â³äïîâ³äíî âèçíà÷íèêè �
1 2, k

³ �'
1 2, k

îá÷èñëþþòü çà ôîðìóëàìè:

� � � � �
1 2 11 1 1 2 2 21 1, ,

( , ) ( , )
k

k
k k k k k

k
k k k kq l q l q l q l� �� � �'

1 2 2, k�
,

� � � �' '
1 2 12 1 1 2 2 22 1, ,

( , ) ( , )
k

k
k k k k k

k
k k k kq l q l q l q l� �� � � �

1 2 2
2

,
, ,

k
k n

�
� .

4.3. Ðåêóðñèâíà ïðîöåäóðà îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèê³â A1 2, j
, A'

1 2, j
(çà àíà-

ëîã³ºþ îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèê³â �
1 2, k

, �'
1 2, k

):

* *
1 2 22 1 22 1 2 12 1 12, ,

,
n

n
n

n
n

n
n

nq q� � � �� �� � � �' ,

* * *
1 2 22 1 2 22 1 2 1 21 1, , ,

( )
~

n
n n

n nn n
i i� � � � �

� �
� � � � ,

* * *' ' '
1 2 12 1 2 12 1 2 1 21 1, , ,

( )
~

n
n n

n nn n
i i� � � � �

� �
� � � � .

Â³äïîâ³äíî âèçíà÷íèêè *
1 2 2, n�

, *'
1 2 2, n�

îá÷èñëþþòü:

*
1 2 2

22
1 1

1 22
1 2

1

11
1,

, ,

,

( ) ( )

(
n

n
n n

n
n n

n

V q l V q l

V q
�

�
�

�
��

� �

n n
n

n n

n
n

n

l V q l
q

) ( )
( )

,
11

2 22 1 22
� �� � �

�
� ��

�
�

�V q l V q l

V q l V

n
n n

n
n n

n
n n

22
1 1

1 22
1 2

1

21
1

21

, ,

,

( ) ( )

( ) n
n n

n
n

n

q l
q

, ( )
( )

2 12 1 12
� �� � ,

*'
1 2 2

12
1 1

1 12
1 2

1

11
1,

, ,

,

( ) ( )

(
n

n
n n

n
n n

n

V q l V q l

V
�

�
�

�
��

� �

q l V q l
q

n n
n

n n

n
n

n

) ( )
( )

,
11

2 22 1 22
� �� � �

�
� ��

�
�

�V q l V q l

V q l V

n
n n

n
n n

n
n n

12
1 1

1 12
1 2

1

21
1

21

, ,

,

( ) ( )

( ) n
n n

n
n

n

q l
q

, ( )
( )

2 12 1 12
� �� � .

142 ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2022, òîì 58, ¹ 5



Âèçíà÷íèêè *
1 2, k

, *'
1 2, k

â³äïîâ³äíî îá÷èñëþþòü:

* � * �
1 2 22 2 1 2 2 1 2 2 21 2 1, ,

( , ) ( ,
k k k k k k k kq l q l q l� �� � � � � � �' q lk k k� � �2 2 1 2 2

)
,

* ,

* � * �' '
1 2 12 2 1 2 2 1 2 2 11 2 1, ,

( , ) (
k k k k k k k kq l q l q l� �� � � � � � � , ) , ,

,
q l k nk k k� � �

� �2 2 1 2 2
2 2* ,

* * *
1 2 1 2 1 2, , ,

( ) ( )
~

( )
k k k

i i
 
 
� � ,

* � * � * � *
1 2 22 1 2 2 22 1 2 2 21 1 2 2, , , ,

( )
~ ~

(
k

k
k

k
k

k
k


 � � � �
� � �

' '
~ ~

)
,

� *
21 1 2 2
k

k�
,

~
( )

~ ~
(

~
, , , ,

* � * � * � *
1 2 22 1 2 2 22 1 2 2 21 1 2k

k
k

k
k

k
k


 � � �
� � �

' '
2 21 1 2 2
�

�

~
)

,
� *k

k
,

* * *' ' '
1 2 1 2 1 2, , ,

( ) ( )
~

( )
k k k

i i
 
 
� � ,

* � * � * � *
1 2 12 1 2 2 12 1 2 2 11 1 2 2, , , ,

( )
~ ~

(
k

k
k

k
k

k
k


 � � � �
� � �

' '
~ ~

)
,

� *
11 1 2 2
k

k�
,

~
( )

~ ~
(

~
, , , ,

* � * � * � *
1 2 12 1 2 2 12 1 2 2 11 1 2k

k
k

k
k

k
k


 � � �
� � �

' '
2 11 1 2 2
�

�

~
)

,
� *k

k
.

4.4. Àëãîðèòìè îá÷èñëåííÿ êîìïîíåíò³â ìàòðèö³ âïëèâó �
kj

p z
� ( , , )� .

Îá÷èñëåííÿ êîìïîíåíòà �
11
� ( , , )p z � . Ðîçêðèâøè âèçíà÷íèê �� ( )p çà ïåð-

øèìè äâîìà ñòîâï÷èêàìè òà ç óðàõóâàííÿì ñï³ââ³äíîøåíü

h q
V q l V q l

V q l V q l
1 1

11
11

1 1 11
12

1 1

21
11

1 1 21
12

1 1
1

�
( ) ( )

( ) ( )
, [ ( , ) ( ) ( , )]

,
h q q l q p q l q1 1 12

0
1 0 1 1 2 11

1
1 1 11

( * � (� �' � ��

� �� ( * ( *11 1 0 1 1 11
1

1 1 1 1 2 21
1

1 1 1( , )[ ( , ) ( , )
,

q l q l q l q q l q� � '
1 2,

],

îòðèìàºìî

H i z
i i

q l q z

k k

11
1 2

12
0

1 0 1
1

( , , )
( )( ( )

~
( ))

( ,
 �
� � 
 


� �
� �� �

( ) �

� �[ ( , ) ( , ) ]
, ,

( * ( *
11
1

1 1 1 1 2 21
1

1 1 1 1 2
q l q q l q� � ' .

Ï³ñëÿ ïåðåòâîðåííÿ îòðèìóºìî îðèã³íàë

H z H i z11 11( , , ) ( ( , , ))*
 � 
 �� �Re

((( ( ) ( ) ( )
~

( )) ( , , ) ( ( )
~

(� 
 
 � 
 
 
 � 
 
1 2 12
0

1k k k
l zk� � ( �� � ) ( ) ( ))

~
( , , ))� �� 
 
 
2 12

0
k

l zk� (

� � �( ( , , )
~

( , , )
~

( , , )
, ,

( * ( * (
11
1

1 2 11
1

1 2 21
1
 � 
 � 
 �l l lk k k * ( *' '

1 2 21
1

1 2, ,

~
( , , )

~
)� �
 �lk

� � �(( ( ) ( ) ( )
~

( ))
~

( , , ) ( ( )
~

(� 
 
 � 
 
 
 � 
1 2 12
0

1k k k
l zk� � ( � 
 � 
 
 
) ( ) ( )) ( , , ))� �2 12

0
k

l zk� (

� � �( ( , , )
~ ~

( , , ) ( , , )
, ,

( * ( * (
11
1

1 2 11
2

1 2 21
1
 � 
 � 
 �l l lk k k

~ ~
( , , ) ))

, ,
* ( *' '

1 2 21
1

1 2
� �
 �lk

� � � �(( ( ) ( ))( ( )
~

( )))� 
 � 
 
 

1
2

2
2 2 2 1

k k

� � .

Îá÷èñëåííÿ êîìïîíåíò³â �
1 j

p z
� ( , , )� , j n� 2, . Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâè

( * (
11 2 1 2 2 12

1
1 2

j
j j j j

j
j j j jq l q h q l q q h

j j
( , ) ( , )

,
� �'

�
�

��
�1 1 2 1*'

, j
h

j
�

� �
� �h q l q l q l q q

j j j j j
j

j j j j
j

2 11 1 21 1 2 111
� ( * (( , )[ ( , ) (

,
� ' j j j j

l q, ) ]
,

� *
1 2

, (57)

îòðèìóºìî

�1

2
1

1

1
21 1j

s

s

j

j
j j jp z

q h

q p
q l q

s
� �

�

�
�

+
( , , )

( )
[ ( , )

,
� �

�
( *'

2 11 1 2j
j

j j j j
q l q� ( *( , ) ]

,
� .

ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2022, òîì 58, ¹ 5 143



Îá÷èñëåííÿ êîìïîíåíò³â �
kj

p z
� ( , , )� , k n� 2, , j k� �2 1, . Âðàõîâóþ÷è

ðîçêëàä � � ( � (
1 2 11 22

1
1 1 2 2 12

1
1, ,

[ ( , ) ( ,
j

j
j j j j

j
j jq l q q l� ��

� �
�

�� q j j
�) ]

,
�'

1 2 2�
òà

óìîâó (57), îòðèìóºìî

�kj

s

s j

k

j

k
k k kp z

q h

q p
q l q z

s

� �

�

�
�

+
( , , )

( )
[ ( , )

,
�

1

1

11 1 2
�

( *
k

k
k k k k

q l q z� �( *
21 1 2

( , ) ]
,

'

� ��
�

�
�[ ( , ) ( , )

, ,
( � ( �

22
1

1 2 2 12
1

1 1 2
j

j j j j
j

j j j j
q l q q l q� � '

�
� �

2
2 1], ,j k .

Îá÷èñëåííÿ êîìïîíåíò³â �
kj

p z
� ( , , )� , k n� 2, , j k n� � 1, . Ç óðàõóâàííÿì

ðîçêëàä³â

* * �
1 2 2

12
1 1

12
1 2

21
1

21
2 1 2 11,

, ,

,
(

j

j j

j j j j j

V V

V V
q l

�

� �

�� �' 1 1 2
, )

,
q lj j j

* ,

[ ( , ) ( ,
,

h q l q h h q q l
j j j

j
j j j j j

j
j j2 11 1 2 2 1 2 12

1
1 1� ��

��( * (� q j j
�) ]

,
*'

1 2
�

� �
�

h q l q q l q
j

j
j j j j

j
j j j j2 11 21 1 2 11 1 21

� ( * ( *[ ( , ) ( , )
, ,

� �' ]

îäåðæóºìî

�kj

j k n

s

s k

j

k

k
k kp z

q h

q p
q l

s

�

� �

�

�

�
��

+

1

1

2

12
1

,

( , , )
( )

[ (�
�

( � �
�

� �
� �1 1 2 2 22

1
1 1 2 2

, ) ( , ) ]
, ,

q z q l q zk k
k

k k k k
� ( �'

� �[ ( , ) ( , ) ]
, ,

( * ( *
21 1 2 11 1 2
j

j j j j
j

j j j j
q l q q l q� �' .

Îá÷èñëåííÿ êîìïîíåíò³â �
kk

p z
� ( , , )� , k n� 2, . Ðîçêðèâøè âèçíà÷íèê

�� ( )p çà ( )2 1k � -ì ³ 2k-ì ñòîâï÷èêàìè òà âðàõóâàâøè âèðàçè

[ ( , ) ( , ) (q h q l q z q l q l q lk
k

k k k k k k k
k

k kk2 11 21 1 12
1

1�
� �

�( � ( � �1q zk )]

� �
�

�� (11 1 22
1

1( , ) ( )q l q l q l q zk k k k
k

k k k ,

[ ( , ) ( , ) (q h q l q z q l q l q lk
k

k k k k k k k
k

k kk2 21 22 1 12
1

1�
� �

�( � ( � �1, )]q zk

� �
�

� �

(
22

1
1

12
1 1

12
1 2

21
1

21
2

k
k k k

k k

k k
q l q

V V

V V
( , )

, ,

� ,

[ ( , ) ( , ) ],q h q l q q l q
V

k
k

k k k
k

k k k
k

k1 12
1

1 11 12
1 1 12( (�

�
��� �

k
k k

k
k k

k
k k

k
k k

q l V q l

V q l V q l

�
�

�
�

1 1
1 12

1 2
1

21
1

21
2

, ,( ) ( )

( ) ( )
�

� ��
� �

( � *
22

1
1 1 2 2 1 2

k
k k k k k

q l q z( , )
, ,

'

� � �
�

�� ( (11 1 21 22
1

1( , ) ( , ) ( , )q l q l q l q q l q zk k k k
k

k k k
k

k k k� � *
1 2 2 1 2, ,k k�

' ,

[ ( , ) ( , ) (� ( (12 1 11 1 12
1

1q l q l q l q q h q lk k k k
k

k k k k
k

k kk�
�

��� , )]qk � �

� ��
� �

( � *
12

1
1 1 2 2 1 2

k
k k k k k

q l q z( , )
, ,

' '

� �
�

�� ( ( �11 1 21 12
1

1( , ) ( , ) ( , )q l q l q l q q l q zk k k k
k

k k k
k

k k k� ' '
1 2 2 1 2, ,k k�

* ,

144 ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2022, òîì 58, ¹ 5



îòðèìàºìî

�kk

k

k
k k k k

p z
q p

q l q z�
�

�
� �

� �( , , )
( )

[ ( , )
,

�
1

22
1

1 1 2 2 12
�

( � (k
k k k k

q l q z�
� �

�1
1 1 2 2

( , ) ]
,

�'

� �[ ( , ) ( , ) ]
, ,

( * ( *
11 1 2 21 1 2
k

k k k k
k

k k k k
q l q q l q� � ' .

Îá÷èñëåííÿ êîìïîíåíò³â �
n j

p z
�1,

( , , )�

� , j n� 2, . Âðàõîâóþ÷è ðîçêëàä

� � � � �
1 2 11 1 1 2 2 21 1 1, , ,

( , ) ( , )
j j j j j j j j j jq l q l q l q l� �� � �'

2 2j�
òà ð³âí³ñòü

[ ( , ) ( , ) (h q q l q q l q l q l
j j

j
j j j j j j j

j
j j2 11 21 1 12

1
1�

� �
�( � (� � �1, )]q j �

� �
� �( �

22
1

1 11 1
j

j j j j j j jq l q q l q l( , ) ( , )� ,

îòðèìóºìî

�n j

s

s j

n

j

q z l
p z

h q

q p
e

s

n n
�

� �

�

� �� �

+
�

1

1

1
,

( )( , , )
( )

�
�

� ��
� �

�
�[ ( , ) ( , )

, ,
( � ( �

22
1

1 1 2 2 12
1

1 1
j

j j j j
j

j j jq l q q l q� � '
2 2

2
j

j n
�

�], , .

Îá÷èñëåííÿ êîìïîíåíò³â �
n n

p z
� �1 1,

( , , )�

� . Âðàõîâóþ÷è ðîçêëàä �� �( )p

� � � �� �( ) ( )
, ,

� � � �
22 1 22 1 2 12 1 12 1 2
n

n
n

n
n

n
n

n
q q� �' òà ð³âí³ñòü

V q l V q l
e

q

n
n n

n
n n

q l

n
n

n n

22
2

1 22
1

1

22 1

1

( ) ( )
( )

� �

� �

�

� � �
�

� �

� �
22
n

,

îòðèìóºìî

�n n

n

q l
p z

q p
e n n

� �
�

�
�

� �� � ��
1 1

1

1
1

,
( )( , , )

( )
� �

�

� �� � � �[ ( , ) ( , )
, ,

( � ( �
22 1 1 1 2 12 1 1 1 2
n

n n n n
n

n n n n
q l q z q l q z ' ].

Ïåðåõ³ä äî îðèã³íàë³â çà Ëàïëàñîì â îá÷èñëåíèõ êîìïîíåíòàõ ìàòðèö³ âïëèâó

çä³éñíþºòüñÿ àíàëîã³÷íî ñõåì³ îá÷èñëåííÿ îðèã³íàëó êîìïîíåíòà �11
� ( , , )p z � .

Ó ðîçä. 4 âèêîðèñòàíî òàê³ ïîçíà÷åííÿ: *
1 2, k

— âèçíà÷íèê, óòâîðåíèé

ç âèçíà÷íèêà ñèñòåìè �� ( )p âèëó÷åííÿì ïåðøèõ 2k ðÿäê³â ³ ñòîâï÷èê³â (ç íîìå-

ðàìè 1 2 1, , ,k k n� ); *'
1 2, k

— âèçíà÷íèê, óòâîðåíèé ç âèçíà÷íèêà ñèñòåìè �� ( )p

âèëó÷åííÿì ïåðøèõ 2 1k � ðÿäê³â, îêð³ì 2k-ãî (ç íîìåðàìè

1 2 1 2 1 1, , ; ,k k k n� � � ), ³ ïåðøèõ 2k ñòîâï÷èê³â (ç íîìåðàìè 1 2 1, , ,k k n� ); �
1 2, k

— âèçíà÷íèê, óòâîðåíèé ç ïåðøèõ 2k ðÿäê³â ³ ñòîâï÷èê³â (ç íîìåðàìè

1 2 1, , ,k k n� ) âèçíà÷íèêà ñèñòåìè �� ( )p ; �'
1 2, k

— âèçíà÷íèê, óòâîðåíèé ç ïåð-

øèõ 2 1k � ðÿäê³â, îêð³ì 2k-ãî (ç íîìåðàìè 1 2 1 2 1 1, , , ,k k k n� � � ) ³ ïåðøèõ 2k

ñòîâï÷èê³â (ç íîìåðàìè 1 2 1, , ,k k n� ) âèçíà÷íèêà ñèñòåìè �� ( )p ;

V q i l V iVij
k

s k ij
k

ij
k1 1 1( ( ) ) ( )

~
( )
 
 
� � , V q i l V iVij

k
s k ij

k
ij
k2 2 2( ( ) ) ( )

~
( )
 
 
� � ,

V l l lij
k

ij
k

k k ks s s s s

1
1 1 2 2 1( ) ( sin ( )cos ( ) cos (
 � � �� �� � � )sin ( ))�2s

lk �

� �ij
k

k ks s
l lcos ( )sin ( )� �1 2 ,

~
( ) sin ( )cos ( ) sin(V l l lij

k
ij
k

k k ij
k

s s s s

1
1 1 2 1
 � � �� �� � � k ks

l)sin ( )�2 ,

ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2022, òîì 58, ¹ 5 145



V l l lij
k

ij
k

k k ks s s s s

2
1 1 2 2 1( ) ( cos( )cos ( ) sin (
 � � �� �� � � )sin ( ))�2s

lk �

� �ij
k

k ks s
l lcos( )sin ( )� �1 2 ,

~
( ) cos( )cos ( ) cos (V l l lij

k
ij
k

k k ij
k

s s s s

2
1 1 2 1
 � � �� �� � � k ks

l)sin ( )�2 ,

ch ch( ( ) ) ( ( ) ( ) )q i z z i zk k k

 
 
� � �� �1 2

� �cos( ( ) )cos( ( ) ) sin( ( ) )sin( ( )� � � �1 2 1 2k k k k
z z i z z
 
 
 
 ) ,

sh ( ( ) ) sin( ( ) )cos( ( ) ) cos( ( ) )q i z z z i zk k k k

 
 
 
� �� � �1 2 1 sin( ( ) )�2k

z
 ,

q i ik k k
( ) ( ) ( )
 � 
 � 
� �1 2 , q i i

k k k

2
1 2( ) ( ) ( )
 
 
� �� � ,

� 


 
 


1
1
2

2
2

1

1 2

2k

k k k
( )

( ( ) ( )) ( )
/

�
� ��

�

�
�
�

�

�

�
�
�

� � �
, � 



 
 


2
1
2

2
2 1 2

1

1 2

2k

k k k
( )

( ( ) ( )) ( )/
/

�
� ��

�

�
�
�

�

�

�
�
�

� � �
,

� �1

2 2

2 2 2 2

21

k

k

k

k k k

k k
D

v
( )

( )

( )
, ( )

(




 � � 


� � 






�

�

�
�

inter

� � �

�

� � � � 


� � 


k k k k k

k k
D

k

2 2 2

2 2 2

1( ))

( )inter

,

q i n i n
k
m n

k kk k k
( ) ( ( ) ( )) (cos sin ) ( )/
 � 
 � 
 � � 
� � � � �1 2

2
1� i

k
�2 ( )
 ,

�1 1 2
2

k k k

n
kn( ) ( ( ) ( )) cos/
 � 
 � 
 �� � , � 2 1 2

2
k k k

n
kn( ) ( ( ) ( )) sin/
 � 
 � 
 �� � ,

� 

�

�
� �k kq i k

k

k k
� �

�

	






�

�






� �arg arctg( ( )) , ,
2

1
1 20 0 ,

q i n i n
k
m n

k kk k
( ) ( ( ) ( )) (cos sin )/
 � 
 � 
 � �� � �1 2

2 ,

( ( (ij
k

s k ij
k

k ij
k

kq i l z l z i l z( ( ) , ) ( , , )
~

( , , )
 
 
� � ,

( * � � ,ij
k

k ij
k

ij
kl z z z

k k
( , , ) ( )cos( ( ) )cos( ( ) )
 
 
 
� �2

1 2
2

1 2( )sin( ( ) )sin( ( ) )
 
 
� �
k k

z z �

� �* � � , �ij
k

ij
k

k k k
z z1

1 2
1

1( )sin( ( ) )cos( ( ) ) ( )cos( (
 
 
 
 
 
) )sin( ( ) )z z
k

�2 ,

~
( , , ) ( )cos ( ( ) )cos ( ( ) )( , � � *ij

k
k ij

k
ijl z z z

k k

 
 
 
� �2

1 2
k

k k
z z2

1 2( )sin ( ( ) )sin ( ( ) )
 
 
� � �

� �, � � * �ij
k

ij
k

k k k
z z1

1 2
1

1( )sin ( ( ) )cos ( ( ) ) ( )cos ( (
 
 
 
 
 
) )sin ( ( ) )z z
k

�2 .

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ðîçðîáëåíî âèñîêîïðîäóêòèâí³ ìåòîäè ³ îá÷èñëþâàëüí³ òåõíîëîã³¿ ìîäåëþâàííÿ
àäñîðáö³¿ ãàç³â ó íåîäíîð³äíèõ áàãàòîêîìïîíåíòíèõ íàíîïîðèñòèõ ñåðåäîâèùàõ
ç³ çâîðîòíèìè âïëèâàìè äëÿ êëàñ³â íåë³í³éíèõ ³çîòåðì àäñîðáö³¿ òèïó Ëåí´ìþðà.
Îá´ðóíòîâàíî ³ ðîçâèíóòî ï³äõîäè ïîáóäîâè óçàãàëüíåíèõ íåë³í³éíèõ ð³âíÿíü
ð³âíîâàãè àäñîðáö³¿ Ëåí´ìþðà. Ðåàë³çîâàíî åôåêòèâí³ ñõåìè ðîçïàðàëåëþâàííÿ
òà äåêîìïîçèö³¿ íåë³í³éíèõ ìîäåëåé. Çàïðîïîíîâàí³ ìàòåìàòè÷í³ ìîäåë³ àä-
ñîðáö³¿ â íàï³âîáìåæåíîìó íåîäíîð³äíîìó íàíîïîðèñòîìó ñåðåäîâèù³ ³ îòðèìà-
íèé àíàë³òè÷íèé ðîçâ’ÿçîê â óçàãàëüíåíîìó âèãëÿä³ îïèñóþòü âïëèâè íå-
îäíîð³äíîñòåé, ñïðè÷èíåíèõ ðîçïîä³ëåíèìè ñêëàäîâèìè ïî÷àòêîâèõ òà ãðàíè÷-
íèõ êîíöåíòðàö³é àäñîðáòèâó ó ãàçîâ³é ôàç³ òà íàíîïîðàõ íà êîæåí îêðåìèé
øàð ñåðåäîâèùà. Ïîáóäîâàíî âèñîêîøâèäê³ñí³ àíàë³òè÷í³ ðîçâ’ÿçêè ìàòåìàòè÷-
íèõ ìîäåëåé ç âèêîðèñòàííÿì îïåðàö³éíîãî ìåòîäó Ãåâ³ñàéäà òà ðåàë³çàö³¿ ðåêó-
ðåíòíèõ àëãîðèòì³â ïîáóäîâè ìàòðèöü âïëèâó Êîø³, ùî çàáåçïå÷óº åôåêòèâíå
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ðîçïàðàëåëþâàííÿ îá÷èñëþâàëüíèõ ïðîöåñ³â äëÿ áàãàòîÿäåðíèõ êîìï’þòåð³â òà
ï³äâèùåííÿ øâèäêîä³¿ îá÷èñëåíü.
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HIGHLY PRODUCTIVE METHODS TO MODEL THE ADSORPTION WITH FEEDBACK
IN HETEROGENEOUS MULTICOMPONENT NANOPOROUS MEDIA

Abstract. New high-performance analytical methods for modeling diffuse gas concentration
fields in intra- and interparticle spaces in heterogeneous n-component nanoporous media using
the Heaviside operational method and Cauchy influence matrices for heterogeneous adsorption
boundary-value problems for systems of partial differential equations with feedback have been
developed.
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