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ÂÈÊÎÐÈÑÒÀÍÍß Â ÇÀÄÀ×ÀÕ ÊÎÌÁ²ÍÀÒÎÐÍÎ¯ ÃÅÎÌÅÒÐ²¯

Àíîòàö³ÿ. Ââåäåíî ïîíÿòòÿ ïðèêëàäíî¿ àëãåáðè ìíîæèí, ñòàíäàðòíîãî äèç’þíêòèâíîãî
áàçèñó ïðèêëàäíî¿ àëãåáðè ìíîæèí ³ îïèñàíî àëãîðèòì ïîáóäîâè ñòàíäàðòíîãî äèç’þí-
êòèâíîãî áàçèñó, ÿêèé çà àíàëîã³ºþ ç àëãîðèòìîì Áóõáåðãåðà â òåîð³¿ ïîë³íîì³àëüíèõ
³äåàë³â ³ àëãîðèòìîì Êíóòà–Áåíäèêñà â òåîð³¿ íàï³âãðóï íàçèâàºòüñÿ àëãîðèòìîì êðèòè÷-
íî¿ ïàðè/ïîïîâíåííÿ. Íàâåäåíî ïðèêëàäè ð³çíèõ ïðèêëàäíèõ àëãåáð ìíîæèí, äî ÿêèõ íàëå-
æàòü àëãåáðà ñê³í÷åííèõ ìíîæèí â ðåàë³çàö³¿ íà âïîðÿäêîâàíèõ ñïèñêàõ, àëãåáðà Ëåáåãà
ìíîæèí íà ÷èñëîâ³é îñ³, àëãåáðà ë³í³éíèõ íàï³âàëãåáðà¿÷íèõ ìíîæèí íà ïëîùèí³, àëãåáðà
ê³ë íà ïëîùèí³, íàçâàíà àëãåáðîþ Åéëåðà. Ðîçãëÿíóòî òàêîæ ðåàë³çàö³¿ àëãîðèòìó êðèòè÷-
íî¿ ïàðè/ïîïîâíåííÿ ó öèõ ïðèêëàäíèõ àëãåáðàõ ìíîæèí. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ðîáîòè ïî-
ëÿãàº â òîìó, ùî íàÿâí³ñòü ñòàíäàðòíîãî äèç’þíêòèâíîãî áàçèñó äàº çìîãó áóäóâàòè åôåê-
òèâí³ çà ÷àñîì (ïîë³íîì³àëüí³) àëãîðèòìè ðîçâ’ÿçàííÿ îñíîâíèõ ïðîáëåì ó ïðèêëàäíèõ àë-
ãåáðàõ ìíîæèí, òàêèõ ÿê ïðîáëåìà ïðåäñòàâëåííÿ, ïðîáëåìà íàëåæíîñò³, ïðîáëåìà
ïîð³âíÿííÿ òîùî. Àëãîðèòìè â àëãåáð³ ë³í³éíèõ íàï³âàëãåáðà¿÷íèõ ìíîæèí íà ïëîùèí³ òà
àëãåáð³ Åéëåðà íà ïëîùèí³ î÷åâèäíèì ÷èíîì ìîæíà ïîøèðèòè íà á³ëüø çàãàëüí³ ïðè-
êëàäí³ àëãåáðè ìíîæèí.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ïðèêëàäíà àëãåáðà ìíîæèí, àëãîðèòì êðèòè÷íî¿ ïàðè/ïîïîâíåííÿ,
êîìá³íàòîðíà ãåîìåòð³ÿ, ïðîáëåìà íàëåæíîñò³.

Ïðèñâÿ÷óºòüñÿ ñâ³òë³é ïàì’ÿò³ àêàäåì³êà
Îëåêñàíäðà Àäîëüôîâè÷à Ëåòè÷åâñüêîãî

ÂÑÒÓÏ

Ó ñòàòò³ ðîçãëÿäàþòüñÿ äåÿê³ çàäà÷³ êîìá³íàòîðíî¿ ãåîìåòð³¿, ðîçâ’ÿçàííÿ ÿêèõ
´ðóíòóºòüñÿ íà âèêîðèñòàíí³ àëãîðèòìó, ÿêèé çà àíàëîã³ºþ ç àëãîðèòìàìè
Áóõáåðãåðà [1, 2] òà Êíóòà–Áåíä³êñà [3] ìîæíà íàçâàòè àëãîðèòìîì êðèòè÷íî¿
ïàðè/ïîïîâíåííÿ (çîêðåìà, öå çàäà÷à íàëåæíîñò³). Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷, ùî
ðîçãëÿäàþòüñÿ, ïðèðîäíèì ÷èíîì âèêîðèñòîâóþòü êîíêðåòí³ àëãåáðè ãåîìåò-
ðè÷íèõ ìíîæèí, ÿê³ â ðîáîò³ íàçâàíî ïðèêëàäíèìè àëãåáðàìè ìíîæèí. Öå
àëãåáðà ñê³í÷åííèõ ìíîæèí, àëãåáðà Ëåáåãà ìíîæèí íà ÷èñëîâ³é îñ³, àëãåáðà
íàï³âàëãåáðà¿÷íèõ ë³í³éíèõ ìíîæèí íà ïëîùèí³, àëãåáðà ê³ë íà ïëîùèí³
(òî÷í³ âèçíà÷åííÿ íàâåäåíî ó ðîçä. 2).

Àëãîðèòì êðèòè÷íî¿ ïàðè/ïîïîâíåííÿ íàáóâ ïîøèðåííÿ â êîíñòðóêòèâí³é
òåîð³¿ ïîë³íîì³àëüíèõ ³äåàë³â. Éîãî àâòîð — Á. Áóõáåðãåð [1, 2] çàñòîñóâàâ öåé
àëãîðèòì äëÿ ïîáóäîâè áàçèñó ³äåàëó ê³ëüöÿ ïîë³íîì³â, ÿêå ìàº «õîðîø³» âëàñ-
òèâîñò³. Ö³ áàçèñè íàçèâàþòü áàçèñàìè Ãðåáíåðà. ßêùî áàçèñ Ãðåáíåðà ³äåàëó I

ïîáóäîâàíî, áàãàòî êëàñè÷íèõ çàäà÷ òåîð³¿ ïîë³íîì³àëüíèõ ³äåàë³â ìîæíà ðîç-
â’ÿçàòè åôåêòèâíî. Öå, íàïðèêëàä, çàäà÷à íàëåæíîñò³ f I� , çàäà÷à ïîð³âíÿííÿ
I J� òà ³íø³ çàäà÷³. Ôàêòè÷íî ìåòîä áàçèñ³â Ãðåáíåðà ñòàâ îñíîâíèì ìåòîäîì
êîíñòðóêòèâíî¿ òåîð³¿ ïîë³íîì³àëüíèõ ³äåàë³â (äèâ., íàïðèêëàä, [4, 5]).

Àëãîðèòì ïîïîâíåííÿ, çíàíèé ÿê àëãîðèòì Êíóòà–Áåíä³êñà [3], âèêîðèñòî-
âóºòüñÿ ó òåîð³¿ íàï³âãðóï ç âèçíà÷àëüíèìè ñï³ââ³äíîøåííÿìè ³ â òåîð³¿ ñèñòåì ïå-
ðåïèñóâàííÿ òåðì³â äëÿ ïîáóäîâè ìíîæèíè âèçíà÷àëüíèõ ñï³ââ³äíîøåíü, ÿêîþ ïî-
ñëóãîâóþòüñÿ â åôåêòèâíèõ àëãîðèòìàõ áàãàòüîõ ïðèêëàäíèõ çàäà÷ [6, 7].

Ó çàäà÷àõ ïðèêëàäíèõ àëãåáð ìíîæèí, ÿê³ ðîçãëÿäàþòüñÿ ó ö³é ðîáîò³, àëãî-
ðèòì êðèòè÷íî¿ ïàðè/ïîïîâíåííÿ âèêîðèñòîâóºòüñÿ äëÿ ïîáóäîâè áàçèñó àëãåá-
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ðè, ÿêèé íàçèâàºòüñÿ ñòàíäàðòíèì äèç’þíêòèâíèì áàçèñîì (ÑÄÁ). Ö³ áàçèñè ìà-
þòü «õîðîø³» âëàñòèâîñò³, íàÿâí³ñòü ÿêèõ äàº çìîãó îòðèìàòè àëãîðèòìè ðîçâ’ÿ-
çàííÿ äåÿêèõ çàäà÷, åôåêòèâíèõ ÿê ó ã³ðøîìó âèïàäêó, òàê ³ â ñåðåäíüîìó.

1. ÀËÃÎÐÈÒÌÈ ÏÎÏÎÂÍÅÍÍß Â ÊÎÍÑÒÐÓÊÒÈÂÍ²É ÀËÃÅÁÐ² ÌÍÎÆÈÍ

Ïðèêëàäíîþ (êîíñòðóêòèâíîþ) àëãåáðîþ íàçâåìî àëãåáðà¿÷íó ñèñòåìó, íîñ³é
ÿêî¿ âèçíà÷àºòüñÿ êîíñòðóêòîðîì ³ êîíòåêñòíèìè óìîâàìè [8–10], à êîæíà
îïåðàö³ÿ ñèãíàòóðè âèçíà÷åíà êîíñòðóêòèâíî àëãîðèòìîì îá÷èñëåííÿ ðåçóëü-
òàòó îïåðàö³¿ çà ¿¿ àðãóìåíòàìè.

Âîäíî÷àñ ³ç óñþäè âèçíà÷åíèìè ïðèêëàäíèìè àëãåáðàìè â òåîð³¿ îá÷èñëåíü
ðîçãëÿäàþòü ³ ÷àñòêîâî âèçíà÷åí³ àëãåáðè, à òàêîæ àëãåáðà¿÷í³ ñèñòåìè. Óñ³ ö³
âàð³àíòè àáñòðàêö³é àëãåáðà¿÷íèõ îá÷èñëåíü îá’ºäíàí³ ïîíÿòòÿì áàãàòîñîðòíî¿
àëãåáðè.

Ïðèêëàä 1. Êîíñòðóêòîð Rat ðàö³îíàëüíèõ ÷èñåë.
Ïðèêëàäíà (êîíñòðóêòèâíà) àëãåáðà âèçíà÷àºòüñÿ êîíñòðóêòîðîì åëåìåíòà

íîñ³ÿ òà êîíòåêñòíèìè ñï³ââ³äíîøåííÿìè:

Rat R = Int a // Nat b; // Òóò «//» — ïîçíà÷êà (çíàê) äðîáó
b<>0, gcd(abs(a), b) = 1; // Êîíòåêñòí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ

Ïðèêëàä 2. Êîíñòðóêòèâíå âèçíà÷åííÿ îïåðàö³¿ ïåðåòèíó â ÷àñòêîâ³é àë-
ãåáð³ â³äêðèòèõ ³íòåðâàë³â íà ÷èñëîâ³é îñ³ Segment ç îïåðàö³ÿìè ïåðåòèíó òà
îá’ºäíàííÿ:

// Êîíñòðóêòîð òà êîíòåêñòí³ óìîâè;
Segment S = [Rat a; Rat b];

a<b;

// Ñèñòåìà ïåðåïèñóâàëüíèõ ïðàâèë. Îïåðàö³ÿ ïåðåòèíó
(b<= c)�(d<= a) � [a, b]�[c, d] = �,

(a<= c)&(c<= b)&(b<= d) � [a, b]�[c, d] = [c, b],

(c<= a)&(b<= d) � [a, b]�[c, d] = [a, b],

(c<= a)&(d<= b) � [a, b]�[c, d] = [c, d],

(c <= a)&(a <= d)&(d <= b) � [a, b]�[c, d] = [a, d],

1.1. Ñòàíäàðòí³ äèç’þíêòèâí³ áàçèñè â ïðèêëàäíèõ àëãåáðàõ ìíîæèí.
Îçíà÷åííÿ 1. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó âñ³õ áóëåâèõ ôîðìóë, òîáòî ôîðìóë

âèãëÿäó f x x xm( , , , )1 2 � â³ä çì³ííèõ x x xm1 2, , ,� ó ñèãíàòóð³ ëîã³÷íèõ çâ’ÿçîê
�Bool � � � �{ }, , . Ïîçíà÷èìî X âåêòîð ( , , , )x x xm1 2 � , à öþ ìíîæèíó ïîçíà÷è-
ìî 	 Bool X( ). Íåõàé U — äåÿêà êîíñòðóêòèâíà ìíîæèíà-óí³âåðñóì ³

A A A Am� { }1 2, , ,� — ñê³í÷åííà ñèñòåìà íåïîðîæí³õ ï³äìíîæèí ìíîæèíè U ,

òîáòî A Ui 
 , i m�1 2, , ,� . Êîæí³é áóëåâ³é ôîðìóë³ f x x xm( , , , )1 2 � �

�	 Bool X( ) ïîñòàâèìî ó â³äïîâ³äí³ñòü ìíîæèíó, çàäàíó ôîðìóëîþ

f A A Am( , , , )1 2 � ó â³äïîâ³äí³é òåîðåòèêî-ìíîæèíí³é ñèãíàòóð³ �Set � � � �{ }, , .
Âî÷åâèäü, ñóêóïí³ñòü ó òàêèé ñïîñ³á âèçíà÷åíèõ ìíîæèí óòâîðþº àëãåáðó ç ñèãíà-
òóðîþ �Set � � � �{ }, , . Ïîçíà÷èìî öþ àëãåáðó 	 Set A( ) òà íàçèâàòèìåìî ¿¿ ïðè-

êëàäíîþ àëãåáðîþ ìíîæèí ç ñèñòåìîþ òâ³ðíèõ A A A Am� { }1 2, , ,� .

Çàóâàæèìî, ùî ïðèêëàäíà àëãåáðà óñþäè âèçíà÷åíà òà ì³ñòèòü .
Ó çàñòîñóíêàõ êð³ì òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ îïåðàö³é ó êîíñòðóêòèâíèõ àë-

ãåáðàõ ìíîæèí âèçíà÷åí³ òàêîæ îïåðàö³¿ A x– , A x� , êîíñòàíòè , U , òåîðåòè-
êî-ìíîæèíí³ â³äíîøåííÿ x A� , A B� , A B� òà ¿õí³ ïîõ³äí³. Ó áàãàòüîõ çàñòî-
ñóíêàõ âèçíà÷åíî òàêîæ ôóíêö³¿, ÿê³ ïîâåðòàþòü ìàêñèìàëüíèé ÷è ãîëîâíèé
åëåìåíò ìíîæèíè: x A� max ( ) , x LeadItem A� ( ) .
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Ïðîáëåìà íàëåæíîñò³. Íåõàé çàäàíî ìíîæèíó C U
 . Ïðîáëåìà íàëåæ-

íîñò³ (membership problem) ôîðìóëþºòüñÿ òàê: âèçíà÷èòè C A�	 ( ). Îòæå, â çà-

äà÷³ ïîòð³áíî ïîáóäóâàòè àëãîðèòì ðîçâ’ÿçàííÿ ïðîáëåìè íàëåæíîñò³ çà çàäà-
íèì óí³âåðñóìîì U , çàäàíîþ ñèñòåìîþ òâ³ðíèõ A ³ çàäàíîþ ìíîæèíîþ C U
 .

Îçíà÷åííÿ 2. Ñê³í÷åííà ñèñòåìà íåïîðîæí³õ ìíîæèí B B B Bn� { }1 2, , ,�

íàçèâàºòüñÿ äèç’þíêòèâíèì áàçèñîì àëãåáðè 	 ( )A , ÿêùî

1) B Bi j� � äëÿ âñ³õ i j i j, : � ;
2) A B B Bi i i ili

� � � �1 2 � äëÿ âñ³õ i ;
3) f A A A B B Bi m i i ilm

( , , , )1 2 1 2� �� � � � äëÿ âñ³õ f Xi �	 ( ).

Äèç’þíêòèâíèé áàçèñ (àáî ïðîñòî áàçèñ) B ñèñòåìè A íàçèâàºòüñÿ ñòàíäàðòíèì,
ÿêùî â³í ì³ñòèòü ì³í³ìàëüíó ìîæëèâó ê³ëüê³ñòü åëåìåíò³â.

Îñê³ëüêè B Bi j� �, B B B Bi j i j� � � , âëàñòèâîñò³ 2, 3 ìîæíà çàïèñàòè ó
âèãëÿä³ A B B Bi i i ili

� � � �1 2 � , f A A A B B Bi m i i ilm
( , , , )1 2 1 2� �� � � � .

Âëàñòèâîñò³ 2 ³ 3 åêâ³âàëåíòí³. Öå îçíà÷àº, ùî áóäü-ÿêèé åëåìåíò àëãåáðè
ìíîæèí 	 ( )A ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèì ÿê îá’ºäíàííÿ (ñóìà) äåÿêèõ åëåìåíò³â

áàçèñó B.
ßêùî U — ñê³í÷åííà ìíîæèíà, òî ÿê áàçèñ ìîæíà âèáðàòè ñèñòåìó îäíîåëå-

ìåíòíèõ ï³äìíîæèí U : B u u uk� {{ } { } { }}1 2, , ,� . Âî÷åâèäü, ùî ïðåäñòàâëåííÿ
áóäü-ÿêî¿ ìíîæèíè f A( ) ó ðîçêëàäàíí³ çà áàçèñíèìè åëåìåíòàìè, òîáòî ó âèãëÿä³

f A B B Bi i i ilm
( ) � � � �1 2 � , ºäèíå.

Ó âèïàäêó, êîëèU A� , ÿê áàçèñ ìîæíà âèáðàòè òàêîæ ñèñòåìó âñ³õ åëåìåí-
òàðíèõ êîí’þíêö³é A A Am

m

1 2
1 2� � �� � �� , äå A Ai i

i� � äëÿ � i � 0, à A Ai i
i� �

äëÿ � i �1.

ßêùî â àëãåáð³ 	 ( )A U A� , òî ïîçíà÷èìî AB A B� �
df

. Òîä³ ìîæíà çàì³ñòü
çàïèñó A A A A A Ai i ik ji j jl1 2 2� � � � � � �� � âèêîðèñòîâóâàòè éîãî ñêîðî-
÷åííÿ A A Am

m

1 2
1 2� � �� ... , â ÿêîìó õî÷à á îäèí áàçèñíèé åëåìåíò âèêîðèñòàíèé

áåç çàïåðå÷åííÿ. Ïîäàííÿ áóäü-ÿêî¿ ìíîæèíè f A( ) â ðîçêëàäàíí³ çà öèì áàçè-
ñîì òàêîæ ºäèíå. Ñòàíäàðòíèé áàçèñ (ÑÁ) äàº çìîãó çðîáèòè òàêå ïðåäñòàâëåííÿ
íàéá³ëüø åêîíîìíèì.

Áàçèñ B , ÿêèé ì³ñòèòü ïîâíó ìíîæèíó åëåìåíòàðíèõ êîí’þíêö³é, íàçèâàòè-

ìåìî ïîâíèì äèç’þíêòèâíèì áàçèñîì. Ó âèïàäêó U A� ìàºìî | |B m� 2 , à ó âè-

ïàäêó U A� ìàºìî | |B m� �2 1.

Ïðèêëàä 3. Ïðèïóñòèìî, ùî ïîòð³áíî ïîáóäóâàòè ñòàíäàðòíèé äèç’þí-
êòèâíèé áàçèñ ñèñòåìè ìíîæèí A, B, C. ßêùî ö³ ìíîæèíè ìàþòü ñï³ëüíèé ïåðå-
òèí, ÿê íà ðèñ. 1, òî

StBase ABC ABC ABC ABC ABC ABC ABC�� �, , , , , , . (1)

ßêùî æ, íàïðèêëàä, AB �
(ðèñ. 2), òî AB B� , AB A� ³

StBase �

�� �BC AC ABC BC AC, , , , .

Ðîçãëÿíåìî âëàñòèâîñò³ ñòàí-
äàðòíèõ äèç’þíêòèâíèõ áàçèñ³â.
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A B

C

Ðèñ. 2. Ìíîæèíè A B, íå ïå-
ðåòèíàþòüñÿ

A B

C

Ðèñ. 1. Ìíîæèíè
A B C, , ó ñï³ëüíîìó
ðîçì³ùåíí³ (1)



1. Êîæåí åëåìåíò ÑÁ — öå åëåìåíòàðíà êîí’þíêö³ÿ B, ïðåäñòàâëåííÿ ÿêî¿
ìàº âèãëÿä

B A A Aj n
n� � � �1 2

1 2� � �
� , äå A

t

A

A

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�
�

�
�

äëÿ

äëÿ

äëÿ

0

1

1

,

,

.

(2)

Öå ñàìå ïðåäñòàâëåííÿ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³

B A A Aj j j jk
j j jk� � � �1 2
1 2� � �

� , äå A
A

A

� �

�
�

�

� �

�
�
�

äëÿ

äëÿ

1

1

,

.
(3)

Ïîòóæí³ñòþ | |B j åëåìåíòà íàçâåìî ÷èñëî k ó ïðåäñòàâëåíí³ (3).
2. Ó ã³ðøîìó âèïàäêó äëÿ âñ³õ åëåìåíò³â ÑÁ ìàºìî | |B mj � . Òîä³

| |B m� �2 1, à ïðåäñòàâëåííÿ åëåìåíòà f A A( ) ( )�	 ó ðîçêëàäàíí³ çà ÑÁ — äîñ-

êîíàëà äèç’þíêòèâíà íîðìàëüíà ôîðìà f A( ).

3. ßêùî | |B k mj � � , òî ìîæíà ïåðåéìåíóâàòè çì³íí³ B j òàê, ùî

B A A Aj k
k� � � �1 2

1 2� � �
� . Ó öüîìó ðàç³ äëÿ áóäü-ÿêîãî j k� B Aj j� � 0,

B A Bj j j�� � .
1.2. Àëãîðèòìè ïîáóäîâè ñòàíäàðòíîãî áàçèñó. Íåõàé çàäàíî ñê³í÷åííó ñèñ-

òåìó íåïîðîæí³õ ï³äìíîæèí A A A Am� { }1 2, , ,� óí³âåðñóìó U . ßêùî çà ö³ºþ

ñèñòåìîþ ïîáóäóâàòè ñòàíäàðòíèé äèç’þíêòèâíèé áàçèñ B B B Bn� { }1 2, , ,� , òî

ïðîáëåìà íàëåæíîñò³ ðîçâ’ÿçóºòüñÿ ïåðåâ³ðêîþ ð³âíîñò³ StBase A C StBase A( , ) ( )� .

Ðîçãëÿíåìî àëãîðèòì ïîáóäîâè ÑÁ ñèñòåìè ìíîæèí A A A Am� { }1 2, , ,� .

Öåé àëãîðèòì º ïðèêëàäîì àëãîðèòìó êðèòè÷íî¿ ïàðè/ïîïîâíåííÿ.
Àëãîðèòì 1 (âèïëèâàº ³ç ñèñòåìè ìíîæèí A A A Am� { }1 2, , ,� ).

Êðîê 1. Íåõàé B Ai i
( )0 � , B A A Am

( ) , , ,0
1 2� { }� .

Êðîê 2. ßêùî ó ìíîæèí³ B B B Bs s s
l

s( ) ( ) ( ) ( ), , ,� { }1 2 � ³ñíóþòü òàê³ äâà åëå-

ìåíòè B Bi
s

j
s( ) ( ), , ùî B Bi

s
j
s( ) ( )� �, òî ââàæàºìî, ùî B B B

l
s

i
s

j
s

�
� �1

( ) ( ) ( ) , òà ïå-

ðåòâîðþºìî B Bi
s

j
s( ) ( ), :

B B B B B Bi
s

i
s

l
s

j
s

j
s

l
s( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ): , :� � � �

� �1 1.

Åëåìåíòè B Bi
s

j
s( ) ( ), ç íåïîðîæí³ì ïåðåòèíîì íàçèâàþòü êðèòè÷íîþ ïàðîþ.

²íàêøå êàæó÷è, åëåìåíòè êðèòè÷íî¿ ïàðè B Bi
s

j
s( ) ( ), ðåäóêóþòüñÿ â³äí³ìàííÿì

â³ä êîæíî¿ ìíîæèíè ¿õíüîãî ïåðåòèíó. Ó ðåçóëüòàò³ âèêîíàííÿ ö³º¿ îïåðàö³¿
ìíîæèíè B Bi

s
j
s( ) ( ), ðåäóêîâàí³ äî íåïåðåòèííèõ ³ ñèñòåìà ïîïîâíåíà ìíîæèíîþ

B B B
l

s
i

s
j
s

�
� �1

( ) ( ) ( ) .

Ö³ ïåðåòâîðåííÿ âèêîíóþòüñÿ çà óìîâè, ùî îá÷èñëåí³ ìíîæèíè íå
ïîðîæí³.

Êðîê 3. ßêùî ó ìíîæèí³ B B B Bs s s
l

s( ) ( ) ( ) ( ), , ,� { }1 2 � ³ñíóþòü äâà åëåìåíòè

B Bi
s

j
s( ) ( ), , ùî äîð³âíþþòü îäèí îäíîìó: B Bi

s
j
s( ) ( )� , òî àëãîðèòì âèëó÷àº ³ç ñèñ-

òåìè B îäèí ³ç òàêèõ åëåìåíò³â.
Íà çàâåðøåííÿ êðîê³â 2, 3 çàäàìî s s:� �1 (ïåðåõ³ä äî íàñòóïíîãî êðîêó ïå-

ðåòâîðåíü).
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Êðîê 4. Àëãîðèòì çàâåðøóº ðîáîòó, êîëè óìîâè êðîê³â 2, 3 íåçä³éñíåíí³.
Ìîæíà äîâåñòè, ùî ïîáóäîâàíèé ó òàêèé ñïîñ³á áàçèñ º ñòàíäàðòíèì.
Àëãîðèòì 1 âèêîðèñòîâóº ÷îòèðè òèïè îïåðàö³é:

— ïîøóê â ñèñòåì³ B s( ) êðèòè÷íî¿ ïàðè ìíîæèí;

— ïîïîâíåííÿ ñèñòåìè B s( ) ïåðåòèíîì ìíîæèí êðèòè÷íî¿ ïàðè;

— ðåäóêóâàííÿ ñèñòåìè B s( ) â³äí³ìàííÿì â³ä äàíèõ ìíîæèí ¿õíüîãî ïåðåòèíó;

— ì³í³ì³çàö³¿ ñèñòåìè B s( ) âèëó÷åííÿì ³ç B s( ) îäíîãî ç äâîõ îäíàêîâèõ ¿¿
åëåìåíò³â.

Öåé àëãîðèòì ³ ì³ðêóâàííÿ ìîæíà çàñòîñîâóâàòè â çàãàëüí³é ñèòóàö³¿.
Ïîòð³áíî ò³ëüêè âèêîíàííÿ óìîâè, ùîá àëãåáðà ìíîæèí 	 ( )A íàä óí³âåðñóìîì U

áóëà êîíñòðóêòèâíîþ.
Ñïåö³àëüíèé àëãîðèòì ïîáóäîâè ñòàíäàðòíîãî áàçèñó. Àëãîðèòì 1 ïîáó-

äîâè ÑÁ ìàº çàãàëüíèé õàðàêòåð. Ó äåÿêèõ âèïàäêàõ, íàïðèêëàä â àëãåáð³
ë³í³éíèõ íàï³âàëãåáðà¿÷íèõ ìíîæèí [11, 12], öåé àëãîðèòì íååôåêòèâíèé. Äëÿ
àëãåáðè ìíîæèí éîãî ìîæíà óòî÷íèòè, à ñàìå: îñê³ëüêè áóäü-ÿêèé ñòàíäàðòíèé
äèç’þíêòèâíèé áàçèñ ñêëàäàºòüñÿ ç åëåìåíòàðíèõ êîí’þíêö³é, îá÷èñëåííÿ ìîæ-
íà ïðîâåñòè çà òàêèì àëãîðèòìîì.

Àëãîðèòì 2.
Êðîê 1. Äîïîâíèìî ñèñòåìó òâ³ðíèõ óí³âåðñóìîì U : A U A A Am� { }, , , ,1 2 � .

Êðîê 2. B U( )0 � { }.

Êðîê 3. Íåõàé B B B Bj j j
k

j( ) ( ) ( ) ( ), , ,� { }1 2 � — ñòàíäàðòíèé áàçèñ A j( ) �

� { }U A A A j, , , ,1 2 � . Òîä³ äëÿ âñ³õ ïàð âèãëÿäó ( , ), , , ,( )B A i ki
j

j� �1 1 2 � , âèêî-

íóþòüñÿ ïåðåòâîðåííÿ:

B A B Bi
j

j i
j

i
j( ) ( ) ( )� �� ��

�
1

1 // B A Bi
j

j i
j( ) ( )� ��1 ,

B A B Ai
j

j i
j

j
( ) ( )� �� ��

�
�1

1
1 // B A Ai

j
j j

( ) � �� �1 1

// B Ai
j

j
( ) � ��1 , B Ai

j
j

( ) � ��1 .

Çàäà÷à 1. Ïðåäñòàâëåííÿ åëåìåíò³â. Ïðåäñòàâèòè åëåìåíò f A A( ) ( )�	

ó ðîçêëàäàíí³ çà äèç’þíêòèâíèì áàçèñîì B B B Bk� ( , , , )1 2 � , òîáòî ó âèãëÿä³

f A B B Bi i ili
( ) � � � �1 2 � . (4)

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Íåõàé

f A B B Bi i ili
( ) � � � �1 2 � , B A A A A j nj j j jk

j j jk( ) , , , ,� � � � �
1 2

1 2 1 2
� � �

� � . (5)

Ïîêëàäåìî X x x xm� �{ }1 2, , , . Íàá³ð ìíîæèí ó ïðåäñòàâëåíí³ B Aj ( ) ïî-

çíà÷èìî A j , à â³äïîâ³äíèé íàá³ð çì³ííèõ — X j . Òîä³ ôóíêö³þ f X( ) ìîæíà ðîç-

êëàñòè çà ÑÁ, òîáòî çàïèñàòè ó âèãëÿä³

f X B X f X X B X f X Xj j j j( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � � �1 1 1 1 � �

�� � �B X f X Xk k k k( ) ( ), (6)

äî òîãî æ àáî f A A Uj j( )� � , àáî f A Aj j( )� �, à B A Bi i i( ) � . Òîä³

f A B A B A B Ai i ij ij ik ik( ) ( ) ( ) ( )� � � � �1 1 � � , (7)

f A A U f A A U f A A Ui ij ij ik ik1 1( ) , , ( ) , , ( )� � � � � �� � .
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Âèçíà÷èìî ïðàâèëà ïîáóäîâè ïðåäñòàâëåíü (6) ³ (7).

Çà áàçèñíèì åëåìåíòîì B X x x xj m
j j jm( ) ...� � �1 2
1 2� � �

, äå

x

x B

x x Bi

ji i j

i ji i j
ji�

�

��

�

�

_ , , ,

, ,

0

1

íå âõîäèòü ó

âõîäèòü ó áåç çàïåðå åííÿ

âõîäèòü ó ³ç çàïåðå åíí

�

�

,

, ,� � �x x Bi ji i j� 1 ÿì,

�

�
�

�
�

îá÷èñëþºìî f X Xj j( )� . Äëÿ öüîãî ó ôîðìóëó ôóíêö³¿ f X f X X Xj j( ) ( , )� �
ï³äñòàâëÿºìî çàì³ñòü êîæíî¿ çì³ííî¿ íàáîðó X j ëîã³÷íå çíà÷åííÿ � ji ç { }0 1, .
Ó ðåçóëüòàò³ îòðèìàºìî äëÿ êîæíîãî áàçèñíîãî åëåìåíòà ôóíêö³þ f X Xj j( )� ,
äëÿ ÿêî¿ ìàº ì³ñöå (6). Âî÷åâèäü, ùî ó ôóíêö³¿ f X Xj j( )� ó áàçèñíèé íàá³ð
ïðåäñòàâëåííÿ f X( ) âõîäÿòü ò³ B j , äëÿ ÿêèõ f X Xj j( )� �1.

Ï³äñòàâèìî öå çíà÷åííÿ ó ð³âí³ñòü f A B B Bi i ili
( ) � � � �1 2 � . Òîä³, âî÷å-

âèäü, Val A jn
jn( )

�
�1, Val Bij( ) �1, Val Bik( ) � 0 äëÿ k i� ³

Val f A Bij( ( | )) �1 (8)

íà íàáîð³ ëîã³÷íèõ çíà÷åíü, âèçíà÷åíîìó äèç’þíêòèâíèì ÷ëåíîì Bij . Ïåðåéäå-
ìî ó ôîðìóë³ (8) äî ëîã³÷íîãî âèãëÿäó. Äëÿ cïðîùåííÿ ïîçíà÷åíü ââàæàòèìå-

ìî, ùî k m� ³ çì³íí³ ïåðåéìåíîâàí³ òàê, ùî B A A Aj k
k� � � �1 2

1 2� � �
� . Òîä³

ó ëîã³÷íîìó âèãëÿä³ Val f X B X f x xij j k m( ( | ( ))) ( , , )� �1 � ³ f x xj k m( , , )� �1 1� .
Îòðèìàºìî Val f X B Xij( ( | ( )) �1. Ìîæíà çàïèñàòè äèç’þíêòèâíèé ÷ëåí f X( )
ó òàêèé ñïîñ³á:

x x f x x x x x f t
k j k m k k j

k k

1 1 1 1
1 1� � � �
� � � � � � � �� �

� �� � �( , , ) ( , x xk m� �2 , , )�

� � � �� ��
� �x x x f f x x

k k j k m
k

1 1 2
1� �

� �( , , , ) .

Çà âëàñòèâ³ñòþ 3 îòðèìàºìî

x x f x x x x f f x
k j k m k j k

k k

1 1 1 2
1 1� � � �
� � � � � � �� �

� �� � �( , , ) ( , ,� , )xm .

Çàñòîñóºìî ö³ ïåðåòâîðåííÿ äî çì³ííèõ x xk m� 2 , ,� ³ îòðèìàºìî

x x f x x x x f f f f
k j k m k j

k k

1 1 1
1 1� � � �
� � � � � � �� �

�� � � �( , , ) ( , , , ) .

Îòæå, íàá³ð äèç’þíêòèâíèõ åëåìåíò³â ðîçêëàäó (4) ì³ñòèòü ò³ é ò³ëüêè ò³
åëåìåíòè Bi ñòàíäàðòíîãî áàçèñó, äëÿ ÿêèõ f f f fj ( , , , )� � 0 .

ßêùî äèç’þíêòèâíèé áàçèñ B çíàéäåíî, çàäà÷à ïðåäñòàâëåííÿ ìàº ñóòî
ëîã³÷íèé ðîçâ’ÿçîê, çàãàëüíèé äëÿ âñ³õ àëãåáð ìíîæèí, ÿêèé âèêîðèñòîâóº ëèøå
ôîðìóëó f X( ).

2. ÇÀÄÀ×² ÏÐÈÊËÀÄÍÈÕ ÀËÃÅÁÐ ÌÍÎÆÈÍ

2.1. Àëãåáðà ñê³í÷åííèõ ìíîæèí. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïîáóäîâè ÑÁ ñèñòåìè
ñê³í÷åííèõ ìíîæèí, ÿêùî óí³âåðñóì U ë³í³éíî âïîðÿäêîâàíèé ³ ìíîæèíè Ai

ïðåäñòàâëåíî âïîðÿäêîâàíèìè ñïèñêàìè åëåìåíò³â. Ó öüîìó ðàç³ àëãîðèòìè
òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ îïåðàö³é ³ â³äíîøåíü ìàþòü ë³í³éíó îá÷èñëþâàëüíó
ñêëàäí³ñòü çà ÷àñîì ùîäî ñóìè ïîòóæíîñòåé ìíîæèí-àðãóìåíò³â. Âî÷åâèäü,
ùî ïîêðàùèòè ö³ àëãîðèòìè íå ìîæíà.

Çàäà÷à 2. Ïðîáëåìà íàëåæíîñò³ â àëãåáð³ ñê³í÷åííèõ ìíîæèí. Íåõàé
C U� . ßê áóëî çàçíà÷åíî âèùå, àëãîðèòì³÷íà ïðîáëåìà ïîëÿãàº ó âèçíà÷åíí³
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³ñòèííîñò³ â³äíîøåííÿ Ñ A�	 ( ). Ðîçøèðåíèé àëãîðèòì ïîâèíåí áóäóâàòè

ôóíêö³þ f òàêó, ùî Ñ f A� ( ). ßêùî ñòàíäàðòíèé äèç’þíêòèâíèé áàçèñ ïîáóäî-

âàíî, òî C ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿä³ C B B Bi i ili
� � � �1 2 � .

Îòæå, àëãîðèòì ðîçâ’ÿçàííÿ ïðîáëåìè íàëåæíîñò³ ïîëÿãàº ó ðîçêëàäàíí³ C

çà ñòàíäàðòíèì áàçèñîì.
Ðîçâ’ÿçàííÿ. Íåõàé U — ñê³í÷åííà ìíîæèíà-óí³âåðñóì, A A� { 1, ...

..., , ...,A Aj m }, 	 ( )A — ïðèêëàäíà àëãåáðà ìíîæèí. Ïðèïóñòèìî, ùî ÄÁ

B B B Bk� ( , , , )1 2 � ñèñòåìè A ïîáóäîâàíî, äî òîãî æ áàçèñí³ åëåìåíòè òà ìíî-

æèíà C ïðåäñòàâëåí³ âïîðÿäêîâàíèìè (çà ñïàäàííÿì) ñïèñêàìè. Ïîçíà÷èìî
LeadItem B j( ) íàéá³ëüøèé åëåìåíò ìíîæèíè B j . Òîä³, âèêîðèñòîâóþ÷è ïîðÿäîê
íà ìíîæèí³ { }LeadItem B j( ) , ìíîæèíó áàçèñíèõ åëåìåíò³â ìîæíà âïîðÿäêóâàòè:
B B Bj k1 � � � �� � .

Íåõàé C c c ci l� { }1, , , ,� � ³ {c c ci l1 � � � �� � }. Òîä³, ÿêùî C A�	 ( ) ,

³ñíóº òàêå j , ùî c LeadItem B j1 � ( ), ³ òîä³ ïîòð³áíî ïåðåâ³ðèòè âêëþ÷åííÿ
B Cj 
 .

Àëãîðèòì 3.
Êðîê 1. ²í³ö³þºìî çàãàëüíèé ñïèñîê L åëåìåíò³â äèç’þíêòèâíîãî áàçèñó

ðîçêëàäàííÿ C òà âêëþ÷èìî ìíîæèíó B j äî çàãàëüíîãî ñïèñêó:

L:� ; d :�1; j:�1;
While LeadItem B c do j jj( ) :�� � �1 1;
L B j:� .

Êðîê 2. Ïðèïóñòèìî, ùî ïåðø³ d åëåìåíò³â ìíîæèíè C òà ñïèñêó L âæå îá-
ðîáëåíî. Òîä³ ÿêùî c Ld� �1 , òî d d:� �1, ³íàêøå cd�1 ìàº äîð³âíþâàòè äåÿêî-
ìó íàñòóïíîìó B j :

While c LeadInem B do j jd j� � � � �1 1( ) : ;
L L B j:� � ; d d:� �1.

Òîä³ åëåìåíòè öüîãî áàçèñó ìîæíà âïîðÿäêóâàòè òàê, ùîá ó ïðåäñòàâëåíí³
A a a ai i i iki

� { }1 2, , ,� îäåðæàòè a a ai i iki1 2� � �� .
Îñê³ëüêè îïåðàö³ÿ îá’ºäíàííÿ òà ïåðåãëÿä ñïèñêó L âèêîíóþòüñÿ çà

ë³í³éíèé ÷àñ, àëãîðèòì ðîçâ’ÿçàííÿ ïðîáëåìè íàëåæíîñò³ çà òàêèì äèç’þíêòèâ-
íèì áàçèñîì âèêîíóºòüñÿ çà ë³í³éíèé ÷àñ.

2.2. Àëãåáðà ìíîæèí Ëåáåãà íà ÷èñëîâ³é îñ³ (àëãåáðà LSet ë³í³éíèõ
íàï³âàëãåáðà¿÷íèõ ìíîæèí ðîçì³ðíîñò³ 1).

Îçíà÷åííÿ 3. Åëåìåíò àëãåáðè LSet º ñê³í÷åííèì îá’ºäíàííÿì îáìåæåíèõ
÷èñëîâèõ ³íòåðâàë³â íà ÷èñëîâ³é îñ³ íàä ïîëåì Rat ç òàêèì êîíñòðóêòîðîì ³ êîí-
òåêñòíèìè óìîâàìè:

LSet S Segment s S s� � � | ;
s Rat a Rat b a b a b a b� [ , ] | [ , ) | ( , ] | ( , ) ;
leadInt S s( ) � ; LeadInt s S( ) � .

Ðîçãëÿíåìî ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ íàëåæíîñò³ â àëãåáð³ Ëåáåãà LSet .
Çàäà÷à 3. Ïðîáëåìà íàëåæíîñò³ â àëãåáð³ LSet .

Óí³âåðñóì U — öå ìíîæèíà ð³çíîìàí³òíèõ ÷èñëîâèõ ìíîæèí Ëåáåãà. Ìíî-
æèíà Ëåáåãà âèçíà÷àºòüñÿ ÿê ñê³í÷åííå îá’ºäíàííÿ ÷èñëîâèõ ïðîì³æê³â, òîáòî
ìàº âèãëÿä A s s sk� � � � � � �1 2 � , äå s j , j k�1 2, , ,� , — â³äêðèò³, íàï³â-
â³äêðèò³ àáî çàìêíåí³ ÷èñëîâ³ ïðîì³æêè, ÿê â îçíà÷åíí³ 3.
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Ñèñòåìà A A A Aj m� { }1, , , ,� � — öå ñèñòåìà ìíîæèí Ëåáåãà,	 ( )A — àë-

ãåáðà ìíîæèí Ëåáåãà ³ C U� . Îñê³ëüêè àëãåáðà LSet çàìêíåíà ñòîñîâíî îñíîâ-
íèõ òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ îïåðàö³é, ñòàíäàðòíèé áàçèñ ìîæíà îòðèìàòè,
çàñòîñóâàâøè àëãîðèòì 1.

Îòæå, ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ íàëåæíîñò³ ìîæíà îòðèìàòè, çâ³âøè öþ çàäà÷ó äî
çàäà÷³ 2. Ïðî³ëþñòðóºìî ìåòîä çâåäåííÿ íà ðèñ 3. Ïåðø³ òðè ÷èñëîâ³ îñ³ ³ëþñ-
òðóþòü òðè ìíîæèíè Ëåáåãà. Âîíè âïîðÿäêîâàí³ çà çðîñòàííÿì ë³âèõ ê³íö³â
ñòàðøèõ ïðîì³æê³â s s s11 21 31, , . Àëãîðèòì 1 îá÷èñëþº ñòàíäàðòíèé áàçèñ
B B B B B B B B� { }1 2 3 4 5 6 7, , , , , , ñèñòåìè A A A A� { }1 2 3, , . Ìåòîä çâåäåííÿ çàäà÷³

äî ïðåäìåòíî¿ îáëàñò³ çàäà÷³ 2 — àëãåáðè ñê³í÷åííèõ ìíîæèíè ïîëÿãàº ó òîìó,
ùî êîæíîìó åëåìåíòàðíîìó ïðîì³æêó, çîáðàæåíîìó íà ÷åòâåðò³é ÷èñëîâ³é îñ³,
ñòàâèòüñÿ ó â³äïîâ³äí³ñòü ë³òåðàë b j , j �1 2 11, , ,� , òîìó åëåìåíòè ñòàíäàðòíîãî
áàçèñó ïðåäñòàâëåíî ñê³í÷åííèìè ìíîæèíàìè ë³òåðàë³â:

B A A A b b b1 1 2 3 1 3 11� �� �� � { }, , , B A A A b b2 1 2 3 2 10� � �� � { }, ,

B A A A b3 1 2 3 4�� �� � � { }, B A A A b4 1 2 3 5�� � �� � { },

B A A A b5 1 2 3 6�� � � � { }, B A A A b b6 1 2 3 7 9� � � � { }, ,

B A A A b7 1 2 3 8� �� � � { }.

2.3. Àëãåáðà ë³í³éíèõ íàï³âàëãåáðà¿÷íèõ ìíîæèí ðîçì³ðíîñò³ 2. Íåõàé
L L L Lm� ( , , , )1 2 � — íàá³ð ë³í³éíèõ íåð³âíîñòåé â³ä çì³ííèõ x, y ç ðàö³îíàëüíè-

ìè êîåô³ö³ºíòàìè. Ââàæàòèìåìî, ùî L j — ðîçâ’ÿçí³ â³äíîñíî y , òîáòî ìàþòü
âèãëÿä y ax b y ax b y ax b y ax b� � � � � � � �, , , àáî x a� , x a� , x a� , x a� .

Îçíà÷åííÿ 4. Ë³í³éíîþ íàï³âàëãåáðà¿÷íîþ ìíîæèíîþ (ËÍÀÌ) íàçâåìî
ìíîæèíó — åëåìåíò àëãåáðè 	 ( )L : { }f L L f Xm( , , ) | ( )1 � �	 .

Ïîíÿòòÿ êàíîí³÷íî¿ ôîðìè òà àëãîðèòì îá÷èñëåííÿ êàíîí³÷íèõ ôîðì
ËÍÀÌ ó n-âèì³ðíîìó ïðîñòîð³ íàä Rat íàâåäåíî ó ðîáîòàõ [11–13]. Äàë³ âèêëà-
äåíî íîâèé àëãîðèòì ðîçâ’ÿçàííÿ ö³º¿ çàäà÷³ â îêðåìîìó âèïàäêó, ÿêèé âèêîðèñ-
òîâóº àëãîðèòì êðèòè÷íî¿ ïàðè/ïîïîâíåííÿ. Ìè ðîçãëÿäàòèìåìî öåé àëãîðèòì
äëÿ ËÍÀÌ íà ïëîùèí³, àëå íåâàæêî öåé àëãîðèòì óçàãàëüíèòè íà âèïàäîê
ïðîñòîð³â äîâ³ëüíî¿ ðîçì³ðíîñò³.

Îçíà÷åííÿ 5. Òðàïåöî¿äîì íàçâåìî ìíîæèíó âèãëÿäó

T x y a x b y a x b c x d� � �{ }( , ) | ,1 1 2 2� � � � ,

äå ñèìâîë � îçíà÷àº çíàê ñòðîãî¿ àáî íåñòðîãî¿ íåð³âíîñò³. Ïîçíà÷èìî
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Ðèñ. 3. Ãðàô³÷íà ³ëþñòðàö³ÿ çàäà÷³ 2



U y a x b� �
df

� 1 1, V y a x b� �
df

� 2 2 ³ çàïèøåìî ìíîæèíó T ó âèãëÿä³

T U y V c x d� [ , , ] [ , , ]. . Ìíîæèíó T íàçâåìî òðàïåöî¿äîì (ðèñ. 4).
Òðàïåöî¿ä ïîçíà÷èìî T S Sy x� . . Çàçíà÷èìî, ùî S x — ïðîºêö³ÿ T íà â³ñü 0x.
Äîâ³ëüíà îïóêëà íàï³âë³í³éíà ìíîæèíà (ïîë³åäð) ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà

ó âèãëÿä³ ðîçáèòòÿ íà òðàïåöî¿äè òàê, ÿê öå ïîêàçàíî íà ðèñ. 5.
Íà ðèñ. 6 çîáðàæåíî ðîçáèòòÿ ïëîùèíè íà ñ³ì áàçèñíèõ ( , , ,B B B B� { })71 2 �

åëåìåíò³â òðüîìà ïðÿìèìè: L L L1 2 3, , . Êîæåí áàçèñíèé åëåìåíò ðîçáèòî íà òðàïå-
öî¿äè T T T11 12 44, , ,� âåðòèêàëüíèìè ïóíêòèðíèìè ïðÿìèìè, a a1 2, , a3 —
ïðîºêö³¿ òî÷îê ïîïàðíîãî ïåðåòèíó öèõ ïðÿìèõ íà â³ñü 0x. Óíàñë³äîê ðîçáèòòÿ îò-
ðèìàºìî

B T T T T B T B T T1 11 21 31 41 2 12 3 13 23� � � � � � �( ) , , ,

B T T T T B T T B T T B T4 14 24 34 44 5 22 32 6 33 43 7 4� � � � � � � � �( ) ( ), , , 2 .

Çàóâàæèìî, ùî ó ïðåäñòàâëåííÿõ B T T T T1 11 21 31 41� � � �( ) ³ B4 �
� � � �( ) ( )T T T T14 24 34 44 òðàïåöî¿äè â äóæêàõ ìîæíà ðåäóêóâàòè â³äïîâ³äíî äî
ïðàâèëà

Sy a x b Sy b x c Sy a x c. . .[ , , ] [ , , ] [ , , ]� � � . (9)

Öåé ïðèêëàä äåìîíñòðóº àëãîðèòì 2 ïîáóäîâè ÄÁ áàçèñó ÷åðåç ðîçáèòòÿ
ïëîùèíè íà òðàïåöî¿äè. Çàçíà÷èìî êëþ÷îâ³ êîìá³íàòîðí³ ôîðìóëè.
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Ðèñ. 4. Òðàïåöî¿ä íà ïëîùèí³ Ðèñ. 5. Ðîçáèòòÿ ïîë³åäðà íà òðàïåöî¿äè

Ðèñ. 6. Ðîçáèòòÿ ïëîùèíè íà åëåìåíòè ñòàíäàðòíîãî áàçèñó òà ðîçáèòòÿ áàçèñíèõ åëåìåíò³â íà
òðàïåöî¿äè



1. Íåõàé m — ê³ëüê³ñòü òâ³ðíèõ àëãåáðè 	 ( , , )L Lm1 � . Òîä³ | |B �

� � �m m( ) /1 2 1.
2. Íåõàé k — ê³ëüê³ñòü ïðîºêö³é âèãëÿäó S x àëãåáðè 	 ( , , )L Lm1 � . Òîä³

| | ( ) /k m m� � �1 2 1.
3. Íåõàé t — ê³ëüê³ñòü òðàïåöî¿ä³â ³ç çàãàëüíîþ ïðîºêö³ºþ S x . Òîä³ t m� �1.
4. Íåõàé �t — çàãàëüíà ê³ëüê³ñòü òðàïåöî¿ä³â ðîçáèòòÿ ïëîùèíè. Òîä³

�t m m� � �( ) /3 2 2 .

Àëãîðèòì 2 îá÷èñëåííÿ äèç’þíêòèâíîãî áàçèñó ïîòðåáóº óòî÷íåííÿ. Íåõàé
ïëîùèíà ðîçáèòà íà åëåìåíòè äèç’þíêòèâíîãî áàçèñó m ïðÿìèìè ³

B B B Bj k� ( , , , , )1 � � , B T T Tj j ji jk j
� � � � � � � � �1 � � .

Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî áàçèñí³ ìíîæèíè îáðîáëåíî àëãîðèòìîì, ÿêèé
äîäàº ( )m �1 -ó ïðÿìó Lm�1 äî òâ³ðíèõ àëãåáðè 	 ( )L . Âî÷åâèäü, ÿêùî ïðÿìà íå

ïåðåòèíàº Bi , òî öåé áàçèñíèé åëåìåíò º åëåìåíòîì íîâîãî áàçèñó. Â ³íøîìó
âèïàäêó Bi ðîçáèâàºòüñÿ ïðÿ-
ìîþ Lm�1 íà äâ³ ÷àñòèíè, êîæ-
íà ç ÿêèõ º íîâèì åëåìåíòîì
íîâîãî áàçèñó. Ó ðàç³ íå-
îáõ³äíîñò³ ï³ñëÿ ðîçáèòòÿ
ïîòð³áíî çàñòîñóâàòè îïåðàö³þ
ðåäóêóâàííÿ (9).

Ïðÿìà ïåðåòèíàº ò³ëüêè
äâ³ øàïêè òðàïåöî¿ä³â áàçèñíî-
ãî åëåìåíòà, ðåøòà òðàïåöî¿ä³â
ðîçñ³êàþòüñÿ íàâï³ë ïîâí³ñòþ
(ðèñ. 7). Îáðîáëåííÿ êîæíîãî
òðàïåöî¿äà âèêîíóºòüñÿ çà ÷àñ
O( )1 , à ïîáóäîâà ÑÁ (ó ã³ðøîìó

âèïàäêó) — çà ÷àñ O m( )3 .

Çàäà÷à 4. Ïîáóäîâà êàíîí³÷íî¿ ôîðìè ìíîæèíè f L L Lm( , , , )1 2 � .

Çàçíà÷èìî, ùî öÿ çàäà÷à ïîëÿãàº ó âèçíà÷åíí³ âñ³õ áàçèñíèõ åëåìåíò³â, ÿê³
ïðåäñòàâëÿþòü ìíîæèíó f L L Lm( , , , )1 2 � :

f L L L B B Bm i i ik f
( , , , )1 2 1 2� �� � � � � � � .

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Áàçèñí³ åëåìåíòè ìàþòü âèãëÿä B T Ti i iji
� � � � �1 � . Âèáå-

ðåìî ó êîæíîìó ç áàçèñíèõ òðàïåöî¿ä³â T T Tn11 21 1, , ,� ïî îäí³é òî÷ö³:
A u A u A un n n11 1 1 21 2 2 1( , ), ( , ), , ( , )� � �� . Çàïèøåìî ôîðìóëó f ó âèãëÿä³
f A u A u A um( ( , ), ( , ), , ( , ))1 2� � �� ³ ï³äñòàâèìî çàì³ñòü u, � êîîðäèíàòè ui , � i .
Ó ðåçóëüòàò³ êîæíà íåð³âí³ñòü L uj i i( , )� îòðèìàº ëîã³÷íå çíà÷åííÿ li �{0 1, }.

Îá÷èñëèìî ëîã³÷íå çíà÷åííÿ f l l l lm f( , , , )1 2 � � , äî òîãî æ l f �1 òîä³ ³ ò³ëüêè

òîä³, êîëè B B B Bi i i ik f
�{ 1 2, , , }� . Ïîçíà÷èìî | | | |f äîâæèíó ôîðìóëè f . Òîä³

ñêëàäí³ñòü îá÷èñëåííÿ êàíîí³÷íî¿ ôîðìè f L L L B Bm i i( , , , ) . ..1 2 1 2� � � � � �

. .. � � Bikf
ó ã³ðøîìó âèïàäêó äîð³âíþâàòèìå T f m O f m( , ) (| | | | )� � 2 .

2.4. Àëãåáðà ê³ë Åéëåðà. Íåõàé C C C Cm� ( , , , )1 2 � — íàá³ð êâàäðàòè÷íèõ

íåð³âíîñòåé â³ä çì³ííèõ x, y ç ðàö³îíàëüíèìè êîåô³ö³ºíòàìè a b r, , âèãëÿäó
C x a y b r� � � �( ) ( )2 2 2

� , äå ñèìâîë � ïîçíà÷àº ñòðîãó àáî íåñòðîãó íåð³âí³ñòü.
Îòæå, êîæíà ôîðìóëà C j ÿâëÿº ñîáîþ êîëî ç öåíòðîì ( , )a b ðàä³óñà r.
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Ðèñ. 7. Ðîçáèòòÿ åëåìåíòà áàçèñà íîâîþ ïðÿìîþ íà äâ³ ÷àñòèíè:
B B B� �� � '', � � � �B T T T1 22 31, B T T T T''� � � �21 3 4 5



Íàäàë³ êîëî C ïðåäñòàâëÿòèìåìî ó âèãëÿä³ ïîäâ³éíî¿ íåð³âíîñò³:

b r x a y b r x a� � � � � �2 2 2 2( ) ( )� � .

Ôîðìóëó âèãëÿäó b r x a � �2 2( ) ïîçíà÷èìî C a b r ( , , ). Ñèìâîë  îçíà-

÷àº òóò àáî �, àáî �, à � îçíà÷àº ñòðîãó àáî íåñòðîãó íåð³âí³ñòü.
Îçíà÷åííÿ 6. Åëåìåíòîì àëãåáðè ê³ë Åéëåðà íàçâåìî ìíîæèíó — åëåìåíò

àëãåáðè 	 ( )C : { }f C C f X Xm( , , ) | ( ) ( )1 � �	 .

Çàóâàæåííÿ 1. Öÿ íàçâà àñîö³éîâàíà ç ïîíÿòòÿì ê³ë Åéëåðà — ãðàô³÷íîþ
³ëþñòðàö³ºþ íà ïëîùèí³ âçàºìíîãî ðîçòàøóâàííÿ ìíîæèí.

Íèæ÷å íàâåäåíî àëãîðèòì ïîáóäîâè ñòàíäàðòíîãî äèç’þíêòèâíîãî áàçèñó
àëãåáðè 	 ( )Ñ , ö³ëêîì àíàëîã³÷íèé àëãîðèòìó 3.

Îçíà÷åííÿ 7. Íàçâåìî C-òðàïåöî¿äîì ìíîæèíó âèãëÿäó

T x y C a b r x y C a b r x c x d�   {( , ) | ( , , , ) ( , , , ), )}1 1 1 2 2
2

� � � � ,

ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî x c d�[ , ] âèêîíóºòüñÿ C a b r x C a b r x  �( , , , ) ( , , , )1 1 1 2 2
2 .

Óâåäåìî òàê³ ïîçíà÷åííÿ: U C a b r x�  df
( , , , )1 1 1 , V C a b r x�  df

( , , , )2 2
2 . Çàïè-

øåìî T ó âèãëÿä³ T U y V c x d� [ , , ] [ , , ]. . Ñ-òðàïåöî¿ä çîáðàæåíî íà ðèñ. 8.
Ñêîðî÷åíî Ñ-òðàïåöî¿ä ïîçíà÷àòèìåìî

T S Sy x� . . Äóãè U V, îêðóæíîñòåé íàçâåìî íèæ-
íüîþ ³ âåðõíüîþ øàïêàìè Ñ-òðàïåöî¿äà. Çàçíà÷èìî,
ùî S x — ïðîºêö³ÿ T íà â³ñü 0x . Çàëåæíî â³ä íàïðÿ-
ìó îïóêëîñò³ øàïîê ³ñíóº ÷îòèðè òèïè Ñ-òðàïå-
öî¿ä³â, ÿê³ çîáðàæåíî ñõåìàòè÷íî íà ðèñ. 9.

Äîâ³ëüíó ìíîæèíó Åéëåðà — åëåìåíò ÄÁ
ïðåäñòàâèìî ó âèãëÿä³ ðîçáèòòÿ íà Ñ-òðàïåöî¿äè.
Íà ðèñ. 10 çîáðàæåíî äâà êîëà, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ,
³ ¿õí³é ðîçêëàä çà ñòàíäàðòíèì äèç’þíêòèâíèì áà-
çèñîì, åëåìåíòè ÿêîãî ðîçáèòî íà Ñ-òðàïåöî¿äè. (Äëÿ á³ëüø íàî÷íî¿ ³ëþñòðàö³¿
ìàñøòàáè îñåé êîîðäèíàò ð³çí³.) Íà ðèñ. 10 çîáðàæåíî ðîçêëàä ñèñòåìè ê³ë C1, C2
íà òðè áàçèñíèõ åëåìåíòè: B1, B2 , B3 . Äâ³ âåðòèêàëüí³ ïðÿì³ L1, L2 ïðîõîäÿòü ÷å-
ðåç äâ³ òî÷êè ïåðåòèíó ê³ë. Äâ³ ïàðè âåðòèêàëüíèõ ïðÿìèõ ( , )L L3 4 , ( , )L L5 6 äî-
òè÷í³ äî ê³ë. Ö³ ø³ñòü ïðÿìèõ îáìåæóþòü Ñ-òðàïåöî¿äè, ðîçáèâàþ÷è â³ñü OX íà
ï’ÿòü ïðîºêö³é [ , , ]a x ai i�1 , i �1 2 5, , ,� :

C B B C B B1 1 2 2 2 3� � � � � �, ,

B T T T1 1 2 4� � � � � ,

B T T T2 3 5 8� � � � � ,

B T T T3 6 7 9� � � � � .
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Ðèñ. 8. Ñ-òðàïåöî¿ä íà ïëîùèí³

Ðèñ. 9. ×îòèðè òèïè Ñ-òðàïåöî¿ä³â



Çàóâàæèìî, ùî òðàïåöî¿äè T T4 6, îòðèìàíî ÿê ðåçóëüòàò îïåðàö³¿ ðåäóêö³¿:

[ , , ] [ , , ] [ , , ] [ , , ] [ , , ] [ , , ]. . .U y V c x d U y V d x e U y V c x e� � � .

Íàâåäåìî êëþ÷îâ³ êîìá³íàòîðí³ ôîðìóëè.

1. Íåõàé m — ê³ëüê³ñòü òâ³ðíèõ àëãåáðè	 ( , , )Ñ Ñm1 � . Òîä³ | |C m m� � �2 1.

2. Íåõàé t — ê³ëüê³ñòü C-òðàïåöî¿ä³â ³ç çàãàëüíîþ ïðîºêö³ºþ S x äî ðåäóêó-
âàííÿ. Òîä³ t m� �2 1.

3. Íåõàé �t — çàãàëüíà ê³ëüê³ñòü C-òðàïåöî¿ä³â ðîçáèòòÿ ïëîùèíè. Òîä³

�t m m m� � �( )( )2 2 1 .

4. Íåõàé k — ê³ëüê³ñòü ïðîºêö³é âèãëÿäó S x àëãåáðè 	 ( , , )C Cm1 � . Òîä³

k m m� �2 .

Àëãîðèòì 2 îá÷èñëåííÿ äèç’þíêòèâíîãî áàçèñó ïîòðåáóº óòî÷íåííÿ.
Ä³éñíî, íåõàé ïëîùèíà ðîçáèòà íà åëåìåíòè äèç’þíêòèâíîãî áàçèñó ïðÿìèìè ³

| | ( , , , , )B B B Bj k� 1 � � , B T T Tj j ji jk j
� � � � � � � � �1 � � .

Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî áàçèñí³ ìíîæèíè âæå îáðîáëåíî àëãîðèòìîì, ÿêèé
äîäàº m �1-å êîëî Cm�1 äî òâ³ðíèõ àëãåáðè 	 ( )C . Âî÷åâèäü, ùî êîëè êîëî

Cm�1 íå ïåðåòèíàº Bi , áàçèñíèé åëåìåíò çàëèøàºòüñÿ åëåìåíòîì íîâîãî áà-
çèñó. Â ³íøîìó âèïàäêó Bi ðîçáèâàºòüñÿ äóãîþ êîëà Cm�1 íà ê³ëüêà ÷àñòèí,
êîæíà ç ÿêèõ º åëåìåíòîì íîâîãî áàçèñó. Ó ðàç³ íåîáõ³äíîñò³ ï³ñëÿ ðîçáèòòÿ
ïîòð³áíî çàñòîñóâàòè îïåðàö³þ ðåäóêö³¿ (9).

Íà ðèñ. 11 çîáðàæåíî ïîòî÷íèé áàçèñíèé åëåìåíò B T T T T� � � � � � �1 2 3 4 ,
ðîçä³ëåíèé äóãîþ íîâîãî êîëà C íà äâ³ ÷àñòèíè — äâà íîâèõ áàçèñíèõ åëåìåíòè:

� � � � � � � � � � �B T T T T T T1 21 22 23 31 41, B T T T'' � � � � �23 32 42 .

Äóãà C ïåðåòèíàº âåðõíþ øàïêó Ñ-òðàïåöî¿äà áàçèñíîãî åëåìåíòà T2 , à Ñ-òðà-
ïåöî¿äè T T3 4, ðîçñ³êàþòüñÿ ö³ºþ äóãîþ íàâï³ë (ðèñ. 11). Îá÷èñëåííÿ íîâèõ
Ñ-òðàïåöî¿ä³â — çàäà÷à àíàë³òè÷íî¿ ãåîìåòð³¿ íà ïëîùèí³. Îáðîáëåííÿ êîæíî-
ãî òðàïåöî¿äà âèêîíóºòüñÿ çà ÷àñ O( )1 , à ïîáóäîâà ÑÄÂ ó ã³ðøîìó âèïàäêó —

çà ÷àñ O m( )3 .

Çàçíà÷èìî, ùî çàäà÷à 4 ïîáóäîâè êàíîí³÷íî¿ ôîðìè ìíîæèíè
f Ñ Ñ Ñm( , , , )1 2 � ðîçâ’ÿçóºòüñÿ òàê ñàìî, ÿê ³ çàäà÷à 3.
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Ðèñ. 10. Ðîçêëàä ñèñòåìè ê³ë çà ñòàíäàðòíèì áàçèñîì òà ðîçáèòòÿ áàçèñíèõ åëåìåíò³â íà
Ñ-òðàïåöî¿äè



ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó ñòàòò³ ðîçãëÿíóòî ñïåö³àëüíèé êëàñ êîíñòðóêòèâíèõ àëãåáð ìíîæèí — ïðè-
êëàäí³ àëãåáðè ìíîæèí. Äëÿ ïðèêëàäíèõ àëãåáð ìíîæèí âèçíà÷åíî ïîíÿòòÿ
ñòàíäàðòíîãî äèç’þíêòèâíîãî áàçèñó, ÿêèé áóäóºòüñÿ àëãîðèòìîì êðèòè÷íî¿
ïàðè/ïîïîâíåííÿ.

ßêùî äëÿ àëãåáðè ïîáóäîâàíî ÑÁ, áàãàòî àëãîðèòì³÷íèõ çàäà÷, òàêèõ ÿê çà-
äà÷à íàëåæíîñò³, ìîæíà ðîçâ’ÿçóâàòè åôåêòèâíî. Öåé âèñíîâîê ïðî³ëþñòðîâàíî
ê³ëüêîìà ïðèêëàäàìè.

Îòæå, ïîíÿòòÿ ÑÁ òà àëãîðèòì êðèòè÷íî¿ ïàðè/ïîïîâíåííÿ, ÿê³ äîáðå â³äîì³
â êîíñòðóêòèâí³é òåîð³¿ ïîë³íîì³àëüíèõ ³äåàë³â, âèÿâëÿþòüñÿ åôåêòèâíî çàñòî-
ñîâíèìè ó íîâ³é ïðåäìåòí³é ãàëóç³.

Íà íàø ïîãëÿä, ñë³ä ïðîäîâæèòè ÿê òåîðåòè÷í³ äîñë³äæåííÿ, ôîðìóëþþ÷è
ïîíÿòòÿ ñòàíäàðòíèõ áàçèñ³â òà àëãîðèòì³â êðèòè÷íî¿ ïàðè/ïîïîâíåííÿ äëÿ
³íøèõ êëàñ³â êîíñòðóêòèâíèõ àëãåáð, òàê ³ ïðàêòè÷íó ðåàë³çàö³þ òà çàñòîñóâàí-
íÿ ðåçóëüòàò³â, îòðèìàíèõ ó ö³é ðîáîò³.
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Ðèñ. 11. Ðîçáèòòÿ áàçèñíîãî åëåìåíòà äóãîþ íîâîãî êîëà íà ÷àñòèíè
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M.S. Lvov
DISJUNCTIVE BASES OF APPLIED ALGEBRAS OF SETS AND THEIR USE IN PROBLEMS
OF COMBINATORIAL GEOMETRY

Abstract. In this paper, the concepts of applied algebra of sets and a standard disjunctive basis
of an applied algebra of sets are introduced. The algorithm for constructing a standard
disjunctive basis is described. By analogy with Buchberger’s algorithm in polynomial ideal
theory and Knuth–Bendix’s algorithm in the theory of semi groups of words, it is called the
critical pair/completion algorithm. Examples of various applied algebras of sets are provided.
They include the algebra of finite sets in realization on ordered lists, the Lebesgue algebra of
sets on the number axis, algebra of linear semi-algebraic sets on a plane, and algebra of circles
on a plane, called the Euler algebra. Implementations of the critical pair/completion algorithm
are also considered. The main result of the study is that the presence of a standard disjunctive
basis makes it possible to construct time-efficient (polynomial) algorithms for solving basic
problems in applied algebras of sets, such as the representation problem, membership problem,
equality problem, emptiness problem, etc. Algorithms in the algebra of linear semi-algebraic
sets on a plane and the Euler algebra on a plane can be extended to more general applied
algebras of sets.

Keywords: applied algebra of sets, algorithm of critical pair/completion, combinatorial
geometry, membership problem, representation problem.
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