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Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî ìîäåëü â³äíîâëþâàíî¿ ðåçåðâîâàíî¿ ñèñòåìè ðàíãîâî¿ ñòðóêòóðè,
ôóíêö³îíóâàííÿ ÿêî¿ ç ïîãëÿäó íàä³éíîñò³ âèçíà÷àºòüñÿ ðîçïîä³ëàìè çàãàëüíîãî âèäó. Íà-
âåäåíî äâà ìîäèô³êîâàíèõ ìåòîäè ïðèñêîðåíîãî ìîäåëþâàííÿ éìîâ³ðíîñò³ â³äìîâè ñèñòå-
ìè ó ô³êñîâàíîìó ïðîì³æêó ÷àñó. Âèñíîâêè ùîäî òî÷íîñò³ öèõ ìåòîä³â çàëåæíî â³ä õà-
ðàêòåðèñòèê íàä³éíîñò³ åëåìåíò³â ñèñòåìè ïðî³ëþñòðîâàíî ÷èñëîâèì ïðèêëàäîì.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: íàä³éí³ñòü, ðåçåðâîâàíà ñèñòåìà ç â³äíîâëåííÿì, ðàíã, ìîäåëþâàííÿ ³ç
çàáîðîíîþ, ìåòîä ñóòòºâî¿ âèá³ðêè, îö³íêà, äèñïåðñ³ÿ.

ÂÑÒÓÏ

Ïðîöåñ ñòàíîâëåííÿ ìåòîä³â ìàòåìàòè÷íî¿ òåîð³¿ íàä³éíîñò³ ìîæíà ïîä³ëèòè

íà òðè åòàïè. Íà ïî÷àòêîâîìó åòàï³ íàóêîâö³ â³ääàâàëè ïåðåâàãó àíàë³òè÷íèì

ìåòîäàì, ìåòîþ ÿêèõ áóëî âñòàíîâëåííÿ ÿâíî¿ àíàë³òè÷íî¿ ôîðìóëè àáî

äåÿêî¿ ñèñòåìè ð³âíÿíü äëÿ çíàõîäæåííÿ íåâ³äîìî¿ õàðàêòåðèñòèêè. Öåé

ï³äõ³ä çàñòîñîâóâàëè äëÿ â³äíîñíî ïðîñòèõ ìîäåëåé, àäåêâàòí³ñòü ÿêèõ

ðåàëüíèì ñèñòåìàì ìîæíà ïîñòàâèòè ï³ä ñóìí³â. Ïðè öüîìó, îòðèìàâøè

ñèñòåìó ð³âíÿíü (íàïðèêëàä, ó òåðì³íàõ ïåðåòâîðåíü Ëàïëàñà–Ñò³ëòüºñà),

ìàòåìàòèêè ââàæàëè ñâîþ çàäà÷ó âèêîíàíîþ, õî÷à ñàìå òóò ³ ïî÷èíàëèñÿ

òðóäíîù³ äëÿ ³íæåíåð³â, ÿê³ íàìàãàëèñÿ ñêîðèñòàòèñü öèìè ðåçóëüòàòàìè.

Âíàñë³äîê ï³äâèùåííÿ íàä³éíîñò³ ñèñòåì âèíèêëà ïîòðåáà ó ñòâîðåíí³

íàáëèæåíèõ àñèìïòîòè÷íèõ ìåòîä³â, òî÷í³ñòü ÿêèõ º òèì âèùîþ, ÷èì âèùîþ

º íàä³éí³ñòü ñèñòåìè. Ïðè öüîìó ñóòòºâî óñêëàäíèëèñü ÿê ñàì³ ìîäåë³, òàê

³ ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò ¿õíüîãî äîñë³äæåííÿ [1–5]. Íà æàëü, ñôåðà ïðàê-

òè÷íèõ çàñòîñóâàíü àñèìïòîòè÷íèõ îö³íîê âèÿâèëàñÿ òàêîæ äîâîë³ îáìå-

æåíîþ. Öå çóìîâëåíî ÿê ñêëàäí³ñòþ ìàòåìàòè÷íîãî àïàðàòó, òàê ³ â³äñóò-

í³ñòþ ïðèéíÿòíèõ ç ïðàêòè÷íîãî ïîãëÿäó îö³íîê ïîõèáêè àïðîêñèìàö³¿.
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Òîìó, íåçâàæàþ÷è íà ñóòòºâå óäîñêîíàëåííÿ ìàòåìàòè÷íî¿ òåîð³¿, îñíîâíèì

³íñòðóìåíòîì äîñë³äæåííÿ â ³íæåíåðí³é ïðàêòèö³ ñòàâ ìåòîä Ìîíòe–Êàðëî,

³íòåíñèâíèé ðîçâèòîê ÿêîãî ïðèïàäàº íà 60-ò³ ðîêè ìèíóëîãî ñòîë³òòÿ.

Öüîìó ñïðèÿâ ³ áóðõëèâèé ïðîãðåñ ó ãàëóç³ êîìï’þòåðíî¿ òåõí³êè, à òàêîæ

ïîÿâà íîâèõ åôåêòèâíèõ ³íôîðìàö³éíèõ òåõíîëîã³é.

Âîäíî÷àñ ìàéæå îäðàçó áóâ ïîì³÷åíèé îñíîâíèé íåäîë³ê áåçïîñåðåäíüîãî

ìîäåëþâàííÿ íàä³éíîñò³ ñèñòåìè ìåòîäîì Ìîíòe–Êàðëî: äëÿ äîñÿãíåííÿ

ïîòð³áíî¿ òî÷íîñò³ îö³íêè ÷àñ ìîäåëþâàííÿ ñòð³ìêî çðîñòàº ó ì³ðó ï³äâèùåííÿ

íàä³éíîñò³ åëåìåíò³â ñèñòåìè. ª äâà ïðèíöèïîâî ð³çíèõ ï³äõîäè äî ï³äâèùåííÿ

åôåêòèâíîñò³ ìîäåëþâàííÿ. Îäèí ç íèõ ïîâ’ÿçàíèé ç³ ñòâîðåííÿì á³ëüø

äîñêîíàëî¿ øâèäêîä³þ÷î¿ åëåìåíòíî¿ áàçè òà âèêîðèñòàííÿì áàãàòîïðîöåñîð-

íèõ îá÷èñëþâàëüíèõ êîìïëåêñ³â (ÿê-îò ÑÊ²Ò-3 àáî ÑÊ²Ò-4 â ²íñòèòóò³ ê³áåð-

íåòèêè ³ì. Â.Ì. Ãëóøêîâà ÍÀÍ Óêðà¿íè). Àëüòåðíàòèâíèé ï³äõ³ä ´ðóíòóºòüñÿ

íà ðîçðîáëåíí³ ñïåö³àëüíèõ àëãîðèòì³â ìîäåëþâàííÿ, ñïðÿìîâàíèõ íà

çìåíøåííÿ äèñïåðñ³¿ îö³íêè. Ñàìå öåé íàïðÿì äîñë³äæåíü º äîì³íóþ÷èì

ïðîòÿãîì îñòàíí³õ 30 ðîê³â ó ìàòåìàòè÷í³é òåîð³¿ íàä³éíîñò³. Òàêîæ âàðòî

çàóâàæèòè, ùî àëãîðèòìè ìîäåëþâàííÿ ´ðóíòóþòüñÿ íà çàêîí³ âåëèêèõ ÷èñåë

³ òîìó íàéêðàùå ï³äõîäÿòü äëÿ ðîçïàðàëåëþâàííÿ. Îòæå, íà äóìêó àâòîð³â,

ïîºäíàííÿ äâîõ çàçíà÷åíèõ ï³äõîä³â çàáåçïå÷óº ïîáóäîâó íàéá³ëüø òî÷íèõ

îö³íîê, ïðè öüîìó âèòðàòè ÷àñó íà ìîäåëþâàííÿ º ì³í³ìàëüíèìè.

Ïåðåðàõóâàòè âñ³ ï³äõîäè, ÿê³ âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ïðèñêîðåííÿ ìîäå-

ëþâàííÿ, äóæå ñêëàäíî. Íàéá³ëüø ïîøèðåíèìè º ìåòîä ñóòòºâî¿ âèá³ðêè [6–11],

àíàë³òèêî-ñòàòèñòè÷íèé ìåòîä [12–17], ìåòîä ðîçøàðîâàíî¿ âèá³ðêè [18–20],

ìåòîä áàãàòîð³âíåâîãî ðîçùåïëåííÿ [21, 22] òà íèçêà ³íøèõ. Ïåðåâàæíó

á³ëüø³ñòü ³äåé, ùî ëåæàòü â îñíîâ³ çìåíøåííÿ äèñïåðñ³¿ îö³íîê õàðàêòåðèñòèê

íàä³éíîñò³, íàâåäåíî ó êíèãàõ [16, 23] òà îãëÿäîâèõ ðîáîòàõ [24, 25].

Êîæåí íàâåäåíèé ìåòîä îð³ºíòîâàíèé íà ïåâíèé êëàñ ñèñòåì ³ éîãî

òî÷í³ñòü ñóòòºâî çàëåæèòü â³ä çíà÷åíü ïàðàìåòð³â, ÿê³ âèçíà÷àþòü ôóíêö³îíó-

âàííÿ ñèñòåìè ç ïîãëÿäó ¿¿ íàä³éíîñò³. Ïåðåâàæíà á³ëüø³ñòü àâòîð³â

çîñåðåäæóþòü óâàãó íà òèõ ÷èñëîâèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòð³â, çà ÿêèõ ìåòîä

äåìîíñòðóº ãàðí³ ðåçóëüòàòè, ³ ïîâí³ñòþ îìèíàþòü óâàãîþ âèïàäîê, êîëè

çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä ìàº âêðàé íèçüêó òî÷í³ñòü (íàâ³òü ã³ðøó, í³æ ïðÿìèé

ìåòîä Ìîíòe–Êàðëî). Ìåòîþ ö³º¿ ðîáîòè º ïîð³âíÿëüíèé àíàë³ç äâîõ ìåòîä³â

ïðèñêîðåíîãî ìîäåëþâàííÿ. Îäèí ç íèõ [14] óäîñêîíàëþº ³äå¿ ².Ì. Êîâà-

ëåíêà [12] ïðî çàáîðîíó ïîòðàïëÿííÿ ñèñòåìè â ïåâí³ êëàñè ñòàí³â. Öå áóâ îäèí

³ç íàéïåðøèõ ìåòîä³â, ÿêèé äàâàâ çìîãó áóäóâàòè íåçì³ùåí³ îö³íêè íàä³éíîñò³

ñèñòåì, ïîâåä³íêó ÿêèõ íå ìîæíà îïèñàòè ðåãåíåðóâàëüíèì ïðîöåñîì. Äðóãèé

ìåòîä [9] ´ðóíòóºòüñÿ íà ³äåÿõ ñóòòºâî¿ âèá³ðêè. Äëÿ êîæíîãî ç öèõ ìåòîä³â

â³äîì³ óìîâè, ÿê³ çàáåçïå÷óþòü îáìåæåí³ñòü â³äíîñíî¿ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íî¿

ïîõèáêè ó ì³ðó çðîñòàííÿ íàä³éíîñò³ åëåìåíò³â ñèñòåìè. Âîäíî÷àñ âèíèêàº

ïèòàííÿ ùîäî òî÷íîñò³ îö³íîê ó òèõ âèïàäêàõ, êîëè íàä³éí³ñòü åëåìåíò³â íå

ïðÿìóº äî îäèíèö³. Ó ö³é ðîáîò³ íà ïðèêëàä³ åíåðãåòè÷íî¿ ñèñòåìè [26]

ïðîäåìîíñòðîâàíî ÿê ïåðåâàãè, òàê ³ íåäîë³êè êîæíîãî ç öèõ ìåòîä³â.

ÌÎÄÅËÜ ÑÈÑÒÅÌÈ ÐÀÍÃÎÂÎ¯ ÑÒÐÓÊÒÓÐÈ

Ðîçãëÿíåìî ìîäåëü ðåçåðâîâàíî¿ ñèñòåìè ç â³äíîâëåííÿì. Ñèñòåìà ñêëàäàºòüñÿ

ç m åëåìåíò³â ð³çíèõ òèï³â. Íåõàé V — öå ìíîæèíà äîïóñòèìèõ òèï³â, â³äîá-

ðàæåííÿ v m V( ): { , , }� �1 � âèçíà÷àº òèï åëåìåíòà. Òðèâàë³ñòü áåçâ³äìîâíî¿ ðî-

áîòè i-ãî åëåìåíòà òèïó �( )i ìàº ôóíêö³þ ðîçïîä³ëó (ÔÐ) F ui�( ) ( ) . Â³äìîâè

ìèòòºâî âñòàíîâëþþòüñÿ, â³äíîâëåííÿ ïî÷èíàºòüñÿ ó ìîìåíò â³äìîâè, éîãî

òðèâàë³ñòü âèçíà÷àºòüñÿ ÔÐ G ui�( ) ( ) .
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Âñ³ åëåìåíòè ââàæàþòüñÿ ñòàòèñòè÷íî íåçàëåæíèìè, òîáòî òðèâàëîñò³

áåçâ³äìîâíî¿ ðîáîòè òà â³äíîâëåííÿ º íåçàëåæíèìè âèïàäêîâèìè âåëè÷èíà-

ìè (ÂÂ). Ïðèïóñòèìî, ùî ÔÐ { ( ), }F u j Vj � º àáñîëþòíî íåïåðåðâíèìè, òîáòî

³ñíóþòü ù³ëüíîñò³ { ( ), }f u j Vj � . Ñòðóêòóðà ñèñòåìè ç ïîãëÿäó íàä³éíîñò³ âèç-

íà÷àºòüñÿ ìíîæèíîþ M k i ik� {( ; , , )}1 � ì³í³ìàëüíèõ ïåðåð³ç³â â³äìîâ, äå k —

ê³ëüê³ñòü åëåìåíò³â ó ïåðåð³ç³, à i ik1, ,� — ¿õí³ íîìåðè (ÿêùî ê³ëüê³ñòü òàêèõ ïå-

ðåð³ç³â º íàäì³ðíîþ, òî íàéá³ëüø ìàëîéìîâ³ðíèìè ç íèõ íåõòóþòü). Ñèñòåìà

ôóíêö³îíóº ïðîòÿãîì ÷àñó T , ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò t � 0 âñ³ åëåìåíòè çíàõîäÿòüñÿ

ó ðîáî÷îìó ñòàí³. Ïîçíà÷èìî Q T( ) éìîâ³ðí³ñòü â³äìîâè ñèñòåìè ó ïðîì³æêó [ , ]0 T .

Óâåäåìî íåïåðåðâíèé ñïðàâà ìàðêîâñüêèé ïðîöåñ, ùî âèçíà÷àº

ôóíêö³îíóâàííÿ ñèñòåìè ç ïîãëÿäó íàä³éíîñò³:

� � � � � � �( ) ( ( ); ( )) ( ( ), , ( ); ( ), , ( )),t t t t t t t tm m� � �1 1 0� � ,

ç ïî÷àòêîâèì ñòàíîì �( ) ( , , ; , , )0 0 0 0 0� � � , äå

� i t
i

( )
,

�
0 ÿêùî -é åëåìåíò ïåðåáóâàº ó ðîáî îìó ñòàí³� ó ìîìåíò

ÿêùî -é åëåìåíò ïåðåáóâàº íà â³äíîâëå

t

i

,

,1 íí³ ó ìîìåíò t,

�
�
	

ÿêùî � i t( ) � 0 , òî � �i it u s( ) : ( )� �sup{ 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî s t u t� 
( , )}, (� i t( ) —

÷àñ íåïåðåðâíîãî ïåðåáóâàííÿ åëåìåíòà ó ðîáî÷îìó ñòàí³ äî ìîìåíòó t);

ÿêùî æ � i t( ) �1, òî � i t( ) – öå ÷àñ äî çàâåðøåííÿ â³äíîâëåííÿ i-ãî åëåìåíòà.

Äèñêðåòíà çì³ííà � � �� ( , , )1 � m âèçíà÷àº «ÿê³ñíèé» ñòàí ñèñòåìè. Íåõàé

S — ìíîæèíà óñ³õ ìîæëèâèõ çíà÷åíü âåêòîðà � . Ï³äìíîæèíó E0 ñòàí³â â³äìîâè

ñèñòåìè çàäàþòü ó òàêèé ñïîñ³á:

E m0 1� �{ ( , , )� � �� : ³ñíóº ïåðåð³ç ( ; , , )k i i Mk1 � � òàêèé,

ùî � i j
j k� �1 1, , ,� }.

Ïîçíà÷èìî e e ej m� ( , , )1 � m-âèì³ðíèé îäèíè÷íèé âåêòîð, e j �1, el � 0 ,

l j� . Ââåäåìî ìíîæèíè ñòàí³â:

E E Er m r� � �   
{ ( , , )� � �1 0 1� � : ³ñíóº j òàêå, ùî � j � 0

³ � � � �
e E r Rj r 1 1}, , ,� ,

äå R r Er� � �max{ : }. Î÷åâèäíî, ùî S E ER�  0 � . ×èñëî R íàçèâàþòü

ðàíãîì ñèñòåìè, à ìíîæèíà Er ì³ñòèòü ñòàíè ðàíãó r. ßêùî ñòàí ñèñòåìè �

ìàº ðàíã r, òî öå îçíà÷àº, ùî ³ñíóþòü r åëåìåíò³â ó ðîáî÷îìó ñòàí³, â³äìîâà

ÿêèõ ïðèçâîäèòü äî â³äìîâè ñèñòåìè.

ÏÐÈÑÊÎÐÅÍÅ ÌÎÄÅËÞÂÀÍÍß ÉÌÎÂ²ÐÍÎÑÒ² Q T( ) ÌÅÒÎÄÎÌ ÇÀÁÎÐÎÍÈ

Ó ðîáîò³ [12] ².Ì. Êîâàëåíêî çàïðîïîíóâàâ çàãàëüíèé ìåòîä ïðèñêîðåíîãî

ìîäåëþâàííÿ, ÿêèé äàâ çìîãó áóäóâàòè àñèìïòîòè÷íî íåçì³ùåí³ îö³íêè

íàä³éíîñò³ ñèñòåì, ïîâåä³íêà ÿêèõ îïèñóºòüñÿ ñóòòºâî áàãàòîâèì³ðíèìè

ïðîöåñàìè òåîð³¿ ìàñîâîãî îáñëóãîâóâàííÿ (ìåòîä çàáîðîíè). Ó [14] öåé

ìåòîä áóâ óçàãàëüíåíèé, ó ðåçóëüòàò³ ÷îãî ç’ÿâèëàñÿ ìîæëèâ³ñòü áóäóâàòè

íåçì³ùåí³ îö³íêè. Ó öüîìó ðîçä³ë³ íàâåäåíî ìîäèô³êîâàíó âåðñ³þ ìåòîäó

çàáîðîíè, îð³ºíòîâàíó íà ñèñòåìè ðàíãîâî¿ ñòðóêòóðè.

Íåõàé � � �� � � �( , , ) ( )1 1� m kE k R — äîâ³ëüíèé ñòàí ñèñòåìè. Åëåìåíò j

íàçâåìî îñíîâíèì, ÿêùî � j � 0 ³ � � � 
e Ej k 1, òîáòî â³äìîâà öüîãî åëåìåíòà

çìåíøóº ðàíã ñòàíó. Ìíîæèíó îñíîâíèõ åëåìåíò³â äëÿ ñòàíó ñèñòåìè �

ïîçíà÷èìî W ( )� .
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Àëãîðèòì ïîáóäîâè íåçì³ùåíî¿ îö³íêè � ( )Q T1 â îäí³é ðåàë³çàö³¿ äëÿ

éìîâ³ðíîñò³ Q T( ) ìàº òàêèé âèãëÿä.

1. Çàäàºìî ñòàí ñèñòåìè ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò t0 0� : � � �( ) ( , )( ) ( )t0
0 0� �

� ( , , ; , , )0 0 0 0� � , � ( )0 �ER .

2. Ïðèïóñòèìî, ùî â äåÿêèé ìîìåíò t T k Rk � � �[ , ] ( )0 0 ñèñòåìà âïåðøå
ïîòðàïèëà ó ìíîæèíó ñòàí³â ER k
 :

� � � � � � � �( ) ( ; ) ( , , ; , , ),t Ek m m R k� � � 
1 1� � .

Çíàéäåìî éìîâ³ðí³ñòü ïåðåõîäó ³ ìîìåíò ïåðåõîäó ñèñòåìè ó ìíîæèíó ñòàí³â

ER k
 
1. Äëÿ öüîãî ìîäåëþºìî òðàºêòîð³þ ïðîöåñó �( ), [ , ]t t t Tk� , çà óìîâè,

ùî ó [ , ]t Tk íå â³äìîâèòü æîäåí åëåìåíò. Ôîðìóëà äëÿ n
i T ti i k

�
� � 


� 1
1: ,� �

—

ê³ëüê³ñòü åëåìåíò³â, â³äíîâëåííÿ ÿêèõ çàâåðøèòüñÿ äî ìîìåíòó T . Ïðè öüîìó

âèçíà÷àºìî òàê³ âåëè÷èíè:

t u u u u Tk
n n� � � � � ��( ) ( ) ( ) ( )0 1 1

� — ìîìåíòè çàâåðøåííÿ â³äíîâëåíü

åëåìåíò³â;

� � � � � � �( ) ( ; ) ( , , ; , , ),( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u j j j j
m

j j
m

j� �
1 1

� � j n� 0, ,� , — ñòàíè

ïðîöåñó ó â³äïîâ³äí³ ìîìåíòè.

3. Äëÿ âñ³õ n �1 ïðîì³æê³â çíàõîäèìî éìîâ³ðí³ñòü â³äìîâè êîæíîãî

åëåìåíòà:

q
F u u F

F
i

j i
j j

i
j

i i
j

i

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

( ) ( )
�


 � 





�
� �

�

� �1

1 ( )
, : , , ,

( )

( )

�
�

i
j i

ji j n� �0 0 � . (1)

4. Ó ïðîì³æêó [ , ]t Tk çàáîðîíÿºìî â³äìîâó îñíîâíèõ åëåìåíò³â, òîáòî òèõ

åëåìåíò³â, â³äìîâà ÿêèõ ïåðåâîäèòü ñèñòåìó ó ìíîæèíó ñòàí³â ER k
 
1. Ìîæå

ðåàë³çóâàòèñü îäèí ç äâîõ ñöåíàð³¿â: àáî ó [ , ]t Tk íå áóäå æîäíî¿ â³äìîâè, àáî

â³äáóäåòüñÿ ùîíàéìåíøå îäíà â³äìîâà íåîñíîâíèõ åëåìåíò³â. Îá÷èñëþºìî öþ

éìîâ³ðí³ñòü. Ó êîæíîìó ç n �1 ïðîì³æê³â îá÷èñëþºìî éìîâ³ðí³ñòü â³äìîâè

îäíîãî ç íåîñíîâíèõ åëåìåíò³â:

q q j nj
i

j

i i Wi
j j

( ) ( )

: , ( )

( ), , ,
( ) ( )

� 
 
 �
� �

�1 1 0

0� �

� . (2)

5. Îá÷èñëþºìî éìîâ³ðí³ñòü â³äìîâè îäíîãî ç íåîñíîâíèõ åëåìåíò³â:

q q q qj l

l

j

j

n
j

j

n

� 
 � 
 

�




� �
�� �( ) ( ) ( )[ ] [ ]1 1 1

0

1

0 0

. (3)

6. ßêùî íå áóëî â³äìîâ íåîñíîâíèõ åëåìåíò³â (â³äïîâ³äíà éìîâ³ðí³ñòü

äîð³âíþº 1 
 q), òî òðàºêòîð³ÿ ³ç çàáîðîíîþ â³äìîâ îñíîâíèõ åëåìåíò³â âæå

ïîáóäîâàíà ³ âèçíà÷àºòüñÿ ìîìåíòàìè { }( )u j . Â ³íøîìó âèïàäêó (â³äïîâ³äíà

éìîâ³ðí³ñòü äîð³âíþº q) ïîòð³áíî ïðîìîäåëþâàòè òðàºêòîð³þ ñèñòåìè çà óìîâè

ùîíàéìåíøå îäí³º¿ â³äìîâè íåîñíîâíîãî åëåìåíòà. Äëÿ öüîãî ìîäåëþºìî

íîìåð ïðîì³æêó � �{ , , }0 � n , â ÿêîìó â³äìîâëÿº îäèí ç íåîñíîâíèõ åëåìåíò³â,

òîáòî � � j ç ³ìîâ³ðí³ñòþ q q
j l

l

j

q( ) ( )
[ ] /1

0

1



�




� . Ïðèïóñòèìî, ùî � � j.

7. Ìîäåëþºìî íîìåð åëåìåíòà � òà ìîìåíò � éîãî â³äìîâè ó [ , ]( ) ( )u uj j�1

çà óìîâè, ùî ó öüîìó ïðîì³æêó â³äìîâèâ îäèí ç íåîñíîâíèõ åëåìåíò³â. Äëÿ öüîãî

ìîäåëþºìî ÂÂ 	 , ÿêà íàáóâàº çíà÷åííÿ ç ìíîæèíè { : , ( )}( ) ( )i i Wi
j j� �� �0
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ç ³ìîâ³ðí³ñòþ q q qi

j
l

j

l i l
j

l W
j

j( ) ( )

,
( )

, (
( )

)

( )
[ ] /1

0 0




� � � �

�
� �

. Íåõàé 	 � i. Êð³ì òîãî, ìîäåëþºìî ÂÂ 
 i
*

òà 
 � �l l
j ji l n l W* ( ) ( ), , , ( )� � � �0 , ÿê³ ìàþòü â³äïîâ³äíî ÔÐ

F z F

F u u

i i
j

i i
j

i
j j

i
j

� �

�

� �

�

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

(

� 



 ��1 ) ( )( )
( )
 F i i

j
� �

, z u uj j� �[ , ]( ) ( )1 ,

òà F z F

F
z

l l
j

l l
j

l l
j

� �

�

� �

�

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

( )
,

� 




�

1
0 .

Òîä³

� 
 
 � �� � � � � �u i l n l Wj
i l l

j j( ) * * ( ) ( )min{ , , , , ( )}0 ,

� 
 
 � �� � � � �arg min{ , , , , ( )}* * ( ) ( )
i l l

j jj l n l W0 .

8. Ìîäåëþºìî òðèâàë³ñòü â³äíîâëåííÿ �-ãî åëåìåíòà ³ çíàõîäèìî ñòàí

ñèñòåìè ó ìîìåíò � , ÿêùî â³äîìî, ùî â öåé ìîìåíò â³äìîâèâ �-é åëåìåíò.

9. Ó ïðîì³æêó [ , ]� T áóäóºìî òðàºêòîð³þ ïðîöåñó �( )t ³ç çàáîðîíîþ

â³äìîâëÿòè îñíîâíèì åëåìåíòàì. Îòæå, ìàºìî äâ³ òðàºêòîð³¿ ³ç çàáîðîíîþ

â³äìîâ îñíîâíèì åëåìåíòàì: �1 ( ), [ , ]t t t Tk� , ÿêà â³äïîâ³äàº âèïàäêó, êîëè

â³äñóòí³ â³äìîâè íåîñíîâíèõ åëåìåíò³â, òà � 2 ( ), [ , ]t t t Tk� , ÿêà º òðàºêòîð³ºþ ç³

ùîíàéìåíøå îäí³ºþ â³äìîâîþ íåîñíîâíîãî åëåìåíòà.

10. Äëÿ êîæíî¿ òðàºêòîð³¿ îá÷èñëþºìî éìîâ³ðíîñò³ P1 ³ P2 â³äìîâè îäíîãî ç

îñíîâíèõ åëåìåíò³â (ôîðìóëè ïîä³áí³ äî (1)–(3)).

11. Îá÷èñëþºìî � k P q P q� 
 �1 21( ) .

12. ßêùî k R� 
1, òî àëãîðèòì çàâåðøåíî ³ ÿê îö³íêó â îäí³é ðåàë³çàö³¿

âèáèðàºìî
� ( )Q T j

j

R

1

0

1

�
�




� � . (4)

13. Íåõàé k R� 
1. Òîä³ ç ³ìîâ³ðí³ñòþ P q k1 1( ) /
 � âèáèðàºìî òðàºêòîð³þ

�1 ( ), [ , ]t t t Tk� , à ç ³ìîâ³ðí³ñòþ P q k2 / � — òðàºêòîð³þ � 2 ( ), [ , ]t t t Tk� .

14. Íà âèáðàí³é òðàºêòîð³¿ ìîäåëþºìî ìîìåíò tk�1 â³äìîâè îñíîâíîãî

åëåìåíòà òà éîãî íîìåð.

15. Çíàõîäèìî íîâèé ñòàí ïðîöåñó â ìîìåíò tk�1, çá³ëüøóºìî k íà îäèíèöþ

òà ïîâåðòàºìîñÿ íà êðîê 2 àëãîðèòìó.

Íàâåäåíèé àëãîðèòì äàº çìîãó áóäóâàòè íåçì³ùåí³ îö³íêè éìîâ³ðíîñò³
Q T( ) äëÿ áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü õàðàêòåðèñòèê íàä³éíîñò³ åëåìåíò³â. Îñê³ëüêè
� ( )Q T1 1� ç ³ìîâ³ðí³ñòþ 1 (äèâ. (1)–(4)), òî öåé ìåòîä ãàðàíòóº äèñïåðñ³þ îö³íêè,

ìåíøó çà â³äïîâ³äíó äèñïåðñ³þ, îòðèìàíó ìåòîäîì Ìîíòe–Êàðëî. Òåîðåòè÷íèì
îá´ðóíòóâàííÿì âèñîêî¿ òî÷íîñò³ (àáî ñò³éêîñò³ îá÷èñëåíü) áóäü-ÿêîãî ìåòîäó
ìîäåëþâàííÿ ïðèéíÿòî ââàæàòè îáìåæåí³ñòü â³äíîñíî¿ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íî¿

ïîõèáêè (ÂÑÊÏ) D � ( ) / ( )Q T Q T1 ó âèïàäêó, êîëè Q T( ) � 0 . ßêùî ïåðåâàæíèé

âíåñîê ó â³äìîâó ñèñòåìè âíîñÿòü ì³í³ìàëüí³ ïåðåð³çè ì³í³ìàëüíî¿ äîâæèíè, òî
ìîæíà ðîçðàõîâóâàòè íà îáìåæåí³ñòü ÂÑÊÏ. ßêùî öå íå òàê, òî ³ ÂÑÊÏ áóäå
çðîñòàòè ó ì³ðó ï³äâèùåííÿ íàä³éíîñò³ ñèñòåìè. Âîäíî÷àñ ó ðåàëüíèõ ñèñòåìàõ
õàðàêòåðèñòèêè íàä³éíîñò³ º ô³êñîâàíèìè ³ ìîæå ñòàòèñÿ òàê, ùî äëÿ ïåâíèõ
çíà÷åíü ïàðàìåòð³â ìåòîä, äëÿ ÿêîãî íå âäàëîñÿ äîâåñòè îáìåæåí³ñòü ÂÑÊÏ,
áóäóº îö³íêè ç ìåíøîþ äèñïåðñ³ºþ, í³æ ìåòîä, ÿêèé ìàº âëàñòèâ³ñòü
îáìåæåíîñò³ ÂÑÊÏ (äèâ. íàâåäåíèé íèæ÷å ÷èñëîâèé ïðèêëàä).
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ÏÐÈÑÊÎÐÅÍÅ ÌÎÄÅËÞÂÀÍÍß ÉÌÎÂ²ÐÍÎÑÒ² Q T( ) ÌÅÒÎÄÎÌ ÑÓÒÒªÂÎ¯ ÂÈÁ²ÐÊÈ

ßê çàçíà÷åíî âèùå, ìåòîä ñóòòºâî¿ âèá³ðêè (importance sampling) º äîì³íóþ-
÷èì ìåòîäîì ïðèñêîðåíîãî ìîäåëþâàííÿ ó äîñë³äæåíí³ âèñîêîíàä³éíèõ ñèñ-
òåì. Ó ðîáîò³ [10] çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ñóòòºâî¿ âèá³ðêè äëÿ îá÷èñëåííÿ
éìîâ³ðíîñò³ Q T( ) , ÿêèé çà ïåâíèõ óìîâ ìàº îáìåæåíó ÂÑÊÏ òîä³, êîëè ð³çí³
ãðóïè åëåìåíò³â ìàþòü ñóòòºâî ð³çíó íàä³éí³ñòü. Íåõàé

� � � � � � � �( ) ( ; ) ( , , ; , , ), \t x S Em m� � � �1 1� � ,

— öå äîâ³ëüíèé ïîòî÷íèé ñòàí ïðîöåñó. Ïðèïóñòèìî, ùî ïîäàëüø³ â³äìîâè åëå-

ìåíò³â íå â³äáóâàþòüñÿ. Òîä³ ïîâåä³íêà ñèñòåìè â [ , ]t T ç ïîãëÿäó íàä³éíîñò³

îïèñóºòüñÿ äåòåðì³íîâàíîþ òðàºêòîð³ºþ z s t x s t T( ; , ), [ , ]� , ÿêà îäíîçíà÷íî âèç-

íà÷àºòüñÿ ìîìåíòàìè çàâåðøåííÿ â³äíîâëåíü íåñïðàâíèõ ó ñòàí³ x åëåìåíò³â.

Äëÿ òîãî, ùîá ó ïðîì³æêó [ , ]t T â³äáóëàñÿ â³äìîâà ñèñòåìè, íåîáõ³äíî, ùîá

ó öüîìó ïðîì³æêó â³äáóâàëèñÿ â³äìîâè åëåìåíò³â. Êëþ÷îâèì º òàêå ïèòàííÿ: ÿê

îðãàí³çóâàòè â³äìîâó åëåìåíò³â (ÿêèõ ñàìå ³ â ÿê³ ìîìåíòè ÷àñó), ùîá îòðèìàòè

íàéá³ëüø ³ìîâ³ðíó òðàºêòîð³þ â³äìîâè? Ñàìå â³äïîâ³äü íà öå ïèòàííÿ ³ º ìåòîþ

íàâåäåíîãî íèæ÷å ìåòîäó ñóòòºâî¿ âèá³ðêè.

Íåõàé K K x

i T ti i

� �
� � 

�( )

: ,

1

1� �

— ê³ëüê³ñòü åëåìåíò³â, â³äíîâëåííÿ ÿêèõ

çàâåðøèòüñÿ â [ , ]t T . Ïîñë³äîâí³ñòü ìîìåíò³â çàâåðøåííÿ â³äíîâëåííÿ äåÿêèõ

åëåìåíò³â j j jK1 2, , ,� ïîçíà÷èìî t u u u TK� � � � �1 2 � . ßêùî ïîçíà÷èòè

u t0 � , u TK � �1 , òî òðàºêòîð³ÿ z s t x s t T( ; , ), [ , ]� , ìàòèìå òàêó ñòðóêòóðó:

z s t x s sk k k
m
k k( ; , ) ( ; ( )) ( , , ; ( ), ,( ) ( ) ( ) ( ) ( )� �� � � � �

1 1
� � � m

k
k ks s u u( ) ( )), [ , )� �1 ,

k K� 0 1, , ,� , äå � � � �( ) ( ), ( )0 0� �t , âåêòîð � ( )k â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä � ( )k
1

ëèøå òèì, ùî êîìïîíåíòà ç íîìåðîì jk çì³íþº çíà÷åííÿ ç 1 íà 0; ïðè öüîìó

�
j

k
k

k

u( ) ( ) � 0 . Êîìïîíåíòà � i
k s( ) ( ) ë³í³éíî çðîñòàº çà s (ÿêùî � i

k( ) � 0) àáî

ë³í³éíî ñïàäàº (ÿêùî � i
k( ) �1).

ßêùî s u uk k� �[ , )1 , òî ³íòåíñèâí³ñòü � k s( ) â³äìîâè â ìîìåíò s îäíîãî

ç åëåìåíò³â âèçíà÷àºòüñÿ ó òàêèé ñïîñ³á:

� k i i
k

i

s s

i
k

( ) ( ( ))( )
( )

:
( )

�
�

� � ��

� 0

, (5)

äå � �
�

�
�

�

�

( )
( ) ( )

( )

( )
( )

( ( ))
( ( ))

( ( ))
i i

k i i
k

i i
k

s
f s

F s
�


1
. ßêùî ó ìîìåíò s â³äáóâàºòüñÿ â³äìîâà

îäíîãî ç åëåìåíò³â, òî íîâèé ñòàí �( )s âèçíà÷àºòüñÿ çà òàêèì àëãîðèòìîì.

1. Ìîäåëþºìî ÂÂ � , ÿêà íàáóâàº çíà÷åííÿ j i i
k� �{ : }( )� 0 ç ³ìîâ³ðí³ñòþ

� ��( )
( )( ( ))

( )

j j
k s

s�
. Íåõàé � � j.

2. Çã³äíî ç ðîçïîä³ëîì G uj�( ) ( ) ìîäåëþºìî ÂÂ  j . Íåõàé  j b� .

3. Çíàõîäèìî íîâ³ çíà÷åííÿ: � j
k( ) �1 ³ � j

k s b( ) ( ) � . Âñ³ ³íø³ êîìïîíåíòè âåê-

òîð³â � ( )k ³ � ( ) ( )k s ñâîãî ñòàíó íå çì³íþþòü.

ßêùî ìîäåëþâàòè â³äìîâó åëåìåíò³â çã³äíî ç (5), òî îòðèìàºìî çâè÷àéíèé
ìåòîä Ìîíòe–Êàðëî, åôåêòèâí³ñòü ÿêîãî áóäå øâèäêî ñïàäàòè ó ì³ðó ï³äâèùåííÿ
íàä³éíîñò³ åëåìåíò³â (çìåíøåííÿ �( )s ). Ó ðîáîò³ [10] äëÿ çá³ëüøåííÿ éìîâ³ðíîñò³
ïîòðàïëÿííÿ ñèñòåìè ó ñòàí â³äìîâè çàïðîïîíîâàíî ñêîðèñòàòèñÿ ìåòîäîì çâàæå-
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íîãî ìîäåëþâàííÿ. Äëÿ êîæíîãî ñòàíó ñèñòåìè ïðîâîäÿòü àíàë³ç íàñë³äê³â â³äìî-
âè òîãî ÷è ³íøîãî åëåìåíòà ³ çà ðàõóíîê óâåäåííÿ âàãîâèõ êîåô³ö³ºíò³â çá³ëüøó-
þòü ³ìîâ³ðí³ñòü â³äìîâè åëåìåíò³â, ÿê³ á³ëüø ñóòòºâî âïëèâàþòü íà â³äìîâó ñèñ-
òåìè. Ïðè öüîìó îö³íêà º íåçì³ùåíîþ ³ çà ïåâíèõ óìîâ ìàº â³äíîñíó ïîõèáêó, ÿêà
çàëèøàºòüñÿ îáìåæåíîþ ó ì³ðó ï³äâèùåííÿ íàä³éíîñò³ åëåìåíò³â ñèñòåìè.

Ïðèïóñòèìî, ùî { ( ), }� � � �S — öå äåÿêèé äîâ³ëüíèé íàá³ð íåâ³ä’ºìíèõ

ñê³í÷åííèõ ÷èñåë. Çàãàëüíèé àëãîðèòì ïîáóäîâè íåçì³ùåíî¿ îö³íêè éìîâ³ðíîñò³

Q T( ) ìåòîäîì ïðèñêîðåíîãî ìîäåëþâàííÿ ñôîðìóëþºìî ó òàêèé ñïîñ³á (áóäóºìî

îö³íêó � ( )Q T1 â îäí³é ðåàë³çàö³¿ äëÿ Q T( )).

1. Ïîêëàäåìî n � 0 (ë³÷èëüíèê ê³ëüêîñò³ â³äìîâ ó ïðîì³æêó [ , ]0 T ). Âèçíà÷èìî

ïî÷àòêîâèé ñòàí ïðîöåñó â ìîìåíò t0 0� : �( ) ( , , ; , , )t x0 0 0 0 0 0� � � � .

2. Ïðèïóñòèìî, ùî ó ìîìåíò t Tn � â³äáóëàñü n-òà â³äìîâà ( )n � 0 îäíîãî

ç åëåìåíò³â ³ ñèñòåìà ïåðåéøëà ó ñòàí xn m m� �( ; ) ( , , ; , , )� � � � � �1 1� � ,

� �S E\ (äëÿ ñïðîùåííÿ ïîçíà÷åíü çàëåæí³ñòü â³ä ñòàíó xn âêàçóâàòè íå

áóäåìî). Çà óìîâè â³äñóòíîñò³ â³äìîâ åëåìåíò³â áóäóþòü â [ , ]t Tn äåòåðì³íîâàíó

òðàºêòîð³þ z s t x s t Tn n n( ; , ), [ , ]� . ßê âæå áóëî çàçíà÷åíî, öÿ òðàºêòîð³ÿ

õàðàêòåðèçóºòüñÿ ê³ëüê³ñòþ K
i T ti i n

�
� � 


� 1
1: ,� �

åëåìåíò³â, â³äíîâëåííÿ ÿêèõ

çàâåðøèòüñÿ äî ìîìåíòó T , ¿õí³ìè íîìåðàìè j j jK1 2, , ,� òà ìîìåíòàìè

t u u u u T uK K� � � � � � � �0 1 2 1� çàâåðøåííÿ â³äíîâëåíü (âèïàäîê K � 0 íå

âèêëþ÷àºòüñÿ). Äëÿ s u uk k� �[ , )1 òðàºêòîð³ÿ z s t xn n( ; , ) ìàòèìå âèãëÿä

z s t x s sn n
k k k

m
k k( ; , ) ( ; ( )) ( , , ; ( ),( ) ( ) ( ) ( ) ( )� �� � � � �

1 1
� � , ( ))( )� m

k s . (6)

Ðîçãëÿíåìî êîæåí ç K �1 ³íòåðâàë³â ( , ), , ,u u k Kk k� �1 0 � . Ïîçíà÷èìî � i
k( )

ñòàí, ó ÿêèé ïåðåéäå ñèñòåìà, ÿêùî â ³íòåðâàë³ ( , )u uk k�1 â³äìîâèòü åëåìåíò

i òàêèé, ùî � i
k( ) � 0 .

3. Äëÿ êîæíîãî k K� 0, ,� ³ êîæíîãî i òàêîãî, ùî � i
k( ) � 0 , îá÷èñëþºìî

éìîâ³ðí³ñòü â³äìîâè i-ãî åëåìåíòà â ³íòåðâàë³ ( , )u uk k�1 çà óìîâè, ùî â³í íå

â³äìîâèâ ó ( , )t un k :

p t x
F u u u F

i
k

n n
i i

k
k k k i i

k
( ) ( )

( )
( )

( )

( , )
( ( ) ) ( (

�
� 
 
�� �� �1 u

F u
i

k

i i
k

k

i
k))

( ( ))
, :

( )
( )

( )

1
0



�

� �
� ,

P t x p t xn n i
k

ik

K

i
k

n n

i
k

( , ) ( ) ( , )( )

:

( )

( )

�
��

�� � �

� 00

.

4. Ìîäåëþºìî äâîâèì³ðíó ÂÂ ( , )� 	 , ÿêà íàáóâàº çíà÷åííÿ ( , )k i

ç ³ìîâ³ðí³ñòþ � �( ) ( , ) ( , )( ) ( ) /i
k

i
k

n n n np t x P t x , k K i i
k� �0 0, , , : ( )

� � . Íåõàé

( , ) ( , )� 	 � k i .

5. Îá÷èñëþºìî íîðìóâàëüíèé ìíîæíèê h t x P t xn n n n i
k( , ) ( , ) / ( )( )� � � .

6. Ìîäåëþºìî ÂÂ 
 i
k( ) ç ÔÐ

F t
F u t u F u

F
i

k i i
k

k k i i
k

k( ) ( )
( )

( )
( )

(

( )
( ( ) ) ( ( ))

�
� 
 
� �

�

� �

i i
k

k k k i i
k

k

k k
u u u F u

t u u

)
( )

( )
( )( ( ) ) ( ( ))

, [ , ]
� ��� 
 


�
�

�

1

1 . (7)

Ïîêëàäåìî tn i
k

� �1 
 ( ) .
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7. Îá÷èñëþºìî ùå îäèí íîðìóâàëüíèé ìíîæíèê:

w t x
F t t

F
n n

l l n n

l ll l il

( , )
( )

( ))

( )

( ): ,

�

 � 





�

� �

1

1

1

0

�

��

�

�
� � 
 
�

� ��

[ ]( )

: ,

( )1 1

1

F t uj n r

r u t j i
r

r n r

�

(â³äìîâà i-ãî åëåìåíòà º ïåðøîþ â³äìîâîþ â ³íòåðâàë³ ( , )t Tn ).

8. Çã³äíî ç ðîçïîä³ëîì G ui�( ) ( ) ìîäåëþºìî ÷àñ  i â³äíîâëåííÿ i-ãî åëåìåíòà.

9. Çíàõîäèìî íîâèé ñòàí ïðîöåñó x tn n� ��1 1�( ) çà óìîâè, ùî â öåé ìîìåíò

â³äìîâèâ i-é åëåìåíò ç ÷àñîì â³äíîâëåííÿ  i .

10. ßêùî ï³ñëÿ â³äìîâè i-ãî åëåìåíòà ñèñòåìà çàëèøàºòüñÿ ó ðîáî÷îìó

ñòàí³, òî çá³ëüøóºìî n íà îäèíèöþ ³ ïîâåðòàºìîñÿ äî êðîêó 2 àëãîðèòìó.

11. ßêùî ñèñòåìà ïåðåõîäèòü ó ñòàí â³äìîâè, òî àëãîðèòì çàâåðøåíî ³ ÿê

îö³íêó â îäí³é ðåàë³çàö³¿ àëãîðèòìó âèáèðàºìî

� ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )Q T h t x w t x h t x w t xn n n n1 0 0 0 0� � .

Ó ðîáîò³ [10] äîâåäåíî, ùî � ( )Q T1 çàëèøàºòüñÿ íåçì³ùåíîþ îö³íêîþ äëÿ

Q T( ) çà áóäü-ÿêîãî âèáîðó íåâ³ä’ºìíèõ ñê³í÷åííèõ ÷èñåë { }� � �( ), �S . Îäíàê, ó

ðàç³ íàëåæíîãî âèáîðó ìíîæíèê³â { }� � �( ), �S ìåòîä ñóòòºâî¿ âèá³ðêè ãàðàíòóº

îáìåæåí³ñòü ÂÑÊÏ ó ì³ðó çðîñòàííÿ íàä³éíîñò³ åëåìåíò³â ñèñòåìè.

×àñ áåçâ³äìîâíî¿ ðîáîòè åëåìåíò³â çàçâè÷àé çíà÷íî ïåðåâèùóº òðèâàë³ñòü

â³äíîâëåííÿ. Êð³ì òîãî, òðèâàëîñò³ áåçâ³äìîâíî¿ ðîáîòè ð³çíèõ åëåìåíò³â

ìîæóòü òàêîæ áóòè âåëè÷èíàìè ñóòòºâî ð³çíèõ ïîðÿäê³â. Öþ îñîáëèâ³ñòü

ðåàëüíèõ ñèñòåì ôîðìàë³çóºìî ó òàêèé ñïîñ³á.

Íåõàé � � 0 — äåÿêèé ìàëèé ïàðàìåòð òàêèé, ùî ÔÐ {F u j Vj ( ), � } ìîæíà

ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿä³ F u F uj j
j( ) ( )( )� 0 �

�
, äå F uj

( ) ( )0 — äåÿêà ÔÐ, à � j � 0 —

ïàðàìåòð, ùî âèçíà÷àº «ïîðÿäîê» ÷àñó áåçâ³äìîâíî¿ ðîáîòè åëåìåíòà j-ãî òèïó.

Ïðèïóñòèìî, ùî ÔÐ {F uj
( ) ( )0 } º àáñîëþòíî íåïåðåðâíèìè ç³ ù³ëüíîñòÿìè

{ ( )}( )f uj
0 , ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó [19]: ³ñíóþòü � �0 0 0 0 2� � �, , ( , / )j T� òà

ôóíêö³¿ � �j ju u( ) ( )( ), ( )1 2 òàê³, ùî ñï³ââ³äíîøåííÿ

� � � � �
� �j j

j j ju f u u

 


� �
1 1 0 1 2( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) (8)

âèêîíóºòüñÿ äëÿ áóäü-ÿêèõ 0� �u T òà � ��( , )0 0 , ïðè÷îìó

� �
�

�
( ) ( ) ( )min ( ) , max1

0

1 20� � �
� � � 


�

��
j V z T

j

z

z

j V
u duinf � � j

T

u du( ) ( )2

0

� �� . (9)

Óìîâè (8), (9) íå º çàíàäòî îáìåæóâàëüíèìè — òèïîâ³ ðîçïîä³ëè

ìàòåìàòè÷íî¿ òåîð³¿ íàä³éíîñò³ ¿õ çàäîâîëüíÿþòü (íàïðèêëàä, ðîçïîä³ëè

Âåéáóëëà, Åðëàíãà, ãàììà-ðîçïîä³ë, ðîçïîä³ë Êîø³).

ßê çàçíà÷åíî âèùå, ñòðóêòóðà ñèñòåìè ç ïîãëÿäó ¿¿ íàä³éíîñò³ âèçíà÷àºòüñÿ

ìíîæèíîþ M k i ik� {( ; , , )}1 � ì³í³ìàëüíèõ ïåðåð³ç³â â³äìîâ, äå k — ê³ëüê³ñòü

åëåìåíò³â ó ïåðåð³ç³, à i ik1, ,� — ¿õí³ íîìåðè. Íåõàé � � �� ( , , )1 � m —

äîâ³ëüíèé ñòàí ñèñòåìè. ßêùî ³ñíóº ïåðåð³ç � � �( ; , , )k i i Mk1 � òàêèé, ùî

� i j
�1, j k�1, ,� , òî ñèñòåìà çíàõîäèòüñÿ ó ñòàí³ â³äìîâè, òîáòî � �E0 ,

³ â öüîìó âèïàäêó ïîêëàäåìî � �( ) �1. Ïðèïóñòèìî, ùî � �S E\ 0 . Ïîçíà÷èìî

r r ri i

j j k Mj j

i j

( , ) , ( ) min ( , )

: ,

� � � � � � �
� �

� �
� � � �
�
0 1

(10)
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òà ïîêëàäåìî

� � � �( ) ( )� r . (11)

Ñïðàâäæóºòüñÿ òàêå òâåðäæåííÿ [10].

Òåîðåìà 1. ßêùî ù³ëüíîñò³ { f u j Vj
( ) ( ),0 � } çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (8), (9),

min [ ( )]
j V

jG
�


 �1 0� äëÿ òîãî ñàìîãî � , ùî ³ â óìîâ³ (9), òà íîðìóâàëüí³ ìíîæíèêè

{ }� � �( ), �S âèáðàíî çã³äíî ç (10), (11), òî îö³íêà � ( )Q T1 ìàº îáìåæåíó ÂÑÊÏ:

D � ( )

( )
( )

Q T

Q T
O

1
1� , ÿêùî � � 0 .

Ôîðìóëè (10), (11) ðåàë³çóþòü ïðèíöèï ìîíîòîííèõ â³äìîâ, çàïðîïîíîâà-

íèé ².Ì. Êîâàëåíêîì. Òðàºêòîð³þ ñèñòåìè ç ïî÷àòêîâèì ñòàíîì � íàçèâàþòü ìî-

íîòîííîþ, ÿêùî äî ìîìåíòó â³äìîâè ñèñòåìè ê³ëüê³ñòü íåñïðàâíèõ åëåìåíò³â

ìîíîòîííî çðîñòàº, òîáòî íå çàâåðøèòüñÿ â³äíîâëåííÿ æîäíîãî åëåìåíòà. ×èì

âèùîþ º íàä³éí³ñòü åëåìåíò³â, òèì á³ëüø ³ìîâ³ðíî, ùî â³äìîâà ñèñòåìè â³äáó-

äåòüñÿ ñàìå çà ìîíîòîííîþ òðàºêòîð³ºþ. Òîìó â äåÿêèõ âèïàäêàõ ÿê íîðìó-

âàëüí³ ìíîæíèêè { }� � �( ), �S äîö³ëüíî âèáèðàòè âåðõíþ îö³íêó éìîâ³ðíîñò³

ìîíîòîííî¿ â³äìîâè. Ïðè öüîìó âðàõîâóºòüñÿ íå ò³ëüêè ïîòî÷íèé ñòàí � , à é

çíà÷åííÿ âåêòîðà äîäàòêîâèõ çì³ííèõ �, òîáòî ìàºìî { }� � �( , ) .

Ôîðìóëè (10) òà (11) âêàçóþòü ëèøå ïîðÿäîê ³ìîâ³ðíîñò³ ìîíîòîííî¿

â³äìîâè. Ñïðîáóºìî ïîêðàùèòè öþ îö³íêó. Ðîçãëÿíåìî êðîê 2 àëãîðèòìó. Äëÿ

s u uk k� �[ , )1 òðàºêòîð³ÿ z s t xn n( ; , ) ìàº âèãëÿä (6). Îö³íèìî éìîâ³ðí³ñòü

ìîíîòîííî¿ â³äìîâè ñèñòåìè ó âèïàäêó, êîëè â ³íòåðâàë³ ( , )u uk k�1 â³äìîâèòü

åëåìåíò i òàêèé, ùî � i
k( ) � 0 . Ñêîðèñòàºìîñÿ òàêèì àëãîðèòìîì.

1. Çã³äíî ç ðîçïîä³ëîì (7) ìîäåëþºìî ìîìåíò â³äìîâè 
 i
k

k ku u( ) ( , )� �1

åëåìåíòà i.

2. Çã³äíî ç ðîçïîä³ëîì G ui�( ) ( ) ìîäåëþºìî ÷àñ  i â³äíîâëåííÿ i-ãî åëåìåíòà.

3. Çíàõîäèìî íîâèé ñòàí ïðîöåñó xi
* çà óìîâè, ùî â ìîìåíò 
 i

k( ) â³äìîâèâ

i-é åëåìåíò ç ÷àñîì â³äíîâëåííÿ  i .

4. Áóäóºìî âåðõíþ îö³íêó éìîâ³ðíîñò³ ìîíîòîííî¿ â³äìîâè ç³ ñòàíó xi
* :

�( )*xi �

�
� 
 � 
F u u h F ui i

k
k i

k
k i

k
i i

k

j j j j
� �� 
 �( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
( ( ) ) ( ( k i

k
k

i i

k
k i

k
kj i

u

F u u
j j

i j

) )

( ( ) )

( )

( )
( ) ( )

: ,

� 



 � 
�




� 
�� 10 jk i

j k

k i i M �

�
�

��
,

, ,

( ; , , )

1
1

�

�

, (12)

äå h ui
k

i k i
k( ) ( )min ( , )� 
� 
1 .

Îòæå, âåðõíÿ îö³íêà éìîâ³ðíîñò³ ìîíîòîííî¿ â³äìîâè ç³ ñòàíó xi
* — öå ñóìà

çà âñ³ìà ì³í³ìàëüíèìè ïåðåð³çàìè äîáóòê³â ³ìîâ³ðíîñòåé â³äìîâè ó ïðîì³æêó

äîâæèíè hi
k( ) âñ³õ åëåìåíò³â ïåðåð³çó, ÿê³ çíàõîäÿòüñÿ ó ðîáî÷îìó ñòàí³ â ìî-

ìåíò uk (îêð³ì i-ãî åëåìåíòà).

×ÈÑËÎÂÈÉ ÏÐÈÊËÀÄ

Ìåòîþ öüîãî ðîçä³ëó º ïîð³âíÿëüíèé àíàë³ç òðüîõ ìåòîä³â ïðèñêîðåíîãî

ìîäåëþâàííÿ: 1) ìîäèô³êîâàíîãî ìåòîäó çàáîðîíè; 2) ìåòîäó ñóòòºâî¿

âèá³ðêè, â ÿêîìó âàãîâ³ ìíîæíèêè { }� � �( ), �S âèáèðàþòü çã³äíî ç (11);

3) ìåòîäó ñóòòºâî¿ âèá³ðêè, â ÿêîìó { }� � �( ), �S âèáèðàþòü çã³äíî ç (12). Íà

ö³ ìåòîäè äàë³ ïîñèëàºìîñü ÿê íà ìåòîäè 1, 2, 3. Ïîð³âíÿëüíèé àíàë³ç

ïðîâåäåìî íà ïðèêëàä³ êîðàáåëüíî¿ åíåðãåòè÷íî¿ ñèñòåìè [26] (äèâ. ðèñ. 1).
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Ñèñòåìà ñêëàäàºòüñÿ ç m �15 åëåìåíò³â, ñåðåä ÿêèõ òðè ãåíåðàòîðè

îäíàêîâî¿ ïîòóæíîñò³ (ïåðøèé òèï: åëåìåíòè 1, 2, 3), òðè ãîëîâíèõ

ðîçïîä³ëüíèõ ùèòè (äðóãèé òèï: åëåìåíòè 4, 6, 9), äîïîì³æí³ åëåìåíòè (òðåò³é

òèï: åëåìåíòè 5, 7, 8), ø³ñòü âòîðèííèõ ðîçïîä³ëüíèõ ùèò³â (÷åòâåðòèé òèï:

åëåìåíòè 10–15). Ìåòîþ ñèñòåìè º îäíî÷àñíå çàáåçïå÷åííÿ åëåêòðîåíåðã³ºþ

òðüîõ â³äïîâ³äàëüíèõ ñïîæèâà÷³â C C C1 2 3, , . Ïîòóæíîñò³ îäíîãî ãåíåðàòîðà

âèñòà÷àº äëÿ æèâëåííÿ óñ³õ òðüîõ ñïîæèâà÷³â. Ñòð³ëêè âêàçóþòü ìîæëèâ³

íàïðÿìè ïåðåäà÷³ åëåêòðîåíåðã³¿. Ñòðóêòóðà ñèñòåìè ç ïîãëÿäó íàä³éíîñò³

âèçíà÷àºòüñÿ ìíîæèíîþ M , ÿêà ì³ñòèòü 31 ì³í³ìàëüíèé ïåðåð³ç: M �{(2; 4, 6),

(2; 4, 9), (2; 4, 12), (2; 4, 14), (2; 6, 9), (2; 6, 10), (2; 6, 15), (2; 9, 11), (2; 9, 13),

(2; 10, 12), (2; 11, 14), (2; 13, 15), (3; 1, 2, 3), (3; 1, 2, 9), (3; 1, 3, 6), (3; 1, 5, 9),

(3; 1, 6, 8), (3; 2, 3, 4), (3; 2, 4, 7), (3; 2, 5, 9), (3; 3, 4, 7), (3; 3, 6, 8), (4; 1, 2, 7, 8),

(4; 1, 3, 5, 7), (4; 1, 5, 8, 12), (4; 1, 5, 8, 14), (4; 2, 3, 5, 8), (4; 2, 5, 7, 10), (4; 2, 5,

7, 15), (4; 3, 7, 8, 11), (4; 3, 7, 8, 13)}, äå ïåðøå ÷èñëî âêàçóº ê³ëüê³ñòü åëåìåíò³â

ó ïåðåð³ç³, à íàñòóïí³ ÷èñëà º íîìåðàìè öèõ åëåìåíò³â.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè òðèâàëîñò³ áåçâ³äìîâíî¿ ðîáîòè ð³çíèõ ãðóï

åëåìåíò³â º âåëè÷èíàìè ñóòòºâî ð³çíèõ ïîðÿäê³â. Ïðèïóñòèìî, ùî âñ³ ÂÂ ìàþòü

ðîçïîä³ë Âåéáóëëà ³ç ïàðàìåòðàìè, ùî ñóòòºâî â³äð³çíÿþòüñÿ:

F u u G u a u jj j j
j j( ) exp ( ) , ( ) exp ( ) , , ,� 
 
 � 
 
 �1 1 1 22{ } { }�

� �
3 4, ,

äå � �� � �( , , , ), ( , , , ), ( , , , )4 2 1 3 1 3 4 2 100 200 300 400a . Òóò � � 0 — äåÿêèé ìàëèé

ïàðàìåòð. Ñàìå öåé ïàðàìåòð ëåæèòü â îñíîâ³ ïîð³âíÿëüíîãî àíàë³çó òðüîõ

ìåòîä³â ïðèñêîðåíîãî ìîäåëþâàííÿ. Ïàðàìåòðè � �, òà a ï³ä³áðàíî òàê, ùîá

âàæêî áóëî âèçíà÷èòè, ÿê³ ñàìå ïåðåð³çè íàéá³ëüøå âïëèâàþòü íà â³äìîâó

ñèñòåìè.

Ïðèïóñòèìî, ùî T �1, òîáòî ñèñòåìà ôóíêö³îíóº ó ïðîì³æêó [ , ]0 1 . Óñ³

íàâåäåí³ íèæ÷å îö³íêè ïîáóäîâàíî ç äîñòîâ³ðí³ñòþ 0.99 òà â³äíîñíîþ ïîõèá-

êîþ 1%. Óâåäåìî òàê³ ïîçíà÷åííÿ:
� ( )Q T — îö³íêà éìîâ³ðíîñò³ â³äìîâè Q T( ) ;

� ( )D T — âèá³ðêîâà äèñïåðñ³ÿ, òîáòî íåçì³ùåíà îö³íêà äëÿ D � ( )Q T1 ;

� ( ) � ( ) / � ( )	 T D T Q T� — îö³íêà äëÿ ÂÑÊÏ D � ( ) / ( )Q T Q T1 .

Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü íàâåäåíî ó òàáë. 1.
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Àíàë³çóþ÷è îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè, ìîæíà ä³éòè òàêèõ âèñíîâê³â: 1) îö³íêè,

ïîáóäîâàí³ òðüîìà ìåòîäàìè, º äîñòàòíüî áëèçüêèìè, ùî ï³äòâåðäæóº êî-

ðåêòí³ñòü íå ò³ëüêè àëãîðèòì³â, àëå é ¿õíüî¿ ïðîãðàìíî¿ ðåàë³çàö³¿; 2) óñ³ òðè ìå-

òîäè äåìîíñòðóþòü îáìåæåí³ñòü ÂÑÊÏ ó ì³ðó çðîñòàííÿ íàä³éíîñò³ ñèñòåìè,

õî÷à òåîðåòè÷íî öÿ âëàñòèâ³ñòü äîâåäåíà ëèøå äëÿ ìåòîäó 2; 3) íå ìîæíà

âèä³ëèòè ìåòîä, ÿêèé äëÿ âñ³õ çíà÷åíü � º á³ëüø òî÷íèì ïîð³âíÿíî ç ³íøèìè ìå-

òîäàìè. Òàê, ó âèïàäêó âèñîêî¿ íàä³éíîñò³ åëåìåíò³â ñèñòåìè âèêîðèñòàííÿ

ôîðìóëè (12) (ìåòîä 3) äàº çìîãó äîñÿãíóòè îö³íîê íàäçâè÷àéíî âèñîêî¿ òî÷-

íîñò³ (ÂÑÊÏ ñòàíîâèòü ëèøå 0.28). Âîäíî÷àñ ó ðàç³ çá³ëüøåííÿ � ìåòîä 3 âòðà-

÷àº ñâîþ òî÷í³ñòü ³ äëÿ � � 06. äàº îö³íêè ç á³ëüøîþ äèñïåðñ³ºþ, í³æ ó âèïàäêó

âèêîðèñòàííÿ çâè÷àéíîãî ìåòîäó Ìîíòe–Êàðëî. Îö³íêè, îòðèìàí³ ìåòîäàìè 1

òà 2, ìàþòü ð³âíîì³ðíî îáìåæåíó ÂÑÊÏ, ïðè÷îìó ìåòîä 1 º ïîì³òíî êðàùèì â

óñüîìó ä³àïàçîí³ çì³íè � (òèì ïà÷å, ùî àëãîðèòì ìåòîäó 1 ïðèáëèçíî ó 5 ðàç³â

øâèäøèé çà àëãîðèòì ìåòîäó 2 ó ïåðåðàõóíêó íà îäíó ðåàë³çàö³þ).

Îòæå, ó âèïàäêó ìåíø íàä³éíèõ åëåìåíò³â ñèñòåìè á³ëüø äîö³ëüíèì

º âèêîðèñòàííÿ ìåòîäó 1, à ó ì³ðó ï³äâèùåííÿ íàä³éíîñò³ åëåìåíò³â ïåðåâàãó

ñë³ä â³ääàòè ìåòîäó 3.
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ïðèñêîðåíîãî ìîäåëþâàííÿ ñèñòåì ðàíãîâî¿ ñòðóêòóðè, îäèí ç ÿêèõ
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M.Yu. Kuznetsov, I.M. Kuznetsov, A.A. Shumska
COMPARATIVE ANALYSIS OF TWO MODIFIED FAST SIMULATION METHODS FOR THE
EVALUATION OF THE FAILURE PROBABILITY OF A RANK STRUCTURE SYSTEM

Abstract. A model of a redundant repairable system of the rank structure is considered. Its
time operation is determined by distributions of general form. Two modified fast simulation
methods for the evaluation of the system failure probability on a fixed time interval are
proposed. The conclusions on the accuracy of these methods depending on the reliability
characteristics of the system components are illustrated by a numerical example.

Keywords: reliability, redundant repairable system, rank, simulation with prohibition,
importance sampling, estimate, variance.
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