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ÑÒ²ÉÊ²ÑÒÜ ² ÐÅÃÓËßÐÈÇÀÖ²ß ÂÅÊÒÎÐÍÈÕ ÇÀÄÀ× ÎÏÒÈÌ²ÇÀÖ²¯
ÇÀ ÌÎÆËÈÂÈÕ ÇÁÓÐÅÍÜ ÊÐÈÒÅÐ²¯Â

Àíîòàö³ÿ. Íàâåäåíî íîâ³ ðåçóëüòàòè ùîäî ñò³éêîñò³ òà ðåãóëÿðèçàö³¿ âåêòîðíèõ (áàãàòîêðè-
òåð³éíèõ) çàäà÷ îïòèì³çàö³¿ çà ìîæëèâèõ çáóðåíü âõ³äíèõ äàíèõ âåêòîðíîãî êðèòåð³þ, ùî
ñêëàäàºòüñÿ ç êâàäðàòè÷íèõ ÷è ë³í³éíèõ ôóíêö³é. Äîâåäåíî ñò³éê³ñòü çàäà÷ ç êâàäðàòè÷íèìè
êðèòåð³ÿìè ïîøóêó ðîçâ’ÿçê³â, îïòèìàëüíèõ çà Ñëåéòåðîì. Ó âèïàäêó îïòèì³çàö³¿ çà Ïàðåòî
ðîçðîáëåíî ï³äõ³ä äî ðåãóëÿðèçàö³¿ çàäà÷ ç ë³í³éíèìè êðèòåð³àëüíèìè ôóíêö³ÿìè.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: âåêòîðíà çàäà÷à, Ïàðåòî-îïòèìàëüí³ ðîçâ’ÿçêè, ìíîæèíà Ñëåéòåðà,
ñò³éê³ñòü çà âåêòîðíèì êðèòåð³ºì, çáóðåííÿ âõ³äíèõ äàíèõ, ðåãóëÿðèçàö³ÿ.

ÂÑÒÓÏ

Ñó÷àñíèé ³íòåðåñ äî äîñë³äæåííÿ ïðîáëåì ñò³éêîñò³ òà ðåãóëÿðèçàö³¿ âåêòîðíèõ
(áàãàòîêðèòåð³éíèõ) ìîäåëåé îïòèì³çàö³¿ îáóìîâëåíèé çíà÷íîþ ì³ðîþ ¿õí³ì øè-
ðîêèì çàñòîñóâàííÿì äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ âàæëèâèõ çàäà÷ åêîíîì³êè, åêîëîã³¿, êåðó-
âàííÿ, ïðîºêòóâàííÿ ð³çíîìàí³òíèõ ñêëàäíèõ ñèñòåì, ïðèéíÿòòÿ ð³øåíü â óìîâàõ
íåâèçíà÷åíîñò³ òà áàãàòüîõ ³íøèõ. Ðåçóëüòàòè ôóíäàìåíòàëüíèõ äîñë³äæåíü
ñò³éêîñò³ ìàþòü î÷åâèäíó ïðèêëàäíó íàïðàâëåí³ñòü. Àíàë³ç ãðóïîâèõ åêñïåðòíèõ
îö³íîê, ðîçâ’ÿçàííÿ ñëàáêîñòðóêòóðîâàíèõ çàäà÷ âèáîðó, îö³íêà ðèçèê³â ó âèðîá-
íè÷³é ³ êîìåðö³éí³é ä³ÿëüíîñòÿõ, ìåíåäæìåíò³ òà ³íø³ ïðîáëåìè, ùî âèíèêàþòü
çà óìîâ íåâèçíà÷åíîñò³ òà íåêîðåêòíîñò³ âõ³äíèõ äàíèõ, äàþòü ìîæëèâ³ñòü
¿õíüîãî øèðîêîãî çàñòîñóâàííÿ. ²ñíóº áàãàòî îïòèì³çàö³éíèõ çàäà÷, äëÿ ÿêèõ ÿê
çàâãîäíî ìàë³ ïîõèáêè ó âèçíà÷åíí³ âõ³äíèõ äàíèõ ïîðîäæóþòü çíà÷í³ ñïîòâî-
ðåííÿ ³ñòèííîãî øóêàíîãî ðîçâ’ÿçêó. Ó çâ’ÿçêó ç öèì îñîáëèâî âàæëèâî âì³òè
âèä³ëÿòè òàê³ êëàñè çàäà÷, â ÿêèõ ìàëèì çì³íàì âõ³äíèõ äàíèõ â³äïîâ³äàþòü ìàë³
çì³íè âèõ³äíèõ ðåçóëüòàò³â, à òàêîæ ðîçðîáëÿòè ìåòîäè ðåãóëÿðèçàö³¿, ùî íàäà-
þòü çìîãó çàì³íèòè ðîçâ’ÿçàííÿ íåñò³éêî¿ çàäà÷³ ç íåïåðåäáà÷óâàíèì âïëèâîì
çáóðåíü ó âõ³äíèõ äàíèõ ðîçâ’ÿçàííÿì çàäà÷³, ñò³éêî¿ äî òàêèõ çáóðåíü ³ äîñòàò-
íüî áëèçüêî¿ äî ïî÷àòêîâî¿ çàäà÷³ [1–9].

Ï³ä âåêòîðíîþ îïòèì³çàö³éíîþ çàäà÷åþ çàçâè÷àé ðîçóì³þòü çàäà÷ó â³äøó-
êàííÿ äåÿêî¿ ìíîæèíè åôåêòèâíèõ ðîçâ’ÿçê³â, òîáòî âèá³ð ³ç ìíîæèíè äîïóñòè-
ìèõ ðîçâ’ÿçê³â òàêèõ, ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü çàäàíèé ïðèíöèï îïòèìàëüíîñò³.
Ó ðàç³, êîëè ÷àñòêîâ³ êðèòåð³¿ çàäà÷³ ð³âíîâàæëèâ³, ÿê òàêèé ïðèíöèï íàé÷àñò³øå
ðîçãëÿäàþòü îïòèìàëüí³ñòü çà Ïàðåòî àáî çà Ñëåéòåðîì [10–13], ³ äîñë³äæåííÿ
ñò³éêîñò³ âåêòîðíî¿ îïòèì³çàö³éíî¿ çàäà÷³ ïîëÿãàº ó âèâ÷åíí³ ïîâåä³íêè äåÿêî¿
âèçíà÷åíî¿ ìíîæèíè îïòèìàëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â çà óìîâè ìîæëèâèõ çáóðåíü
ïàðàìåòð³â (âõ³äíèõ äàíèõ) çàäà÷³.

Òðàäèö³éíî ï³ä ñò³éê³ñòþ çàäà÷ îïòèì³çàö³¿ ðîçóì³þòü íåïåðåðâíó çà-
ëåæí³ñòü ðîçâ’ÿçê³â â³ä âõ³äíèõ äàíèõ çàäà÷³ [14]. Íàéá³ëüø çàãàëüí³ ï³äõîäè äî
äîñë³äæåííÿ ñò³éêîñò³ îïòèì³çàö³éíèõ çàäà÷ ´ðóíòóþòüñÿ íà âèâ÷åíí³ âëàñòè-
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âîñòåé áàãàòîçíà÷íèõ (òî÷êîâî-ìíîæèííèõ) â³äîáðàæåíü, ùî çàäàþòü ïðèíöèï
îïòèìàëüíîñò³ (ôóíêö³þ âèáîðó) [1, 3, 4].

Ïðîäîâæóþ÷è äîñë³äæåííÿ, îïèñàí³, çîêðåìà, â [1, 15–22], íàâåäåìî íîâ³
ðåçóëüòàòè ùîäî ïèòàíü ñò³éêîñò³ òà ðåãóëÿðèçàö³¿ âåêòîðíèõ çàäà÷ îïòèì³çàö³¿
çà ìîæëèâèõ çáóðåíü âõ³äíèõ äàíèõ âåêòîðíîãî êðèòåð³þ, ÿêèé ñêëàäàºòüñÿ
ç êâàäðàòè÷íèõ ÷è ë³í³éíèõ ôóíêö³é. Äîâåäåíî ñò³éê³ñòü çàäà÷ ç êâàäðàòè÷íèìè
êðèòåð³ÿìè äëÿ ïîøóêó ðîçâ’ÿçê³â, îïòèìàëüíèõ çà Ñëåéòåðîì. Ó âèïàäêó
îïòèì³çàö³¿ çà Ïàðåòî ðîçðîáëåíî ï³äõ³ä äî ðåãóëÿðèçàö³¿ çàäà÷ ç ë³í³éíèìè êðè-
òåð³àëüíèìè ôóíêö³ÿìè.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×². ÎÑÍÎÂÍ² ÎÇÍÀ×ÅÍÍß

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó âèãëÿäó

Q F X F x x X( , ):max{ ( ) }� ,

äå X — ìíîæèíà ç R n äîâ³ëüíî¿ ñòðóêòóðè, ìîæëèâî äèñêðåòíî¿, R n —
n-âèì³ðíèé ä³éñíèé ïðîñò³ð, X � � �, ( ) ( ( ), ( ), ..., ( ))F x f x f x f x1 2 � , � � 2,

f R Ri
n: � 1 — êâàäðàòè÷í³ ôóíêö³¿ âèãëÿäó f x x D x c xi i i( ) , ,� � ,

c c c Ri i in
n� �( , ..., )1 , D d Ri jk

i n n� � 	[ ] , i N j k N nn� � � �� �{ ,..., }, , { , ..., }1 1 .

Ï³ä ðîçâ’ÿçàííÿì çàäà÷³ Q F X( , ) áóäåìî ðîçóì³òè â³äøóêàííÿ äåÿêî¿
ï³äìíîæèíè ìíîæèíè S F X�( , ) îïòèìàëüíèõ çà Ñëåéòåðîì ðîçâ’ÿçê³â:

S F X x X x F X�( , ) { ( , , ) }� � � �� , (1)

äå �( , , ) { ( ) ( )}x F X y X F y F x� � 
 . Çîêðåìà, ÿêùî ìîâà áóäå éòè ïðî çàäà÷ó
íà â³äøóêàííÿ òî÷îê ìíîæèíè Ïàðåòî

P F X x X x F X( , ) { ( , , ) }� � � �� , (2)

äå �( , , ) { ( ) ( ), ( ) ( )}x F X y X F y F x F y F x� � � � , òî òàêó çàäà÷ó áóäåìî ïî-
çíà÷àòè Q F XP ( , ). Çàäà÷ó íà â³äøóêàííÿ ìíîæèíè Ñëåéòåðà ïîçíà÷àòèìåìî
Q F XSl ( , ). Î÷åâèäí³ òàê³ ñï³ââ³äíîøåííÿ: P F X S F X( , ) ( , )� � ³ � �x X

� �( , , ) ( , , )x F X x F X� .
Äëÿ çàäà÷³ Q F X( , ) ÿê âõ³äí³ äàí³, ùî ìîæóòü çàçíàòè çáóðåíü, áóäåìî ðîç-

ãëÿäàòè êîåô³ö³ºíòè âåêòîðíîãî êðèòåð³þ F . Íàá³ð òàêèõ âõ³äíèõ äàíèõ ïîçíà-

÷èìî u D C U R Rn n n� � � 		 	 	( , ) � � , äå U — ïðîñò³ð âõ³äíèõ äàíèõ çàäà÷³, ùî

ñòîñóþòüñÿ âåêòîðíîãî êðèòåð³þ, D D D R n n� � 	 	( , ..., )1 �
� , C c Rij

n� � 	[ ] � . Êð³ì

ïîçíà÷åíü F x f x f x f x( ) ( ( ), ( ), ..., ( ))� 1 2 � , äëÿ âåêòîðíî¿ ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿ ³ ÷àñ-
òêîâèõ êðèòåð³¿â çàäà÷³ Q F X( , ) áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ â ðàç³ íåîáõ³äíîñò³ òà-

êîæ ïîçíà÷åííÿìè F x f x f xu
u u( ) ( ( ), ..., ( ))�

1 �
, ùî óòî÷íþþòü, ÿêèé ñàìå åëåìåíò

u ³ç ïðîñòîðó U âõ³äíèõ äàíèõ â³äïîâ³äàº çàäà÷³, ùî ðîçãëÿäàºòüñÿ.

Äàë³ äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà q ä³éñíèé âåêòîðíèé ïðîñò³ð R q

ðîçãëÿäàòèìåìî ÿê íîðìîâàíèé. Íîðìó â R q çàäàìî ôîðìóëîþ z zi

i N q

�
�

 , äå

z z z Rq
q� �( , ... , )1 . Ï³ä íîðìîþ äåÿêî¿ ìàòðèö³ B b Rij

m k� � 	[ ] áóäåìî ðî-

çóì³òè íîðìó âåêòîðà ( , , ... , )b b bmk11 12 . Çàçíà÷èìî [23], ùî ó ñê³í÷åííîâèì³ðíî-

ìó ïðîñòîð³ R q áóäü-ÿê³ äâ³ íîðìè: � �
( ) ( )

,
1 2

, º åêâ³âàëåíòíèìè, òîáòî çíàé-

äóòüñÿ òàê³ ÷èñëà � 
 0 òà � 
 0, ùî � �z R q âèêîíóþòüñÿ íåð³âíîñò³

� �z z z
( ) ( ) ( )1 2 1

� � . Ç óðàõóâàííÿì ö³º¿ åêâ³âàëåíòíîñò³ âèêëàäåí³ äàë³ ðå-

çóëüòàòè ñïðàâåäëèâ³ é äëÿ ³íøèõ íîðì, óâåäåíèõ ó ñê³í÷åííîâèì³ðíîìó ïðîñòîð³.
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Äëÿ íàáîðó âõ³äíèõ äàíèõ u U� ³ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà �
 0 âèçíà÷èìî ìíîæè-
íó çáóðåíèõ âõ³äíèõ äàíèõ

O u u U u u� � � �( ) { ( ) ( ) }� � � � .

Çàäà÷à ç³ çáóðåíèìè âõ³äíèìè äàíèìè äëÿ âåêòîðíîãî êðèòåð³þ ìàòèìå âèãëÿä

Q F X F x x Xu u( , ):max{ ( ) }( ) ( )� � � ,

äå u O u F x f x f xu
u u( ) ( ), ( ) ( ( ), ..., ( ))( )

( ) ( )� � �
� �� �

1 �
.

Îçíà÷åííÿ 1. Çàäà÷ó Q F X Q F XSl u P u( , ) ( ( , )) íàçâåìî ñò³éêîþ çà âåêòîð-

íèì êðèòåð³ºì, ÿêùî � 
 � 
� �0 0 òàêå, ùî � �u O u( ) ( )� � âèêîíóºòüñÿ óìîâà
Sl F X O Sl F Xu u( , ) ( ( , ))( )� �� (â³äïîâ³äíî P F X O P F Xu u( , ) ( ( , ))( )� �� .

Òóò ³ äàë³ O B x R x yn

y B
� �( ) inf� � � �

�
�
�

��

�
�
�

���
— �-îê³ë áóäü-ÿêî¿ ìíîæèíè

B R n� .

Íàâåäåìî äåÿê³ â³äîì³ ïîíÿòòÿ [1, 3, 4], ùî õàðàêòåðèçóþòü âëàñòèâîñò³ íå-
ïåðåðâíîñò³ ³ çàìêíåíîñò³ òî÷êîâî-ìíîæèííèõ â³äîáðàæåíü ³ áóäóòü âèêîðèñòî-
âóâàòèñÿ äëÿ äîñë³äæåííÿ ïèòàíü ñò³éêîñò³ çàäà÷³ Q F XSl u( , ) òà ðåãóëÿðèçàö³¿
çàäà÷³ Q F XP u( , ) çà ìîæëèâèõ çáóðåíü âõ³äíèõ äàíèõ.

Íåõàé �:U X� 2 — òî÷êîâî-ìíîæèííå â³äîáðàæåííÿ, ÿêå êîæí³é òî÷ö³

u U� ñòàâèòü ó â³äïîâ³äí³ñòü äåÿêó ï³äìíîæèíó �( )u ìíîæèíè X (íàïðèêëàä,
ï³äìíîæèíó S F Xu�( , ) àáî P F Xu( , )). Òî÷êîâî-ìíîæèííå â³äîáðàæåííÿ � ââà-
æàºòüñÿ íàï³âíåïåðåðâíèì çâåðõó çà Õàóñäîðôîì ó äåÿê³é òî÷ö³ u U� , ÿêùî
� 
 � 
� �0 0 òàêå, ùî � � �u O u u O u( ) ( ): ( ( )) ( ( ))� �� �� � .

Âðàõîâóþ÷è îçíà÷åííÿ 1, çàçíà÷èìî, ùî ñò³éê³ñòü çà âåêòîðíèì êðèòåð³ºì
çàäà÷³ Q F X Q F XSl u P u( , ) ( ( , )), äå u U� îçíà÷àº, ùî òî÷êîâî-ìíîæèííå â³äîá-

ðàæåííÿ Sl U X: � 2 , u Sl u Sl F Xu� �( ) ( , ) (â³äïîâ³äíî â³äîáðàæåííÿ P U X: � 2 ,

u P u P F Xu� �( ) ( , )) º íàï³âíåïåðåðâíèì çâåðõó çà Õàóñäîðôîì ó òî÷ö³ u.

Â³äîáðàæåííÿ �:U X� 2 íàçèâàºòüñÿ íàï³âíåïåðåðâíèì çâåðõó çà Áåðæåì

ó òî÷ö³ u U� , ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¿ â³äêðèòî¿ ìíîæèíè � � X , äëÿ ÿêî¿ � �( )u � ,
³ñíóº ÷èñëî � �� 
( )� 0 òàêå, ùî � � �u O u u( ) ( ): ( ))� �� �� �.

Çàìêíåí³ñòü â³äîáðàæåííÿ � ó òî÷ö³ u U� îçíà÷àº, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ
ïîñë³äîâíîñòåé: { }us ³ { }xs , òàêèõ, ùî { }u s N Us � � , { }x s N Xs � � , N � { , , ...}1 2 ,

lim , lim
s

s
s

s
ou u x x X

� � � �
� � � , ç íàëåæíîñòåé x u s Ns s� ��( ), , âèïëèâàº, ùî

x uo ��( ).

ÓÌÎÂÈ ÑÒ²ÉÊÎÑÒ² ÒÀ ÐÅÃÓËßÐÈÇÀÖ²ß ÂÅÊÒÎÐÍÎ¯ ÇÀÄÀ×²
ÇÀ ÌÎÆËÈÂÈÕ ÇÁÓÐÅÍÜ ÊÐÈÒÅÐ²¯Â

Ñôîðìóëþºìî çã³äíî ç [1] äâ³ åëåìåíòàðí³ âëàñòèâîñò³ òî÷êîâî-ìíîæèííèõ
â³äîáðàæåíü, ÿê³ âèêîðèñòàºìî äàë³ ï³ä ÷àñ äîâåäåííÿ òåîðåìè 1 ïðî íàï³âíå-
ïåðåðâí³ñòü çâåðõó çà Õàóñäîðôîì òî÷êîâî-ìíîæèííîãî â³äîáðàæåííÿ

Sl U u Sl u Sl F XX
u: , ( ) ( , )� � �2 .

Âëàñòèâ³ñòü 1. ßêùî ìíîæèíà X º êîìïàêòîì (òîáòî îáìåæåíîþ ³ çàìêíå-

íîþ), òî ³ç çàìêíåíîñò³ òî÷êîâî-ìíîæèííîãî â³äîáðàæåííÿ �:U X� 2 ó äåÿê³é

òî÷ö³ u U� âèïëèâàº éîãî íàï³âíåïåðåðâí³ñòü çâåðõó çà Áåðæåì ó ö³é òî÷ö³.
Âëàñòèâ³ñòü 2. Ç íàï³âíåïåðåðâíîñò³ çâåðõó çà Áåðæåì òî÷êîâî-ìíîæèííî-

ãî â³äîáðàæåííÿ �:U X� 2 ó òî÷ö³ u U� âèïëèâàº éîãî íàï³âíåïåðåðâí³ñòü

çâåðõó çà Õàóñäîðôîì ó ö³é òî÷ö³.
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Òåîðåìà 1. Íåõàé äîïóñòèìà ìíîæèíà X çàäà÷³ Q F Xu( , ), äå u U� , º êîì-

ïàêòîì. Òîä³ òî÷êîâî-ìíîæèííå â³äîáðàæåííÿ Sl U X: � 2 º íàï³âíåïåðåðâíèì

çâåðõó çà Õàóñäîðôîì ó òî÷ö³ u U� .
Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî çàìêíåí³ñòü òî÷êîâî-ìíîæèííîãî â³äîáðà-

æåííÿ Sl U X: � 2 ó òî÷ö³ u D C U� �( , ) , âðàõóâàâøè îáìåæåí³ñòü ìíîæèíè X .

Ðîçãëÿíåìî äâ³ ïîñë³äîâíîñò³ { }us òà { }xs òàê³, ùî { } ,u s N Us � � { }x s N Xs � �
³, êð³ì òîãî,

lim , lim
s

s
s

s
ou u x x X

�� ��
� � � , (3)

u D C D D D Rs
s s s s s n n� � � 	 	( , ), ( ,..., )

1 �

� , C c Rs
ij
s n� � 	[ ] � ,

x Sl F X s Ns us
� �( , ), .

Îñòàíí³ íàëåæíîñò³ îçíà÷àþòü, ùî � � � � �( , )y X s N i N � :

y D y c y x D x c xi
s

i
s

s i
s

s i
s

s, , , ,� � � , (4)

äå c c c Ri
s

i
s

in
s n� �( ,..., )

1
.

Ïîêàæåìî, ùî ìàº ì³ñöå íàëåæí³ñòü x Sl F Xo
u� ( , ). Íåõàé (â³ä ñóïðîòèâíîãî)

� � 
z X F z F xu u
o: ( ) ( ), òîáòî � � � 
i N z D z c z x D xi i

o
i

o
� : , , , � c xi

o, .

Ó òàêîìó âèïàäêó çã³äíî ç (3), à òàêîæ ç óðàõóâàííÿì ïîðÿäêîâèõ ³ àðèôìåòè÷-
íèõ âëàñòèâîñòåé ãðàíèöü ïîñë³äîâíîñòåé òà åêâ³âàëåíòíîñò³ çá³æíîñò³
ïîñë³äîâíîñòåé ó áóäü-ÿêîìó ä³éñíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîð³ ç ¿õíüîþ ïîêîîðäè-
íàòíîþ çá³æí³ñòþ [23] ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ³ñíóº òàêèé íîìåð s No � , ùî
� 
s so ³ � �i N �

z D z c z x D x c xi
s

i
s

s i
s

s i
s

s, , , ,� 
 � . (5)

Ïðîòå, ç ôîðìóë (4) âèïëèâàº, ùî � � � 
 � �s N i N z D z c zi
s

i
s

� : , ,

� �x D x c xs i
s

s i
s

s, , . Îòæå, îòðèìóºìî ïðîòèð³÷÷ÿ ç íåð³âí³ñòþ (5), ÿêå äîâî-

äèòü çàìêíåí³ñòü â³äîáðàæåííÿ Sl U X: � 2 ó òî÷ö³ u U� . Çâ³äñè ç óðàõóâàííÿì

íàâåäåíèõ âëàñòèâîñòåé 1 ³ 2 òî÷êîâî-ìíîæèííèõ â³äîáðàæåíü ³ ïðèïóùåííÿ
ùîäî êîìïàêòíîñò³ ìíîæèíè X âèïëèâàº íàï³âíåïåðåðâí³ñòü çâåðõó çà Áåðæåì
â³äîáðàæåííÿ Sl U X: � 2 ó òî÷ö³ u U� , ç ÿêî¿, ñâîºþ ÷åðãîþ, âèïëèâàº íàï³âíå-

ïåðåðâí³ñòü çâåðõó çà Õàóñäîðôîì öüîãî â³äîáðàæåííÿ. Äîâåäåííÿ çàâåðøåíî.
Íàñë³äîê 1. ßêùî äîïóñòèìà ìíîæèíà X çàäà÷³ Q F Xu( , ), äå u U� , º êîì-

ïàêòîì, òî � 
 � 
� �0 0 òàêå, ùî � � �u O u S F X O S F Xu u( ) ( ): ( , ) ( , )( )� � � �� � ,
òîáòî çàäà÷à Q F XSl u( , ) íà â³äøóêàííÿ ìíîæèíè Ñëåéòåðà º ñò³éêîþ çà âåêòîð-
íèì êðèòåð³ºì.

Äàë³ ðîçãëÿíåìî ï³äõ³ä äî ðåãóëÿðèçàö³¿ ìîæëèâî íåñò³éêî¿ çà âåêòîðíèì
êðèòåð³ºì çàäà÷³ Q F XP ( , ) ó ÷àñòêîâîìó âèïàäêó, êîëè êðèòåð³é F ñêëàäàºòüñÿ
ç ë³í³éíèõ ôóíêö³é

f x c x i Ni i( ) , ,� � � . (6)

Äëÿ òàêî¿ çàäà÷³ íàá³ð u âõ³äíèõ äàíèõ, ÿê³ ìîæóòü ï³äëÿãàòè çáóðåííþ,

ñêëàäàºòüñÿ ç åëåìåíò³â ìàòðèö³ C, òîáòî u C U R n� � � 	� . Ïîçíà÷èìî òàêó çà-
äà÷ó Q F XP C( , ).

Ùîäî ñò³éêîñò³ çà âåêòîðíèì êðèòåð³ºì çàäà÷³ Q F XP C( , ) çàçíà÷èìî
[1, 17], ùî âèêîíàííÿ ð³âíîñò³

S F X P F XC C�( , ) ( ( , ))� cl , (7)
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äå clB — çàìèêàííÿ áóäü-ÿêî¿ ìíîæèíè B R n� , º íåîáõ³äíîþ óìîâîþ
ñò³éêîñò³ çàäà÷³. Äîâåäåíî òàêîæ äîñòàòí³ñòü óìîâè (7) ó âèïàäêó, êîëè äî-
ïóñòèìà ìíîæèíà X º êîìïàêòîì.

ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî çàäà÷à Q F XP C( , ) ñò³éêà äî çáóðåíü åëåìåíò³â ìàò-
ðèö³ C, òîä³ â ðåçóëüòàò³ ¿¿ ðîçâ’ÿçàííÿ îòðèìàºìî ðîçâ’ÿçêè, áëèçüê³ äî ³ñòèí-
íèõ, íàâ³òü ó âèïàäêó, êîëè ìàþòü ì³ñöå äîñèòü íåâåëèê³ ïîìèëêè ó ïîäàíí³
ìàòðèö³ C. Ïðîòå, ÿêùî çàäà÷à Q F XP C( , ) íå º ñò³éêîþ, òîä³, âðàõîâóþ÷è îçíà-
÷åííÿ 1, � 
� 0 òàêå, ùî � 
� 0 çíàéäåòüñÿ ìàòðèöÿ C O C( ) ( )� �� �
� � � �{ ( ) ( ) }C U C C� � � , äëÿ ÿêî¿ P F X O P F XC C( , ) \ ( , )( )� � � �. Ó òàêîìó

âèïàäêó ï³ä ÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ Q F XP C( , )( )� ç ìîæëèâèìè çáóðåííÿìè (ïî-
ìèëêàìè, íåòî÷íîñòÿìè) ó âõ³äíèõ äàíèõ âåêòîðíîãî êðèòåð³þ ³ñíóº
â³ðîã³äí³ñòü îòðèìàòè òàê³ ¿¿ Ïàðåòî-îïòèìàëüí³ ðîçâ’ÿçêè, ÿê³ íå º Ïàðåòî-îïòè-
ìàëüíèìè ÷è íàâ³òü áëèçüêèìè äî íèõ äëÿ çàäà÷³ Q F XP C( , ). Ùîá çàïîá³ãòè
öüîìó, ïðîïîíóºòüñÿ ó âèïàäêó, êîëè ìíîæèíà X º êîìïàêòîì, ïåðåéòè â³ä ðîç-
â’ÿçàííÿ ìîæëèâî íåñò³éêî¿ çàäà÷³ Q F XP C( , ) îïòèì³çàö³¿ çà Ïàðåòî äî ðîçâ’ÿ-
çàííÿ íàïåâíî ñò³éêî¿ çàäà÷³ Q F XS C� ( , )� íà â³äøóêàííÿ ðîçâ’ÿçê³â, îïòèìàëü-

íèõ çà Ñëåéòåðîì, â ÿê³é ìàòðèöÿ C � êîåô³ö³ºíò³â âåêòîðíîãî êðèòåð³þ º
ñïåö³àëüíèì ÷èíîì çáóðåíîþ (çì³íåíîþ) ó ïîð³âíÿíí³ ç ïî÷àòêîâîþ ìàòðèöåþ C.
Äî òîãî æ, áóäü-ÿêèé îïòèìàëüíèé çà Ñëåéòåðîì ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³

Q F XS C� ( , )
( )� �

ç ìîæëèâèìè çáóðåííÿìè ó ìàòðèö³ C � áóäå íàëåæàòè �-îêîëó

ìíîæèíè ðîçâ’ÿçê³â ïî÷àòêîâî¿ çàäà÷³ Q F XP C( , ), òîáòî � 
 � 
� �0 0 òàêå, ùî

� � �C O C S F X O P F X
C C

�
�

�
� �� �( ) ( ): ( , ) ( , )

( )
� .

Äëÿ îá´ðóíòóâàííÿ öüîãî ñïîñîáó ðåãóëÿðèçàö³¿ ìîæëèâî íåñò³éêî¿ çàäà÷³
Q F XP C( , ) çàñòîñóºìî îäíå ç ïîëîæåíü òåîð³¿ çáóðåíèõ êîíóñ³â, ïðåäñòàâëåíî¿,
çîêðåìà, â [1, 15–17, 21]. Öå ïîëîæåííÿ, ñôîðìóëüîâàíå äàë³ ó òâåðäæåíí³ 1,
ç’ÿñîâóº ñï³ââ³äíîøåííÿ, ÿêå çà ïåâíèõ çáóðåíü ìàòðèö³ C âèíèêàº ì³æ êîíóñîì

K x R Cxn� � �{ }0 , éîãî ë³í³éíîþ ï³äìíîæèíîþ K x R Cxn
0 0� � �{ }

³ âíóòð³øí³ñòþ int { }K x R Cxn� � 
 0 . Çàçíà÷èìî, ùî ç óðàõóâàííÿì (1) ³ (2)

� �x X ñïðàâåäëèâ³ åêâ³âàëåíòíîñò³:

x P F X x K K XC� � � � �( , ) ( ( \ ))0 � , (8)

x Sl F X x K XC� � � � �( , ) ( int ) � . (9)

Çáóðèìî ìàòðèöþ C, çàì³íèâøè êîæåí ¿¿ âåêòîð-ðÿäîê c i Ni ( )� � òàêèì:
c c wi i

� �� � , äå � �R1 — ïàðàìåòð çáóðåííÿ, w R n� — âíóòð³øíÿ òî÷êà îïóêëî¿

îáîëîíêè ìíîæèíè { ,..., }c c1 � , w ci i

i N

�
�

 	

�

, 	 	i

i N

i i N� 
 �
�

 1 0, ( )

�

� . Çáóðåíó

ìàòðèöþ ïîçíà÷èìî C R n� � 	� . ¯é ó â³äïîâ³äí³ñòü ïîñòàâèìî îïóêë³ êîíóñè, îòðè-

ìàí³ çáóðåííÿì êîíóñ³â K ³ K K x R C xn
0 0: { }� �� � � , K x R C xn

0
0� �� � �{ }.

Òâåðäæåííÿ 1. ßêùî �
0, òî ìàº ì³ñöå âêëþ÷åííÿ K K K\ int0 � � .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x — áóäü-ÿêà òî÷êà ìíîæèíè K K\ 0 . Òîä³

� � �i N c xi� : 0 ³ � � 
k N c xk� : , 0. Âðàõîâóþ÷è ö³ íåð³âíîñò³, îòðèìàºìî

îö³íêó ñêàëÿðíîãî äîáóòêó w x c xi i

i N

, ,� 

�

 	

�

0. Îòæå, ��
0 ìàºìî c xi
� , �

� � � � 
( ), , ,c w x c x w xi i� � 0, i N� � , ùî îçíà÷àº íàëåæí³ñòü x K�int � .
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Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ðàçîì ç íàñë³äêîì 1 òåîðåìè 1 ëåæèòü â îñíîâ³ çàïðî-
ïîíîâàíîãî ï³äõîäó äî ðåãóëÿðèçàö³¿ çà âåêòîðíèì êðèòåð³ºì çàäà÷³ Q F XP C( , )
ç ë³í³éíèìè ÷àñòêîâèìè êðèòåð³àëüíèìè ôóíêö³ÿìè âèãëÿäó (6).

Òâåðäæåííÿ 2 [1, 16]. Äëÿ áóäü-ÿêîãî �� 0 ñïðàâäæóºòüñÿ âêëþ÷åííÿ

S F X P F X
C C�( , ) ( , )� � . (10)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé �� 0. Äëÿ áóäü-ÿêî¿ òî÷êè x S F X
C

� �( , )� çã³äíî ç (9)

ñïðàâäæóºòüñÿ ð³âí³ñòü ( int )x K X� � ��
� . Ç íå¿, âðàõîâóþ÷è òâåðäæåííÿ 1,

ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî ( ( \ ))x K K X� � �0 � . Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó (8),
îòðèìóºìî íàëåæí³ñòü x P F XC� ( , ), ÿêà ³ äîâîäèòü âêëþ÷åííÿ (10).

Çã³äíî ç íàñë³äêîì 1 òåîðåìè 1 ³ òâåðäæåííÿì 2 îòðèìàºìî âèñíîâîê, ÿêèé
îá´ðóíòîâóº ïðàâîì³ðí³ñòü çàïðîïîíîâàíîãî ï³äõîäó äî ðåãóëÿðèçàö³¿ ìîæëèâî
íåñò³éêî¿ çà âåêòîðíèì êðèòåð³ºì âåêòîðíî¿ çàäà÷³ Q F XP C( , ).

Òåîðåìà 2. ßêùî äîïóñòèìà ìíîæèíà X çàäà÷³ Q F XP C( , ) º êîìïàêòîì,

òîä³ � �� 0 ³ � 
 � 
� �0 0 òàêå, ùî � �C O C�
�

��( ) ( ) ìàþòü ì³ñöå âêëþ÷åííÿ

S F X O S F X O P F X
C C C� �( , ) ( , ) ( , )

( )� �� � �� � .

Îòæå, çàïðîïîíîâàíèé ï³äõ³ä äî ðåãóëÿðèçàö³¿ ìîæëèâî íåñò³éêî¿ çàäà÷³
Q F XP C( , ) äàº çìîãó ïåðåéòè äî íàïåâíî ñò³éêî¿ çàäà÷³ Q F XS C� ( , )� ç³ çáóðåíèì
ïåâíèì ÷èíîì âåêòîðíèì êðèòåð³ºì, ùî çàáåçïå÷óº â³äøóêàííÿ ðîçâ’ÿçê³â, ÿê³
íàëåæàòü �-îêîëó çàäà÷³ Q F XP C( , ), òîáòî áëèçüêèõ äî ³ñòèííèõ, íàâ³òü êîëè

ìàþòü ì³ñöå íåâåëèê³ çáóðåííÿ ó ïîäàíí³ ìàòðèö³ C � .

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó ñòàòò³ íàâåäåíî íîâ³ ðåçóëüòàòè ùîäî óìîâ ñò³éêîñò³ òà ðåãóëÿðèçàö³¿ âåê-
òîðíèõ çàäà÷ îïòèì³çàö³¿ çà ìîæëèâèõ çáóðåíü âõ³äíèõ äàíèõ âåêòîðíîãî
êðèòåð³þ, ÿêèé ñêëàäàºòüñÿ ç êâàäðàòè÷íèõ ÷è ë³í³éíèõ ôóíêö³é. Äîâåäåíî
ñò³éê³ñòü òàêèõ çàäà÷ ó âèïàäêó ïîøóêó ðîçâ’ÿçê³â, îïòèìàëüíèõ çà Ñëåéòå-
ðîì. Ó ðàç³ îïòèì³çàö³¿ çà Ïàðåòî ðîçðîáëåíî ï³äõ³ä äî ðåãóëÿðèçàö³¿ çàäà÷
ç ë³í³éíèìè êðèòåð³àëüíèìè ôóíêö³ÿìè. Äëÿ âåêòîðíèõ çàäà÷ îïòèì³çàö³¿ ðîç-
ðîáëåííÿ öüîãî ï³äõîäó ³ñòîòíî ïîâ’ÿçàíî ç âèêîðèñòàííÿì òîãî ôàêòó, ùî
çàäà÷à Q F XSl u( , ) ïîøóêó òî÷îê ç ìíîæèíè Ñëåéòåðà çàâæäè ñò³éêà ó âèçíà-
÷åíîìó ðîçóì³íí³ ñò³éêîñò³ ùîäî çáóðåíü êîåô³ö³ºíò³â âåêòîðíîãî êðèòåð³þ.
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T.T. Lebedeva, N.V. Semenova, T.I. Sergienko
STABILITY AND REGULARIZATION OF VECTOR OPTIMIZATION PROBLEMS
WITH POSSIBLE PERTURBATIONS OF CRITERIA

Abstract. The article is devoted to new results related to the stability and regularization of vector
(multicriteria) optimization problems for possible perturbations of the input data of a vector
criterion consisting of quadratic or linear functions. The stability of problems with quadratic criteria
for finding solutions that are Slater-optimal is proved. In the case of Pareto optimization, an
approach to regularization of problems with linear criterion functions is developed.

Keywords: vector problem, Pareto-optimal solutions, Slater set, stability with respect to vector
criterion, perturbations of initial data, regularization.
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