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Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî ìåðåæåâå ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷³ îïòèì³çàö³¿ ìàðøðóòèçàö³¿ ïîòîê³â
çá³ðíèõ âàíòàæ³â ó òðàíñïîðòí³é ìåðåæ³ ³ç çàäàíèìè òàðèôàìè íà òðàíñïîðòóâàííÿ é îá-
ðîáëåííÿ ïîòîê³â òà îáìåæåííÿìè íà ïðîïóñêí³ ñïðîìîæíîñò³ äóã, âóçë³â ³ ÷àñ äîñòàâêè
îêðåìèõ âàíòàæ³â îäåðæóâà÷ó. Äëÿ ðîçðàõóíêó ÷àñó äîñòàâêè çàïðîïîíîâàíî ñïîñ³á ôîð-
ìóâàííÿ äîâ³äêîâî¿ ìàòðèö³ îá’ºäíàííÿ ïîòîê³â îêðåìèõ âàíòàæ³â ³ åôåêòèâí³ àëãîðèòìè,
ùî äàþòü çìîãó âèçíà÷àòè âóçëè îá’ºäíàííÿ òà îá’ºäíàí³ ïîòîêè äëÿ âñ³õ ïàð, ùî êîðåñ-
ïîíäóþòüñÿ â áàãàòîïðîäóêòîâ³é ìåðåæ³. Äîâåäåíî, ùî çàäà÷ó ç òàðèôàìè â ìåðåæåâ³é
ïîñòàíîâö³ ìîæíà çà ïîë³íîì³àëüíèé ÷àñ ïåðåòâîðèòè ó çàäà÷ó ö³ëî÷èñëîâîãî ë³í³éíîãî
ïðîãðàìóâàííÿ ç áëî÷íîþ ñòðóêòóðîþ òà çâ’ÿçóâàëüíèìè îáìåæåííÿìè. Íàâåäåíî îñîáëè-
âîñò³ ðîçâ’ÿçàííÿ ïåðåòâîðåíî¿ çàäà÷³ ç âèêîðèñòàííÿì â³äîìèõ ìåòîä³â ö³ëî÷èñëîâîãî
ïðîãðàìóâàííÿ òà ïàêåò³â ïðèêëàäíèõ ïðîãðàì.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ìàòåìàòè÷í³ ìîäåë³ ðîçïîä³ëó òà ìàðøðóòèçàö³¿ ïîòîê³â ó áàãàòîïðîäóê-
òîâèõ ìåðåæàõ, çàäà÷³ îïòèì³çàö³¿ ç äèñêðåòíèìè ïîòîêàìè òà ïàðàìåòðàìè.

ÂÑÒÓÏ

Ðîáîòà ñïðÿìîâàíà íà ï³äâèùåííÿ åôåêòèâíîñò³ ôóíêö³îíóâàííÿ ìàã³ñòðàëü-

íèõ òðàíñïîðòíèõ ìåðåæ çà ðàõóíîê çíèæåííÿ äåô³öèòíèõ ðåñóðñ³â íà îñíîâ³

çàñòîñóâàííÿ ìåòîäîëîã³¿ ìîäåëþâàííÿ ³ ïðîºêòóâàííÿ ïðîöåñ³â îáðîáëåííÿ

òà ìàðøðóòèçàö³¿ äèñêðåòíèõ ïîòîê³â çá³ðíèõ âàíòàæ³â òà êîìïëåêñó çàõîä³â

³íôîðìàö³éíî-àíàë³òè÷íîãî çàáåçïå÷åííÿ é àâòîìàòèçàö³¿ ïðîöåäóð ïðèéíÿòòÿ

ð³øåíü â óïðàâë³íí³ òðàíñïîðòíèìè ïîòîêàìè [1].

Öÿ ïðîáëåìàòèêà ìàº áåçë³÷ âàæëèâèõ çàñòîñóâàíü. Äî ïðèêëàäó, íèí³ ïåðå-

âåçåííÿ äèñêðåòíèõ ïîòîê³â âàíòàæ³â, îêð³ì äåðæàâíîãî ï³äïðèºìñòâà

«Óêðïîøòà», çä³éñíþþòü ÷èñëåíí³ ñïåö³àë³çîâàí³ êóð’ºðñüê³ ñëóæáè, ÿê-îò

«Íîâà Ïîøòà», «Äåë³âåð³», «Í³÷íèé Åêñïðåñ», «Âàøà ïîøòà» òîùî. Øèðîêî

ïîøèðåíà ³ ì³æíàðîäíà åëåêòðîííà òîðã³âëÿ âàíòàæàìè ÷åðåç ³íòåðíåò, ùî äîñ-

òàâëÿþòüñÿ êë³ºíòàì ïî âñüîìó ñâ³òó àâòîìîá³ëüíèì, àâ³àö³éíèì òà ³íøèìè

âèäàìè òðàíñïîðòó.

Âîäíî÷àñ ïðàêòè÷í³ äîñë³äæåííÿ ïîêàçóþòü, ùî ïðîòÿãîì îñòàíí³õ ðîê³â

îáñÿãè ïåðåâåçåíü çá³ðíèõ âàíòàæ³â ó êîíòåéíåðàõ òà íà ï³ääîíàõ ó òðàíñïîð-

òíèõ ìåðåæàõ Óêðà¿íè çá³ëüøóþòüñÿ íåäîñòàòíüî ³íòåíñèâíî. Òàê, íàïðèêëàä,

îáñÿã ïåðåâåçåíü äî ÑØÀ íà ð³ê ñòàíîâèòü ïîíàä 15 ìëðä òîíí äð³áíî-

ïàðò³éíèõ âàíòàæ³â íà çàãàëüíó ñóìó ïîíàä 9 òðëí äîëàð³â ÑØÀ, à äîõîäè â³ä

òðàíñïîðòóâàííÿ öèõ âàíòàæ³â ñòàíîâëÿòü áëèçüêî 11 % â³ä îáñÿãó âàëîâî¿

íàö³îíàëüíî¿ ïðîäóêö³¿ ÑØÀ [2, 3]. Îñíîâíèìè ïðè÷èíàìè öüîãî º

îðãàí³çàö³éíî-òåõí³÷íà íåï³äãîòîâëåí³ñòü äåðæàâíèõ ³ ïðèâàòíèõ òðàíñïîðòíèõ

ï³äïðèºìñòâ äî âïðîâàäæåííÿ ñó÷àñíèõ ³íôîðìàö³éíî-àíàë³òè÷íèõ ñèñòåì, òåõ-
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íîëîã³é òà ³íñòðóìåíòàëüíèõ çàñîá³â àâòîìàòèçîâàíîãî ïðîºêòóâàííÿ,

óïðàâë³ííÿ òà ï³äòðèìêè ïðèéíÿòòÿ ð³øåíü, çîêðåìà ç âèêîðèñòàííÿì ñèòó-

àö³éíèõ öåíòð³â îáðîáëåííÿ òà ïîäàííÿ ³íôîðìàö³¿. Äî òîãî æ ó á³ëüøîñò³ ñó-

÷àñíèõ àâòîìàòèçîâàíèõ òðàíñïîðòíèõ ñèñòåì íå ðåàë³çîâàíî íàóêîâî îá´ðóíòî-

âàí³ ìåòîäè ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñ³â ïåðåâåçåííÿ çá³ðíèõ

âàíòàæ³â ó êîíòåéíåðàõ òà íà ï³ääîíàõ, à òàêîæ â³äñóòí³ ³íñòðóìåíòàëüí³ çàñîáè

äëÿ óïðàâë³ííÿ öèìè ïåðåâåçåííÿìè.

Ó â³äîìèõ ï³äõîäàõ äî ðîçâ’ÿçàííÿ áàãàòîïðîäóêòîâèõ îïòèì³çàö³éíèõ çà-

äà÷ ïðîºêòóâàííÿ ìåðåæ, ðîçïîä³ëó òà ìàðøðóòèçàö³¿ ïîòîê³â çàçâè÷àé âèêîðèñ-

òîâóþòü ë³í³éí³ ìàòåìàòè÷í³ ìîäåë³, Ëàãðàíæåâó òà LP-ðåëàêñàö³þ âèõ³äíî¿ çà-

äà÷³, ìåòîäè ã³ëîê òà ìåæ, â³äñ³êàíü òà ö³í, ãåíåðàö³¿ ñòîâïö³â òà ³íø³ é ïå-

ðåâ³ðåí³ íà ïðàêòèö³ ð³çíîâèäè ñèìïëåêñ-ìåòîäó òà ìåòîäó âíóòð³øí³õ òî÷îê.

ª é óí³âåðñàëüí³ ïðîãðàìí³ çàñîáè ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íîãî

ïðîãðàìóâàííÿ ç³ çì³øàíèìè òà ö³ëî÷èñëîâèìè çì³ííèìè.

Âåëèêèé á³áë³îãðàô³÷íèé îãëÿä ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, ìåòîä³â ³ àëãî-

ðèòì³â ðîçâ’ÿçàííÿ áàãàòîïðîäóêòîâèõ çàäà÷ (Multicommodity Network Flow

Problems, MCNF) ìîæíà çíàéòè â [4–8]. Â îäí³é ç íåáàãàòüîõ ðîá³ò [9] ðîçãëÿíó-

òî çàäà÷ó ìàðøðóòèçàö³¿ çá³ðíèõ òàðíî-øòó÷íèõ âàíòàæ³â ó áàãàòîïðîäóêòîâ³é

ìåðåæ³, â ÿê³é çä³éñíåíî ³íòåãðàö³þ ïðîöåñ³â ¿õíüîãî ñîðòóâàííÿ òà òðàíñïîðòó-

âàííÿ ³ âðàõîâàíî îáìåæåííÿ íà ÷àñ äîñòàâêè âàíòàæ³â. Ïðè öüîìó â îäèí

òðàíñïîðòíèé áëîê ãðóïóþòü ò³ëüêè ò³ âàíòàæ³, ó ÿêèõ çá³ãàþòüñÿ ïóíêòè

â³äïðàâëåííÿ òà ïðèçíà÷åííÿ ³ ÷àñîâ³ â³êíà äîñòàâêè, ïðè öüîìó îáìåæåííÿ íà

ïðîïóñêí³ ñïðîìîæíîñò³ âóçë³â òà äóã ìåðåæ³ íå âðàõîâóþòü. Ó [10, 11] íàâåäå-

íî áàãàòîïðîäóêòîâ³ ìîäåë³ ìàðøðóòèçàö³¿ ç îáìåæåííÿìè íà ïðîïóñêí³ ñïðî-

ìîæíîñò³ äóã ìåðåæ³ òà ç æîðñòêèìè (Hard Transit Time-Constrained,

HTC-MCNF) òà ì’ÿêèìè (Soft Ttransit Ttime-Constrained, STC-MCNF) îáìåæåí-

íÿìè íà ÷àñ äîñòàâêè âàíòàæ³â, àëå âàíòàæ³ ç ð³çíèìè àäðåñàìè ïðèçíà÷åííÿ íå

îá’ºäíóþòü ó ñï³ëüí³ òðàíñïîðòí³ áëîêè.

Íà â³äì³íó â³ä á³ëüøîñò³ íàÿâíèõ ï³äõîä³â äî ìîäåëþâàííÿ òà àíàë³çó

ôóíêö³îíóâàííÿ áàãàòîïðîäóêòîâèõ ìåðåæ, ó ö³é ðîáîò³ ðîçãëÿíóòî äèñêðåòí³

ìîäåë³ òðàíñïîðòíèõ ïðîöåñ³â ç ö³ëî÷èñëîâèìè çì³ííèìè òà ïàðàìåòðàìè.

Ó ïðàêòè÷íèõ çàäà÷àõ ñë³ä âðàõîâóâàòè ïðîöåñè ñîðòóâàííÿ âàíòàæ³â ó ñîðòó-

âàëüíèõ öåíòðàõ, îáìåæåííÿ íà ÷àñ ¿õíüî¿ äîñòàâêè ñïîæèâà÷åâ³, êîëèâàííÿ ïî-

òîê³â ³ íàâàíòàæåíü â îêðåìèõ âóçëàõ ³ ë³í³ÿõ çâ’ÿçêó òðàíñïîðòíî¿ ìåðåæ³, âàí-

òàæîï³äéîìí³ñòü òðàíñïîðòíèõ çàñîá³â, íåë³í³éí³ñòü íàâåäåíèõ âèòðàò íà îáðîá-

ëåííÿ òà òðàíñïîðòóâàííÿ ïîòîê³â, à òàêîæ áåçë³÷ ³íøèõ ðåàëüíèõ ôàêòîð³â òà

îáìåæåíü. Öå çóìîâëþº ïîòðåáó â ðîçðîáëåíí³ íîâèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé,

ìåòîä³â, àëãîðèòì³â òà ³íôîðìàö³éíî¿ ïëàòôîðìè äëÿ óïðàâë³ííÿ îáðîáëåííÿì,

ðîçïîä³ëîì ³ ìàðøðóòèçàö³ºþ ïîòîê³â çá³ðíèõ âàíòàæ³â, à òàêîæ âèçíà÷àº

âàæëèâ³ñòü äîñë³äæóâàíî¿ íàóêîâî-ïðèêëàäíî¿ ïðîáëåìè äëÿ ðîçâèòêó

òðàíñïîðòíî¿ ñèñòåìè Óêðà¿íè.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ² ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÀ ÌÎÄÅËÜ ÇÀÄÀ×²

Çäåá³ëüøîãî íàÿâí³ òà ïðîºêòîâàí³ òåðèòîð³àëüíî-ðîçïîä³ëåí³ òðàíñïîðòí³ ìåðåæ³

º áàãàòîð³âíåâèìè ³ ñêëàäàþòüñÿ ç äåöåíòðàë³çîâàíî¿ ðîçïîä³ëåíî¿ ìåðåæ³ (ìà-

ã³ñòðàëüíî¿) òà íèçîâèõ ôðàãìåíòàðíèõ ìåðåæ (çîíàëüíèõ òà âíóòð³øí³õ) íà

íèæí³õ ð³âíÿõ ³ºðàðõ³¿. Îñê³ëüêè ô³çè÷íà ïðîñòîðîâà ñòðóêòóðà áàãàòüîõ òðàíñ-

ïîðòíèõ ìåðåæ âæå ñêëàëàñÿ, òî íàéá³ëüøèé ³íòåðåñ ñòàíîâèòü ðîçâ’ÿçàííÿ çàâ-

äàíü òàêòè÷íîãî (ïîòî÷íîãî) ïëàíóâàííÿ òà îïåðàòèâíîãî óïðàâë³ííÿ, íàö³ëåíèõ

ïåðåâàæíî íà îïòèì³çàö³þ ¿õíüîãî ôóíêö³îíóâàííÿ çà íàÿâíèõ ðåñóðñ³â.
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Ó ö³é ðîáîò³ ðîçãëÿíóòî òðàíñïîðòí³ ìàã³ñòðàëüí³ áàãàòîïðîäóêòîâ³ ìåðåæ³,

ÿêèì ïðèòàìàííà íàÿâí³ñòü ìíîæèíè äæåðåë òà ñòîê³â ïîòîê³â êîðåñïîíäåíö³é

(ïðîäóêò³â ÷è âèìîã). Ï³ä êîðåñïîíäåíö³ºþ ðîçóì³þòü ïàðó ð³çíèõ âóçë³â ìå-

ðåæ³, ì³æ ÿêèìè º ñïðÿìîâàíèé äèñêðåòíèé ïîò³ê åëåìåíò³â çàäàíî¿ âåëè÷èíè,

íàïðèêëàä, íåïîä³ëüíèõ âàíòàæ³â óí³ô³êîâàíîãî ðîçì³ðó. Ó áàãàòîïðîäóêòîâ³é

ìåðåæ³ êîæåí âóçîë ìîæå îáì³íþâàòèñÿ êîðåñïîíäåíö³ÿìè ç ³íøèìè âóçëàìè.

Êîðåñïîíäåíö³¿ ìîæóòü áóòè çàäàí³, íàïðèêëàä, ìàòðèöåþ äèñêðåòíèõ ïîòîê³â,

â ÿê³é ðÿäêè â³äïîâ³äàþòü âóçëàì-äæåðåëàì, ñòîâïö³ — âóçëàì-ñòîêàì, à åëå-

ìåíòè ìàòðèö³ âèçíà÷àþòü âåëè÷èíó êîðåñïîíäåíö³é. Ó ìàã³ñòðàëüí³é ìåðåæ³

òðàíñïîðòóâàííÿ âñ³õ êîðåñïîíäåíö³é ìàº çä³éñíþâàòèñü òðàíñïîðòíèìè çàñî-

áàìè ó òðàíñïîðòíèõ áëîêàõ (êîíòåéíåðàõ, ïë³âêîâ³é óïàêîâö³, íà ï³ääîíàõ) çà-

äàíîãî ðîçì³ðó. Ðîçì³ð òðàíñïîðòíîãî áëîêó âèì³ðþþòü ê³ëüê³ñòþ îäèíèöü êî-

ðåñïîíäåíö³é, ÿêà ó íüîãî âì³ùóºòüñÿ. Ïåðåä òðàíñïîðòóâàííÿì âàíòàæ³

â ìàã³ñòðàëüíèõ âóçëàõ òðàíñïîðòíî¿ ìåðåæ³ ðîçñîðòîâóþòü çà àäðåñàìè ¿õíüî¿

äîñòàâêè â ñîðòóâàëüíèõ öåíòðàõ, à ïîò³ì óïàêîâóþòü â òðàíñïîðòí³ áëîêè.

Ó [12] ðîçãëÿíóòî óçàãàëüíåíó çàäà÷ó ïàêóâàííÿ òà ðîçïîä³ëó ïîòîê³â êî-

ðåñïîíäåíö³é â ³ºðàðõ³÷í³é ìåðåæ³, ðîçâ’ÿçàííÿ ÿêî¿ çä³éñíåíî ó ê³ëüêà åòàï³â.

Íà ïåðøîìó åòàï³ ðîçâ’ÿçóþòü çàäà÷ó âèáîðó ³ºðàðõ³÷íî¿ ñòðóêòóðè ìàã³ñòðàëü-

íî¿ ìåðåæ³ òà ñõåìè ñîðòóâàííÿ êîðåñïîíäåíö³é ó âóçëàõ ìåðåæ³, à òàêîæ ¿õíüî-

ãî ïàêóâàííÿ ó òðàíñïîðòí³ áëîêè [13–15]. Íà äðóãîìó åòàï³ ïîñòàº çàäà÷à ðîç-

ïîä³ëó òà ìàðøðóòèçàö³¿ ïîòîê³â òðàíñïîðòíèõ áëîê³â ç³ çá³ðíèìè âàíòàæàìè,

ÿê³ áóëè ñôîðìîâàí³ ï³ä ÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ ïåðøî¿ çàäà÷³ [16, 17]. Ï³ä çá³ðíèìè

âàíòàæàìè, ÿê ³ ðàí³øå, ðîçóì³þòü îá’ºäíàí³ â îäèí òðàíñïîðòíèé áëîê òàð-

íî-øòó÷í³ âàíòàæ³ ç ð³çíèìè àäðåñàìè ïðèçíà÷åííÿ, ÿê³ ìîæóòü íå çá³ãàòèñÿ ç

àäðåñîþ ïðèçíà÷åííÿ òðàíñïîðòíîãî áëîêó. Çá³ðí³ âàíòàæ³ ñòâîðþþòü äëÿ ìàê-

ñèìàëüíîãî ñêîðî÷åííÿ ê³ëüêîñò³ òðàíñïîðòíèõ áëîê³â ³ òðàíñïîðòíèõ çàñîá³â,

íåîáõ³äíèõ äëÿ ¿õíüîãî ïàêóâàííÿ òà òðàíñïîðòóâàííÿ ó ìàã³ñòðàëüí³é ìåðåæ³.

Çàçâè÷àé ó ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëÿõ, ùî îïèñóþòü ïðîöåñè îáðîáëåííÿ òà

òðàíñïîðòóâàííÿ áàãàòîïðîäóêòîâèõ ïîòîê³â, âèòðàòè ïîâ’ÿçóþòü ç âåëè÷èíîþ

ïîòîêó ïî äóãàõ ìåðåæ³ àáî øëÿõàõ ïåðåäà÷³ ïîòîêó. Äëÿ ìåðåæ ïåðåäà÷³ äàíèõ,

äå äóãè àñîö³þþòüñÿ ç êàíàëàìè çâ’ÿçêó, ö³ ïîñòàíîâêè âèÿâëÿþòüñÿ äîñèòü ïðèé-

íÿòíèìè. Ó ðàç³ òðàíñïîðòíèõ ìåðåæ äóæå âàæêî àäåêâàòíî âèçíà÷èòè ôóíêö³¿

òðàíñïîðòíèõ âèòðàò, à îòæå, îòðèìàòè â ðåçóëüòàò³ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ äîñ-

òîâ³ðíó â³äïîâ³äü. Ó ìàòåìàòè÷í³é ìîäåë³ NP-ñêëàäíî¿ çàäà÷³ ðîçïîä³ëó òà ìàð-

øðóòèçàö³¿ ïîòîê³â òðàíñïîðòíèõ áëîê³â, íàâåäåí³é ó [16], îáñÿãè òà øëÿõè ðîç-

ïîä³ëó ïîòîê³â ïîâ’ÿçàíî ç ìíîæèíîþ øóêàíèõ «îïòèìàëüíèõ» ìàðøðóò³â

òðàíñïîðòíèõ çàñîá³â àáî êàíàë³â çâ’ÿçêó. Öÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷³ º õàðàêòåðíîþ

äëÿ ïðîºêòóâàííÿ íîâî¿ àáî ðåêîíñòðóêö³¿ íàÿâíî¿ ìåðåæ³ ïåðåâåçåíü àáî ïåðå-

äà÷³ äàíèõ. Ó öüîìó âèïàäêó äëÿ êîæíîãî ìàðøðóòó, âèçíà÷åíîãî â ðåçóëüòàò³ ¿¿

ðîçâ’ÿçàííÿ, ëåãêî ðîçðàõóâàòè íåîáõ³äí³ âèòðàòè (íàïðèêëàä, íàâåäåí³ ñåðåäíüî-

ð³÷í³ âèòðàòè) òà îòðèìàòè á³ëüø äîñòîâ³ðíó îö³íêó òðàíñïîðòíèõ âèòðàò äëÿ

âñ³º¿ ìåðåæ³. ßêùî òðàíñïîðòí³ ïîñëóãè íàäàþòü ñòîðîíí³ òðàíñïîðòí³

ï³äïðèºìñòâà (êîìïàí³¿) àáî ïðîâàéäåðè ìåðåæ³ ïåðåäà÷³ äàíèõ, òî çàäà÷à ðîç-

ïîä³ëó òà ìàðøðóòèçàö³¿ ïîòîê³â ñïðîùóºòüñÿ, îñê³ëüêè ÿê ôóíêö³¿ òðàíñïîð-

òíèõ âèòðàò ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè òàðèôè íà ïåðåâåçåííÿ àáî ïåðåäà÷ó îäíî-

ãî òðàíñïîðòíîãî áëîêó â³ä â³äïðàâíèêà äî îäåðæóâà÷à [18].

Ìåòîþ ðîáîòè º ïîáóäîâà ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ çàäà÷³ ìàðøðóòèçàö³¿ òðàíñ-

ïîðòíèõ áëîê³â ç³ çá³ðíèìè âàíòàæàìè ó ðàç³ âèêîðèñòàííÿ çàäàíèõ òàðèô³â íà

òðàíñïîðòóâàííÿ òà îáðîáëåííÿ ïîòîê³â. Ðîçãëÿíóòî ìåðåæåâå ôîðìóëþâàííÿ çà-

äà÷³ ³ç çàäàíèìè òàðèôàìè íà äóãàõ òà ó âóçëàõ, à òàêîæ ¿¿ ïîñòàíîâêó ó âèãëÿä³
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çàäà÷³ ö³ëî÷èñëîâîãî ë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ (ÖËÏ) ç áëî÷íîþ ñòðóêòóðîþ,

çâ’ÿçóâàëüíèìè îáìåæåííÿìè òà äîäàòêîâèìè îáìåæåííÿìè íà ÷àñ äîñòàâêè

îêðåìèõ âàíòàæ³â îäåðæóâà÷ó. Ï³äêðåñëåíî îñîáëèâîñò³ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ç âè-

êîðèñòàííÿì â³äîìèõ ìåòîä³â ÖËÏ ³ ïàêåò³â ïðèêëàäíèõ ïðîãðàì.

Ðîçãëÿíåìî çì³ñòîâíó ïîñòàíîâêó çàäà÷³. Íåõàé çàäàíî íåîð³ºíòîâàíó ìåðåæó

G N P( , ) ç ìíîæèíîþ âóçë³â N , n N�| | ³ ìíîæèíîþ ðåáåð P, p P� | | , äå n ³ p —

ê³ëüê³ñòü âóçë³â ³ ðåáåð ìåðåæ³ â³äïîâ³äíî, à | |� — çíàê ïîòóæíîñò³ ìíîæèíè. Íà

ìåðåæ³ ç n âóçëàìè çàäàíî ö³ëî÷èñëîâ³ ìàòðèö³ âèõ³äíèõ A aij n n� �| | | | ³ ïåðåòâîðå-

íèõ � � � �A aij n n| | | | (îòðèìàíèõ ï³ñëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ïàêóâàííÿ òðàíñïîðòíèõ

áëîê³â [13]) ïîòîê³â êîðåñïîíäåíö³é (îêðåìèõ òà çá³ðíèõ âàíòàæ³â) ³ òðàíñïîðòíèõ

áëîê³â
~

| | ~ | |A aij n n� � , ~a
a

ij
ij

�
��

�
�
�

	
	

�
, äå � — ðîçì³ð òðàíñïîðòíîãî áëîêó, � �� — çíà-

êè çàîêðóãëåííÿ ÷èñëà äî á³ëüøîãî ö³ëîãî, à aij , �aij ³ ~aij , i j n, ,�1 , i j
 , —

â³äïîâ³äíî âåëè÷èíà ïîòîêó ç âóçëà äæåðåëà i ó âóçîë ñòîêó j â îäèíèöÿõ âèì³ðþ-

âàííÿ êîðåñïîíäåíö³é ³ òðàíñïîðòíèõ áëîê³â.

Òðàíñïîðòóâàííÿ ïîòîê³â ó ìàã³ñòðàëüí³é ìåðåæ³ ç âóçë³â äæåðåë ó âóçëè

ñòîêó çä³éñíþºòüñÿ ò³ëüêè ó òðàíñïîðòíèõ áëîêàõ, ïðè öüîìó ó òðàíñïîðòí³ áëî-

êè ìîæóòü áóòè óïàêîâàí³ êîðåñïîíäåíö³¿, àäðåñè ïðèçíà÷åííÿ ÿêèõ íå çá³ãà-

þòüñÿ ç àäðåñàìè ïðèçíà÷åííÿ òðàíñïîðòíèõ áëîê³â. Çàäà÷à îïòèì³çàö³¿ ïàêó-

âàííÿ ïîëÿãàº â îá’ºäíàíí³ ê³ëüêîõ âèõ³äíèõ ç êîæíîãî âóçëà ïîòîê³â ç ð³çíèìè

àäðåñàìè ïðèçíà÷åííÿ ó ñï³ëüí³ òðàíñïîðòí³ áëîêè ðîçì³ðó � �� aij [19]. Ï³ä

÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ äåÿê³ ïîòîêè ìîæóòü ê³ëüêà ðàç³â îá’ºäíóâàòèñÿ â ð³çíèõ

âóçëàõ ç ³íøèìè ïîòîêàìè, òîìó íåîáõ³äíî ìàòè òàêó ñòðóêòóðó äàíèõ, ÿêà äà-

âàëà á çìîãó åôåêòèâíî çàïàì’ÿòîâóâàòè ³ âèçíà÷àòè âóçëè îá’ºäíàííÿ òà

îá’ºäíàí³ ïîòîêè äëÿ âñ³õ ïàð, ùî êîðåñïîíäóþòüñÿ. Ó ïðîöåñ³ ðîçâ’ÿçàííÿ

çàäà÷³ ïàêóâàííÿ íàä ïîòîêàìè aij ³òåðàòèâíî âèêîíóþòüñÿ òàê³ ïåðåòâîðåííÿ:

� � a a aik ik ij , � � a a akj kj ij , c k aij ij� �, 0 . (1)

Ïðè öüîìó ïåðåäáà÷àºòüñÿ, ùî êîæåí ïîò³ê ìîæå áóòè óïàêîâàíèé ó òðàíñ-

ïîðòíèé áëîê ëèøå ïîâí³ñòþ. Äå � çíàê îïåðàö³¿ ïðèâëàñíåííÿ; k — âóçîë,

÷åðåç ÿêèé âèêîíóºòüñÿ ïåðåòâîðåííÿ; cij — åëåìåíòè äîâ³äêîâî¿ ìàòðèö³

îá’ºäíàííÿ ïîòîê³â C cij n n� �| | | | , ÿê³ âèçíà÷àþòüñÿ òàê:

c

k a a

iij

ij ik

�

, ,

,

ÿêùî ïîò³ê îá’ºäíóºòüñÿ ç ïîòîêîì

ÿêùî ïîò³ê áåçïîñåðåäíüî íàïðàâëÿºòüñÿ ó âóçîë

0 ÿêùî

a j

i

ij ,

, � j.

�

�
�

�
�

(2)

Ìàòðèöþ C âèêîðèñòîâóþòü äëÿ â³äíîâëåííÿ ïîñë³äîâíîñò³ âóçë³â ìåðåæ³,

â ÿêèõ çä³éñíþºòüñÿ òðàíçèòíå ñîðòóâàííÿ ïîòîê³â aij , i j n, ,�1 , i j
 . Îñîá-

ëèâ³ñòþ çàäà÷³ îïòèì³çàö³¿ ïàêóâàííÿ º îáìåæåííÿ t Tij ij� íà ÷àñ äîñòàâêè

êîðåñïîíäåíö³é ê³íöåâèì îäåðæóâà÷àì òà îáìåæåííÿ � �ij � max íà ìàêñè-

ìàëüíî äîïóñòèìó ê³ëüê³ñòü îá’ºäíàíü êîðåñïîíäåíö³é ç ³íøèìè êîðåñïîí-

äåíö³ÿìè. Ï³ä ÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ïàêóâàííÿ ðîçðàõîâóþòü ëèøå ïîïå-

ðåäí³ çíà÷åííÿ tij , îñê³ëüêè äî ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ðîçïîä³ëó òà ìàðøðóòèçàö³¿

ïîòîê³â òðàíñïîðòíèõ áëîê³â íåâ³äîì³ ôàêòè÷í³ øëÿõè ïðîõîäæåííÿ êîðåñ-

ïîíäåíö³é â³ä â³äïðàâíèê³â äî îäåðæóâà÷³â. Îòæå, íà âõ³ä çàäà÷³ ðîçïîä³ëó ³

ìàðøðóòèçàö³¿ ïîòîê³â òðàíñïîðòíèõ áëîê³â íàäõîäèòü ìàòðèöÿ ïîïåðåäí³õ

îö³íîê ÷àñó äîñòàâêè êîðåñïîíäåíö³é îäåðæóâà÷àì T Tij n n� �| | | | , åëåìåíòè

ÿêî¿ âèñòóïàþòü ÿê ïî÷àòêîâ³ îáìåæåííÿ íà ÷àñ äîñòàâêè.
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Äëÿ ðîçðàõóíêó ÷àñó äîñòàâêè ïîòîê³â îêðåìèõ âàíòàæ³â îäåðæóâà÷ó

ïîòð³áíî âèçíà÷èòè ïîñë³äîâí³ñòü � ij mi k k k k j� { }( , ), ( , ), , ( , )1 1 2 � ç ïðîì³æíè-

ìè âóçëàìè { }k k km1 2, , ... , , â ÿêèõ âèêîíóºòüñÿ äîäàòêîâå ñîðòóâàííÿ êîæíîãî ç

ïîòîê³â aij , òà çàãàëüíó ê³ëüê³ñòü öèõ âóçë³â � ij mk k k� | , , , |{ }1 2 � . Äî òîãî æ ï³ä

÷àñ âèáîðó ÷åðãîâîãî ïîòîêó aij äëÿ ïåðåòâîðåííÿ (1) ìîæå âèíèêíóòè ïîòðåáà

ó çíàõîäæåíí³ ìíîæèíè ³íøèõ ïîòîê³â { }aij
� , ÿê³ âæå îá’ºäíàëèñÿ ç ïîòîêîì aij

íà ïîïåðåäí³õ ³òåðàö³ÿõ. Åëåìåíòè ìàòðèö³ �A âèçíà÷àþòü òàê:

� �aij

�
 � �a a aij ij ijñóìà ïîòîê³â ç { } ÿêùî ïîòîêè { } îá’ºäíàí, ³ ç ïîòîêîì

ÿêùî ïîò³ê îá’ºäíàíèé ç ³íøèì ïîòî

a

a

ij

ij

,

,0 êîì àáî i j�

�
�
�

�� .

Äîâåäåíî òàê³ òâåðäæåííÿ [20].

Òåîðåìà 1. Äëÿ áóäü-êîãî a a c i cij ij ij ij� 
 
{ | , }0 ïîáóäîâà ìàòðèö³ C

â³äïîâ³äíî äî (2) äàº çìîãó çíàéòè ïîñë³äîâí³ñòü � ij ³ âñòàíîâèòè ê³ëüê³ñòü äî-
äàòêîâèõ îáðîáëåíü ïîòîêó aij .

Ïîêàçàíî, ùî âèçíà÷åííÿ� ij çâîäèòüñÿ äî ïîáóäîâè á³íàðíîãî äåðåâà ç êî-

ðåíåì ó âåðøèí³ ( , )i j òà ïîäàëüøîãî ïðîõîäæåííÿ ó éîãî ãëèáèíó.

Ëåìà 1. Ëèñòÿ á³íàðíîãî äåðåâà, ïîáóäîâàíîãî ïðîõîäæåííÿì ó ãëèáèíó ç

âèêîðèñòàííÿì åëåìåíò³â ìàòðèö³ C, ïîðîäæóþº ïîñë³äîâí³ñòü � ij ï³ä ÷àñ

¿õíüîãî ïåðåãëÿäó çë³âà íàïðàâî.

Íà ï³äñòàâ³ òåîðåìè 1 ³ ëåìè 1 ðîçðîáëåíî àëãîðèòì ïîáóäîâè òà ïðîõîä-

æåííÿ á³íàðíîãî äåðåâà, â ÿêîìó ï³ääåðåâà ãåíåðóþòüñÿ â ïîðÿäêó ¿õíüîãî ïåðå-

ãëÿäó (Äîäàòîê 1, Àëãîðèòì Ä1).

Ó ðîáîò³ ç äîâ³äêîâîþ ìàòðèöåþ îá’ºäíàííÿ ïîòîê³â ï³ä ÷àñ âèáîðó ÷åðãî-
âîãî ïîòîêó aij äëÿ ïåðåòâîðåííÿ (1) ìîæå âèíèêíóòè ïîòðåáà ó çíàõîäæåíí³

ìíîæèíè ³íøèõ ïîòîê³â { }aij
� , ÿê³ âæå áóëè îá’ºäíàí³ ç ïîòîêîì aij íà ïîïå-

ðåäí³õ ³òåðàö³ÿõ, îñê³ëüêè ïåðåòâîðåííÿ ïîòîêó aij ïðèçâîäèòü äî çá³ëüøåííÿ

÷àñó äîñòàâêè ïîòîêó îäåðæóâà÷åâ³ íå ëèøå äëÿ aij , àëå ³ äëÿ ìíîæèíè { }aij
� .

Âèÿâëÿºòüñÿ, ùî äëÿ âèçíà÷åííÿ ìíîæèíè { }aij
� äëÿ áóäü-ÿêîãî aij äîñòàòíüî

ñêîðèñòàòèñÿ äîâ³äêîâîþ ìàòðèöåþ C, ñôîðìîâàíîþ çã³äíî ç (2).

Òåîðåìà 2. Äëÿ áóäü-ÿêîãî ïîòîêó aij , íàä ÿêèì âèêîíóºòüñÿ ïåðåòâîðåí-

íÿ (1), ìíîæèíà { }aij
� ìîæå áóòè âèçíà÷åíà ç äîâ³äêîâî¿ ìàòðèö³ C.

Ïîêàçàíî, ùî çàäà÷à âèçíà÷åííÿ { }aij
� º åêâ³âàëåíòíîþ ïîáóäîâ³ äåÿêîãî äå-

ðåâà ïîøóêó òà ïðîõîäæåííÿ éîãî çíèçó âãîðó. Íà ï³äñòàâ³ äîâåäåíèõ òâåð-
äæåíü ïîáóäîâàíî ðåêóðñèâíèé àëãîðèòì, ùî çä³éñíþº ïîáóäîâó äåðåâà âè÷åð-

ïíîãî ïîøóêó äëÿ âèçíà÷åííÿ ìíîæèíè { }aij
� (Äîäàòîê 1, Àëãîðèòì Ä2).

Ïîâåðíåìîñÿ äî ïîñòàíîâêè çàäà÷³ ìàðøðóòèçàö³¿. Íåõàé G N P( , ) — ìóëüòè-

ìåðåæà ç | |N n� âóçëàìè ³ | |P l� , l Q n n� �( )2 , îð³ºíòîâàíèìè äóãàìè, äå Q —

ê³ëüê³ñòü òðàíñïîðòíèõ ï³äïðèºìñòâ, ùî íàäàþòü ïîñëóãè òðàíñïîðòóâàííÿ òðàíñ-

ïîðòíèõ áëîê³â ³ç âóçë³â i ó âóçëè j, i j N, � . Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñò³, ìîæåìî

ïðèïóñòèòè, ùî âñ³ òðàíñïîðòí³ ï³äïðèºìñòâà ìîæóòü íàäàâàòè ïîñëóãè òðàíñïîð-

òóâàííÿ ïîòîê³â ì³æ óñ³ìà ïàðàìè âóçë³â ó ìåðåæ³. Äëÿ âñ³õ Q ï³äïðèºìñòâ,

k Q�1 2, , ,� , çàäàíî òàðèôè C
tr k,
�� íà òðàíñïîðòóâàííÿ îäèíèö³ ïîòîêó òà îáìåæåí-

íÿ W k
��

íà ïðîâ³çí³ ìîæëèâîñò³ ç âóçëà � ó âóçîë � , � �, ,�1 n, � �
 . Äëÿ âóçë³â ìå-

ðåæ³ çàäàíî òàðèôè C
load
� íà îáðîáëåííÿ îäèíèö³ ïîòîêó òà îáìåæåííÿ b� íà âåëè-
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÷èíó òðàíçèòíîãî ïîòîêó ó âóçë³ �, � �1, n. Òðàíñïîðòí³ òàðèôè C
tr k,
�� ³ òàðèôè íà

îáðîáëåííÿ òðàíñïîðòíèõ áëîê³â ó âóçëàõ ìåðåæ³ C
load
� ìàþòü áóòè ïðèâåäåí³ äî

îäí³º¿ ö³íîâî¿ øêàëè äëÿ ïåð³îä³â òàêòè÷íîãî ïëàíóâàííÿ ïðîöåñó ðîçâ’ÿçàííÿ çà-

äà÷³ ìàðøðóòèçàö³¿. Äî òîãî æ çàäàíî îáìåæåííÿ t Tij ij� íà ÷àñ äîñòàâêè îäåðæó-

âà÷ó îêðåìèõ âàíòàæ³â ç i â j, ij S� , äå S — ìíîæèíà ³íäåêñ³â ïîòîê³â ij, ùî êîðåñ-

ïîíäóþòüñÿ.

Íåõàé u
ij k,
�� — íåâ³äîìèé ïîò³ê òðàíñïîðòíèõ áëîê³â ç i â j, ùî ïðîõîäèòü ïî

äóç³ ���{ }qk , äå { }qk — ìíîæèíà äóã k-ãî ï³äïðèºìñòâà, | |{ }q n nk � �2 .

Ïîòð³áíî ì³í³ì³çóâàòè âèòðàòè íà òðàíñïîðòóâàííÿ òà îáðîáëåííÿ òðàíñïîð-

òíèõ áëîê³â çà âñ³õ çàäàíèõ îáìåæåíü, òîáòî, çíàéòè ì³í³ìóì ôóíêö³¿

C u C
tr k ij k

ij Sqk

Q

load

k

, ,
�� ��

��

��
�

�

�
�

�

�

�
�
 �

�

���
���

{ }1 �

�
�


�

�

�
�

��



��
���� ( )

, ,
,

u u
ij k ij k

ij S

n

k

Qn
�� ��

�
� �

� 111

(3)

çà îáìåæåíü

u u

a

ij k

n

ij k

n

k

Q

k

Q ij

,
,

,
,

~

��

�
� �

��

�
� �

�



�



��
� ��� � �

1 111

äëÿ

äëÿ

äëÿ

i

i j

a jij

�


 


� �

�

�
�

�
�

�

� �

�

;

, ;
~ ,

0 � � �1, , ,n ij S (4)

( ) (~ ~ )
, ,

, ,

u u a a
ij k ij k

ij S

n

j j

j
j

�� ��

�
� �

� �

�

 � 
��



�



��
1 1

n

k

Q

b n��
�

� �
1

2 1� �, , , (5)

u W q k Q
ij k

ij S

k
k,

, ,��
��

��
�
� � � � �{ } 1 , (6)

u
ij k,
�� � 0 — ö³ë³ ÷èñëà, (7)

çà îáìåæåíü

t Tij ij� , ij S� , (8)

íà ÷àñ äîñòàâêè îêðåìèõ âàíòàæ³â aij îäåðæóâà÷ó.

Ó êîíêðåòíèõ âèïàäêàõ äî çàçíà÷åíèõ îáìåæåíü ìîæóòü áóòè äîäàí³ îáìå-

æåííÿ íà çàáîðîíó ðîçãàëóæåííÿ ïîòîê³â:

u
a q

ij k
ij k

,

~ , ,�� ��
�

�ÿêùî ïîò³ê ïðîõîäèòü ïî äóç³ { }

â ³íø0 îìó âèïàäêó.

�
�
�

Çàäà÷à (3)–(7) ìàêñèìàëüíî ì³ñòèòü äî n n n n Q n n Q n n( ) ( ) ( )2 2 2 2�   �  � �

� � �   � Q n n n n n n n n( )[( ) ] ( )2 2 21 îáìåæåíü ((4)(5)(6)(7)) ³ äî

Q n n( )2 2� çì³ííèõ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî îáìåæåííÿ (4) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³

u a u a
ij k m ij k

ij S

n

m

m
m

n

k
, ,

, ,

~ ~��
�

��

�
� �

�

�

� � �
��



�



�
�� �

1 11111

Q

m
m

n

ij S

n

k

Q

�����
�



��



� ,,
�

�
� �

, � �1, n,

à äëÿ îáìåæåíü (5) ñïðîñòèòè çàïèñ:

u a b
ij k m

m
m

n

ij S

n

k

Q

,
,,

~��
� �

�
�
� �

� �
�



��



�
����

111

, � �1, n.

Òîä³ ìàêñèìàëüíà ê³ëüê³ñòü îáìåæåíü çàäà÷³ ñêîðîòèòüñÿ äî Q n n( )2 � �

� �  [( ) ]n n n2 1 2 .
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ÏÎË²ÍÎÌ²ÀËÜÍÅ ÏÅÐÅÒÂÎÐÅÍÍß ÇÀÄÀ×² Ç ÒÀÐÈÔÀÌÈ
ÄÎ ÇÀÄÀ×² Ö²ËÎ×ÈÑËÎÂÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÓÂÀÍÍß

Ïåðåòâîðèìî (çà Êàðïîì [21]) çàäà÷ó ç òàðèôàìè (3)–(7) ó ö³ëî÷èñëîâó çàäà-

÷ó ë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ ç áëî÷íîþ ñòðóêòóðîþ ³ çâ’ÿçóâàëüíèìè îáìå-

æåííÿìè, êîëè ìàòðèöåþ êîåô³ö³ºíò³â îáìåæåíü âèñòóïàº ìàòðèöÿ ³íöèäåí-

òíîñò³ «âóçëè–äóãè» îð³ºíòîâàíîãî ãðàôó. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ðîçøèðåíó

ìåðåæó
~

(
~

,
~

)G N P , â ÿê³é êîæåí âóçîë ìåðåæ³ G çàì³íåíèé äâîìà — ë³âèì ³

ïðàâèì, ïðè÷îìó êîæíà ïàðà âóçë³â «ë³âèé–ïðàâèé» ó ìåðåæ³
~
G ìàþòü íîìå-

ðè i òà i n , äå i — íîìåð âóçëà â ìåðåæ³ G (ðèñ. 1). Óñ³ äóãè, ùî âõîäÿòü ó

âóçîë ìåðåæ³ G, çàì³íþþòü íà äóãè, ùî âõîäÿòü ó ë³âèé âóçîë ìåðåæ³
~
G;

äóãè, ùî âèõîäÿòü ç âóçëà ìåðåæ³ G, çàì³íþþòü íà äóãè, ùî âèõîäÿòü ³ç ïðà-

âîãî âóçëà ìåðåæ³
~
G.

Êîæåí ë³âèé ³ ïðàâèé âóçëè ìåðåæ³
~
G ç’ºäíóþòüñÿ ô³êòèâíîþ äóãîþ,

âàðò³ñòü òðàíñïîðòóâàííÿ îäèíèö³ ïîòîêó ïî ÿê³é º âàðò³ñòþ îáðîáëåííÿ îäè-

íèö³ ïîòîêó â ðîçùåïëåíîìó âóçë³. Íà ìåðåæ³
~
G äæåðåëàìè ïîòîê³â âèñòóïàþòü

ë³â³ âóçëè, à ñòîêàìè — ïðàâ³. Íåõàé ~n n n�  — ê³ëüê³ñòü âóçë³â ðîçøèðåíî¿

ìåðåæ³,
~

( )l Q n n n� � 2 — ê³ëüê³ñòü ¿¿ äóã.

Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷³ âèçíà÷èìî òàê³ ìàòðèö³ ³ âåêòîðè. Ñêëàäåìî ìàò-

ðèöþ ³íöèäåíòíîñò³ E eij n l
�

�
| | | | ~ ~ «âóçëè–äóãè» äëÿ ðîçøèðåíî¿ ìåðåæ³ òàê, ùîá

ïåðø³ n ¿¿ ðÿäê³â â³äïîâ³äàëè íîìåðàì âóçë³â äæåðåë (ë³âèì âóçëàì), à ïåðø³ n

ñòîâïö³â — ô³êòèâíèì äóãàì. ²íø³ n ðÿäê³â ìàòðèö³ E â³äïîâ³äàþòü âóçëàì-ñòî-

êàì (ïðàâèì âóçëàì), à
~
l n� ñòîâïö³â — çàäàíèì äóãàì. Ìàòðèöÿ E ìàº âèãëÿä,

íàâåäåíèé íà ðèñ. 2.
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Ë³âèé
âóçîë i —

äæåðåëà

Ïðàâèé
âóçîë i + n —

ñòîêè

Ðèñ. 1. Ôðàãìåíò ðîçøèðåíî¿ ìåðåæ³
~

G

Ðèñ. 2. Ñòðóêòóðà ìàòðèö³ ³íöèäåíòíîñò³

1 � � n n  1 �

~
l

1 – 1 0 � 0 {1, 0} � {1, 0}

… 0 – 1 � 0 {1, 0} � {1, 0}

� 0 � – 1 0 {1, 0} � {1, 0}

n 0 � 0 – 1 {1, 0} � {1, 0}

n  1 1 0 � 0 {– 1, 0} � {– 1, 0}

� 0 1 � 0 {– 1, 0} � {– 1, 0}

� 0 � 1 0 {– 1, 0} � {– 1, 0}

2n 0 � 0 1 {– 1, 0} � {– 1, 0}

Â
óç

ë
è

äæ
åð

åë
à

Â
óç

ë
è

-ñ
òî

ê
è

Äóãè



Ó êîæíîìó ñòîâïö³ ìàòðèö³ º ò³ëüêè äâà íåíóëüîâ³ åëåìåíòè ç ïðîòèëåæíè-

ìè çíàêàìè, à ô³ãóðí³ äóæêè îçíà÷àþòü, ùî åëåìåíò ìàòðèö³ ìîæå íàáóâàòè

ò³ëüêè îäíå ç äâîõ çíà÷åíü. Öþ ìàòðèöþ âèêîðèñòîâóâàòèìåìî äëÿ çàïèñó óìîâ

çáåðåæåííÿ ïîòîê³â ó âóçëàõ ìåðåæ³. Åëåìåíòè ìàòðèö³ º òàêèìè:

e

j i

jij � �

1

1

, ,

,

ÿêùî äóãà íàïðàâëåíà äî âóçëà

ÿêùî äóãà íàïðàâëåíà â³ä âóçëà

â ³íøîìó âèïàäêó.

i,

0

�

�
�

�
�

Íåõàé V i i
n

� | | | | ~�
�

T — âåêòîðè-ñòîâïö³ � � �
1 2
i i

n
i, , , ~� ïîòðåá âóçë³â ó ïîòîêàõ

~aij , j n�1, , i j
 , ùî âèõîäÿòü ç âóçë³â i n�1, , äå çíàê T îçíà÷àº òðàíñïîíó-

âàííÿ, à

�

�

�
�
i

im

m

n

ij

a i

a j n�

� �

� 
�
� ~ , ,

~ , ,
1

0

ÿêùî

ÿêùî

â ³íøîìó âèïàäêó,

i n j n n� � �

�

�

�
��

�

�
�
� 1 1 1, , , , , ~ .�

Óâåäåìî çì³íí³ X xi i

l
� | | | |~�

T — âåêòîðè-ñòîâïö³ íåâ³äîìèõ ïîòîê³â x i
1

, x i
2

,�

� , ~x
l

i ïî äóãàõ ìåðåæ³ � �1,
~
l , â³ä âèõ³äíèõ ïîòîê³â ç âóçë³â i, i n�1, . Òîä³

óìîâè çáåðåæåííÿ ïîòîê³â äëÿ óñ³õ ïîòîê³â, ùî âèõîäÿòü ç âóçëà i, ìîæíà çà-
ïèñàòè ó âèãëÿä³

E n l X l V ni i[~,
~

] [
~

] [~]� , i n�1, .

Äëÿ çàïèñó îáìåæåíü íà ïðîïóñêí³ ñïðîìîæíîñò³ âóçë³â ³ äóã ìåðåæ³ âèçíà÷èìî

âåêòîðè-ñòîâïö³ B bi
l

� | | | |~
T ³ F f i

l
� | | | |~

T , äå bi ³ f i , i l�1,
~

, — ñóòü ö³ë³ íåíåãà-

òèâí³ ÷èñëà. Ó âåêòîð³ B ïåðø³ n åëåìåíò³â çáåð³ãàþòü çíà÷åííÿ îáìåæåíü íà îá-

ðîáëåííÿ òðàíçèòíèõ ïîòîê³â ó âóçëàõ ìåðåæ³, à â ³íøèõ
~
l n� åëåìåíòàõ çàïèñàí³

çíà÷åííÿ îáìåæåíü íà ïðîâ³çí³ ìîæëèâîñò³ òðàíñïîðòíèõ ï³äïðèºìñòâ. Âåêòîð F

ôîðìóþòü ó òàêèé ñïîñ³á: F a a a aj

j

n

j nj

j

n

jn�  
�

�

�
�

�

�

�

� �
� �(~ ~ ), , (~ ~ ), , ,1

1

1

1

0 0� �

�

T

³ ì³ñòèòü n ïåðøèõ íåíóëüîâèõ çíà÷åíü ³
~
l n� íóë³â ç ïîçèö³¿ n 1.

Íåõàé C ci
j
i

l
� | | | |~, i n�1, , — âåêòîðè-ðÿäêè, â ÿêèõ ïåðø³ n åëåìåíò³â

c ci
n
i

1
, , âèçíà÷àþòü òàðèôè íà îáðîáëåííÿ îäèíèö³ ïîòîêó ó âóçëàõ ìåðåæ³ ç íî-

ìåðàìè 1, ,� n, à ³íø³ åëåìåíòè c c
n
i

l

i

 

1
, , ~ âèçíà÷àþòü òàðèôè íà òðàíñïîðòó-

âàííÿ îäèíèö³ ïîòîêó ïî äóãàõ ç íîìåðàìè â³ä n 1 äî
~
l . Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëü-

íîñò³, ïðèïóñòèìî, ùî òàðèôè íà òðàíñïîðòóâàííÿ îäíîãî òðàíñïîðòíîãî áëîêó
íå çàëåæàòü â³ä äæåðåëà ïîòîêó (óñ³ ïîòîêè º îäíîð³äíèìè, òîáòî óñ³ òðàíñïîðòí³

áëîêè ìàþòü îäíàêîâèé ðîçì³ð) ³ äëÿ òðàíñïîðòíîãî ï³äïðèºìñòâà k, k Q�1, , âèç-

íà÷àþòüñÿ ò³ëüêè âóçëîì â³äïðàâëåííÿ i òà âóçëîì ïðèçíà÷åííÿ j. Ïîêëàäåìî

C Ci � , i n�1, , ³ ôîðìóâàòèìåìî ò³ëüêè îäèí âåêòîð-ðÿäîê òàðèô³â. Òàðèôè íà

îáðîáëåííÿ îäíîãî òðàíñïîðòíîãî áëîêó íå ïîâ’ÿçàí³ ç òðàíñïîðòíèìè
ï³äïðèºìñòâàìè òà ìîæóòü â³äð³çíÿòèñÿ äëÿ ð³çíèõ òèï³â âóçë³â ìåðåæ³.

Îñòàòî÷íî ñôîðìóëüîâàíà çàäà÷à íàáóäå òàêîãî âèãëÿäó: çíàéòè

min [
~

] [
~

]C l X li

i

n

�
�
�

1

, (9)
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çà îáìåæåíü

X l F l B li

i

n

�
� � �

1

[
~

] [
~

] [
~

], (10)

E n l X l V n i ni i[~,
~

] [
~

] [~], ,� �1 , (11)

X l i ni [
~

] , ,� �0 1 , ³ ö³ë³, (12)

òà äîäàòêîâèõ îáìåæåíü íà ÷àñ äîñòàâêè êîðåñïîíäåíö³é îäåðæóâà÷åâ³ (8).

Îáìåæåííÿ íà çàáîðîíó ðîçãàëóæåííÿ ïîòîê³â çàïèøåìî ó âèãëÿä³

x ai

j n

ij� �

�

�
1,

~ , ÿêùî ~aij ïðîõîäèòü ïî äóç³ �, i n l� �1 1, , ,
~

� .

Çàäà÷à (9)–(12) ì³ñòèòü 2 1n  âåêòîðíèõ îáìåæåíü ³ äî ( ( ) )Q n n n n2 �  �

çì³ííèõ. Ïîð³âíÿíî ³ç çàäà÷åþ (3)–(7) âîíà ìàêñèìàëüíî ì³ñòèòü äî n Q n n � ( )2

  �   � � �    !!n n Q n n n n Q n n Q n n n n n Q( ( )) ( ( )) ( )( ) (2 2 2 22 1 2 n n2 � �)

� �  [( ) ]n n n2 1 2 íåâåêòîðíèõ îáìåæåíü (10)–(12). Òàê, íàïðèêëàä, äëÿ Q �10 ³

n �100 ó çàäà÷³ (3)–(7) ìîæå áóòè äî 9801000000 (~ 10 109� ) çì³ííèõ ³ äî

980199200 (~ 1 109� ) îáìåæåíü, à â çàäà÷³ (9)–(12) — äî 9910000 (~ )10 106�

çì³ííèõ ³ äî 19919100 (~ 20 106� ) îáìåæåíü.

Â³äîìî, ùî îáèäâ³ çàäà÷³ (3)–(7) ³ (9)–(12) º NP-ñêëàäíèìè, îñê³ëüêè ¿õí³

â³äïîâ³äí³ çàäà÷³ ðîçï³çíàâàííÿ º NP-ïîâíèìè [21, 22]. Ïîêàæåìî, ùî áóäü-ÿêó

³íäèâ³äóàëüíó çàäà÷ó ðîçï³çíàâàííÿ (3)–(7) (òîáòî çàäà÷ó ç â³äïîâ³ääþ «òàê» ÷è

«í³») ìîæíà ïåðåòâîðèòè â ³íäèâ³äóàëüíó çàäà÷ó ðîçï³çíàâàííÿ (9)–(12) çà

ïîë³íîì³àëüíèé ÷àñ. Äëÿ öüîãî íàâåäåìî îäèí ç ìîæëèâèõ ñïîñîá³â ôîðìóâàííÿ

çà âõ³äíèìè äàíèìè çàäà÷³ (3)–(7) ìàòðèö³ ³íöèäåíòíîñò³ E n l[~,
~

], âåêòîð³â çáå-

ðåæåííÿ ïîòîê³â V ni [~], i n�1, , âåêòîðà òàðèô³â C ³ âåêòîð³â F l[
~

] ³ B l[
~

] äëÿ

çàäà÷³ (9)–(12).

Íåõàé A aij n n� �| | | | ³ òðèâèì³ðíà D dijk n n Q� � �| | | | — ö³ëî÷èñëîâ³ ìàòðèö³

ïîòîê³â ³ òàðèô³â Q ï³äïðèºìñòâ. Ï³äìàòðèöÿ D dijk n n� � �| | | | 1 íà ãîëîâí³é ä³àãî-

íàë³ ì³ñòèòü òàðèôè íà îáðîáëåííÿ îäèíèö³ ïîòîêó ó â³äïîâ³äíîìó âóçë³, ãî-

ëîâí³ ä³àãîíàë³ ï³äìàòðèöü äëÿ k Q� 2 3, , ,� ì³ñòÿòü íóë³. Âñ³ ³íø³ åëåìåíòè dijk

ìàòðèö³ D ì³ñòÿòü òàðèôè íà òðàíñïîðòóâàííÿ îäèíèö³ ïîòîêó ç i ó j

ï³äïðèºìñòâà k, i j n, ,�1 , i j
 , k Q�1, . ßêùî ï³äïðèºìñòâî k íå íàäàº ïîñëóãè

òðàíñïîðòóâàííÿ ç i ó j, òî dijk � 0, à â³äïîâ³äíà äóãà ç i ó j äëÿ ï³äïðèºìñòâà k

â³äñóòíÿ. Çàäàíî òàêîæ òðèâèì³ðíó ö³ëî÷èñëîâó ìàòðèöþ W wijk n n Q� � �| | | |

ïðîâ³çíèõ ìîæëèâîñòåé Q ï³äïðèºìñòâ ó òèõ ñàìèõ îäèíèöÿõ âèì³ðþâàííÿ ïî-

òîêó — òðàíñïîðòíèõ áëîêàõ. Ï³äìàòðèöÿ W wijk n n� � �| | | | 1 íà ãîëîâí³é ä³àãî-

íàë³ ì³ñòèòü çàäàí³ çíà÷åííÿ îáìåæåíü íà ïðîïóñêí³ ñïðîìîæíîñò³ âóçë³â ç îá-

ðîáëåííÿ òðàíçèòíèõ ïîòîê³â, ãîëîâí³ ä³àãîíàë³ ï³äìàòðèöü äëÿ k Q� 2 3, , ,�

ì³ñòÿòü íóë³. ²íø³ åëåìåíòè wijk ìàòðèö³ W ì³ñòÿòü çàäàí³ çíà÷åííÿ îáìåæåíü íà

ïðîâ³çí³ ìîæëèâîñò³ ï³äïðèºìñòâ ç i ó j, i j n, ,�1 , i j
 , k Q�1, . Óñ³ íåíóëüîâ³ ³

íóëüîâ³ åëåìåíòè ìàòðèö³ W ñòðîãî â³äïîâ³äàþòü íåíóëüîâèì ³ íóëüîâèì

åëåìåíòàì ìàòðèö³ D ³ íàâïàêè.

Íàâåäåìî àëãîðèòì ôîðìóâàííÿ âõ³äíèõ äàíèõ äëÿ ³íäèâ³äóàëüíî¿ çàäà÷³ (9)–(12).

Àëãîðèòì 1. Ïåðåòâîðåííÿ çàäà÷³ òà ôîðìóâàííÿ E n l[~,
~

], V ni [~], i n�1, , C ,

F l[
~

], B l[
~

]

1. E � 0 ; V � 0 ; F � 0 ; l� 0 .

2. Äëÿ {i i n| , }�1 âèêîíàòè ïï. 3–17.
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3. s� 0 .

4. Äëÿ { j j n| , }�1 âèêîíàòè ïï. 5–16.

5. f f a ai i ij ji�   .

6. ßêùî i j
 , òî ïåðåéòè äî ï. 7, â ³íøîìó ðàç³ ïåðåéòè äî ï. 12.

7. � j n i ija �, .

8. Äëÿ {k k Q| , }�1 âèêîíàòè ïï. 9–11.

9. ßêùî d jik 
 0, òî ïåðåéòè äî ï. 10, â ³íøîìó ðàç³ ïåðåéòè äî ï. 11.

10. l l� 1; ei n l,  �1; e j n n l  � �, 1; c dn l jik � ; b wn l jik � .

11. Ïåðåéòè äî ï. 8. Ê³íåöü öèêëó çà k

12. Äëÿ {m m n| , }�1 âèêîíàòè ïï. 13, 14.

13. s s aim�  .

14. Ïåðåéòè äî ï. 12. Ê³íåöü öèêëó çà m

15. � i i s, � � ; ei j, � �1; ei n j �, 1; c di ij� 1; b wi ij� 1.

16. Ïåðåéòè äî ï. 4. Ê³íåöü öèêëó çà j

17. Ïåðåéòè äî ï. 2. Ê³íåöü öèêëó çà i

18. Ê³íåöü àëãîðèòìó.

Ó çàïèñ³ àëãîðèòìó âåêòîðè V ni [~], i n�1, , ïðåäñòàâëåí³ ìàòðèöåþ

V ij n n� �| | | | ~� .

Ç àëãîðèòìó âèäíî, ùî ÷àñîâà ñêëàäí³ñòü ïåðåòâîðåííÿ áóäü-ÿêî¿ ³íäèâ³äó-

àëüíî¿ çàäà÷³ (3)–(7) â ³íäèâ³äóàëüíó çàäà÷ó (9)–(12) ñòàíîâèòü ó ã³ðøîìó âèïàä-

êó O n n Q n O Q n Qn[ (( ) )] [( ) ]�  �  �1 1 2 .

Ñôîðìóëþºìî îñíîâíèé ðåçóëüòàò ó âèãëÿä³ òàêî¿ òåîðåìè.

Òåîðåìà 3. Áóäü-ÿêà ³íäèâ³äóàëüíà çàäà÷à (3)–(7) ìîæå áóòè ïåðåòâîðåíà â

³íäèâ³äóàëüíó çàäà÷ó ö³ëî÷èñëîâîãî ë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ (9)–(12) çà

ïîë³íîì³àëüíèé ÷àñ O Q n Qn[( ) ] �1 2 .

Äîâåäåííÿ. Àíàë³ç êðîê³â 2–17 àëãîðèòìó 1 ðîáèòü ïðîçîðèì äîâåäåííÿ òå-

îðåìè, îñê³ëüêè â³í êîðåêòíî ïåðåòâîðþº âõ³äí³ äàí³ áóäü ÿêîãî åêçåìïëÿðà çà-

äà÷³ (3)–(7) ó âõ³äí³ äàíí³ çàäà÷³ (9)–(12), à ñàìå êîðåêòíî ôîðìóº E n l[~,
~

],

V ni [~], i n�1, , C, F l[
~

], B l[
~

] ç ìàòðèöü A, D ³ W, ÿê³ ïîâí³ñòþ âèçíà÷àþòü ìåðå-

æåâ³ ïîòîêè òà ñòðóêòóðó îð³ºíòîâàíî¿ ìóëüòèìåðåæ³ G N P( , ) ç | |N n� âóçëàìè

³ | | ( )P l Q n n� � �2 äóãàìè.

Íàñë³äîê 1. ßêùî ³ñíóº äîïóñòèìèé (íå îáîâ’ÿçêîâî îïòèìàëüíèé) ðîçâ’ÿçîê

ïî÷àòêîâî¿ çàäà÷³ (3)–(7), òî â³í çá³ãàºòüñÿ ç ðîçâ’ÿçêîì ïåðåòâîðåíî¿ çàäà÷³ (9)–(12).

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó ñòàòò³ ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ìàðøðóòèçàö³¿ ïîòîê³â çá³ðíèõ âàíòàæ³â ó áàãà-

òîïðîäóêòîâ³é òðàíñïîðòí³é ìåðåæ³ ³ç çàäàíèìè òàðèôàìè é îáìåæåííÿìè íà

ïðîïóñêíó ñïðîìîæí³ñòü äóã, âóçë³â òà ÷àñ äîñòàâêè îêðåìèõ âàíòàæ³â. Äîâå-

äåíî òåîðåìó ïðî òå, ùî áóäü-ÿêó ³íäèâ³äóàëüíó çàäà÷ó â ìåðåæåâ³é ïîñòà-

íîâö³ ìîæíà çà ïîë³íîì³àëüíèé ÷àñ ïåðåòâîðèòè â ³íäèâ³äóàëüíó çàäà÷ó ö³ëî-

÷èñëîâîãî ë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ ç áëî÷íîþ ñòðóêòóðîþ òà çâ’ÿçóâàëüíèìè

îáìåæåííÿìè, êîëè ìàòðèöåþ êîåô³ö³ºíò³â º ìàòðèöÿ ³íöèäåíòíîñò³ «âóç-

ëè–äóãè» îð³ºíòîâàíîãî ãðàôó. Âåêòîðíî-ìàòðè÷íèé çàïèñ çàäà÷³ äàº çìîãó

âèêîðèñòîâóâàòè ïðîãðàìíî-àïàðàòíó àðõ³òåêòóðó CUDA (Compute Unified

Device Architecture) ïàðàëåëüíèõ îá÷èñëåíü íà ãðàô³÷íèõ ïðîöåñîðàõ GPU

(Graphics Processing Unit) òà çíà÷íî (ó ïåðñïåêòèâ³ ó äåñÿòêè òà ñîòí³ ðàç³â)

ñêîðîòèòè ÷àñ ¿¿ ðîçâ’ÿçàííÿ [23, 24]. Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ïåðåòâîðåíî¿ çàäà÷³ áåç

óðàõóâàííÿ îáìåæåíü íà ÷àñ äîñòàâêè îêðåìèõ âàíòàæ³â îäåðæóâà÷ó ìîæíà
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çàñòîñóâàòè â³äîì³ ìåòîäè òà ïàêåòè ïðîãðàì, ïðîòå äëÿ âñòàíîâëåííÿ ìåæ

¿õíüî¿ åôåêòèâíîñò³ òà àíàë³çó îäåðæóâàíèõ ðîçâ’ÿçê³â íåîáõ³äíî ïðîâåñòè

îá÷èñëþâàëüíèé åêñïåðèìåíò íà çàãàëüíîäîñòóïíèõ ñåðâåðàõ, ÿê-îò: NEOS ç

ìîâàìè àëãåáðà¿÷íîãî ìîäåëþâàííÿ AIMMS, AMPL, GAMS òà ðîçâ’ÿçóâà÷àìè

Gurobi, Linear Program Solver, Simplex OPTIMA, CPLEX, MINTO òîùî.

Ï³ä ÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ç óðàõóâàííÿì îáìåæåíü íà ÷àñ äîñòàâêè îêðå-

ìèõ âàíòàæ³â îäåðæóâà÷ó íàÿâí³ ìåòîäè òà ïàêåòè ïðîãðàì íå ìîæíà çàñòîñóâà-

òè áåçïîñåðåäíüî. Ïîòð³áíî ïðîâåñòè äîäàòêîâ³ äîñë³äæåííÿ ùîäî ¿õíüî¿ ìîæ-

ëèâî¿ ìîäèô³êàö³¿ òà äîîïðàöþâàííÿ íà îñíîâ³ çàïðîïîíîâàíîãî ñïîñîáó ïîáó-

äîâè äîâ³äêîâî¿ ìàòðèö³ îá’ºäíàííÿ ïîòîê³â òà åôåêòèâíèõ àëãîðèòì³â, ùî

äàþòü çìîãó âèçíà÷àòè âóçëè îá’ºäíàííÿ é îá’ºäíàí³ ïîòîêè äëÿ âñ³õ ïàð âóçë³â,

ùî êîðåñïîíäóþòüñÿ ó áàãàòîïðîäóêòîâ³é ìåðåæ³.

ÄÎÄÀÒÎÊ 1. ÀËÃÎÐÈÒÌÈ Ä1 ÒÀ Ä2 ÄËß ÐÎÁÎÒÈ Ç ÄÎÂ²ÄÊÎÂÎÞ ÌÀÒÐÈÖÅÞ

Ï³äõîäè, âèêîðèñòàí³ ï³ä ÷àñ äîâåäåííÿ òåîðåìè 1 òà ëåìè 1, äàþòü çìîãó

ðîçðîáèòè åôåêòèâíèé àëãîðèòì ïîáóäîâè ³ ïðîõîäæåííÿ á³íàðíîãî äåðåâà,

â ÿêîìó ï³ääåðåâà ãåíåðóþòüñÿ â ïîðÿäêó ¿õíüîãî ïåðåãëÿäó. Íåõàé St( )� —

ñòåê, îáñëóãîâóâàíèé çà ïðàâèëîì «îñòàíí³é ïðèéøîâ — ïåðøèé âèéøîâ»,

äå � — ïîêàæ÷èê ïîòî÷íîãî ðîçì³ùåííÿ ñòåêà; F m( ) — âåêòîð, â ÿêîìó ôîð-

ìóºòüñÿ ïîñë³äîâí³ñòü âóçë³â { }i k k k jm, , , , ,1 2 � ; " — çíàê êîí’þíêö³¿

(ëîã³÷íîãî «³»); # — çíàê äèç’þíêö³¿ (ëîã³÷íîãî «àáî»).

Àëãîðèòì Ä1. Ïîáóäîâà òà ïðîõîäæåííÿ á³íàðíîãî äåðåâà

1. m�1; F m i( )� .

2. ��1; St j( )� � .

3. k i� ; l j� .

4. ßêùî c k a akl kl kl
 " 
 " � # �(( ) )0 1 0� , òî âèêîíàòè ïï. 5–7, â ³íøîìó

ðàç³ ïåðåéòè äî ï. 8.

5. � �� 1.

6. St ckl( )� � .

7. l ckl� ; ïåðåéòè äî ï. 4.

8. m m� 1.

9. F m l( )� .

10. ßêùî � �1, òî ïåðåéòè äî ï. 11, â ³íøîìó ðàç³ — äî ï. 14.

11. k St� ( )� .

12. l St� �( )� 1 .

13. � �� �1; ïåðåéòè äî ï. 4.

14. � ij m� � 2 .

15. Ñòîï.

Ó ï. 4 àëãîðèòìó Ä1 äîäàòêîâó óìîâó (( ) )a akl kl
 " � # �0 1 0� óâåäåíî

äëÿ òîãî, ùîá îáìåæèòè çðîñòàííÿ á³íàðíîãî äåðåâà ó ðàç³, ÿêùî äëÿ çíîâó

çíàéäåíîãî ï³äêîðåíÿ ( , )k l akl 
 0. Ï³ñëÿ ðîáîòè àëãîðèòìó çíà÷åííÿ � ij

äîð³âíþº ê³ëüêîñò³ òðàíçèòíèõ âóçë³â â³ä i äî j, ó ÿêèõ âèêîíóºòüñÿ äîäàòêîâå

îáðîáëåííÿ ïîòîêó aij .

Íàâåäåìî ðåêóðñèâíó ïðîöåäóðó, ùî çä³éñíþº ïîáóäîâó äåðåâà âè÷åðïíîãî

ïîøóêó äëÿ âèçíà÷åííÿ ìíîæèíè { }aij
� .

Àëãîðèòì Ä2. Ïîáóäîâà äåðåâà âè÷åðïíîãî ïîøóêó

1. ÂÕ²Ä ( , )i j ðåêóðñèâíèé.

2. k i� ; l j� .

3. Äëÿ {� �| , }�1 n âèêîíàòè ïï. 4–14.

4. ßêùî c k al l� �� " � 0, òî ïåðåéòè äî ï. 5, â ³íøîìó ðàç³ — äî ï. 9.

5. { } { }a a aij ij l
� �� $ � . Âèêîðèñòîâóþ÷è àëãîðèòì 1, âèçíà÷èòè� �l ³ � �l .
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6. Ðîçðàõóâàòè t l� .

7. ßêùî ( )maxt Tl l l� � �� �� # � , òî 	 	� 1.

8. Âèêëèêàòè ÂÕ²Ä ( , )� l .

9. ßêùî c l ak k� �� " � 0, òî ïåðåéòè äî ï. 10, â ³íøîìó ðàç³ — äî ï. 14.

10. { } { }a a aij ij k
� �� $ � . Âèêîðèñòîâóþ÷è àëãîðèòì 1, âèçíà÷èòè� k� ³ � �k .

11. Ðîçðàõóâàòè tk� .

12. ßêùî ( )maxt Tk k k� � �� �� # � , òî 	 	� 1.

13. Âèêëèêàòè ÂÕ²Ä ( , )k � .

14. Ïåðåéòè äî ï. 3.

15. ÂÈÕ²Ä.

Ó ïï. 4 ³ 9 óâåäåíî äîäàòêîâ³ óìîâè a l� � 0 ³ ak� � 0 äëÿ âèïàäêó, êîëè â ìàòðèö³

C º åëåìåíòè c kij � , k j
 , à ïîòîêè, ùî ¿ì â³äïîâ³äàþòü, aij 
 0, ùî ìîæå ïðèçâåñòè

äî çàöèêëåííÿ àëãîðèòìó. Ó íàâåäåíîìó àëãîðèòì³ k, l, � — ðåêóðñèâí³ çì³íí³, äëÿ

ÿêèõ îðãàí³çîâóþòüñÿ ïîêîë³ííÿ äàíèõ ó ðàç³ êîæíîãî íîâîãî âõîäæåííÿ ó ïðîöåäó-

ðó; $— çíàê îá’ºäíàííÿ ìíîæèí; tij — ðîçðàõóíêîâèé ÷àñ äîñòàâêè ïîòîê³â àäðåñà-

òîâ³; � ij — ê³ëüê³ñòü ïðîì³æíèõ âóçë³â, â ÿêèõ âèêîíóºòüñÿ äîäàòêîâå îáðîáëåííÿ

â³äïîâ³äíîãî ïîòîêó; � max — äîïóñòèìà ê³ëüê³ñòü äîäàòêîâèõ îáðîáëåíü; 	 — îçíà-

êà ïîðóøåííÿ îáìåæåíü íà çàäàíèé ÷àñ äîñòàâêè Tij ÷è íà ê³ëüê³ñòü äîäàòêîâèõ îá-

ðîáëåíü ïîòîêó � max . Çíà÷åííÿ 	 — öå ê³ëüê³ñòü öèõ ïîðóøåíü.
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V.A. Vasyanin, O.M. Trofymchuk, L.P. Ushakova
THE PROBLEM OF GROUPAGE CARGO ROUTING IN A MULTICOMMODITY
TRANSPORT NETWORK WITH GIVEN TARIFFS AND DELIVERY TIME CONSTRAINTS

Abstract. The paper considers a network formulation of the problem of optimizing the routing of
groupage cargo flows in a transport network with given tariffs for the transportation and processing
of flows and restrictions on the throughput of arcs, nodes and the time of delivery of individual
goods to the recipient. To calculate the delivery time, a method is proposed for generating a
reference matrix for combining the flows of individual cargoes and efficient algorithms that allow
one to determine the nodes of the union and the combined flows for all corresponding pairs in a
multi-commodity network. It is proved that the problem with tariffs in a network setting can be
transformed in polynomial time to an integer linear programming problem with a block structure
and binding constraints. Peculiarities of solving the transformed problem with the use of
well-known methods of integer programming and application software packages are presented.

Keywords: mathematical models of flow distribution and routing in multicommodity networks,
optimization problems with discrete flows and parameters.
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