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Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî íèçêó àëãîðèòì³â âíóòð³øí³õ òî÷îê äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ë³í³éíîãî
ïðîãðàìóâàííÿ. Íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ¿õíüîãî òåîðåòè÷íîãî îá´ðóíòóâàííÿ. Âèîêðåìëåíî
ï³äìíîæèíè àëãîðèòì³â, ùî ìàþòü ë³í³éíó, àñèìòîòè÷íî íåçàëåæíó â³ä ïàðàìåòð³â ðîç-
â’ÿçóâàíî¿ çàäà÷³ øâèäê³ñòü çá³æíîñò³, ï³äìíîæèíó àëãîðèòì³â, ùî ïðèâîäÿòü äî â³äíîñíî
âíóòð³øí³õ òî÷îê ìíîæèíè îïòèìàëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â. Âèêëàäåíî ³ñòîð³þ ñòâîðåííÿ òà ðîç-
âèòêó àëãîðèòì³â. Íàâåäåíî íîâ³ ìîäèô³êàö³¿ àëãîðèòì³â âíóòð³øí³õ òî÷îê, ùî ì³ñòÿòü ÿê
îêðåìèé âèïàäîê ðîçðîáëåí³ ðàí³øå àëãîðèòìè.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ë³í³éíå ïðîãðàìóâàííÿ, ë³í³éí³ íåð³âíîñò³, àëãîðèòìè âíóòð³øí³õ òî÷îê.

ÂÑÒÓÏ

Ó ö³é ñòàòò³ ðîçãëÿäàþòüñÿ àëãîðèòìè ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ë³í³éíîãî ïðîãðàìó-

âàííÿ, ùî çä³éñíþþòü ââåäåííÿ â îáëàñòü äîïóñòèìèõ ð³øåíü òà îïòèì³çàö³þ

øëÿõîì ³òåðàòèâíîãî ïîë³ïøåííÿ ó ìíîæèí³ âåêòîð³â, ùî çàäîâîëüíÿþòü îáìå-

æåííÿ-íåð³âíîñò³ ó ñòðîã³é ôîðì³. Íàâîäÿòüñÿ îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè ç òåîðåòè÷-

íîãî îá´ðóíòóâàííÿ àëãîðèòì³â. Çîêðåìà âèîêðåìëþþòüñÿ ï³äìíîæèíè àëãî-

ðèòì³â, ÿê³ ìàþòü ë³í³éíó ³ íàäë³í³éíó øâèäê³ñòü çá³æíîñò³, ùî àñèìïòîòè÷íî

íå çàëåæèòü â³ä âèõ³äíèõ äàíèõ ðîçâ’ÿçóâàíî¿ çàäà÷³.

Îñíîâíà ìåòà ñòàòò³ ïîëÿãàº ó âèêëàä³ íîâîãî òèïó àëãîðèòì³â âíóòð³øí³õ

òî÷îê ç íåîäíîçíà÷íèì çàäàííÿì íàïðÿìêó êîðèãóâàííÿ ðîçâ’ÿçêó íà êîæí³é ³òå-

ðàö³¿. Íàïðÿìêè êîðèãóâàííÿ âèçíà÷àþòüñÿ ÿê ìíîæèíà âåêòîð³â, ùî çàëåæàòü â³ä

ïàðàìåòðà, ³ êîíêðåòèçóþòüñÿ íà åòàï³ îá÷èñëåííÿ êðîêó êîðèãóâàííÿ. Íàâîäÿòü-

ñÿ ðåçóëüòàòè åêñïåðèìåíòàëüíèõ äîñë³äæåíü íîâèõ âàð³àíò³â àëãîðèòì³â íà òåñ-

òîâèõ ïðèêëàäàõ. Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü ïîêàçóþòü, ùî çàïðîïîíîâàí³ íîâ³

âàð³àíòè àëãîðèòì³â äàþòü çìîãó îòðèìóâàòè îïòèìàëüí³ ðîçâ’ÿçêè çíà÷íî øâèä-

øå, í³æ àëãîðèòìè âíóòð³øí³õ òî÷îê, ùî âèêîðèñòîâóâàëèñÿ ðàí³øå.

ÊÎÐÎÒÊÀ ²ÑÒÎÐ²ß ÑÒÂÎÐÅÍÍß ² ÐÎÇÂÈÒÊÓ ÀËÃÎÐÈÒÌ²Â ÂÍÓÒÐ²ØÍ²Õ ÒÎ×ÎÊ

Âèõ³äíèì ³ìïóëüñîì ñòâîðåííÿ àëãîðèòì³â, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ, áóëà ³äåÿ ñïîñîáó

âèçíà÷åííÿ äâî¿ñòèõ îö³íîê ³ç íåîïòèìàëüíîãî ïëàíó çàäà÷³ ë³í³éíîãî ïðîãðàìó-

âàííÿ àïðîêñèìàö³ºþ ìåòîäîì íàéìåíøèõ êâàäðàò³â óìîâè äîïîâíþâàëüíî¿ íå-

æîðñòêîñò³ (Ë.Â. Êàíòîðîâè÷, 1965 ð.). Íà ´ðóíò³ ö³º¿ ³äå¿ ó 1967 ð. áóëî ñòâîðå-

íî àëãîðèòì ².². Ä³ê³íà ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ë³í³éíîãî òà êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàìó-

âàííÿ. Ïðîâåäåí³ ².². Ä³ê³íèì ðàçîì ç Ñ.Ì. Àíöèçîì â ²íñòèòóò³ ìàòåìàòèêè

ÑÎ ÀÍ ÑÐÑÐ åêñïåðèìåíòàëüí³ äîñë³äæåííÿ äàëè çìîãó âèÿâèòè åôåêòèâíèé

âàð³àíò àëãîðèòì³â òà ïîêàçàëè éîãî õîðîø³ îá÷èñëþâàëüí³ ïåðñïåêòèâè.

Ó 1972 ð. ².². Ä³ê³í ó ñâî¿é êàíäèäàòñüê³é äèñåðòàö³¿ îïèñàâ àëãîðèòì, éîãî

ãåîìåòðè÷í³ ³íòåðïðåòàö³¿, ðåçóëüòàòè åêñïåðèìåíòàëüíèõ äîñë³äæåíü òà òåîðå-

òè÷íîãî îá´ðóíòóâàííÿ. À ñàìå áóëî äîâåäåíî, ùî ï³ä ÷àñ îïòèì³çàö³¿ â îáëàñò³
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äîïóñòèìèõ ðîçâ’ÿçê³â íåâèðîäæåíèõ çàäà÷ ë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ àëãîðèòì

ç ë³í³éíîþ øâèäê³ñòþ çá³æíîñò³ ïðèâîäèòü äî îïòèìàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó ç ì³í³ìàëü-

íèì íàáîðîì àêòèâíèõ îáìåæåíü, òîáòî äî â³äíîñíî âíóòð³øíüî¿ òî÷êè ìíîæèíè

îïòèìàëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â. Öå º âàæëèâîþ îñîáëèâ³ñòþ ðîçãëÿäóâàíèõ àëãîðèòì³â.

Íàóêîâèì êåð³âíèêîì áóâ àêàäåì³ê, ëàóðåàò Íîáåë³âñüêî¿ ïðåì³¿ ç åêî-

íîì³êè Ë.Â. Êàíòîðîâè÷. Îïîíóâàëè â³äîì³ ðîñ³éñüêèé ó÷åíèé Â.Ë. Ìàêàðîâ òà

óêðà¿íñüêèé â÷åíèé Í.Ç. Øîð [1, 2].

Äîðå÷íî çàçíà÷èòè, ùî çã³äíî ç ãåîìåòðè÷íîþ ³íòåðïðåòàö³ºþ àëãîðèòìó,

çàïðîïîíîâàíîþ ².². Ä³ê³íèì, ó ïðîöåñ³ ³òåðàòèâíîãî ïåðåõîäó çä³éñíþºòüñÿ

çàì³íà óìîâ-íåð³âíîñòåé äëÿ çì³ííèõ óìîâîþ íàëåæíîñò³ íàñòóïíîãî ðîçâ’ÿçêó

³òåðàòèâíî çì³ííîãî åë³ïñî¿äà. Ó öüîìó º ³äåéíèé çâ’ÿçîê ç ìåòîäîì åë³ïñî¿ä³â

Øîðà, ñòâîðåíèì òà ðîçâèíóòèì, çîêðåìà, Ï.². Ñòåöþêîì [3, 4] â ²íñòèòóò³

ê³áåðíåòèêè ³ì. Â.Ì. Ãëóøêîâà ÍÀÍ Óêðà¿íè. Ç 70-õ ðîê³â öåé ìåòîä àêòèâíî

ðîçâèâàâñÿ ëèøå ðîñ³éñüêèìè ìàòåìàòèêàìè (Þ.Ã. ªâòóøåíêî, Â.². Çîðêàëüöåâ,

Â.Ã. Æàäàí). Öåé ìåòîä ïî÷àëè àêòèâíî çàñòîñîâóâàòè ï³ä ÷àñ ðåàë³çàö³¿ íèçêè

ìîäåëåé åêîíîì³êè òà åíåðãåòèêè [5].

Ï³äâèùåíèé ³íòåðåñ äî öèõ àëãîðèòì³â âèíèê ï³ñëÿ ðîçðîáëåííÿ â 1984 ð.

àëãîðèòìó Í. Êàðìàðêàðà, ÿêèé ôàêòè÷íî º óñêëàäíåíîþ âåðñ³ºþ àëãîðèòìó

².². Ä³ê³íà. Ó 70-õ ðîêàõ ï³ä ÷àñ ðåàë³çàö³¿ ìîäåëåé åíåðãåòèêè ñòàëè àêòèâíî âè-

êîðèñòîâóâàòèñÿ òàê çâàí³ «êîìá³íîâàí³ àëãîðèòìè» âíóòð³øí³õ òî÷îê, ùî

ïîºäíóþòü â ºäèíîìó îá÷èñëþâàëüíîìó ïðîöåñ³ ââåäåííÿ â îáëàñòü äîïóñòè-

ìèõ ðîçâ’ÿçê³â ³ îïòèì³çàö³þ. Êîìá³íîâàí³ àëãîðèòìè áóëè ðîçðîáëåí³ îäíèì ³ç

àâòîð³â ö³º¿ ñòàòò³ — Â.². Çîðêàëüöåâèì. Ö³ àëãîðèòìè äàëè çìîãó îòðèìóâàòè

ïåðøèé äîïóñòèìèé çà âñ³ìà óìîâàìè çàäà÷³ ðîçâ’ÿçîê áëèæ÷èé äî îïòèìàëüíî-

ãî, à òàêîæ ï³ä ÷àñ îá÷èñëþâàëüíîãî ïðîöåñó åôåêòèâíî âèïðàâëÿòè ïîõèáêè

îá÷èñëåíü ïîïåðåäí³õ ³òåðàö³é.

ÍÎÂÈÉ ÂÀÐ²ÀÍÒ ÊÎÌÁ²ÍÎÂÀÍÎÃÎ ÀËÃÎÐÈÒÌÓ

Óïåðøå ðåçóëüòàòè ðîçðîáëåíü òà âèêîðèñòàííÿ êîìá³íîâàíèõ àëãîðèòì³â

âíóòð³øí³õ òî÷îê ï³ä ÷àñ ðåàë³çàö³¿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé â åíåðãåòèö³ áóëî

âèêëàäåíî â [5]. Íàâåäåìî íîâèé âàð³àíò êîìá³íîâàíèõ àëãîðèòì³â äëÿ çàäà÷³

ë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ â ñòàíäàðòí³é ôîðì³ ³ äâî¿ñòî¿ äî íå¿:

c xT min� , Ax b� , x � 0; (1)

b u g u c A uT T� � � �max, ( ) 0. (2)

Çàäàí³ ìàòðèöÿ A ðîçì³ðó m n� , âåêòîðè b Rm� , c Rn� . Çì³íí³ çàäà÷³ (1), (2)

ñêëàäàþòü âåêòîðè x Rn� , u Rm� .

Ñòàðòîâîþ òî÷êîþ ìîæå áóòè áóäü-ÿêèé âåêòîð x0³ç Rn ç³ âñ³ìà äîäàòíèìè

êîìïîíåíòàìè. Íàïðèêëàä, x j
0 1� , j n�1,..., .

Àëãîðèòì ãåíåðóº ïîñë³äîâí³ñòü âåêòîð³â x k ³ç Rn òàêîæ ç óñ³ìà äîäàòíè-

ìè êîìïîíåíòàìè, k � 0 1 2, , ,� — íîìåð ³òåðàö³¿. Íà êîæí³é ³òåðàö³¿

çä³éñíþºòüñÿ òàêà ïîñë³äîâí³ñòü ä³é.

1. Îá÷èñëþºòüñÿ âåêòîð íåâ’ÿçîê îáìåæåíü-ð³âíîñòåé çàäà÷³ (1):

r b Axk k� � .

2. Îá÷èñëþºòüñÿ âåêòîð äîäàòíèõ âàãîâèõ êîåô³ö³ºíò³â d k ³ç Rn , êîìïî-

íåíòè ÿêîãî ïîâèíí³ çàäîâîëüíÿòè íåð³âíîñò³ � �( ) ( ),x d xj
k

j
k

j
k� � j n�1, ,� .

Òóò � �, — äåÿê³ ôóíêö³¿ â³ä ïîçèòèâíîãî ä³éñíîãî àðãóìåíòó òàê³, ùî çà

áóäü-ÿêîãî � 	 0 ìàºìî � � � �( ) ( )� 	 0 .
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Ïîòð³áíî òàêîæ, ùîá âèêîíóâàëàñÿ óìîâà
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Íàïðèêëàä, ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ïðàâèëîì

d xj
k

j
k p� ( ) , (3)

äå p � 1 — çàäàíèé ïàðàìåòð. Ó öüîìó ðàç³, ÿêùî � � 0, òî � � � � �( ) ( )� � p .

3. Îá÷èñëþºòüñÿ âåêòîðíà ôóíêö³ÿ sk ( )� ç³ çíà÷åííÿìè ç Rn , ùî çàëåæèòü

â³ä ðå÷îâèííîãî ïàðàìåòðà �, ÿê ðîçâ’ÿçîê äîïîì³æíî¿ çàäà÷³

c s s dj
k

j

n

j j j
k

j

n

� �
� �� �

1

2

1

1

2
( ) ( / ) min� , As r k� , (4)

ç âåêòîðîì çì³ííèõ s Rn� . Òóò c c yk k( ) ,� �� � ÿêùî y xj
k

j
k�1 / , j n�1, ,� .

Äëÿ çàäàííÿ âåêòîð-ôóíêö³¿ sk ( )� äîñòàòíüî îá÷èñëèòè ¿¿ çíà÷åííÿ ó äâîõ

òî÷êàõ, îñê³ëüêè çà áóäü-ÿêîãî � ìàºìî s s sk k k( ) ( ) ( ).� �� �0 1

Îá÷èñëåííÿ âåêòîðà sk ( )� çà äâîõ çíà÷åíü � çâîäèòüñÿ äî çàäà÷³ ðîçâ’ÿçàí-

íÿ äâîõ ñèñòåì ë³í³éíèõ ð³âíÿíü ç ò³ºþ æ ñèìåòðè÷íîþ íåâ³ä’ºìíî âèçíà÷åíîþ

ìàòðèöåþ òà äâîìà âåêòîðàìè ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ ñèñòåìè. Îá÷èñëåííÿ ó òàê³é çà-

äà÷³ ð³âíîñèëüíå ïîøóêó ðîçâ’ÿçêó òàêî¿ ñàìî¿ ñèñòåìè ç îäíèì âåêòîðîì

ó ïðàâ³é ÷àñòèí³.

Ä³éñíî, çà áóäü-ÿêîãî çàäàíîãî çíà÷åííÿ �

s d g uk
j
k

j
k k( ) ( ( ), )� � �� , j n�1,..., , (5)

äå âåêòîð u k ( )� º ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ áåçóìîâíî¿ ì³í³ì³çàö³¿ êâàäðàòè÷íî¿

îïóêëî¿ ôóíêö³¿ â³äíîñíî âåêòîðà çì³ííèõ u Rm� :

1

2 1

2

1

d g u r uj
k

j

n

j
k

i
k

i
i

n

( ( , )) min
� �

� �� �� . (6)

Ó ôîðìóëàõ (5), (6) g u c A uk k( , ) ( )� �� � T .

Ïðèð³âíÿâøè ãðàä³ºíò ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿ äîïîì³æíî¿ çàäà÷³ (6) íóëüîâîìó

âåêòîðó, îòðèìàºìî ñèñòåìó ë³í³éíèõ ð³âíÿíü, ó ÿêî¿ â³ä ïàðàìåòðà � çàëåæèòü

ëèøå âåêòîð ïðàâî¿ ÷àñòèíè. Ïðè÷îìó öÿ çàëåæí³ñòü ë³í³éíà.

Çàçíà÷èìî, ùî äîïîì³æíà çàäà÷à (6) º ð³âíîö³ííîþ ñèìåòðè÷íî äâî¿ñò³é äî

âèõ³äíî¿ äîïîì³æíî¿ çàäà÷³ (4).

4. Îá÷èñëþºòüñÿ êðîê êîðèãóâàííÿ ð³øåííÿ. Íåõàé � — çàäàíèé ïàðàìåòð

³ç â³äêðèòîãî ³íòåðâàëó (0, 1). Íàïðèêëàä, � � 0 9. . Çàäàíî òàêîæ âåðõíº çíà÷åííÿ

� äëÿ çíà÷åííÿ � , ùî îá÷èñëþºòüñÿ çà íàâåäåíèìè äàë³ ïðàâèëàìè.

Ïîçíà÷èìî �k , � k ðîçâ’ÿçêè îäí³º¿ ç íàâåäåíèõ äàë³ çàäà÷ ùîäî çì³ííèõ �

òà � .

ßêùî r k � 0, òî ðîçâ’ÿçóºòüñÿ çàäà÷à

� � max, � � �s xk k( ) � � 0, 1� �, � �� � 0. (7)

ßêùî r k � 0, òî ðîçâ’ÿçóºòüñÿ çàäà÷à

� �c sj j
k

j

n

�
� �

1

( ) min, � � �s xk k( ) � � 0, � �� � 0. (8)
Ó íàâåäåíèõ äàë³ ðåçóëüòàòàõ îá÷èñëåííÿ äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ (7), (8) âè-
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êîðèñòîâóâàâñÿ ìåòîä çîëîòîãî ïåðåð³çó. Çàçíà÷èìî, ùî ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ

ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿ çàäà÷³ (7), ùî ðîçãëÿäàºòüñÿ ÿê íåÿâíà ôóíêö³ÿ â³ä çì³ííî¿ � , º

óâ³ãíóòîþ ôóíêö³ºþ. Ö³ëüîâà ôóíêö³ÿ çàäà÷³ (8) äëÿ çì³ííî¿ � , ç ÿêèìè âîíà äî-

ñÿãàº íåïîçèòèâíèõ çíà÷åíü, º îïóêëîþ íåÿâíîþ ôóíêö³ºþ â³ä � (ïðè÷îìó òàê³

çíà÷åííÿ � ñòàíîâëÿòü ³íòåðâàë ç íèæíüîþ ãðàíèöåþ, ùî äîð³âíþº íóëþ). Ö³

äâà ôàêòè îá´ðóíòîâóþòü ïðàâîì³ðí³ñòü âèêîðèñòàííÿ ìåòîäó çîëîòîãî ïåðåð³çó

äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ (7), (8).

5. Çä³éñíþºòüñÿ ³òåðàòèâíèé ïåðåõ³ä

x x sk k
k

k
k

� � �1 � �( ). (9)

Ïåðåõ³ä äî ï. 1.

ÇÀÓÂÀÆÅÍÍß ÄÎ ÀËÃÎÐÈÒÌÓ

Çàóâàæåííÿ 1. Ç îáìåæåíü çàäà÷ (7), (8) òà ³òåðàòèâíîãî ïåðåõîäó (9) âèïëè-

âàº, ùî x xk k� � �1 1( )� .

Îñê³ëüêè âñ³ êîìïîíåíòè âåêòîðà x k äîäàòí³ ³ ��1, òî äîäàòíèìè áóäóòü ³

âñ³ êîìïîíåíòè âåêòîðà x k �1.

Çàóâàæåííÿ 2. Ç óìîâè äîïîì³æíî¿ çàäà÷³ (4) òà ³òåðàòèâíîãî ïåðåõîäó (9)

âèïëèâàº, ùî

r rk
k

k� � �1 1( )� . (10)

Öèì ïîÿñíþºòüñÿ, ÷îìó â (7) âåëè÷èíà êðîêó �k îáìåæåíà çâåðõó îäèíèöåþ.

Ïîêè r k � 0 íàâåäåíèé àëãîðèòì çä³éñíþº ââåäåííÿ â îáëàñòü äîïóñòèìèõ ðîç-

â’ÿçê³â. Àáñîëþòí³ çíà÷åííÿ êîæíî¿ êîìïîíåíòè âåêòîðà íåâ’ÿçîê áàëàíñîâèõ îáìå-

æåíü ñêîðî÷óþòüñÿ ó ( )1 � �k ðàç³â, ÿêùî �k �( , ]0 1 . Óðàõóâàííÿ ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿

äàº çìîãó îòðèìóâàòè ïåðøèé äîïóñòèìèé ðîçâ’ÿçîê íàáëèæåíèì äî îïòèìàëüíîãî.

Ó ðàç³ r k � 0 çã³äíî ç (10) ï³ñëÿ ³òåðàòèâíîãî ïåðåõîäó íåâ’ÿçêè áàëàíñîâèõ

îáìåæåíü ïîâèíí³ çàëèøàòèñÿ íóëüîâèìè, r k � �1 0. Íà öüîìó åòàï³ â³äáóâàòè-

ìåòüñÿ îïòèì³çàö³ÿ â îáëàñò³ äîïóñòèìèõ ðîçâ’ÿçê³â, âèêîíóâàòèìóòüñÿ

íåð³âíîñò³ c x c xk kT T� �1 .

Çàóâàæåííÿ 3. Ìîæíà àïð³îð³ çàô³êñóâàòè çíà÷åííÿ � � 0. Òîä³ íàâåäåíèé

àëãîðèòì ñòàíå îäíèì ³ç âàð³àíò³â àëãîðèòì³â ìåòîäó âíóòð³øí³õ òî÷îê, ùî ðîç-

ãëÿäàëèñÿ ðàí³øå. Çîêðåìà, çà ïðàâèëîì îá÷èñëåííÿ âàãîâèõ êîåô³ö³ºíò³â (3) îò-

ðèìàºìî íàéá³ëüø â³äîìèé àëãîðèòì âíóòð³øí³õ òî÷îê, ÿêèé ìàº íàçâó «affine

scaling method».

Äëÿ âàð³àíò³â àëãîðèòì³â ç � � 0 ñòîñîâíî ïðîöåñó îïòèì³çàö³¿ â îáëàñò³ äî-

ïóñòèìèõ ðîçâ’ÿçê³â çà ïðèïóùåííÿ íåâèðîäæåíîñò³ çàäà÷³ (1) äîâåäåíî, ùî îò-

ðèìàí³ ïîñë³äîâíîñò³ âåêòîð³â x k , u uk k� ( )0 çá³ãàþòüñÿ íå ìåíø í³æ ë³í³éíî

äî â³äíîñíî âíóòð³øí³õ òî÷îê ìíîæèíè îïòèìàëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷ (1) ³ (2).

Ïðè÷îìó øâèäê³ñòü çá³æíîñò³ äâî¿ñòèõ çì³ííèõ áóäå á³ëüøîþ, í³æ øâèäê³ñòü

çá³æíîñò³ çì³ííèõ äâî¿ñòî¿ çàäà÷³

u u

x x

k

k

�

�
� 0, ÿêùî k � �.

Çàçíà÷èìî, ùî øâèäøó çá³æí³ñòü ñïî÷àòêó âèÿâèëè ç óðàõóâàííÿì äîñâ³äó

âèêîðèñòàííÿ àëãîðèòì³â âíóòð³øí³õ òî÷îê ï³ä ÷àñ ðåàë³çàö³¿ ìîäåëåé åíåðãåòè-

êè. Ïîò³ì áóëî îòðèìàíî òåîðåòè÷íå îá´ðóíòóâàííÿ. Öåé ôàêò ðîáèòü
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äîö³ëüíèì âèêîðèñòàííÿ äâî¿ñòèõ àíàëîã³â íàâåäåíèõ àëãîðèòì³â, ó òîìó ÷èñë³

«dual affine scaling method», äëÿ øâèäøîãî îòðèìàííÿ ðîçâ’ÿçêó âèõ³äíî¿ çà-

äà÷³ (1). Äëÿ àëãîðèòì³â ç âàãîâèìè êîåô³ö³ºíòàìè (3), ÿêùî p �[ , ]1 3 , íàäàíî äî-

êàç áåç ïðèïóùåííÿ ïðî íåâèðîäæåí³ñòü çàäà÷³. Ïðè÷îìó äëÿ p �( , ]1 3 áóëî äîâå-

äåíî, ùî øâèäê³ñòü çá³æíîñò³ àñèìïòîòè÷íî çàëåæèòü â³ä âèõ³äíèõ äàíèõ, çîê-

ðåìà, â³ä ðîçì³ðíîñò³ çàäà÷³, îñê³ëüêè

x x

x x

k

k

� �

�
� �

1

1( )� , ÿêùî k � �.

Òåîðåòè÷í³ äîñë³äæåííÿ ïîêàçàëè, ùî öå íå ñïðàâäæóºòüñÿ äëÿ àëãîðèòì³â
ç âàãîâèìè êîåô³ö³ºíòàìè (3), ÿêùî p �1. Ó öüîìó ðàç³ ë³í³éíà øâèäê³ñòü
çá³æíîñò³ çàëåæèòü â³ä óñ³õ âèõ³äíèõ äàíèõ çàäà÷³.

Çà äîêàçàìè çàçíà÷åíèõ òà ³íøèõ ôàêò³â íå ìîæíà áóëî âèêîðèñòîâóâàòè
ñòàíäàðòíå îá´ðóíòóâàííÿ àëãîðèòì³â îïòèì³çàö³¿. Âîäíî÷àñ ðîçðîáëåíó òåõíî-

ëîã³þ îá´ðóíòóâàííÿ àëãîðèòì³â, ÿêùî � � 0, íå ìîæíà ëåãêî çàñòîñóâàòè äëÿ

âèêëàäåíîãî ó ö³é ðîáîò³ óçàãàëüíåííÿ òàêèõ àëãîðèòì³â.

ÐÅÇÓËÜÒÀÒÈ ÅÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÀËÜÍÈÕ ÄÎÑË²ÄÆÅÍÜ

Íàâåäåí³ âèõ³äí³ àëãîðèòìè âèêîðèñòîâóâàëèñÿ ó ñï³ëüíèõ äîñë³äæåííÿõ [6]

²íñòèòóòó ê³áåðíåòèêè ³ì. Â.Ì. Ãëóøêîâà ÍÀÍ Óêðà¿íè òà Ñèá³ðñüêîãî åíåð-

ãåòè÷íîãî ³íñòèòóòó. Ö³ àëãîðèòìè óñï³øíî çàñòîñîâóþòü ó íèçö³ ìîäåëåé

åëåêòðîåíåðãåòè÷íèõ ñèñòåì (àíàë³çó íàä³éíîñò³, îïòèì³çàö³¿ ðåæèì³â, âèáîðó

ãðàô³ê³â ðåìîíòó îáëàäíàííÿ), ó ìîäåëÿõ òåðìîäèíàì³÷íèõ ïðîöåñ³â, à òàêîæ

äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ñòàíäàðòíèõ òà íåñòàíäàðòíèõ çàäà÷ ã³äðàâë³÷íèõ ëàíöþã³â

(ñèñòåì âîäîïîñòà÷àííÿ, òåïëîïîñòà÷àííÿ, ïîæåæîãàñ³ííÿ òîùî).

Ó òàáë. 1 íàâåäåíî çä³éñíåí³ À.Þ. Ô³ëàòîâèì ïîð³âíÿëüí³ ðåçóëüòàòè îá÷èñ-
ëåííÿ àëãîðèòìîì «affine scaling method» ³ âèêëàäåíèì àëãîðèòìîì ç âàãîâèìè
êîåô³ö³ºíòàìè (3), ÿêùî p � 2. Çàçíà÷èìî, ùî íà êîæí³é ³òåðàö³¿ â îáîõ âèïàäêàõ
çä³éñíþºòüñÿ ïðèáëèçíî îäíàêîâèé îáñÿã îá÷èñëåíü. Íàâåäåí³ ðåçóëüòàòè îá÷èñ-
ëåíü ïîêàçóþòü, ùî âèêîðèñòàííÿ êîìá³íîâàíîãî àëãîðèòìó ìàº ñåíñ. Ó òàáë. 1
ï³ä òåðì³íîì «êîìá³íîâàíèé àëãîðèòì» ðîçóì³ºòüñÿ àëãîðèòì ç � �1 ³ âàãîâèìè
êîåô³ö³ºíòàìè (3), ÿêùî p � 2. Ï³ä òåðì³íîì «êîìá³íîâàíèé ðîçøèðåíèé» ðî-
çóì³ºòüñÿ àëãîðèòì ç � � 2. Ó òàáë. 1 òàêîæ ïðåäñòàâëåí³ ðåçóëüòàòè îá÷èñëåííÿ
àëãîðèòìó, ó ÿêîãî âàãîâ³ êîåô³ö³ºíòè çàäàþòüñÿ íå çà ïðàâèëîì (3), à çà òèì, ùî
âðàõîâóº ìíîæíèêè Ëàãðàíæà çì³ííèõ äîïîì³æíî¿ çàäà÷³ íà ïîïåðåäí³é ³òåðàö³¿.
Òàê³ àëãîðèòìè íàçèâàþòüñÿ «êîìá³íîâàíèìè ìîäèô³êîâàíèìè».

Äëÿ êîæíî¿ ðîçì³ðíîñò³ (äèâ. òàáë. 1) ðîçãëÿäàëîñÿ äâàäöÿòü âèïàäêîâî çãå-

íåðîâàíèõ çàäà÷ ë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ â ñòàíäàðòí³é ôîðì³. Ó òàáë. 1 íàâå-

äåí³ ñåðåäí³ àðèôìåòè÷í³ çíà÷åííÿ ê³ëüêîñòåé ³òåðàö³é, ÿê³ ïîòð³áí³ äëÿ ðîçâ’ÿ-

çàííÿ çàäà÷ ³ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷í³ â³äõèëåííÿ â³ä ¿õí³õ ñåðåäí³õ çíà÷åíü.

²ç íàâåäåíèõ ó òàáë. 1 ðåçóëüòàò³â âèäíî, ùî âèêîðèñòàííÿ âèêëàäåíèõ ó ö³é

ñòàòò³ êîìá³íîâàíèõ àëãîðèòì³â ïðèáëèçíî íà 25% ñêîðî÷óº ÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷

ë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ ïîð³âíÿíî ç âèõ³äíèì êîìá³íîâàíèì íàéá³ëüø â³äîìèì

âàð³àíòîì àëãîðèòìó âíóòð³øí³õ òî÷îê. Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî ÷àñ îá÷èñëåííÿ (íè-

æ÷å ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîãî â³äõèëåííÿ â³ä ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ê³ëüêîñò³ ³òåðàö³é)

íàâåäåíèõ ó ö³é ðîáîò³ àëãîðèòì³â äëÿ çàäà÷ îäíàêîâî¿ ðîçì³ðíîñò³ íå çì³íþºòüñÿ.

²ñòîòíèé ïîçèòèâíèé åôåêò áóëî îòðèìàíî òàêîæ ó îá÷èñëþâàëüíèõ åêñïå-
ðèìåíòàõ (ïðîâåäåíèõ À.Þ. Ô³ëàòîâèì) ðîçâ’ÿçàííÿ íåë³í³éíèõ ñèñòåì ð³âíÿíü
òà íåð³âíîñòåé. Ó òàêîìó âèãëÿä³ ïðåäñòàâëåíà çàäà÷à îá÷èñëåííÿ äîïóñòèìèõ
ðåæèì³â åëåêòðîåíåðãåòè÷íèõ ñèñòåì.

Âèêîðèñòàííÿ àëãîðèòì³â âíóòð³øí³õ òî÷îê ñóïðîâîäæóâàëîñÿ ïðîöåäóðà-
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ìè ³òåðàòèâíî¿ ë³íåàðèçàö³¿. Ðîçãëÿäàëèñÿ íàäàí³ Î.Ì. Âîéòîâèì ÷îòèðè ñõåìè
åëåêòðîåíåðãåòè÷íèõ ñèñòåì: ç 152, 118, 207 òà 211 âóçëàìè. Ó âñ³õ ÷îòèðüîõ âè-
ïàäêàõ âèêëàäåíèì ó ö³é ðîáîò³ àëãîðèòìàì çíàäîáèëîñÿ çíà÷íî ìåíøî¿
(íà 15–50%) ê³ëüêîñò³ îáåðíåíü ìàòðèö³ (ê³ëüêîñò³ íåîáõ³äíèõ ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷³
(6)). Ïðè öüîìó ò³ëüêè äëÿ êîìá³íîâàíîãî àëãîðèòìó ìàº áóòè á³ëüøå ³òåðàö³é
ë³íåàðèçàö³¿, äëÿ êîæíî¿ ç ÿêèõ ïîòð³áåí äåÿêèé äîäàòêîâèé ÷àñ, àëå íå òàêèé, ÿê
äëÿ îáåðíåííÿ ìàòðèö³ ìåòîäîì êâàäðàòíîãî êîðåíÿ. Öèì ìåòîäîì ðîçâ’ÿçóâà-
ëàñü äîïîì³æíà çàäà÷à (6) âñ³ìà àëãîðèòìàìè, ïðåäñòàâëåíèìè ó òàáë. 1, à òà-
êîæ çä³éñíþâàâñÿ ïîøóê äîïóñòèìèõ ðåæèì³â åëåêòðîåíåðãåòè÷íèõ ñèñòåì.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó ðîáîò³ íàâåäåíî ðåçóëüòàòè äîñë³äæåííÿ íèçêè àëãîðèòì³â âíóòð³øí³õ òî÷îê
äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ òà äåÿê³ ðåçóëüòàòè ¿õíüîãî òå-
îðåòè÷íîãî îá´ðóíòóâàííÿ. Âèîêðåìëåíî ï³äìíîæèíè àëãîðèòì³â, ùî ìàþòü
ë³í³éíó, àñèìïòîòè÷íî íåçàëåæíó â³ä ïàðàìåòð³â ðîçâ’ÿçóâàíî¿ çàäà÷³
øâèäê³ñòü çá³æíîñò³. Íàâåäåíî íîâ³ ìîäèô³êàö³¿ àëãîðèòì³â âíóòð³øí³õ òî÷îê,
ùî ì³ñòÿòü ÿê îêðåìèé âèïàäîê ðîçðîáëåí³ ðàí³øå àëãîðèòìè. Ö³ ìåòîäè àê-
òèâíî çàñòîñîâóþòü ï³ä ÷àñ ðåàë³çàö³¿ íèçêè ìîäåëåé â åêîíîì³ö³ òà åíåðãåòèö³.
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T.V. Belykh, V.I. Zorkaltsev
INTERIOR POINT ALGORITHMS: HISTORY, RESEARCH RESULTS, APPLICATIONS,
AND PROSPECTS

Abstract. A family of interior point algorithms for solving linear programming problems is
considered. The results of their theoretical substantiation are given. Subsets of algorithms that
have a linear, asymptotically independent of the parameters of the problem being solved rate
of convergence, and a subset of algorithms that lead to relatively internal points of the set of
optimal solutions are identified. The history of the creation and development of algorithms is
described. New modifications of interior point algorithms are presented, which contain as
a special case the previously developed algorithms.

Keywords: linear programming, linear inequalities, interior point algorithms.
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