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ÎÑÎÁËÈÂ² ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ² ÇÀÊÎÍÓ ÄÎÄÀÂÀÍÍß ÒÎ×ÎÊ
ÍÅÖÈÊË²×ÍÈÕ ÊÐÈÂÈÕ ÅÄÂÀÐÄÑÀ

Àíîòàö³ÿ. Ïðîâåäåíî àíàë³ç îñîáëèâèõ âëàñòèâîñòåé äâîõ êëàñ³â êâàäðàòè÷íèõ ³ ñêðó÷å-
íèõ êðèâèõ Åäâàðäñà, ùî âðàõîâóþòü ¿õíþ íåöèêë³÷íó ñòðóêòóðó, à òàêîæ íåïîâíîòó çà-
êîíó äîäàâàííÿ òî÷îê. Îáèäâà êëàñè êðèâèõ ì³ñòÿòü îñîáëèâ³ òî÷êè 2-ãî ³ 4-ãî ïîðÿäê³â
çà îäí³ºþ íåñê³í÷åííîþ êîîðäèíàòîþ, ùî ïîðîäæóþòü òî÷êè ç íåâèçíà÷åí³ñòþ 0 0/
â îäí³é ç êîîðäèíàò ñóìè, ÿê³ íàçâàíî íå÷³òêèìè òî÷êàìè. Ñôîðìóëüîâàíî ³ äîâåäåíî
ï’ÿòü òåîðåì, ùî äàþòü çìîãó ðîçâ’ÿçàòè ö³ íåâèçíà÷åíîñò³ ³ çàäàòè óìîâè, çà ÿêèìè çà-
êîí äîäàâàííÿ òî÷îê ó òàêèõ êëàñàõ êðèâèõ º ïîâíèì.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: êðèâà â óçàãàëüíåí³é ôîðì³ Åäâàðäñà, ïîâíà êðèâà Åäâàðäñà, ñêðó÷åíà
êðèâà Åäâàðäñà, êâàäðàòè÷íà êðèâà Åäâàðäñà, ïîðÿäîê êðèâî¿, ïîðÿäîê òî÷êè, îñîáëèâà
òî÷êà, íå÷³òêà òî÷êà, êîëåñî òî÷îê, êâàäðàòè÷íèé ëèøîê, êâàäðàòè÷íèé íåëèøîê.

ÂÑÒÓÏ

Îäíèì ³ç ïåðñïåêòèâíèõ ïðîòîêîë³â ïîñòêâàíòîâî¿ êðèïòîãðàô³¿ (Post Quantum
Crypthography, PQC) íèí³ º ïðîòîêîë â³äêðèòîãî îáì³íó êëþ÷àìè — àëãîðèòì
CSIDH [1] íà ³çîãåí³ÿõ ñóïåðñèíãóëÿðíèõ åë³ïòè÷íèõ êðèâèõ íàä ïîëåì Fp

ç ì³í³ìàëüíîþ äîâæèíîþ êëþ÷à. Ó ðåàë³çàö³ÿõ àëãîðèòìó CSIDH ðàí³øå âèêîðèñ-
òîâóâàëè øâèäêó àðèôìåòèêó ³çîãåí³é êðèâèõ Ìîíòãîìåð³. Ó ðîáîò³ [2] çàïðîïî-
íîâàíî íîâèé åôåêòèâíèé ìåòîä îá÷èñëåííÿ ³çîãåí³é íåïàðíèõ ñòóïåí³â íà ïîâíèõ
êðèâèõ Åäâàðäñà íà îñíîâ³ w-êîîðäèíàò Ôàðàøàõè–Õîññåéí³. Ó ðîáîòàõ [3, 4]
çàì³ñòü ïîâíèõ êðèâèõ Åäâàðäñà îá´ðóíòîâàíî ³ ïðî³ëþñòðîâàíî íà ïðèêëàä³
³ìïëåìåíòàö³þ àëãîðèòìó CSIDH íà êâàäðàòè÷íèõ ³ ñêðó÷åíèõ êðèâèõ Åäâàðäñà.

Çíà÷íèìè ïåðåâàãàìè ïîâíèõ êðèâèõ Åäâàðäñà ç îäíèì ïàðàìåòðîì d

��( )d � �1 ), âèçíà÷åíèõ ó ðîáîò³ [5], º ïîâíîòà òà óí³âåðñàëüí³ñòü çàêîíó äîäàâàííÿ
òî÷îê, òåõíîëîã³÷í³ñòü, àô³íí³ êîîðäèíàòè íåéòðàëüíîãî åëåìåíòà ãðóïè òî÷îê.
Ââåäåííÿ äðóãîãî ïàðàìåòðà a êðèâî¿ Ea d, â ðîáîò³ [6] äàëî çìîãó ðîçøèðèòè êëàñ
êðèâèõ Åäâàðäñà ³ ñòâîðèòè çã³äíî ç ïðèéíÿòîþ â [7–9] êëàñèô³êàö³ºþ äâà íîâèõ
êëàñè: ñêðó÷åí³ ³ êâàäðàòè÷í³ êðèâ³ Åäâàðäñà. Ö³ êëàñè óòâîðþþòü ïàðè êâàäðàòè÷-
íîãî êðó÷åííÿ, ÿê³ º ïåðñïåêòèâíèìè äëÿ ³ìïëåìåíòàö³¿ àëãîðèòìó CSIDH [4].

Îñîáëèâ³ñòþ òàêèõ êëàñ³â íåöèêë³÷íèõ êðèâèõ Åäâàðäñà (ç òðüîìà òî÷êàìè
2-ãî ïîðÿäêó) ïîð³âíÿíî ç ïîâíèìè êðèâèìè Åäâàðäñà º âòðàòà âëàñòèâîñò³ ïî-
âíîòè çàêîíó äîäàâàííÿ òî÷îê [6]. Öå îçíà÷àº, ùî ³ñíóþòü ïàðè òî÷îê, ñóìà
ÿêèõ ïîðîäæóº îñîáëèâ³ òî÷êè, äå îäíà êîîðäèíàòà º íåñê³í÷åííîþ (íóëü ó çíà-
ìåííèêó ôîðìóë äîäàâàííÿ), à òàêîæ çà äîïîìîãîþ ïðîãðàìóâàííÿ áóëî âèÿâëå-
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íî ïàðè äîäàíê³â, ùî óòâîðþþòü íåâèçíà÷åíîñò³ 0 0/ â öèõ ôîðìóëàõ. Ó ïåâíî-
ìó ñåíñ³ ö³ òî÷êè ìîæíà ââàæàòè íåáåçïå÷íèìè, áî âîíè ïðèçâîäÿòü äî çáîþ
ïðîãðàì îá÷èñëåíü ãðóïîâèõ îïåðàö³é. Öå çóìîâèëî ïðîâåäåííÿ äåòàëüíîãî
àíàë³çó ïîä³áíèõ ïðîáëåì. Ìåòà ö³º¿ ñòàòò³ — àíàë³ç îñîáëèâèõ âëàñòèâîñòåé
êâàäðàòè÷íèõ ³ ñêðó÷åíèõ êðèâèõ Åäâàðäñà, ïîâ’ÿçàíèõ ç íåïîâíîòîþ çàêîíó äî-
äàâàííÿ òî÷îê. Öå äàº çìîãó ñôîðìóâàòè òà âèçíà÷èòè óìîâè, ÿê³ çàáåçïå÷óþòü
êîðåêòíå îá÷èñëåííÿ ñêàëÿðíèõ äîáóòê³â ó òàêèõ êëàñàõ êðèâèõ Åäâàðäñà. Çîêðå-
ìà, âèá³ð âèïàäêîâî¿ òî÷êè â àëãîðèòì³ CSIDH äëÿ êîæíî¿ ³çîãåííî¿ êðèâî¿ ç âè-
ñîêîþ éìîâ³ðí³ñòþ óòâîðþº òî÷êó ïàðíîãî ïîðÿäêó, ïîòåíö³éíî íåáåçïå÷íó.

Àíàë³ç ó ö³é ðîáîò³ áàçóºòüñÿ íà íèçö³ âëàñòèâîñòåé êâàäðàòè÷íèõ ³ ñêðó÷å-
íèõ êðèâèõ Åäâàðäñà, ÿê³ óòâîðþþòü ïàðè êâàäðàòè÷íîãî êðó÷åííÿ [6–9]. Ñó-
ïåðñèíãóëÿðí³ êðèâ³ öèõ êëàñ³â, ùî ìàþòü îäíàêîâèé ïîðÿäîê N pE � � �1
� �2 3m n m, (äå n — íåïàðíå), ³ñíóþòü ëèøå äëÿ p � 3 4mod [9–11]. Ì³í³ìàëü-

íèé ïàðíèé êîôàêòîð ïîðÿäêó òàêèõ êðèâèõ äîð³âíþº 8, òîä³ ñïðàâåäëèâî
p � 7 8mod . Ó ö³é ðîáîò³ ìè íå îáìåæóºìîñü ñóïåðñèíãóëÿðíèìè êðèâèìè
Åäâàðäñà, à ðîçãëÿäàºìî òàêîæ äëÿ ïîâíîòè âèïàäîê p �1 4mod (ðîçä. 3).

Ó ðîçä. 1 íàâåäåíî êîðîòêèé îãëÿä âëàñòèâîñòåé êëàñ³â êðèâèõ Åäâàðäñà çà
êëàñèô³êàö³ºþ, ïðèéíÿòîþ â [7, 9]. Ó ðîçä. 2 ðîçãëÿíóòî ñïåöèô³÷í³ àñïåêòè íå-
ïîâíîòè çàêîíó äîäàâàííÿ òî÷îê êâàäðàòè÷íèõ êðèâèõ Åäâàðäñà, ñôîðìóëüîâà-
íî òà äîâåäåíî òðè òåîðåìè ïðî òî÷êè ç íóëÿìè ó çíàìåííèêàõ ôîðìóë äîäàâàí-
íÿ, íàâåäåíî ïðèêëàä. Ó ðîçä. 3 òàê³ æ ñàì³ ðåçóëüòàòè ç äîâåäåííÿì äâîõ òåî-
ðåì îòðèìàíî äëÿ ñêðó÷åíèõ êðèâèõ Åäâàðäñà çà óìîâè p � 3 4mod ³ p �1 4mod ,
ùî ñïðè÷èíÿº ñóòòºâ³ ðîçá³æíîñò³ ó ïîðÿäêàõ öèõ êðèâèõ. Íàéá³ëüø âàæëèâèì
ðåçóëüòàòîì ðîçä. 2 ³ 3 º äîâåäåííÿ ïîâíîòè çàêîíó äîäàâàííÿ òî÷îê äëÿ òî÷îê
íåïàðíîãî ïîðÿäêó öèõ êðèâèõ òà ¿õí³õ ï³äãðóï, ùî íå ì³ñòÿòü îñîáëèâèõ òî÷îê.

1. ÊËÀÑÈ ÊÐÈÂÈÕ Â ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍ²É ÔÎÐÌ² ÅÄÂÀÐÄÑÀ

Ðîçãëÿíåìî äåÿê³ ñïåöèô³÷í³ âëàñòèâîñò³ íåöèêë³÷íèõ êðèâèõ Åäâàðäñà [7, 9].
Åë³ïòè÷íà êðèâà â óçàãàëüíåí³é ôîðì³ Åäâàðäñà âèçíà÷àºòüñÿ ð³âíÿííÿì

E x ay dx y a d F a d da d p, : , , , ,2 2 2 21 1� � � � � �	 . (1)

ßêùî êâàäðàòè÷íèé õàðàêòåð �( )ad � �1, êðèâà (1) º ³çîìîðôíîþ ïîâí³é
êðèâ³é Åäâàðäñà [5] ç îäíèì ïàðàìåòðîì d

E x y dx y dd : , ( )2 2 2 21 1� � � � �� . (2)

Öÿ êðèâà öèêë³÷íà, äëÿ íå¿ ñïðàâäæóºòüñÿ ïîâíèé çàêîí äîäàâàííÿ òî÷îê [5]
³ íå º ïðåäìåòîì íàøîãî àíàë³çó.

Ó âèïàäêó � � �( ) , ( ) ( )ad a d� � �1 1 ìàº ì³ñöå ³çîìîðô³çì êðèâî¿ (1) ç êâàä-
ðàòè÷íîþ êðèâîþ Åäâàðäñà [7]

E x y dx y d dd : , ( ) ,2 2 2 21 1 1� � � � �� , (3)

ÿêà ìàº (íà â³äì³íó (2)) ïàðàìåòð d, âèçíà÷åíèé ÿê êâàäðàòè÷íèé ëèøîê. Äëÿ
îáîõ êðèâèõ (2) ³ (3) çàçâè÷àé ïðèéìàþòü a �1. Ó ðîáîò³ [6] êðèâó (3) ³ êðè-
âó (2) íàçâàíî êðèâèìè Åäâàðäñà. Âîäíî÷àñ â³äì³íí³ñòü êâàäðàòè÷íèõ õàðàê-
òåð³â öèõ êðèâèõ çóìîâëþº êàðäèíàëüíî ð³çí³ ¿õí³ âëàñòèâîñò³. Âèõîäÿ÷è ç
öüîãî, áóëî çàïðîïîíîâàíî íîâó êëàñèô³êàö³þ [7].

Ñêðó÷åíó êðèâó Ýäâàðäñà âèçíà÷åíî â ðîáîò³ [7] ÿê îêðåìèé âèïàäîê êðè-
âî¿ (1) äëÿ �( )ad �1, � �( ) ( )a d� � �1.

Ìîäèô³êîâàíèé çàêîí äîäàâàííÿ òî÷îê êðèâî¿ (1) çàïèøåìî ó âèãëÿä³

( , ) ( , ) ,x y x y
x x ay y

dx y x y

x y y x

d
1 1 2 2

1 2 1 2

1 1 2 2

1 2 1 2

1 1
� �

�

�

�

� x y x y1 1 2 2




�
��




�
�� . (4)
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Çàêîí ïîäâîºííÿ òî÷êè ( , )x y1 1 â³äïîâ³äíî ìàº âèãëÿä

2
1

2

1
1 1

1
2

1
2

1
2

1
2

1 1

1
2

1
2

( , ) ,x y
x ay

dx y

x y

dx y
�

�

� �




�

�
�




�

�
�
. (5)

Çà äîïîìîãîþ (5) ëåãêî ïåðåâ³ðèòè, ùî áóäü-ÿêà êðèâà Åäâàðäñà ì³ñòèòü òî÷-
êó 2-ãî ïîðÿäêó D0 1 0� �( , ) òà, çà âèíÿòêîì ñêðó÷åíèõ êðèâèõ Åäâàðäñà, —
äâ³ òî÷êè 4-ãî ïîðÿäêó � � �F0 0 1( , ). Ó ö³é ðîáîò³ ìè àíàë³çóºìî îñîáëèâîñò³
çàêîíó äîäàâàííÿ òî÷îê äëÿ íåöèêë³÷íèõ êðèâèõ Åäâàðäñà (1) çà óìîâè
�( )ad �1, òîáòî äëÿ êëàñ³â êâàäðàòè÷íèõ òà ñêðó÷åíèõ êðèâèõ Åäâàðäñà. Ãî-
ëîâíîþ ¿õíüîþ â³äì³íí³ñòþ â³ä öèêë³÷íèõ ïîâíèõ êðèâèõ (2) º íàÿâí³ñòü
äâîõ íîâèõ îñîáëèâèõ òî÷îê 2-ãî ïîðÿäêó ç íåñê³í÷åííîþ y-êîîðäèíàòîþ, ùî
ïîðîäæóº íåöèêë³÷íó ï³äãðóïó 4-ãî ïîðÿäêó òî÷îê 2-ãî ïîðÿäêó. Ó ñâîþ ÷åð-
ãó, öå ïðèçâîäèòü äî íåïîâíîòè çàêîíó äîäàâàííÿ òî÷îê (1) ³ ïðîáëåì ï³ä ÷àñ
ïðîãðàìóâàííÿ îá÷èñëåíü ñêàëÿðíèõ äîáóòê³â òî÷îê.

Ð³âíÿííÿ (1) ìîæíà çàïèñàòè ðàö³îíàëüíèìè ôóíêö³ÿìè

y
x

a dx

2
2

2

1
�

�

�
, x

ay

dy

2
2

2

1

1
�

�

�
.

Íóë³ ó çíàìåííèêàõ öèõ ôóíêö³é ïîðîäæóþòü îñîáëèâ³ òî÷êè 2-ãî òà 4-ãî ïî-
ðÿäê³â

D
a

d
F

d
1 2 1

1
, , , ,� � �




�
�
�




�
�
� � � � �




�
�




�
� . (6)

Çíàê � ìè ñòàâèìî ó ðàç³ ä³ëåííÿ íà íóëü. Ç âèêîðèñòàííÿì ïðàâèë ãðàíè÷-
íîãî ïåðåõîäó ³ ôîðìóëè (5) îòðèìàºìî

2
2

1 01

2

2

1

1
2 2 0F

a

d
a

d

x

dx
D�




�

�
�

�

� �

�

�




�

�
�

� � �, ( , ) ,

äå D0 — òî÷êà 2-ãî ïîðÿäêó áóäü-ÿêî¿ êðèâî¿ Åäâàðäñà òàêà, ùî 2 1 00D O� �( , )
(O — íåéòðàëüíèé åëåìåíò ãðóïè òî÷îê). Àíàëîã³÷íî ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî
2 1 01 2D O, ( , )� � . Iç ôîðìóë (6) âèïëèâàº, ùî íàä ïðîñòèì ïîëåì Fp îñîáëèâ³
òî÷êè D1 2, ³ñíóþòü â îáîõ êëàñàõ êâàäðàòè÷íèõ ³ ñêðó÷åíèõ êðèâèõ Åäâàðäñà,
à òî÷êè 4-ãî ïîðÿäêó �F1 — ò³ëüêè â êëàñ³ êâàäðàòè÷íèõ êðèâèõ Åäâàðäñà.

Îòæå, âñ³ íåöèêë³÷í³ êðèâ³ Åäâàðäñà ì³ñòÿòü òðè öèêë³÷í³ ï³äãðóïè 2-ãî ïî-

ðÿäêó G O D2
0

0
( ) ,� { }, G O D2

1
1

( ) ,� { }, G O D2
2

2
( ) ,� { }, îäíó öèêë³÷íó ï³äãðóïó Gn

òî÷îê íåïàðíîãî ïîðÿäêó n , à êâàäðàòè÷í³ êðèâ³ Åäâàðäñà, êð³ì òîãî, ì³ñòÿòü äâ³

öèêë³÷í³ ï³äãðóïè 4-ãî ïîðÿäêó: G O F D F4
0

0 0 0
( ) , , ,� �{ }, G O F F D4

1
1 1 02( ) , , ,� �{

3 1 1F F� � }.
Çã³äíî ç (4) ñóìà äîâ³ëüíî¿ òî÷êè ( , )x y1 1 ³ îäí³º¿ ç òî÷îê 2-ãî àáî 4-ãî ïî-

ðÿäêó ìàº êîîðäèíàòè:
( , ) ( , ) ( , )x y x y1 1 1 11 0� � � � � , (7)

( , ) ( , ) ( ( ) )x y ay x1 1 1 10 1� � � � � � , (8)

( , ) , ,x y
a

d

a

d
x

ad
y1 1 1

1
1

11
� � �




�
�
�




�
�
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�
�
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�
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� � , (9)

( , ) , ,x y
d d

x
d

y1 1 1
1

1
11 1
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�
� � �




�
�




�
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. (10)
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Çîêðåìà, ÿêùî ( , )x y1 1 — òî÷êà íåïàðíîãî ïîðÿäêó, òî ñóìè (7) òà (9) âèçíà-
÷àþòü òî÷êó ïàðíîãî ïîðÿäêó 2 1n , à ñóìè (8) òà (10) — òî÷êó ïàðíîãî ïîðÿä-
êó 4 1n . Çàóâàæèìî, ùî ïðîáëåìè ç íåïîâíîòîþ çàêîíó äîäàâàííÿ òî÷îê âèíè-
êàþòü ò³ëüêè äëÿ òî÷îê (9) ³ (10), óòâîðåíèõ çà äîïîìîãîþ îñîáëèâèõ òî÷îê,
ùî ìàþòü îäíó íåñê³í÷åííó êîîðäèíàòó.

2. ÎÑÎÁËÈÂÎÑÒ² ÇÀÊÎÍÓ ÄÎÄÀÂÀÍÍß ÒÎ×ÎÊ ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÈÕ ÊÐÈÂÈÕ ÅÄÂÀÐÄÑÀ

Ðîçãëÿíåìî êâàäðàòè÷í³ êðèâ³ (3), ùî ì³ñòÿòü óñ³ îñîáëèâ³ òî÷êè (6). Íåõàé
äåÿêà ï³äãðóïà öèõ êðèâèõ ì³ñòèòü òî÷êè 4-ãî ïîðÿäêó � � � �F d1 1( , / ), äëÿ

ÿêèõ, ÿê çàçíà÷åíî âèùå, � � � �2 1 01 0F D( , ) . Öÿ öèêë³÷íà ï³äãðóïà º ïðÿìîþ

ñóìîþ G Gn4
1( ) � ³ ìàº ïîðÿäîê 4n. Êðèâà (3) ç ì³í³ìàëüíèì êîôàêòîðîì 8

ìàº ïîðÿäîê N nE � 8 ( n — íåïàðíå ÷èñëî), äî òîãî æ ìàêñèìàëüíèé ïîðÿäîê
òî÷êè äîð³âíþº 4n. Íåõàé P x y� ( , )1 1 , Ord P n� 4 . Òîä³ nP F� 1, 2 0nP D� ,
3 1nP F� � , 4nP O� � (1, 0). Ï³äãðóïà � � � � �P kP k n{ }| , ,1 4 ïðîá³ãàº âñ³ òî÷êè
«êîëåñà òî÷îê» (ðèñ. 1), ïðè÷îìó êîæíà ä³àãîíàëü êîëåñà çã³äíî ç (7) çâ’ÿçóº
òî÷êè ( , )x y ³ ( , )� �x y ç ïðîòèëåæíèìè çà çíàêîì êîîðäèíàòàìè. ²íøîþ âàæëèâîþ
âëàñòèâ³ñòþ êîëåñà òî÷îê º ãîðèçîíòàëüíà àñèìåòð³ÿ òî÷îê: òî÷êè âåðõíüîãî òà
íèæíüîãî ï³âêîëà îáåðíåí³ îäíà äî îäíî¿ (kP kP� � ), òîáòî ìàþòü îäíàêîâ³ x-êî-
îðäèíàòè òà ïðîòèëåæí³ y-êîîðäèíàòè. Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî â³äíîñíî âåðòèêàëüíî¿
ä³àãîíàë³ ñèìåòðè÷í³ òî÷êè ìàþòü ïðîòèëåæí³ çà çíàêîì x-êîîðäèíàòè ³ îäíàêîâ³ çà
çíàêîì y-êîîðäèíàòè. Ö³ âëàñòèâîñò³ êðèâèõ (2) ³ (3), ùî ïîðîäæóþòüñÿ ïîäâ³éíîþ
ñèìåòð³ºþ êîîðäèíàò ¿õí³õ òî÷îê, äàþòü çìîãó ëåãêî (áåç îá÷èñëåíü) ïîáóäóâàòè âñ³
òî÷êè êîëåñà çà â³äîìèìè òî÷êàìè ïåðøîãî ë³âîãî êâàäðàíòà [8].

Çà â³äîìèìè P x y� ( , )1 1 ³ ( ) ( , )n P x y� �1 2 2 â³äïîâ³äíî äî ôîðìóëè (4) îò-
ðèìóºìî îñîáëèâó òî÷êó 4-ãî ïîðÿäêó
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Çâ³äñè âèïëèâàº ð³âí³ñòü 1 01 1 2 2� �dx y x y .
Çà âåðòèêàëüíîþ àñèìåòð³ºþ x-êîîðäèíàò òî÷îê êîëåñà äëÿ òî÷êè

( ) ( , )n P x y� � �1 2 2 (ÿêà º ñèìåòðè÷íîþ òî÷ö³ ( , )x y2 2 ) ó ðàç³ äîäàâàííÿ ç òî÷êîþ
P x y� ( , )1 1 îòðèìàºìî â çíàìåííèêó y-êîîðäèíàòè ñóìè òî÷îê âèðàç
1 01 1 2 2� �dx y x y . Öåé ðåçóëüòàò º íàñë³äêîì íåïîâíîòè çàêîíó äîäàâàííÿ òî÷îê
ïàðíîãî ïîðÿäêó êðèâèõ (3). Óìîâíî êàæó÷è, çàêîí äîäàâàííÿ òî÷îê ó öüîìó
âèïàäêó íå º êîðåêòíèì. ²ç ïåðåòâîðåííÿ â íóëü çíàìåííèêà y-êîîðäèíàòè â íà-
ñòóïí³é òî÷ö³ ï³ñëÿ òî÷êè F d1 1� �( , / ) íå çàâæäè ìîæíà îòðèìàòè îñîáëèâó

òî÷êó 2-ãî ïîðÿäêó. Ï³äãðóïà � �P ì³ñòèòü ò³ëüêè íåîñîáëèâó òî÷êó 2-ãî ïîðÿäêó
2 0nP D� . Íàñïðàâä³ ó ôîðìóë³ (4) â y-êîîðäèíàò³ âèíèêàº íåâèçíà÷åí³ñòü 0 0/ ,
ÿêó ïîòð³áíî ðîçâ’ÿçàòè. Òî÷êó, â ÿê³é çà çàêîíîì äîäàâàííÿ (4) âèíèêàº òàêà íå-
âèçíà÷åí³ñòü, íàçâåìî íå÷³òêîþ.

Ï³ä ÷àñ ïðîãðàìóâàííÿ ãðóïîâèõ îïåðàö³é ³ç âèïàäêîâèìè òî÷êàìè ïîÿâà
íå÷³òêî¿ òî÷êè ïðèçâîäèòü äî çáîþ îá÷èñëåíü, ùî ïîòðåáóº çàõèñíèõ çàõîä³â.
Îñê³ëüêè â³äîìîþ º òî÷êà F P x y1 3 32� � ( , ), êîîðäèíàòè íå÷³òêî¿ òî÷êè, ÿêó
ïîòð³áíî îòðèìàòè, âèçíà÷àþòüñÿ ÿê F P x y1 3 32� � �( , ). Òîé ñàìèé ðåçóëüòàò
ìîæíà îäåðæàòè çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (10). Äîâåäåìî òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 1. Íåõàé öèêë³÷íà ï³äãðóïà � �P êâàäðàòè÷íî¿ êðèâî¿ Åäâàðäñà (3),

ùî ãåíåðóºòüñÿ òî÷êîþ P x y� ( , )1 1 ïîðÿäêó Ord P n� 4 , ì³ñòèòü îñîáëèâó òî÷êó
4-ãî ïîðÿäêó F d1 1� �( , / ) . Òîä³ ñóìè òî÷îê kP n k P� �( ) ³ kP n k P� �( )3 ,

k n� / 2, ïîðîäæóþòü äâ³ íå÷³òê³ òî÷êè: ( )n k P� 2 òà ( )3 2n k P� .
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Äîâåäåííÿ. Öèêë³÷íà ï³äãðóïà � �P çà óìîâàìè òåîðåìè º ñóìîþ ï³äãðóï

{ { }}G O F F D F F Gn4
1

1 1 0 1 12 3( ) , , ,� � � � � . Âîíà ìàº ïîðÿäîê 4n ³ ì³ñòèòü òî÷êè

nP F� 1, 2 0nP D� , 3 1nP F� � òà 4 1 0nP O� � ( , ), ñåðåä ÿêèõ º äâ³ îñîáëèâ³ òî÷êè
� F1 4-ãî ïîðÿäêó. Ïîñë³äîâíå åêñïîíåíö³þâàííÿ òî÷êè P â ïåðøîìó êâàäðàíò³
êîëåñà òî÷îê { }kP k n| � �1 âèçíà÷àº ñåãìåíò íåîñîáëèâèõ òî÷îê
{ }kP k n| � � �1 1 ³ îñîáëèâó òî÷êó nP F d� � �1 1( , / ) . Ïîçíà÷èìî

{ }kP x yk k� ( , ) , òîä³ çã³äíî ç (7) ³ ç óðàõóâàííÿì âåðòèêàëüíî¿ àñèìåòð³¿ x-êîîð-
äèíàò òî÷îê êîëåñà ñïðàâåäëèâà ð³âí³ñòü ( , ) ( , )x y x yn k n k n k n k� � � �� � . Çã³äíî
ç (4) ó ðàç³ äîäàâàííÿ òî÷îê kP n k P� �( ) îòðèìàºìî

x x y y

dx y x y

x y y x
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1
1 0

d
dx y x yk k n k n k . (11)

Äëÿ ñóìè òî÷îê kP n k P� �( )3 , ùî ì³ñòÿòü îáåðíåíó òî÷êó 3 1 1F F� � , àíà-
ëîã³÷íî îòðèìàºìî

x x y y

dx y x y

x y y x

d

k n k k n k

k k n k n k

k n k k n k3 3
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3 3

1 1
� �
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1 03 3

d
dx y x yk k n k n k . (12)

Çàì³íèìî â öèõ ð³âíîñòÿõ òî÷êó ( )n k P� íà òî÷êó ( )n k P� òà òî÷êó ( )3n k P�
íà ( )3n k P� ³ ç óðàõóâàííÿì âëàñòèâîñò³ ( , ) ( , )x y x yn k n k n k n k� � � �� � îòðè-
ìàºìî ñóìè òî÷îê ( )n k P� 2 òà ( )3 2n k P� :
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dx y x y

x y y x

dx y x
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k k n k n k

k n k k n k

k k

� �

� �

� ��

�

�

�1 1
,

n k n ky� �




�
��




�
�� �

�
� �

�

�

�
� �

� �

� �x x y y

dx y x y

x y y x

dx

k n k k n

k k n k n k

n k k n k

k

1 1 1

1 1
,

y x yk n k n k� �




�
��




�
�� �

� � � � �� � � �( ) ( , ) ( , )n k P x y x yn k n k n k n k2 2 2 2 2 , (13)

x x y y

dx y x y

x y y xk n k k n k

k k n k n k

k n k k n k3 3

3 3

3 3
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dx y x y
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n k k n1 3 3 1

3 3
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1
, k

k k n k n kdx y x y1 3 3�
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� � � � �� � � �( ) ( , ) ( , )3 2 3 2 3 2 3 2 3 2n k P x y x yn k n k n k n k . (14)

Ç ïàð ð³âíîñòåé (11), (13) ³ íàâ³òü (12), (14) âèïëèâàº, ùî íóëü ó çíàìåííèêó
x-êîîðäèíàòè (11) ïåðåì³ñòèâñÿ ó çíàìåííèê y-êîîðäèíàòè â ð³âíîñò³ (13). Òå
ñàìå ñïðàâåäëèâî äëÿ ïàðè ð³âíîñòåé (12) ³ (14). Íóëü ó çíàìåííèêó y-êîîð-
äèíàòè ìîæå ïîðîäæóâàòè îñîáëèâ³ òî÷êè 2-ãî ïîðÿäêó (6) àáî íå÷³òê³ òî÷êè.
Ïåðøèé âèïàäîê íåìîæëèâèé, îñê³ëüêè ï³äãðóïà � �P ì³ñòèòü ò³ëüêè äâ³ îñîá-

ëèâ³ òî÷êè �F1 ï³äãðóïè G4
1( ) . Äî òîãî æ êîîðäèíàòè äîäàíê³â òî÷îê â³äîì³

ç ïðàâèëà âåðòèêàëüíî¿ àñèìåòð³¿ x-êîîðäèíàò òî÷îê êîëåñà ³ âèçíà÷åí³ â (13),
(14). Òîä³ äëÿ ÷èñåëüíèê³â ¿õí³õ y-êîîðäèíàò ñïðàâåäëèâ³ ð³âíîñò³
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x y y x y dx y x yk n k k n k n k k k n k n k� � � � �� � � �2 1 0( ) ,

x y y x y dx y x yk n k k n k n k k k n k n k3 3 3 2 3 31 0� � � � �� � � �( ) .

Îòæå, y-êîîðäèíàòè òî÷îê ( )n k P� 2 òà ( )3 2n k P� , ùî îòðèìàí³ ÿê ñóìè
kP n k P� �( ) òà kP n k P� �( )3 , ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê íåâèçíà÷åíîñò³ 0 0/ ,
à â³äïîâ³äí³ òî÷êè ( )n k P� 2 òà ( )3 2n k P� º íå÷³òêèìè. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàñë³äîê 1. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè 1 ñïðàâåäëèâå äëÿ çàì³íè n � �, � | n.

Äîâåäåííÿ. Öåé íàñë³äîê ìàº ì³ñöå, îñê³ëüêè áóäü-ÿêà ï³äãðóïà G Gn� �

êðèâî¿ íåïàðíîãî ïîðÿäêó � óòâîðþº ó ðàç³ ï³äñóìîâóâàííÿ ç ï³äãðóïîþ G4
1( )

ï³äãðóïó G G4
1( ) � � ïîðÿäêó 4�, ùî ì³ñòèòü îñîáëèâ³ òî÷êè �F1 4-ãî ïîðÿäêó.

Òåîðåìà 2. Íåõàé öèêë³÷íà ï³äãðóïà � �P êâàäðàòè÷íî¿ êðèâî¿ Åäâàðäñà (3),

ùî ãåíåðóºòüñÿ òî÷êîþ P x y� ( , )1 1 ïîðÿäêó Ord P n� 2 , ì³ñòèòü îäíó îñîáëèâó

òî÷êó 2-ãî ïîðÿäêó D d1 2 1, ( / , )� � � . Òîä³ ñóìà òî÷îê kP n k P� �( ) , k n� / 2 ,

óòâîðþº îäíó íå÷³òêó òî÷êó ( )n k P� 2 .
Äîâåäåííÿ. Ó öüîìó ðàç³ öèêë³÷íà ï³äãðóïà � �P n2 ïîðÿäêó 2n áóäóºòüñÿ ÿê

ïðÿìà ñóìà ãðóï G Gn2
1( ) � àáî G Gn2

2( ) � . Çà óìîâàìè òåîðåìè nP D� �1 2,

� � �( / , )1 d , 2 1 0nP O� � ( , ). Ïîñë³äîâíå åêñïîíåíö³þâàííÿ òî÷êè P ó âåðõíüî-

ìó ï³âêîë³ êîëåñà òî÷îê { }kP k n| � �1 óòâîðþº íåîñîáëèâ³ òî÷êè
{ }kP k n| � � �1 1 òà îñîáëèâó òî÷êó nP D d� � �1 1( / , ) àáî nP D� �2

� � �( / , )1 d , ùî ëåæèòü íà ãîðèçîíòàëüí³é ä³àìåòðàëüí³é ë³í³¿. Òî÷êè

{ }� � � �kP k n| 1 1 íèæíüîãî ï³âêîëà êîëåñà º îáåðíåíèìè äî òî÷îê âåðõíüîãî
ï³âêîëà. Íåõàé kP x yk k� ( , ), òîä³ íà ï³äñòàâ³ (7) ³ âëàñòèâîñò³ ãîðèçîíòàëüíî¿

àñèìåòð³¿ y-êîîðäèíàò òî÷îê êîëåñà ìàº ì³ñöå ð³âí³ñòü ( , ) ( , )x y x yk k k k� �� � .

Çã³äíî ç (4) ñóìà òî÷îê ( )n k P kP� � âèçíà÷àº òî÷êó D1 àáî D2 , òîä³

x x y y

dx y x y

x y y x

dx y x

k n k k n k

k k n k n k

k n k k n k

k k

� �

� �

� ��

�

�

�1 1
,

n k n ky
D
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�� � �1 2,

�
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�
�




�
�� � �� �

1
1 0

d
dx y x yk k n k n k, . (15)

Îäíàê ñóìà òî÷îê ( ) ( )n k P kP n k P� � � � 2 íå º îñîáëèâîþ òî÷êîþ:

x x y y

dx y x y

x y y x

dx y x

k n k k n k

k k n k n k

k n k k n k

k k

� �

� �

� ��

�

�

�1 1
,

n k n ky� �




�
��




�
�� �

�
�

�

�

�
� �

� �

� �x x y y

dx y x y

x y y x

dx y

k n k k n k

k k n k n k

k n k k n k

k k1 1
,

x yn k n k� �




�
��




�
�� �

� � � � �� � � �( ) ( , ) ( , )n k P x y x yn k n k n k n k2 2 2 2 2 . (16)

Ç öèõ ð³âíîñòåé âèïëèâàº, ùî íóëü ó çíàìåííèêó y-êîîðäèíàòè (15) ïåðå-
ì³ñòèâñÿ â çíàìåííèê x-êîîðäèíàòè ð³âíîñò³ (16). Íóëü ó çíàìåííèêó x-êîîð-
äèíàòè â³äïîâ³äàº îñîáëèâèì òî÷êàì 4-ãî ïîðÿäêó (6), ÿê³ âèëó÷åí³ ç
öèêë³÷íî¿ ï³äãðóïè � �P ïîðÿäêó 2n. Îñê³ëüêè íåíóëüîâ³ êîîðäèíàòè öèõ òî-
÷îê â³äîì³ çà ïðàâèëîì ãîðèçîíòàëüíî¿ àñèìåòð³¿ y-êîîðäèíàò òî÷îê êîëåñà
³ âèçíà÷åí³ â (16), ñïðàâåäëèâà ð³âí³ñòü

x x y y x dx y x yk n k k n k n k k k n k n k� � � � �� � � �2 1 0( ) .
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Îòæå, x-êîîðäèíàòà òî÷êè ( ) ( / )n k P k n� �2 2 , ùî îòðèìàíà çã³äíî ç (4) äëÿ
ñóìè òî÷îê ( )n k P kP� � , ïîðîäæóº íåâèçíà÷åí³ñòü 0 0/ , à â³äïîâ³äíà òî÷êà
( )n k P� 2 º íå÷³òêîþ. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ï³äãðóï, ÿê³ ì³ñòÿòü îñîáëèâ³ òî÷êè 4-ãî ïîðÿäêó, íåâèçíà-
÷åíîñò³ 0 0/ â íå÷³òêèõ òî÷êàõ çàâæäè âèíèêàþòü â x-êîîðäèíàòàõ, òîä³ ÿê äëÿ
ï³äãðóï, ùî ì³ñòÿòü îñîáëèâ³ òî÷êè 2-ãî ïîðÿäêó, âîíè âèíèêàþòü â y-êîîðäèíàòàõ.

Òåîðåìà 3. Äëÿ òî÷îê íåïàðíèõ ïîðÿäê³â öèêë³÷íî¿ ï³äãðóïè Gn êâàäðàòè÷-

íî¿ êðèâî¿ Åäâàðäñà (3), ùî ãåíåðóºòüñÿ òî÷êîþ P x y� ( , )1 1 ïîðÿäêó Ord P n� ,
à òàêîæ òî÷îê ïàðíèõ ïîðÿäê³â 2n, 4n, ÿê³ ãåíåðóþòü öèêë³÷í³ ï³äãðóïè, ùî íå
ì³ñòÿòü îñîáëèâèõ òî÷îê, çàêîí äîäàâàííÿ òî÷îê (4) º ïîâíèì.

Äîâåäåííÿ. Äîäàâàííÿ áóäü-ÿêî¿ ïàðè òî÷îê íåïàðíèõ ïîðÿäê³â óòâîðþº
òî÷êó íåïàðíîãî ïîðÿäêó. Ó ï³äãðóï³ Gn , òàêèì ÷èíîì, âèëó÷åí³ îñîáëèâ³ òî÷-
êè (6) ïîðÿäê³â 2 ³ 4 ³ çíàìåííèêè êîîðäèíàò ñóìàðíî¿ òî÷êè (4) ìàþòü âèãëÿä
1 01 1 2 2� �dx y x y . Ç äîâåäåííÿ òåîðåì 1 ³ 2 òàêîæ âèïëèâàº, ùî ³ íå÷³òê³ òî÷êè ç
íåâèçíà÷åí³ñòþ 0 0/ â êîîðäèíàòàõ ñóìàðíî¿ òî÷êè âèëó÷åí³. Îòæå, ó ï³äãðóï³
Gn êðèâî¿ (3) çàêîí äîäàâàííÿ (4) ïîâíèé.

Ó öèêë³÷íèõ ï³äãðóïàõ ïàðíèõ ïîðÿäê³â, óòâîðåíèõ ïðÿìèìè ñóìàìè
G Gn2

0( ) � ³ G Gn4
0( ) � ³ ÿê³ íå ì³ñòÿòü îñîáëèâèõ òî÷îê (6), çà çàêîíîì (4) äëÿ

âñ³õ ïàð òî÷îê, ùî äîäàþòüñÿ, âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü 1 01 1 2 2� �dx y x y , îòæå,
çàêîí äîäàâàííÿ ïîâíèé. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ïðî³ëþñòðóºìî ïðèêëàäîì ðåçóëüòàòè òåîðåì.
Ïðèêëàä 1. Íåõàé p � 23, êðèâà çàäàíà ð³âíÿííÿì (3) ç ïàðàìåòðîì

d � �2 52. Âîíà º ñóïåðñèíãóëÿðíîþ ³ ìàº ïîðÿäîê N pE � � �1 24. Ó òàáë.1 íà-

âåäåíî êîîðäèíàòè òî÷îê âñ³õ ¿¿ ï³äãðóï ïîðÿäê³â 4 12n � , 2 6n � òà n � 3, à ðèñ. 1
³ëþñòðóº êîëåñî òî÷îê äëÿ ï³äãðóïè ç îñîáëèâîþ òî÷êîþ F1 (a) ³ ï³äãðóïè áåç
îñîáëèâî¿ òî÷êè (á). Ðèñ. 2 ³ëþñòðóº äâà êîëåñà òî÷îê äëÿ 2 6n � , ÿê³ ì³ñòÿòü àáî
òî÷êó 2-ãî ïîðÿäêó D1 (à), àáî òî÷êó D0 (á). Îäíà òî÷êà P � ( , )6 11 ãåíåðóº
ï³äãðóïó ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêó, ùî ì³ñòèòü 12 òî÷îê, çàïèñàíèõ ó äðóãîìó
ðÿäêó òàáë. 1. Ïðè öüîìó 3 91P F� � �( , ) — îñîáëèâà òî÷êà 4-ãî ïîðÿäêó. Çã³äíî
ç (4) ³ â³äïîâ³äíî äî òåîðåìè 1 ñóìà òî÷îê P P P� � �( )3 1 5 óòâîðþº ð³âí³ñòü

6 5 11 10

1 2 6 5 11 10

6 10 5 11� � � � �

� � � � � �

� � � � �( ) ( )

( ) ( )
,

( ) ( ) )

1 2 6 5 11 10

12

2

0

0
6

0

0� � � � � �




�
�




�
� �

�


�
�




�
� � �


�
�




�
�

( ) (
, , .

Îòðèìàëè íå÷³òêó òî÷êó ç íåâèçíà÷åí³ñòþ 0 0/ â y-êîîðäèíàò³ íà ïîçèö³¿ 5P.
Òoé ñàìèé ðåçóëüòàò ìàºìî ó ðàç³ äîäàâàííÿ òî÷îê ( ) ( )3 1 9 2n P P P� � � � .

Êâàäðàòè÷í³ êðèâ³ Åäâàðäñà ì³ñòÿòü âäâ³÷³ á³ëüøå îñîáëèâèõ ³ íå÷³òêèõ òî-
÷îê, í³æ ñêðó÷åí³, ùî ïîòð³áíî âðàõîâóâàòè ó ðàç³ âèêîðèñòàííÿ â àëãîðèòìàõ
òî÷êè ïàðíèõ ïîðÿäê³â.

3. ÎÑÎÁËÈÂÎÑÒ² ÇÀÊÎÍÓ ÄÎÄÀÂÀÍÍß ÒÎ×ÎÊ ÑÊÐÓ×ÅÍÈÕ ÊÐÈÂÈÕ ÅÄÂÀÐÄÑÀ

Âèçíà÷èìî ïàðó êâàäðàòè÷íî¿ òà ñêðó÷åíî¿ êðèâî¿ Åäâàðäñà ÿê ïàðó êâàäðàòè÷-
íîãî êðó÷åííÿ ç ïàðàìåòðàìè �( )ad �1, � �a ca , � �d cd , �( )c � �1 [7]. Äëÿ êâàä-
ðàòè÷íî¿ êðèâî¿ Åäâàðäñà � �( ) ( )a d� �1 ìîæíà ïðèéíÿòè a �1, òîä³ äëÿ ñêðó÷å-
íî¿ êðèâî¿ Åäâàðäñà � �a c, � � � � �d cd d c, ( ) , ( )� �1 1.

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó ïðèêëàä, êîëè p � 3 4mod . Çàóâàæèìî, ùî ïðè öüîìó
³ñíóþòü ñóïåðñèíãóëÿðí³ êðèâ³ Åäâàðäñà ïîðÿäêó N E � 0 8mod [10]. Äî òîãî æ
�( )� � �1 1 òà ìîæíà ââàæàòè, ùî c � �1. Òîä³ ð³âíÿííÿ ñêðó÷åíî¿ êðèâî¿ Åäâàð-
äñà çã³äíî ç (1) çàïèøåìî ó âèãëÿä³

E x y dx y d F d dd p� �
	� � � � � �1

2 2 2 21 1 1, : , , , ( )� . (17)
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Çàçíà÷èìî, ùî öÿ êðèâà íå ì³ñòèòü í³ êëàñè÷íèõ òî÷îê 4-ãî ïîðÿäêó
� � �F0 0 1( , ), í³ îñîáëèâèõ òî÷îê 4-ãî ïîðÿäêó (6). Ðàçîì ç òèì ³ñíóþòü íå-
îñîáëèâ³ òî÷êè 4-ãî ïîðÿäêó [7, òåîðåìà 2.1]:
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Ò à á ë è ö ÿ 1. Òî÷êè öèêë³÷íèõ ï³äãðóï êâàäðàòè÷íî¿ êðèâî¿ (3) ïîðÿäêó
N E � 24 äëÿ p � 23, d � 2

Íîìåð
ï³äãðó-

ïè

Êîîðäèíàòè òî÷îê çà íàçâàìè

Ð 2Ð 3Ð 4Ð 5Ð 6Ð 7Ð 8Ð 9Ð 10Ð 11Ð 12Ð

1 ( , )6 11 ( , )5 10� ( , )� 9 ( , )� �5 10 ( , )�6 11 ( , )�1 0 ( , )� �6 11 ( , )�5 10 ( , )� � 9 ( , )5 10 ( , )6 11� ( , )1 0

2 ( , )10 5 ( , )5 10 ( , )0 1 ( , )�5 10 ( , )�10 5 ( , )�1 0 ( , )� �10 5 ( , )� �5 10 ( , )0 1� ( , )5 10� ( , )10 5� ( , )1 0

3 ( , )11 6 ( , )� �5 10 ( , )�9 � ( , )�5 10 ( , )11 6� ( , )1 0

4 ( , )�11 6 ( , )�5 10 ( , )9 � ( , )� �5 10 ( , )11 6� ( , )1 0

5 ( , )5 10 ( , )�5 10 ( , )�1 0 ( , )� �5 10 ( , )5 10� ( , )1 0

6 ( , )�5 10 ( , )� �5 10 ( , )1 0

Ðèñ. 2. Êîëåñî òî÷îê ï³äãðóï ïîðÿäêó 2 6n � , ùî ì³ñòÿòü òî÷êó D1 (à) àáî D0 (á) êâàäðàòè÷íî¿
êðèâî¿ Åäâàðäñà ïîðÿäêó N E � 24 äëÿ p � 23, d � 2

áà

Ðèñ. 1. Êîëåñî òî÷îê ï³äãðóï ïîðÿäêó 4 12n � , ùî ì³ñòÿòü òî÷êè � F1 (a) àáî òî÷êè � F0 (á)
êâàäðàòè÷íî¿ êðèâî¿ Åäâàðäñà ïîðÿäêó N E � 24 äëÿ p � 23, d � 2

à á
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�


�
�
�




�
�
�F

a

d ad
2

4 1
, , � � � �

�


�
�
�




�
�
�F

a

d ad
3

4 1
, , (18)

ïîäâîºííÿ ÿêèõ âèçíà÷àº îñîáëèâ³ òî÷êè 2-ãî ïîðÿäêó D1 òà D2 ç (6). Ä³éñíî,
çã³äíî ç (5) ìàºìî

2

1

1
1

2
1

1
1

2F

a

d
a

ad

d
a

d ad

a

d ad

d
a

d ad

�
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�
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�
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��

�
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�

�
�




�
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�
��




�
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�
��

� �



�
�
�




�
�
� �

2

2

1

1
1

a

d

a

d
a

ad

d
d

a

d
, , D1.

Äðóãå çíà÷åííÿ êâàäðàòíîãî êîðåíÿ �
a

d
â³äïîâ³äàº ïîäâîºííþ 2 3 2F D� .

Òîä³ êðèâà (17) ì³ñòèòü äâ³ öèêë³÷í³ ï³äãðóïè 4-ãî ïîðÿäêó, ÿê³ ì³ñòÿòü îñîáëèâ³
òî÷êè 2-ãî ïîðÿäêó:

G O F F D F F
4
2

2 2 1 2 22 3( ) , , ,� � � �{ }, G O F F D F F
4
3

3 3 2 3 32 3( ) , , ,� � � �{ }. (19)

Ïðÿì³ ñóìè öèõ ãðóï ç ï³äãðóïîþ òî÷îê íåïàðíîãî ïîðÿäêó óòâîðþþòü
öèêë³÷í³ ï³äãðóïè êðèâî¿ (17) ïîðÿäêó 4n, ùî ì³ñòÿòü îñîáëèâ³ òî÷êè 2-ãî ïî-
ðÿäêó. Ö³ æ ñàì³ òî÷êè íàëåæàòü äî ï³äãðóï ïîðÿäêó 2n, óòâîðåíèõ ó âèãëÿä³ ñóì

G Gn2
1( ) � òà G Gn2

2( ) � . Ö³ âëàñòèâîñò³ êðèâî¿ (17) âèêîðèñòîâóþòü â òåîðåìàõ,

íàâåäåíèõ íèæ÷å. Âàæëèâîþ â³äì³íí³ñòþ âëàñòèâîñòåé ï³äãðóï òî÷îê ïîðÿäê³â
2n ³ 4n ñêðó÷åíèõ êðèâèõ Åäâàðäñà ç îñîáëèâèìè òî÷êàìè â³ä âëàñòèâîñòåé êâàä-
ðàòè÷íèõ êðèâèõ º âòðàòà âëàñòèâîñò³ âåðòèêàëüíî¿ àñèìåòð³¿ íà êîëåñ³ òî÷îê
(äèâ. (7)–(10)).

Òåîðåìà 4. Íåõàé öèêë³÷íà ï³äãðóïà � �P ñêðó÷åíî¿ êðèâî¿ Åäâàðäñà (17),
ùî ãåíåðóºòüñÿ òî÷êîþ P x y� ( , )1 1 ïîðÿäêó Ord P n� 4 àáî Ord P n� 2 , ì³ñòèòü
îäíó îñîáëèâó òî÷êó 2-ãî ïîðÿäêó D d1 2 1, ( / , )� � � . Òîä³ çà óìîâè Ord P n� 4

ñóìà òî÷îê kP n k P� �( )2 ïîðîäæóº îäíó íå÷³òêó òî÷êó ( )2 2n k P� , à çà óìîâè
Ord P n� 2 ñóìà òî÷îê kP n k P� �( ) ïîðîäæóº îäíó íå÷³òêó òî÷êó ( )n k P� 2 .

Äîâåäåííÿ. Öèêë³÷íà ï³äãðóïà � �P ñêðó÷åíî¿ êðèâî¿ Åäâàðäñà (17) ïîðÿäêó

4n ç îñîáëèâîþ òî÷êîþ D d1 1� �( / , ) àáî D d2 1� � �( / , ) º ñóìîþ G Gn4
2( ) �

àáî G Gn4
3( ) � , äå ï³äãðóïè 4-ãî ïîðÿäêó âèçíà÷åíî â (19). Ó ïåðøîìó âèïàäêó,

êîëè Ord P n� 4 , âèêîíóºòüñÿ 2 1nP D� , ó äðóãîìó âèïàäêó, êîëè Ord P n� 2 ,
ìàºìî 2 2nP D� , ³ ö³ òî÷êè íà ãîðèçîíòàëüíîìó ä³àìåòð³ êîëåñà òî÷îê çàìèêàþòü
éîãî âåðõíº ï³âêîëî. Îá÷èñëåíî éîãî íåîñîáëèâ³ òî÷êè kP k n, � 2 , òîä³ â³äîì³ é
îáåðíåí³ òî÷êè, à ñàìå �kP. Çàïèøåìî äâ³ ð³âíîñò³:

kP n k P nP
d

� � � � �



�
�




�
�( ) ,2 2

1
,

kP n k P n k P x yn k n k� � � � � � �( ) ( ) ( , )2 2 2 2 2 2 2 . (20)

Äðóã³ äîäàíêè ó öèõ ñóìàõ âçàºìíî îáåðíåí³, òîä³

( , ) ( , )x y x yn k n k n k n k2 2 2 2� � � �� � . (21)

Ç (4), (20) òà (21) âèïëèâàº 1 1 02 2 2 2� � � �� � � �dx y x y dx y x yk k n k n k k k n k n k) ) .
Îòæå, ìàºìî íóëü ó çíàìåííèêó y-êîîðäèíàòè ïåðøî¿ ñóìè òî÷îê (20), à òà-

êîæ ó çíàìåííèêó x-êîîðäèíàòè äðóãî¿ ñóìè òî÷îê (20). Îñê³ëüêè íåîñîáëèâà
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òî÷êà ( )2 2n k P� ìàº â³äîì³ êîîðäèíàòè, ÿê³ ìîæíà îòðèìàòè ç êîîðäèíàò îáåð-
íåíî¿ òî÷êè ( )2 2n k P� , ÷èñåëüíèê ¿¿ x-êîîðäèíàòè â ñóì³ (20) ñòàíîâèòü

x dx y x yn k k k n k n k2 2 2 21 0� � �� �( ) .

Îòæå, òî÷êà ( )2 2n k P� , ÿêà óòâîðåíà ÿê ñóìà kP n k P� �( )2 , ìàº íåâèçíà-
÷åí³ñòü 0 0/ óïðîäîâæ îá÷èñëåííÿ x-êîîðäèíàòè ³ º íå÷³òêîþ.

Çàì³íþþ÷è öèêë³÷í³ ï³äãðóïè 4-ãî ïîðÿäêó (19) íà ï³äãðóïè îñîáëèâèõ òî÷îê

2-ãî ïîðÿäêó, îòðèìàºìî ï³äãðóïè G Gn2
1( ) � òà G Gn2

2( ) � ïîðÿäêó 2n, äëÿ ÿêèõ

nP D� 1 àáî nP D� 2 . Íàâåäåíå äîâåäåííÿ áóäå ñïðàâåäëèâèì ï³ñëÿ çàì³íè 2n n� .
Ó öüîìó âèïàäêó òî÷êà ( )n k P� 2 , óòâîðåíà ÿê ñóìà kP n k P� �( ) , ìàº íåâèçíà-
÷åí³ñòü 0 0/ óïðîäîâæ îá÷èñëåííÿ x-êîîðäèíàòè ³ º íå÷³òêîþ. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê p �1 4mod , ÿêèé ïîðîäæóº ò³ëüêè íåñóïåðñèíãóëÿðí³
êðèâ³ Åäâàðäñà. Öå î÷åâèäíî, îñê³ëüêè çíà÷åííÿ p � �1 2 4mod íå ìîæå áóòè ïî-
ðÿäêîì êðèâî¿ Åäâàðäñà. Çàì³ñòü (17) ñêðó÷åí³ êðèâ³ Åäâàðäñà âèçíà÷àº ó öüîìó
ðàç³ çàãàëüíå ð³âíÿííÿ (1) çà óìîâè � �( ) ( )a d� � �1. Õàðàêòåðíîþ âëàñòèâ³ñòþ
öèõ êðèâèõ º â³äñóòí³ñòü òî÷îê 4-ãî ïîðÿäêó [7, òâåðäæåííÿ 4.2], òîä³ ïîðÿäîê
áóäü-ÿêî¿ òàêî¿ êðèâî¿ ñòàíîâèòü N nE � �4 0 4mod [9]. Êîôàêòîð 4 êðèâî¿ öüîãî
ïîðÿäêó âèçíà÷åíî íàÿâí³ñòþ íåöèêë³÷íî¿ ï³äãðóïè 4-ãî ïîðÿäêó
G O D D D4 0 1 2� { }, , , òî÷îê 2-ãî ïîðÿäêó. Öÿ êðèâà ì³ñòèòü äâ³ ï³äãðóïè

G Gn2
1( ) � òà G Gn2

2( ) � ïîðÿäêó 2n, äëÿ ÿêèõ âèêîíóºòüñÿ nP D� 1 àáî nP D� 2 .

Äëÿ öèõ ï³äãðóï ñïðàâåäëèâå äðóãå òâåðäæåííÿ òåîðåìè 4.
Òåîðåìà 5. Äëÿ òî÷îê íåïàðíèõ ïîðÿäê³â öèêë³÷íî¿ ï³äãðóïè Gn , ñêðó÷åíî¿

êðèâî¿ Åäâàðäñà (1) ç � �( ) ( )a d� � �1, ùî ãåíåðóºòüñÿ òî÷êîþ P x y� ( , )1 1 ïî-
ðÿäêó Ord P n� , à òàêîæ òî÷îê ïàðíèõ ïîðÿäê³â 2n, ÿê³ ãåíåðóþòü öèêë³÷í³
ï³äãðóïè, ùî íå ì³ñòÿòü îñîáëèâèõ òî÷îê, çàêîí äîäàâàííÿ òî÷îê (4) º ïîâíèì.

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ ö³º¿ òåîðåìè äëÿ ñêðó÷åíèõ êðèâèõ Åäâàðäñà
çá³ãàºòüñÿ ç òâåðäæåííÿì òåîðåìè 3 äëÿ êâàäðàòè÷íèõ êðèâèõ Åäâàðäñà â ÷àñòèí³,
ùî ñòîñóºòüñÿ ï³äãðóï ïîðÿäê³â n ³ 2n ³ éîãî ìîæíà äîâåñòè ç ò³ºþ æ àðãóìåíòàö³ºþ.

Ïðèêëàä 2. Äëÿ p � 23 çàäàíî ñêðó÷åíó êðèâó (17) ç ïàðàìåòðàìè a � �1,

d � �2. Âîíà º êâàäðàòè÷íèì êðó÷åííÿì êðèâî¿, ðîçãëÿíóòî¿ ó ïðèêëàä³ 1, ç òèì
ñàìèì ïîðÿäêîì. Ó òàáë. 2 íàâåäåíî êîîðäèíàòè òî÷îê óñ³õ ¿¿ ï³äãðóï ïîðÿäê³â
4 12n � , 2 6n � , n � 3, à ðèñ. 3 ³ëþñòðóº êîëåñî òî÷îê äëÿ ï³äãðóïè ç îñîáëèâîþ
òî÷êîþ D1 9� �( , ) ó ï³äãðóïàõ ïîðÿäê³â 12 (ðèñ. 3, a) òà 6 (ðèñ. 3, á). Îäíà ç ¿¿ òî÷îê
P � ( , )2 4 ãåíåðóº ï³äãðóïó ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêó 12, ¿¿ òî÷êè çàïèñàíî ó äðóãîìó
ðÿäêó òàáë. 2. Çã³äíî ç (4) òà çà òåîðåìîþ 4 ñóìà òî÷îê P P P� � �( )6 1 8 âèçíà÷àº

2 7 4 8

1 2 2 4 7 8

2 8 7 4

1 2 2 4

� � � � �

� � � � � �

� � � � �

� � �

( ) ( )

( ) ( )
,

( ) ( )

� � � �




�
�




�
� � 


�
�




�
� � 


�
�




�
�

( ) ( )
, ,

7 8

0

0

2

2

0

0
1 .

Îòðèìàëè íå÷³òêó òî÷êó ç íåâèçíà÷åí³ñòþ 0 0/ â x-êîîðäèíàò³ íà ïîçèö³¿
( )n P P� �2 8 .

Çà óìîâ, êîëè çíà÷åííÿ k òî÷êè kP íåâ³äîìå, äëÿ áóäü-ÿêî¿ òî÷êè P ç ï³äãðó-
ïè, ùî ì³ñòèòü, íàïðèêëàä, òî÷êó D1, ëåãêî çíàéòè òî÷êó Q òàêó, ùî P Q D� � 1
(äèâ. (9)). Òîä³ òî÷êà P Q S� � º íå÷³òêîþ òî÷êîþ ç íåâèçíà÷åí³ñòþ 0 0/ â x-êîîð-
äèíàò³. ßêùî â³äîìà y-êîîðäèíàòà, ³íøó êîîðäèíàòó ìîæíà çíàéòè, íàïðèêëàä,
ç ð³âíÿííÿ êðèâî¿ (1). Ìîæíà òàêîæ îá÷èñëèòè òî÷êó R P� 2 òà çíàéòè ñóìó
2 1P D S� � çà äîïîìîãîþ (9). Ó áóäü-ÿêîìó âèïàäêó ïîòðàïëÿííÿ íà íå÷³òêó òî÷êó
ãàëüìóº îá÷èñëåííÿ, ³ öüîãî ñë³ä óíèêàòè.
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Íå çâàæàþ÷è íà òå, ùî ÷àñòêà îñîáëèâèõ òî÷îê (6) äëÿ êðèïòîãðàô³÷íèõ çà-
ñòîñóâàíü ì³çåðíà (¿õíÿ â³äíîñíà ÷àñòêà ñòàíîâèòü ïðèáëèçíî 1 2/ n), ãðóïîâ³
îïåðàö³¿ (4) â êëàñàõ íåöèêë³÷íèõ êðèâèõ Åäâàðäñà (1) (�( )ad �1) ìîæóòü ïî-
ðîäæóâàòè ö³ òî÷êè, à òàêîæ íå÷³òê³ òî÷êè äëÿ áëèçüêî 12.5 % (N nE � 8 )
àáî 25 % (N nE � 4 ) â³äîìèõ ïàð äîäàíê³â ( /k n� 2). Çàçíà÷èìî, ùî öåé ðå-
çóëüòàò ñïðàâåäëèâèé äëÿ âñ³õ ä³ëüíèê³â � ÷èñëà n, ùî ó áàãàòî ðàç³â ðîçøè-
ðþº ìíîæèíó íåáåçïå÷íèõ òî÷îê. Íàïðèêëàä, äëÿ àëãîðèòìó CSIDH [1] ç
÷èñëîì n, ÿêå äîð³âíþº äîáóòêó K � 74 ïðîñòèõ ÷èñåë, ê³ëüê³ñòü ñï³âìíîæ-

íèê³â n ñêëàäàº
s

K

K
s KC�� � � �1

742 1 2 . Ç óðàõóâàííÿì ïàðíèõ ÷èñåë ê³ëüê³ñòü

âñ³õ öèêë³÷íèõ ï³äãðóï íåöèêë³÷íèõ êðèâèõ Åäâàðäñà äîñÿãàº â öüîìó ïðè-

êëàä³ 277 . Éìîâ³ðí³ñòü âèáîðó âèïàäêîâî¿ òî÷êè ïàðíîãî ïîðÿäêó äëÿ ÷åðãî-
âî¿ ³çîãåí³¿ â CSIDH ó â³ñ³ì ðàç³â á³ëüøà, í³æ òî÷êè íåïàðíîãî ïîðÿäêó.
Ïðîãðàìóþ÷è åêñïîíåíö³þâàííÿ âèïàäêîâèõ òî÷îê, öå ïîòð³áíî âðàõîâóâàòè.
Ïåðåõ³ä äî ï³äãðóïè Gn òî÷îê íåïàðíîãî ïîðÿäêó óñóâàº ïðîáëåìó (òåîðå-
ìè 3 ³ 5). Äîñÿãàºòüñÿ öå äâîðàçîâèì ïîäâîºííÿì áóäü-ÿêî¿ òî÷êè ìàêñèìàëü-
íîãî ïîðÿäêó 4n .
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Ò à á ë è ö ÿ 2. Òî÷êè öèêë³÷íèõ ï³äãðóï ñêðó÷åíî¿ êðèâî¿ (17)
ïîðÿäêó N E � 24 äëÿ p � 23, a d� � � �1 2,

Íîìåð
ï³äãðó-

ïè

Êîîðäèíàòè òî÷îê çà íàçâàìè

Ð 2Ð 3Ð 4Ð 5Ð 6Ð 7Ð 8Ð 9Ð 10Ð 11Ð 12Ð

1 ( , )2 4 ( , )8 9� ( , )� �3 3 ( , )4 1� ( , )�7 8 ( , )9 � ( , )� �7 8 ( , )4 1 ( , )�3 3 ( , )8 9 ( , )2 4� ( , )1 0

2 ( , )�2 4 ( , )8 9 ( , )3 3� ( , )4 1 ( , )7 8 ( , )�9 � ( , )7 8� ( , )4 1� ( , )4 1� ( , )8 9� ( , )� �2 4 ( , )1 0

3 ( , )8 9 ( , )4 1 ( , )9 � ( , )4 1� ( , )8 9� ( , )1 0

4 ( , )�8 9 ( , )4 1� ( , )�9 � ( , )4 1 ( , )� �8 9 ( , )1 0

5 ( , )�4 1 ( , )4 1 ( , )�1 0 ( , )4 1� ( , )� �4 1 ( , )1 0

6 ( , )3 3 ( , )9 � ( , )3 3� ( , )1 0

7 ( , )�3 3 ( , )9 � ( , )� �3 3 ( , )1 0

8 ( , )4 1 ( , )4 1� ( , )1 0

Ðèñ. 3. Êîëåñî òî÷îê ï³äãðóï ïîðÿäê³â 4n (a) òà 2n (á), ùî ì³ñòÿòü òî÷êó D1, ñêðó÷åíî¿ êðèâî¿
Åäâàðäñà ïîðÿäêó N E � 24 äëÿ p � 23, a d� � � �1 2,

áà
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A.V. Bessalov, S.V. Abramov
SPECIAL PROPERTIES OF THE POINTS ADDITION LAW
OF NON-CYCLIC EDWARDS CURVES

Abstract. The authors analyze the speclial properties of two classes of quadratic and twisted
Edwards curves over a prime field, related to their non-cyclic structure and the incompleteness
of the points addition law. Both classes of curves contain special points of 2nd and 4th orders
with respect to one infinite coordinate, which generate points with uncertainty 0/0 in one of the
coordinates of the sum, called ambiguous points. Five theorems are formulated and proved that
allow resolving these uncertainties and proving the conditions whereby the points addition law in
these classes of curves is complete.
.

Keywords: generalized Edwards curve, complete Edwards curve, twisted Edwards curve,
quadratic Edwards curve, curve order, point order, special point, ambiguous point, wheel of
points, quadratic residue, quadratic non-residue.
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