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Àíîòàö³ÿ. Äîñë³äæåíî ìàòåìàòè÷í³ ìîäåë³ ë³í³éíîãî òà Áóëåâîãî ë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàí-
íÿ äëÿ çáàëàíñîâàíî¿ äâîåòàïíî¿ òðàíñïîðòíî¿ çàäà÷³ òà äâîõ ¿¿ ìîäèô³êàö³é. Ïåðøà ìî-
äèô³êàö³ÿ âðàõîâóº âåðõí³ ìåæ³ ïðîïóñêíèõ ñïðîìîæíîñòåé ïðîì³æíèõ ïóíêò³â, à äðóãà
ìîäèô³êàö³ÿ äàº çìîãó âèáèðàòè ô³êñîâàíó ê³ëüê³ñòü ïðîì³æíèõ ïóíêò³â, ìåíøó, í³æ ¿õíÿ
çàãàëüíà ê³ëüê³ñòü. Äëÿ âñ³õ âèïàäê³â îá´ðóíòîâàíî íåîáõ³äí³ òà äîñòàòí³ óìîâè
ñóì³ñíîñò³ ñèñòåì ë³í³éíèõ îáìåæåíü â³äïîâ³äíèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ.
Ðîçãëÿíóòî ïðèêëàäè çàñòîñóâàííÿ ìîäèô³êàö³é äëÿ îïòèìàëüíîãî ðîçáèòòÿ ìíîæèíè, çà-
äà÷³ ïðî ð-ìåä³àíó ãðàôó òà îïòèìàëüíîãî ðîçì³ùåííÿ çàäàíî¿ ê³ëüêîñò³ ñêëàä³â. Íàâåäå-
íî ðåçóëüòàòè îá÷èñëþâàëüíèõ åêñïåðèìåíò³â ç âèêîðèñòàííÿì ñîëâåð³â Gurobi òà CPLEX
òà ìîâè ìîäåëþâàííÿ AMPL.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: äâîåòàïíà òðàíñïîðòíà çàäà÷à, çàäà÷à ë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ, çàäà÷à
Áóëåâîãî ë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ, AMPL, Gurobi, CPLEX, îïòèìàëüíå ðîçáèòòÿ ìíîæè-
íè, ð-ìåä³àíà ãðàôó, ìåòîä k-ñåðåäí³õ, ìàòåð³àëüíî-òåõí³÷íå çàáåçïå÷åííÿ.

ÂÑÒÓÏ

Ó ðîáîòàõ [1, 2] äîñë³äæåíî äâîåòàïí³ íåïåðåðâíî-äèñêðåòí³ çàäà÷³ îïòèìàëü-
íîãî ðîçáèòòÿ-ðîçïîä³ëó ³ç çàäàíèìè ïîëîæåííÿìè öåíòð³â ï³äìíîæèí òà ç
ïîøóêîì îïòèìàëüíèõ êîîðäèíàò ðîçòàøóâàííÿ öåíòð³â ï³äìíîæèí. Ö³ çàäà÷³
ðîçâ’ÿçóþòüñÿ äâîìà åòàïàìè ³ ïîëÿãàþòü ó âèçíà÷åíí³ çîí çáîðó íåïåðåðâíî
ðîçïîä³ëåíîãî ðåñóðñó (ñèðîâèíè) ï³äïðèºìñòâàìè ³ îáñÿã³â ïåðåâåçåíü ïåðå-
ðîáëåíîãî ïðîäóêòó â³ä ï³äïðèºìñòâ (ïåðøèé åòàï) äî ñïîæèâà÷³â (äðóãèé
åòàï) ç ìåòîþ ì³í³ì³çàö³¿ ñóìàðíèõ âèòðàò íà òðàíñïîðòóâàííÿ ðåñóðñó â³ä
ïîñòà÷àëüíèê³â ÷åðåç ïóíêòè ïåðåðîáêè (çáîðó, çáåð³ãàííÿ) äî ñïîæèâà÷³â.

Îêðåìèì âèïàäêîì òàêèõ çàäà÷ º êëàñè÷íà äâîåòàïíà òðàíñïîðòíà çàäà÷à [3, 4],
äå âàíòàæ (ïðîäóêö³þ) ïåðåâîçÿòü ïîñòà÷àëüíèêè äî ñïîæèâà÷³â ò³ëüêè ÷åðåç
ïðîì³æí³ ïóíêòè.
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Ðîçðîáëåííÿ ìîäåëåé äâîåòàïíèõ (áàãàòîåòàïíèõ) òðàíñïîðòíèõ çàäà÷ º
âàæëèâèì íàïðÿìêîì äîñë³äæåíü, ÿê³ º îñíîâîþ äëÿ ìîäåëþâàííÿ ð³çíèõ ïðî-
öåñ³â òðàíñïîðòóâàííÿ òà çáåð³ãàííÿ âèðîáëåíî¿ ïðîäóêö³¿. Âèêîðèñòîâóþòüñÿ
ÿê çáàëàíñîâàí³ çàäà÷³, â ÿêèõ îáñÿã ïðîäóêö³¿, ùî ïåðåâîçÿòü ïîñòà÷àëüíèêè,
äîð³âíþº îáñÿãó ïðîäóêö³¿, íåîáõ³äíî¿ ñïîæèâà÷àì, òàê ³ íåçáàëàíñîâàí³ çàäà÷³,
â ÿêèõ öÿ óìîâà íå âèêîíóºòüñÿ. Àêòóàëüíèì º âèçíà÷åííÿ íåîáõ³äíèõ òà äîñ-
òàòí³õ óìîâ ñóì³ñíîñò³ ñèñòåì îáìåæåíü äëÿ òàêèõ çàäà÷, ùî äàº çìîãó
ïåðåâ³ðÿòè ³ñíóâàííÿ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ äî ïî÷àòêó ¿¿ ðîçâ’ÿçàííÿ.

Íåîáõ³äí³ òà äîñòàòí³ óìîâè ³ñíóâàííÿ ðîçâ’ÿçê³â çáàëàíñîâàíî¿ òà íåçáà-
ëàíñîâàíî¿ äâîåòàïíî¿ òðàíñïîðòíî¿ çàäà÷³ òà ¿õí³ ìîäèô³êàö³¿ ðîçãëÿíóòî
â [5–7]. Ó ðîáîò³ [5] íàâåäåíî îá´ðóíòóâàííÿ íåîáõ³äíèõ óìîâ íåñóì³ñíîñò³
ñèñòåìè ë³í³éíèõ îáìåæåíü äëÿ çáàëàíñîâàíî¿ äâîåòàïíî¿ òðàíñïîðòíî¿ çàäà÷³.
Ó ñòàòò³ [6] îá´ðóíòîâàíî íåîáõ³äí³ óìîâè íåñóì³ñíîñò³ ñèñòåìè ë³í³éíèõ îáìå-
æåíü äëÿ ìîäèô³êàö³¿ ö³º¿ çàäà÷³, â ÿê³é âðàõîâàíî âåðõí³ ìåæ³ ïðîïóñêíèõ
ñïðîìîæíîñòåé ïðîì³æíèõ ïóíêò³â, à òàêîæ ìîæëèâ³ñòü âèáîðó ïåâíî¿ ê³ëüêîñò³
ïðîì³æíèõ ïóíêò³â. Ñòàòòÿ [7] ì³ñòèòü îá´ðóíòóâàííÿ íåîáõ³äíèõ òà äîñòàòí³õ
óìîâ ñóì³ñíîñò³ ñèñòåì îáìåæåíü äëÿ íåçáàëàíñîâàíî¿ äâîåòàïíî¿ òðàíñïîðòíî¿
çàäà÷³ òà äâîõ ¿¿ ìîäèô³êàö³é. Ó ö³é ðîáîò³, ÿêà º ïðîäîâæåííÿì ðîáîòè [8], ðîç-
ãëÿíóòî çáàëàíñîâàíó äâîåòàïíó òðàíñïîðòíó çàäà÷ó òà äâ³ ¿¿ ìîäèô³êàö³¿, à òà-
êîæ îá´ðóíòóâàíî íåîáõ³äí³ òà äîñòàòí³ óìîâè ³ñíóâàííÿ ¿õí³õ ðîçâ’ÿçê³â.

Ñòàòòÿ ìàº òàêó ñòðóêòóðó. Ó ðîçä. 1 îïèñàíî çáàëàíñîâàíó äâîåòàïíó
òðàíñïîðòíó çàäà÷ó òà íàâåäåíî îá´ðóíòóâàííÿ íåîáõ³äíèõ òà äîñòàòí³õ óìîâ
ñóì³ñíîñò³ ñèñòåìè ë³í³éíèõ îáìåæåíü ö³º¿ çàäà÷³.

Ó ðîçä. 2 íàâåäåíî ìîäèô³êàö³þ çáàëàíñîâàíî¿ äâîåòàïíî¿ òðàíñïîðòíî¿ çàäà÷³,
â ÿê³é ³ñíóþòü âåðõí³ ìåæ³ ïðîïóñêíèõ ñïðîìîæíîñòåé ïðîì³æíèõ ïóíêò³â. Óìîòè-
âîâàíî íåîáõ³äí³ òà äîñòàòí³ óìîâè ñóì³ñíîñò³ ñèñòåìè ë³í³éíèõ îáìåæåíü çàäà÷³.

Ó ðîçä. 3 äîñë³äæåíî ìîäèô³êàö³þ çáàëàíñîâàíî¿ äâîåòàïíî¿ òðàíñïîðòíî¿
çàäà÷³, â ÿê³é êð³ì âåðõí³õ ìåæ ïðîïóñêíèõ ñïðîìîæíîñò³ ïðîì³æíèõ ïóíêò³â
âðàõîâàíî ìîæëèâ³ñòü âèáîðó ô³êñîâàíî¿ ê³ëüêîñò³ öèõ ïóíêò³â. Íàâåäåíî
îá´ðóíòóâàííÿ íåîáõ³äíèõ òà äîñòàòí³õ óìîâ ³ñíóâàííÿ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³.

Ó ðîçä. 4 îïèñàíî çàñòîñóâàííÿ çáàëàíñîâàíî¿ äâîåòàïíî¿ òðàíñïîðòíî¿ çà-
äà÷³ òà ¿¿ ìîäèô³êàö³¿, äå çàäàíî âåðõí³ ìåæ³ ïðîïóñêíèõ ñïðîìîæíîñòåé
ïðîì³æíèõ ïóíêò³â, äî ìîäåëüíî¿ çàäà÷³ îïòèìàëüíîãî ðîçáèòòÿ ìíîæèíè,
äîñë³äæåíî¿ â ðîáîò³ [1]. Íàâåäåíî ãðàô³÷í³ ðåçóëüòàòè ðîçáèòòÿ ìíîæèí äëÿ
äâîõ çàäà÷ ç ð³çíèìè îáñÿãàìè ðåñóðñ³â ó ïóíêòàõ äðóãîãî åòàïó òà ðîçáèòòÿ
ìíîæèíè ïîñòà÷àëüíèê³â ç óðàõóâàííÿì ìåæ ïðîïóñêíèõ ñïðîìîæíîñòåé
ïðîì³æíèõ ïóíêò³â.

Ó ðîçä. 5 ïðî³ëþñòðîâàíî ïîä³áí³ñòü äðóãî¿ ìîäèô³êàö³¿ äâîåòàïíî¿ òðàíñïîðò-
íî¿ çàäà÷³ ³ç çàäà÷åþ ïðî ð-ìåä³àíó ãðàôó [9, 10] òà ç ìåòîäîì k-ñåðåäí³õ [11, 12]
äëÿ çàäà÷³ êëàñòåðèçàö³¿. Íàâåäåíî ãðàô³÷í³ ðåçóëüòàòè ðîçâ’ÿçàííÿ ö³º¿ ìîäèô³êàö³¿
ÿê çàäà÷³ ïðî ð-ìåä³àíó ç ð³çíîþ ê³ëüê³ñòþ ñïîæèâà÷³â òà äâîìà âàð³àíòàìè â³äñòà-
íåé ì³æ òî÷êàìè.

Ó ðîçä. 6 îïèñàíî âèêîðèñòàííÿ äðóãî¿ ìîäèô³êàö³¿ äâîåòàïíî¿ òðàíñïîðòíî¿
çàäà÷³ äëÿ ðàö³îíàëüíîãî ðîçì³ùåííÿ çàäàíî¿ ê³ëüêîñò³ ñêëàä³â ç óðàõóâàííÿì âèç-
íà÷åíîãî ïîëîæåííÿ ïîñòà÷àëüíèê³â òà îòðèìóâà÷³â ìàòåð³àëüíî-òåõí³÷íèõ çàñîá³â
íà òåðèòîð³¿, äå âîíè âèêîíóþòü ñâî¿ çàâäàííÿ [6]. Íàâåäåíî ãðàô³÷í³ òà ÷èñëîâ³ ðå-
çóëüòàòè ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ äëÿ ïîð³âíÿííÿ ñîëâåð³â Gurobi òà CPLEX.

Ðåçóëüòàòè îá÷èñëþâàëüíèõ åêñïåðèìåíò³â, íàâåäåíèõ ó ðîçä. 4–6, îòðèìà-
íî çà äîïîìîãîþ ñîëâåð³â Gurobi [13] òà CPLEX [14] ç NEOS-ñåðâåðà [15] òà
ìîâè ìîäåëþâàííÿ AMPL [16].
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1. ÄÂÎÅÒÀÏÍÀ ÒÐÀÍÑÏÎÐÒÍÀ
ÇÀÄÀ×À

Íåõàé º m ïóíêò³â ïîñòà÷àííÿ
A Am1, ,� , â ÿêèõ çíàõîäèòüñÿ
a am1, ,� îäèíèöü ïðîäóêö³¿. ×àñ-
òèíó ïðîäóêö³¿ ïîòð³áíî ïåðåâåçòè
äî n ñïîæèâà÷³â B Bn1, ,� , çàäî-
âîëüíèâøè ¿õí³ ïîòðåáè b bn1, ,� .
Äëÿ òðàíñïîðòóâàííÿ ïðîäóêö³¿
â³ä ïîñòà÷àëüíèê³â äî ñïîæèâà÷³â
çàä³ÿíî l ïðîì³æíèõ ïóíêò³â
D Dl1, ,� . Ïîòð³áíî ñêëàñòè îïòè-
ìàëüíèé ïëàí òðàíñïîðòóâàííÿ
ïðîäóêö³¿, äå cik — âèòðàòè íà
ïåðåâåçåííÿ îäèíèö³ ïðîäóêö³¿ â³ä

ïîñòà÷àëüíèêà Ai äî ïðîì³æíîãî ïóíêòó Dk , à ckj — âèòðàòè íà ïåðåâåçåííÿ
îäèíèö³ ïðîäóêö³¿ â³ä ïðîì³æíîãî ïóíêòó Dk äî ñïîæèâà÷à B j .

Ñõåìó ôóíêö³îíóâàííÿ ïåðåâåçåíü ïîñòà÷àëüíèêè — ïðîì³æí³ ïóíêòè —
ñïîæèâà÷³ íàâåäåíî íà ðèñ. 1.

Íåõàé x xik i m
k l�
�
�{ }
1
1
, ,
, ,
�

� , äå xik — ê³ëüê³ñòü îäèíèöü ïðîäóêö³¿, ÿêó ïåðåâîçÿòü

â³ä ïîñòà÷àëüíèêà Ai äî ïóíêòó Dk ; y ykj k l
j n�
�
�{ }

1
1
, ,
, ,
�

� , äå ykj — ê³ëüê³ñòü ïðîäóêö³¿,

ÿêó òðàíñïîðòóþòü â³ä ïóíêòó Dk äî ñïîæèâà÷à B j .
Êëàñè÷íà äâîåòàïíà òðàíñïîðòíà çàäà÷à, ÿêà âèçíà÷àº íàéîïòèìàëüí³øèé

ïëàí ïåðåâåçåííÿ ïðîäóêö³¿ â³ä ïîñòà÷àëüíèê³â äî ñïîæèâà÷³â ÷åðåç ïðîì³æí³
ïóíêòè, ìàº òàêèé âèãëÿä:
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y b j nkj
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1, , , (3)

x y k lik

i

m

j

n

kj

� �
� �
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1 1

0 1, , , (4)

xik � 0, ykj � 0, i m�1, , k l�1, , j n�1, . (5)

Ó ïîäàëüøîìó ââàæàòèìåìî, ùî m � 2, n � 2, l � 2 ³ êð³ì òîãî ai � 0, b j � 0,
i m�1, , j n�1, , îñê³ëüêè â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó çàäà÷à çàíàäòî ñïðîùóºòüñÿ ³,

ÿê âèïëèâàº ç (2)–(5), ÷àñòèíà çì³ííèõ xik , ykj , i m�1, , k l�1, , íàáóâàº íóëüîâèõ

çíà÷åíü òà ìîæå áóòè âèëó÷åíà ç ðîçãëÿäó.
Çàäà÷à (1)–(5) º çàäà÷åþ ë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ (ËÏ-çàäà÷à), ÿêà ì³ñòèòü

( )m n l� � íåïåðåðâíèõ çì³ííèõ x òà y, à òàêîæ m n l� � ë³í³éíèõ îáìåæåíü.
Ö³ëüîâà ôóíêö³ÿ f x y( , ) çàäàº ñóìàðí³ âèòðàòè íà òðàíñïîðòóâàííÿ ïðîäóêö³¿ â³ä
ïîñòà÷àëüíèê³â äî ñïîæèâà÷³â. Îáìåæåííÿ (2) îçíà÷àþòü òðàíñïîðòóâàííÿ
a am1, ,� îäèíèöü ïðîäóêö³¿ ³ç ïóíêò³â ïîñòà÷àííÿ äî ïðîì³æíèõ ïóíêò³â, à îá-
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Ðèñ. 1. Ñõåìà ïåðåâåçåíü ïîñòà÷àëüíèêè — ïðîì³æí³
ïóíêòè — ñïîæèâà÷³

Ïðîì³æí³ ïóíêòè
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ìåæåííÿ (3) — ùî ñïîæèâà÷àì ïîòð³áíî äîñòàâèòè íåîáõ³äí³ îáñÿãè b bn1, ,�

îäèíèöü ïðîäóêö³¿ ç ïðîì³æíèõ ïóíêò³â. Îáìåæåííÿ (4) çàäàþòü óìîâè íà òå,
ùîá óñÿ ïðîäóêö³ÿ, ÿêà íàäõîäèòü â³ä ïîñòà÷àëüíèê³â äî êîæíîãî ïðîì³æíîãî
ïóíêòó, ìàº áóòè îáîâ’ÿçêîâî â³äïðàâëåíà ñïîæèâà÷àì.

Çàäà÷à (1)–(5) íàëåæèòü äî çáàëàíñîâàíèõ òðàíñïîðòíèõ çàäà÷, òîáòî âñþ
ïðîäóêö³þ ïîñòà÷àëüíèê³â ïîòð³áíî äîñòàâèòè ñïîæèâà÷àì, íå çàëèøàþ÷è
í³÷îãî â ïðîì³æíèõ ïóíêòàõ. Öå âèçíà÷àº óìîâè ñóì³ñíîñò³ ñèñòåìè îáìåæåíü
(2)–(5) — ñèñòåìè ë³í³éíèõ ð³âíîñòåé. Ñïðàâåäëèâèì º òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1. Ñèñòåìà îáìåæåíü (2)–(5) º ñóì³ñíîþ òîä³ ³ ò³ëüêè òîä³,
êîëè âèêîíóºòüñÿ óìîâà

a bi

i

m

j

n

j

� �
� ��

1 1

. (6)

Äîâåäåííÿ. Íåîáõ³äí³ñòü. Íåõàé ³ñíóþòü íåâ³ä’ºìí³ x x i m k lik� � �{ }, , , ,1 1

òà y y k l j nkj� � �{ }, , , ,1 1 , ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó îáìåæåíü (2)–(4), òîáòî

äëÿ x � 0 òà y � 0 âèêîíóþòüñÿ òàê³ ð³âíîñò³:

x a i mik

k

l

i

�
� � �

1

1, , , (7)

y b j nkj

k

l

j

�
� � �

1

1, , , (8)

x y k lik

i

m

kj

j

n

� �
� �
 � �

1 1

0 1, , . (9)

Ï³äñóìóâàâøè ð³âíîñò³ (7)–(9) çà ³íäåêñàìè i m�1, , j n�1, òà k l�1,

â³äïîâ³äíî, îòðèìóºìî
x aik

k

l

i

m

i

i

m

�� �
�� ��

11 1

, (10)

y bkj

k

l

j

n

j

j

n

�� �
�� ��

11 1

, (11)

x yik

i

m

k

l

kj

j

n

k

l

�� ��
�� ��
 �

11 11

0 . (12)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ð³âíîñò³ (10)–(12) òà çì³íþþ÷è ïîðÿäîê ³íäåêñ³â, îäåðæè-
ìî òàêèé ëàíöþæîê ð³âíîñòåé:

a x y bi

i

m

ik

i

m

k

l

kj

j

n

k

l

j

j

n

� �� �� �
� �� �� �� � �

1 11 11 1

. (13)

Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî a bi

i

m

j

j

n

� �
� ��

1 1

.

Äîñòàòí³ñòü. Íåõàé âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü a bi

i

m

j

j

n

� �
� ��

1 1

. Âèçíà÷èìî âåëè÷è-

íè ~xik òà ~ykj , i m�1, , k l�1, , j n�1, :

~x
a

l
ik

i� , ~y
b

l
kj

j
� , k l�1, . (14)

Ïîêàæåìî, ùî ö³ âåëè÷èíè çàäîâîëüíÿþòü îáìåæåííÿ çàäà÷³ (1)–(5). Ä³éñíî,
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1) ~x
a

l
l aik

k

l
i

i

�
� � � �

1

, i m�1, ;

2) ~y
b

l
l bkj

k

l
j

j

�
� � � �

1

, j n�1, ;

3) ~ ~x y
l

a
l

bik

i

m

kj

j

n

i

i

m

j

j

n

� � � �
� � � �
 � 
 �

1 1 1 1

1 1
0, k l�1, ;

4) ~xik � 0, ~ykj � 0, îñê³ëüêè ai � 0, b j � 0.

Îòæå, ñèñòåìà îáìåæåíü (2)–(5) ìàº äîïóñòèìó òî÷êó (14).
Çàçíà÷èìî, ùî çà óìîâè (6) îáìåæåííÿ (2)–(5) º ë³í³éíî çàëåæíèìè òà îäíó

ç ð³âíîñòåé (2), (3), ïðè÷îìó äîâ³ëüíó, ìîæíà âèëó÷èòè.
Çàóâàæèìî, ùî òâåðäæåííÿ 1 ìîæíà äîâåñòè é ³íøèì ñïîñîáîì, à ñàìå:

çàô³êñóâàòè îäèí àáî äåê³ëüêà ïðîì³æíèõ ïóíêò³â, ÷åðåç ÿê³ ïðîäóêö³ÿ ïîñòà÷à-
òèìåòüñÿ ñïîæèâà÷àì, à îáñÿãè ïîñòà÷àíü ÷åðåç ³íø³ ïóíêòè ìàþòü äîð³âíþâàòè
íóëþ. Äîâåäåííÿ â òàêèé ñïîñ³á àíàëîã³÷íîãî òâåðäæåííÿ äëÿ íåçáàëàíñîâàíî¿
äâîåòàïíî¿ òðàíñïîðòíî¿ çàäà÷³ íàâåäåíî â ðîáîò³ [7].

2. ÏÅÐØÀ ÌÎÄÈÔ²ÊÀÖ²ß ÇÀÄÀ×² (1)–(5)

Ïåðøà ìîäèô³êàö³ÿ âðàõîâóº âåðõí³ ìåæ³ ïðîïóñêíèõ ñïðîìîæíîñòåé ïðîì³æ-

íèõ ïóíêò³â, äå d dup
l
up

1
, ,� — ìàêñèìàëüí³ ñïðîìîæíîñò³ ïóíêò³â D Dl1, ,� .

Äâîåòàïíà òðàíñïîðòíà çàäà÷à ç îáìåæåííÿìè íà ïðîïóñêí³ ñïðîìîæíîñò³
ïðîì³æíèõ ïóíêò³â ìàº òàêèé âèãëÿä:

çíàéòè

F F x y F x y c x cxy xy
x y

ik

k

l

i

m

ik kj

j

� � �

��

� � � ���( , ) min ( , )
, 11 ��

��
�
�
�

	�



�
�

��11

n

k

l

kjy (15)

çà òàêèõ îáìåæåíü:

x a i mik

k

l

i

�
� � �

1

1, , , (16)

y b j nkj

k

l

j

�
� � �

1

1, , , (17)

x y k lik

i

m

kj

j

n

� �
� �
 � �

1 1

0 1, , , (18)

x d k lik

i

m

k
up

�
� � �

1

1, , , (19)

xik � 0, ykj � 0, i m�1, , k l�1, , j n�1, . (20)

Çàäà÷à (15)–(20) º çàäà÷åþ ë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ òà ì³ñòèòü ( )m n l� �
çì³ííèõ x òà y, à òàêîæ m n l� � 2 ë³í³éíèõ îáìåæåíü, ÿê³ ñêëàäàþòü m n l� �
ð³âíîñòåé òà l íåð³âíîñòåé. Òóò ö³ëüîâà ôóíêö³ÿ F x y( , ) òà îáìåæåííÿ (16)–(20)
ìàþòü òàêèé ñàìèé çì³ñò, ÿê ³ ö³ëüîâà ôóíêö³ÿ òà îáìåæåííÿ çàäà÷³ (1)–(5).
Îáìåæåííÿ (19) çàäàþòü âåðõí³ ìåæ³ ïðîïóñêíèõ ñïðîìîæíîñòåé ïðîì³æíèõ
ïóíêò³â. ¯õ òàêîæ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³

j

n

kj k
upy d k l

�
� � �

1

1, , . (21)
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Çàäà÷à (15)–(20) íàëåæèòü äî çáàëàíñîâàíèõ òðàíñïîðòíèõ çàäà÷, ³ äëÿ íå¿
ñïðàâåäëèâèì º òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2. Ñèñòåìà îáìåæåíü (16)–(20) º ñóì³ñíîþ òîä³ ³ ò³ëüêè òîä³,
êîëè âèêîíóºòüñÿ óìîâà

a b di

i

m

j

j

n

k

l

k
up

� � �
� � �� �

1 1 1

. (22)

Äîâåäåííÿ. Íåîáõ³äí³ñòü. Ñïðàâåäëèâ³ñòü ð³âíîñò³ a bi

i

m

j

j

n

� �
� ��

1 1

âèïëèâàº

ç äîâåäåííÿ íåîáõ³äíîñò³ â òâåðäæåíí³ 1. Ïîêàæåìî ñïðàâåäëèâ³ñòü íåð³âíîñò³

b dj

j

n

k
up

k

l

� �
� ��

1 1

. Ï³äñóìóâàâøè ð³âí³ñòü (16) çà ³íäåêñîì i m�1, òà ð³âí³ñòü (19)

çà ³íäåêñîì k l�1, , ç óðàõóâàííÿì ð³âíîñò³ a bi

i

m

j

j

n

� �
� ��

1 1

îòðèìóºìî

b a x dj

j

n

i

i

m

ik

k

l

i

m

k
up

k

l

� � �� �
� � �� �� � �

1 1 11 1

,

çâ³äñè âèïëèâàº ñïðàâåäëèâ³ñòü íåð³âíîñò³ b dj

j

n

k
up

k

l

� �
� ��

1 1

.

Äîñòàòí³ñòü. Íåõàé âèêîíóºòüñÿ óìîâà (22). Âèçíà÷èìî ³íäåêñ k � ó òàêèé
ñïîñ³á:

d b
k
up

k

k

j

j

n

� �

�

� ��
1 1

, d b
k
up

k

k

j

j

n

�

�

�

�

� ��
1

1

1

. (23)

Ðîçãëÿíåìî âåëè÷èíè ~xik òà ~ykj , i m�1, , k l�1, , j n�1, , ³ îá÷èñëèìî ¿õ:

~
, ,

, ,x

a t k k

a t k kik

i

i�

�

� �

�

�
�

	
�

�

� � 1

0 ³íàêøå,

~
, ,

, ,y

b t k k

b t k kkj

j

i�

�

� �

�

�
��

	
�
�

�

� � 1

0 ³íàêøå,

(24)

äå t d a
k
up

i

m

i�
�
�/

1

, t a d ai

i

m

k
up

k

k

i

i

m
�

� � �

� 

�

�

�
�

�

�

�
�� � �

�

1 1 1
/ . Ïîêàæåìî, ùî âåëè÷èíè ~xik òà

~ykj çàäîâîëüíÿþòü îáìåæåííÿ (16)–(20):

1) ~x a t a t a t t aik

k

l

i

k

k

i i

k

k

i

� �

�

�

�� � �� � � �
�

�

�
��

�

�

�
��

�

� �

1 1 1

d

a

a d

a

k
up

k

k

i

i

m

i

i

m

k
up

k

k

i

i

m

�

�

� �

�

� �

�

�

� �

�

�



�

�

�
�
�
�
�

1

1

1 1

1
�

�

�

�
�
�
�
�
�

� ai ,

i m�1, ;

2) ~y b t b t b t t bk j

k

l

j

k

k

j j

k

k

j

� �

�

�

�� � �� � � �
�

�

�
�

�

�

�
�

�

� �

1 1 1

, j n�1, ;

3) äëÿ k k� � ìàºìî

~ ~x y t a t b t a bik

i

m

kj

j

n

i

i

m

j

j

n

i

i

m

j

j� � � � �
� � � � �
 � 
 � 


1 1 1 1 1 �
�

�

�

�
�

�

�

�
�

�
1

0
n

,

ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2022, òîì 58, ¹ 6 59



à äëÿ k k� �� 1 ìàºìî

~ ~
, ,

x y t a t b t
i k

i

m

k j
j

n

i

i

m

j

j

n

� ��
�

�
�

�

�

�

�

�� � � �
 � 
 �
1

1
1

1 1 1

a bi

i

m

j

j

n

� �
� �


�

�

�
�

�

�

�
�

�
1 1

0;

4) äëÿ k k� � ìàºìî

~x a t
d

a

a dik

i

m

i

i

m
k
up

i

i

m i

i

m

k
up

� �

�

�
� �

�
�� � �

1 1

1

1

,

à äëÿ k k� �� 1

~
,

x a t

a d

a

a
i k

i

m

i

i

m i

i

m

k
up

k

k

i

i

m
�

�

�
� �

� � �

�

� �
� �

�
� �




1
1 1

1 1

1

i

i

m

i

i

m

k
up

k

k

k

upa d d

� � �
�

� � �� 
 �

�

�

1 1 1
1
;

5) íåâ³ä’ºìí³ñòü âåëè÷èí ~xik òà ~ykj âèïëèâàº ç ¿õíüî¿ ïîáóäîâè.
Îòæå, ñèñòåìà îáìåæåíü (16)–(20) ìàº äîïóñòèìó òî÷êó (24).

Äëÿ îäíèõ ³ òèõ ñàìèõ äàíèõ îïòèìàëüíå çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ Fxy
� çàäà÷³ (15)–(20)

á³ëüøå àáî äîð³âíþº îïòèìàëüíîìó çíà÷åííþ ôóíêö³¿ f xy
� çàäà÷³ (1)–(5), ïðè÷îìó

ð³âí³ñòü äîñÿãàºòüñÿ òîä³ ³ ò³ëüêè òîä³, êîëè æîäíå ç îáìåæåíü íà âåðõí³ ìåæ³ (19)
íå º àêòèâíèì.

3. ÄÐÓÃÀ ÌÎÄÈÔ²ÊÀÖ²ß ÇÀÄÀ×² (1)–(5)

Äðóãà ìîäèô³êàö³ÿ äâîåòàïíî¿ òðàíñïîðòíî¿ çàäà÷³ âðàõîâóº ìîæëèâ³ñòü âèáî-
ðó d — ô³êñîâàíî¿ ê³ëüêîñò³ ïðîì³æíèõ ïóíêò³â, ÿêà º ìåíøîþ çà ¿õíþ çà-
ãàëüíó ê³ëüê³ñòü l. Íåõàé z zk k l

�
�

{ } 1, — Áóëåâ³ çì³íí³, äå zk äîð³âíþº îäè-
íèö³, ÿêùî ïðîì³æíèé ïóíêò Dk âèêîðèñòîâóºòüñÿ, òà íóëþ — â ïðîòèëåæ-
íîìó âèïàäêó. Äâîåòàïíà òðàíñïîðòíà çàäà÷à ³ç çàäàíîþ ê³ëüê³ñòþ ïðîì³æíèõ
ïóíêò³â d d l( )1� � ôîðìóëþºòüñÿ òàê:

çíàéòè

F F x y F x y c xxyz xyz
x y z i

m

ik

k

l

ik
� � �

� �

� � � �� �( , ) min ( , )
, , 1 1 j

n

kj

k

l

kjc y

��
��

�
�
�

	�



�
�

��11

(25)

çà îáìåæåíü

x a i mik

k

l

i

�
� � �

1

1, , , (26)

y b j nkj

k

l

j

�
� � �

1

1, , , (27)

x y k lik

i

m

kj

j

n

� �
� �
 � �

1 1

0 1, , , (28)

x d z k lik

i

m

k
up

k

�
� � �

1

1, , , (29)

k

l

kz d

�
� �

1

, (30)

xik � 0, ykj � 0, zk � �0 1, i m�1, , k l�1, , j n�1, . (31)
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Çàäà÷à (25)–(31) º çàäà÷åþ Áóëåâîãî ë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ: ì³ñòèòü
( )m n l� � íåïåðåðâíèõ çì³ííèõ x ³ y òà l Áóëåâèõ çì³ííèõ z. Çàäà÷à ì³ñòèòü
m n l� � �2 1îáìåæåíü. Òóò ö³ëüîâà ôóíêö³ÿ F x y( , ) ìàº òàêèé ñàìèé çì³ñò, ÿê ³ â
çàäà÷àõ (1)–(5) òà (15)–(20), àëå öå ñòîñóºòüñÿ îáìåæåíî¿ ê³ëüêîñò³ ïðîì³æíèõ
ïóíêò³â. Îáìåæåííÿ (30) âèçíà÷àþòü, ùî çàä³ÿíî ð³âíî d ïðîì³æíèõ ïóíêò³â,
à äâîá³÷í³ îáìåæåííÿ (29) çàäàþòü äëÿ íèõ âåðõí³ ìåæ³ íà ïðîïóñêí³ ñïðîìîæ-
íîñò³. Çàóâàæèìî, ùî îáìåæåííÿ (29) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³

y d z k lkj

j

n

k
up

k

�
� � �

1

1, , . (32)

Çàäà÷à (25)–(31) íàëåæèòü äî çáàëàíñîâàíèõ òðàíñïîðòíèõ çàäà÷, äëÿ ÿêèõ
ñïðàâåäëèâèì º òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 3. Ñèñòåìà îáìåæåíü (26)–(31) º ñóì³ñíîþ òîä³ ³ ò³ëüêè òîä³,
êîëè âèêîíóºòüñÿ óìîâa

a b di

i

m

j

j

n

k
up

k

d

� � �
� � �� �

1 1 1

, (33)

äå d d dup up
l
up

1 2
� � �� .

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 3 àíàëîã³÷íå äîâåäåííþ òâåðäæåííÿ 2 äëÿ l d� . Çàóâà-
æèìî, ùî äëÿ l d� çàäà÷à (25)–(31) º åêâ³âàëåíòíîþ çàäà÷³ (15)–(20). ßêùî l d� òà

âåðõí³ ìåæ³ d a
k
up

i

i

m

�
�
�

1

, k l�1, , òî çàäà÷à (25)–(31) º åêâ³âàëåíòíîþ çàäà÷³ (1)–(5).

Áóëåâèé àíàëîã òàêî¿ çàäà÷³ ðîçãëÿíóòî â ðîáîò³ [6]. Â³í ìàº òàêèé âèãëÿä:

f f x y f x y c xxyz xyz
x y z

ik

k

l

i

m

ik
� � �

��

� � � ���( , ) min ( , )
, , 11

c ykj

j

n

k

l

kj

��
��

�
�
�

	�



�
�

��11

(34)

çà îáìåæåíü

x a i mik

k

l

i

�
� � �

1

1, , , (35)

y b j nkj

k

l

j

�
� � �

1

1, , , (36)

x y k lik

i

m

kj

j

n

� �
� �
 � �

1 1

0 1, , , (37)

x z a k lik

i

m

k i

i

m

� �
� �� �

1 1

1, , , (38)

z dk

k

l

�
� �

1

, (39)

xik � 0, ykj � 0, zk � �0 1, i m�1, , k l�1, , j n�1, . (40)

Òâåðäæåííÿ 4. Ñèñòåìà îáìåæåíü (35)–(40) º ñóì³ñíîþ òîä³ ³ ò³ëüêè òîä³,
êîëè âèêîíóºòüñÿ óìîâà

a bi

i

m

j

j

n

� �
� ��

1 1

. (41)

Çàäà÷à (34)–(40) íå çì³íèòüñÿ, ÿêùî ó í³é âèëó÷èòè äîâ³ëüíå îáìåæåííÿ
ç îáìåæåíü (35), (36). Äëÿ öüîãî çàì³ñòü (35) äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè îáìåæåííÿ

x a i mik

k

l

i

�
� � � 


1

1 1, , , (42)
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à çàì³ñòü (36) ðîçãëÿíóòè îáìåæåííÿ

y b j nkj

k

l

j

�
� � � 


1

1 1, , . (43)

Äëÿ îáìåæåííÿ (42) âèëó÷àþòü îáìåæåííÿ äëÿ îñòàííüîãî ïîñòà÷àëüíèêà, à äëÿ
îáìåæåííÿ (43) âèëó÷àþòü îáìåæåííÿ äëÿ îñòàííüîãî ñïîæèâà÷à.

4. ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß ÇÀÄÀ× (1)–(5), (15)–(20) ÒÀ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÅ ÐÎÇÁÈÒÒß ÌÍÎÆÈÍ

Ðîçãëÿíåìî çàñòîñóâàííÿ çàäà÷ (1)–(5) òà (15)–(20) äî ìîäåëüíî¿ çàäà÷³ îïòè-
ìàëüíîãî ðîçáèòòÿ ìíîæèíè, îïèñàíî¿ â ðîáîò³ [1]. Íåõàé äåÿêèé ïîñòà÷àëü-
íèê îäíîð³äíîãî ðåñóðñó (ñèðîâèíè), íåïåðåðâíî ðîçïîä³ëåíèé ç³ ù³ëüí³ñòþ

�( )x �1 â îáëàñò³ � � � � � � �{ }x x x x x( , ) : ,( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 20 1 0 1 , ïîñòà÷àº éîãî

â ï’ÿòü ïóíêò³â (ïåðøîãî åòàïó) äëÿ ïåðâèííîãî ïåðåðîáëåííÿ ÷è çáåð³ãàííÿ.

Çàäàíî êîîðäèíàòè � � �i i i
I I I� ( , )( ) ( )1 2 , i �1 5, , ðîçòàøóâàííÿ öèõ ïóíêò³â:

�
1
I � (0.2; 0.2), �

2
I � (0.3; 0.5), �

3
I � (0.8; 0.3), �

4
I � (0.6; 0.8), �

5
I � (0.6; 0.1). Çàäà-

ío òàêîæ êîîðäèíàòè � � �j j j
II II II� ( , )( ) ( )1 2 , i �1 3, , ïóíêò³â (äðóãîãî åòàïó) ñïî-

æèâàííÿ ðåñóðñó, ùî áóâ ïåðåðîáëåíèé (çáåð³ãàâñÿ) â ïóíêòàõ ïåðøîãî åòà-

ïó: �
1
II � (0.2; 0.8), �

2
II � (0.6; 0.4), �

3
II � (0.8; 0.7).

Âàðò³ñòü òðàíñïîðòóâàííÿ îäèíèö³ ðåñóðñó â³ä ïîñòà÷àëüíèêà ç êîîðäèíà-

òàìè x x x� ( , )( ) ( )1 2 äî ïóíêòó ïåðøîãî åòàïó ç êîîðäèíàòàìè � � �i i i
I I I� ( , )( ) ( )1 2

çàäàíà ó âèãëÿä³ c x x x xi i i i
I I I I( , , ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2 2 2

� � �� 
 � 
 , i �1 5, .

Çàòðàòè íà òðàíñïîðòóâàííÿ îäèíèö³ ïðîäóêö³¿ ç i-ãî ïóíêòó ïåðøîãî åòàïó

� � �i i i
I I I� ( , )( ) ( )1 2 äî ïóíêòó äðóãîãî åòàïó � � �j j j

II II II� ( , )( ) ( )1 2 çàäàíî ó âèãëÿä³

cij i j i j i j
II I II I II I II( , ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

� � � � � �� 
 � 
1 1 2 2 2 2 , i �1 5, , j �1 3, .

Ïîòð³áíî ðîçáèòè ìíîæèíó � ïîñòà÷àëüíèê³â ðåñóðñó íà ñôåðè ¿õíüîãî îá-
ñëóãîâóâàííÿ â ï’ÿòè ïóíêòàõ ïåðøîãî åòàïó, òîáòî íà ï³äìíîæèíè � �1, ,� i ,

� �i

i�

�
1

5

� , i �1 5, , òàê, ùîá ì³í³ì³çóâàòè ñóìàðíó âàðò³ñòü òðàíñïîðòóâàííÿ ðå-

ñóðñó â³ä ïîñòà÷àëüíèê³â äî ïóíêò³â ïåðâèííîãî ïåðåðîáëåííÿ (ïåðøîãî åòàïó)
³ ñóìàðíó âàðò³ñòü äîñòàâêè ïåðåðîáëåíîãî ðåñóðñó äî ïóíêò³â ê³íöåâîãî ñïîæè-

âàííÿ (äðóãîãî åòàïó) ç ïëàíîì ïåðåâåçåíü � �� { }ij òà ïîòðåáàìè b b j
II II� { }:

F c x x dx ci

i

i ij

ji
i

( , , ) ( , ) ( )� �

�

1 5
1

5

1

3

1

5

� � ��� �
� ��

I I II
� � � �( , ) min� � �i j ij

I II ,

³ äî òîãî æ âåñü ïåðåðîáëåíèé ïðîäóêò ç³ âñ³õ ïóíêò³â ïåðøîãî åòàïó íå-

îáõ³äíî òðàíñïîðòóâàòè äî ïóíêò³â äðóãîãî åòàïó �

�i
i

j

j

x dx b�� �
� �

�
1

5

1

3

( ) II .

Äèñêðåòíèé àíàëîã ö³º¿ çàäà÷³ çà äîäàòêîâî¿ óìîâè, ùî îáñÿãè îäíîð³äíèõ
ðåñóðñ³â ó ïóíêòàõ ê³íöåâîãî ñïîæèâàííÿ ââàæàþòüñÿ çàäàíèìè, ëåãêî ñôîðìó-
ëþâàòè çà äîïîìîãîþ çàäà÷³ (1)–(5), äå ïîñòà÷àëüíèêàìè º m ä³ëÿíîê ç äèñêðåò-
íîãî ðîçáèòòÿ îáëàñò³ �, ñïîæèâà÷àìè º òðè ïóíêòè äðóãîãî åòàïó, à ïðîì³æíè-
ìè ïóíêòàìè º ï’ÿòü ïóíêò³â ïåðøîãî åòàïó. Âàðò³ñòü òðàíñïîðòóâàííÿ îäèíèö³
ïðîäóêö³¿ â³ä ïîñòà÷àëüíèê³â äî ïðîì³æíèõ ïóíêò³â òà â³ä ïðîì³æíèõ ïóíêò³â äî
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ñïîæèâà÷³â âèçíà÷àºòüñÿ ÿê Åâêë³äîâà â³äñòàíü ì³æ òî÷êàìè, ùî ¿ì â³äïîâ³äà-
þòü. ßêùî îáñÿãè ðåñóðñó ïîñòà÷àëüíèê³â âèáðàòè ïðîïîðö³éíèìè ïëîùàì
ä³ëÿíîê, à îáñÿãè ðåñóðñ³â ó ïóíêòàõ ê³íöåâîãî ñïîæèâàííÿ ââàæàòè çàäàíèìè,
òî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1)–(5) â³äïîâ³äàòèìå îäíîìó ç âàð³àíò³â îïòèìàëüíîãî
ðîçáèòòÿ ìíîæèíè � ïîñòà÷àëüíèê³â ðåñóðñó ç òî÷í³ñòþ äî âèáðàíî¿
äèñêðåòèçàö³¿ ä³ëÿíîê.

Íàìè áóëî ðîçãëÿíóòî ð³âíîì³ðíå ðîçáèòòÿ îáëàñò³ � íà êâàäðàòí³ ä³ëÿíêè,
ê³ëüê³ñòü ÿêèõ âèçíà÷àº ðîçì³ðí³ñòü çàäà÷³ (1)–(5) òà ÷àñ, âèòðà÷åíèé íà ¿¿ âèêî-
íàííÿ. Ó ðàç³ ðîçáèòòÿ îáëàñò³ 100 100� ìàºìî 10000 ïîñòà÷àëüíèê³â, 50015
çì³ííèõ òà 10008 ë³í³éíèõ îáìåæåíü-ð³âíîñòåé ó â³äïîâ³äí³é çàäà÷³ (1)–(5), íà
ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ âèòðà÷àºòüñÿ áëèçüêî 30 ñ. Ó ðàç³ ðîçáèòòÿ îáëàñò³ 500 500�
ìàºìî 250000 ïîñòà÷àëüíèê³â, 1250015 çì³ííèõ òà 250008 îáìåæåíü, íà ðîçâ’ÿ-
çàííÿ çàäà÷³ âèòðà÷àºòüñÿ áëèçüêî 80 ñ. Ó ðàç³ ðîçáèòòÿ 1000 1000� ìàºìî
1000000 ïîñòà÷àëüíèê³â, çàäà÷à (1)–(5) ì³ñòèòü 5000015 çì³ííèõ òà 1000008
ë³í³éíèõ îáìåæåíü-ð³âíîñòåé, íà ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ âèòðà÷àºòüñÿ áëèçüêî 5 õâ.

Íà ðèñ. 2 íàâåäåíî îïòèìàëüíå ðîçáèòòÿ ìíîæèíè � äëÿ äâîõ âàð³àíò³â çà-
äà÷³ (1)–(5), ÿê³ â³äð³çíÿþòüñÿ îáñÿãàìè ðåñóðñ³â â ïóíêòàõ äðóãîãî åòàïó:
ó ïåðø³é çàäà÷³ ñïîæèâà÷àì ïîòð³áíî îòðèìàòè îäíàêîâ³ îáñÿãè ðåñóðñó (ðèñ. 2, à),
äëÿ äðóãî¿ çàäà÷³ ðîçïîä³ëè îáñÿã³â ðåñóðñó äëÿ êîæíîãî ³ç ñïîæèâà÷³â ñêëàäàþòü
23 %, 43 %, 34 % (ðèñ. 2, á). Ñåðåäí³é ÷àñ, âèòðà÷åíèé ñîëâåðîì CPLEX 20.1.0.0
ç NEOS-ñåðâåðà íà ðîçâ’ÿçàííÿ ïåðøî¿ çàäà÷³ ó ðàç³ ðîçáèòòÿ 1000 1000� , äå
êîæí³é ä³ëÿíö³ â³äïîâ³äàº îäíà îäèíèöÿ ðåñóðñó, ñòàíîâèòü 207 ñ. Äëÿ öüîãî ï’ÿòü
ðàç³â áóëî çàïóùåíî ñîëâåð òà îá÷èñëåíî ñåðåäíº àðèôìåòè÷íå ÷àñó éîãî âèêî-
íàííÿ, ìàêñèìàëüíèé ÷àñ — 213 ñ, ì³í³ìàëüíèé ÷àñ — 203 ñ. Çà îäíàêîâîãî ðîç-
ïîä³ëó ðåñóðñó îïòèìàëüíå çíà÷åííÿ ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿ äîð³âíþº 485323 óìîâíèõ
îäèíèöü (ó.î.), ùî íà 1.6 % á³ëüøå çà îïòèìàëüíå çíà÷åííÿ ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿ äëÿ
çàäàíèõ ðîçïîä³ë³â îáñÿã³â ðåñóðñó ñïîæèâà÷³â, ùî äîð³âíþº 477738 ó.î. Ñå-
ðåäí³é ÷àñ, âèòðà÷åíèé ñîëâåðîì CPLEX íà ðîçâ’ÿçàííÿ äðóãî¿ çàäà÷³, ñòàíîâèòü
296 ñ (ìàêñèìàëüíèé ÷àñ — 357 ñ, ì³í³ìàëüíèé ÷àñ — 225 ñ).

Çàñòîñóâàííÿ çàäà÷³ (15)–(20) äî ðîçãëÿäóâàíîãî ìîäåëüíîãî ïðèêëàäó äàº
çìîãó âèçíà÷àòè âåðõí³ ìåæ³ îáñÿã³â ðåñóðñ³â äëÿ êîæíîãî ïóíêòó ïåðøîãî åòà-
ïó (ïðîì³æí³ ïóíêòè). Äî â³äïîâ³äíî¿ çàäà÷³ ë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ (1)–(5)
äîäàþòüñÿ ï’ÿòü îáìåæåíü ó âèãëÿä³ ë³í³éíèõ íåð³âíîñòåé. Òàê, äëÿ ðîçáèòòÿ
ìíîæèíè 1000 1000� ìàºìî 1000000 ïîñòà÷àëüíèê³â, çàäà÷à (15)–(20) ì³ñòèòü
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Ðèñ. 2. Îïòèìàëüíå ðîçáèòòÿ ìíîæèíè � (ïåðøèé åòàï) äëÿ äâîõ âàð³àíò³â çàäà÷³ (1)–(5): ÷àñòêè
ðåñóðñó ñïîæèâà÷³â 1 3/ , 1 3/ , 1 3/ (à); ðåñóðñ ñïîæèâà÷³â 23 %, 43 %, 34 % (á)

à á

IV IV

III III

II II

I
I

V V



5000015 çì³ííèõ òà 1000008 ë³í³éíèõ îáìåæåíü-ð³âíîñòåé òà ï’ÿòü îáìå-
æåíü-íåð³âíîñòåé. Íà ðèñ. 3 íàâåäåíî äâà âàð³àíòè îïòèìàëüíîãî ðîçáèòòÿ ìíî-
æèíè ïîñòà÷àëüíèê³â ç óðàõóâàííÿì âåðõí³õ ìåæ íà ïðîïóñêí³ ñïðîìîæíîñò³
ïðîì³æíèõ ïóíêò³â ³ç çàäàíèìè ðîçïîä³ëàìè îáñÿã³â ðåñóðñó ñïîæèâà÷³â (23 %,
43 %, 34 %). Ðèñ. 3, à â³äïîâ³äàº âàð³àíòó, êîëè ïðîì³æí³ ñïðîìîæíîñò³ íå ïåðå-
âèùóþòü1 5/ âñüîãî îáñÿãó ðåñóðñó, à ðèñ. 3, á — âàð³àíòó, êîëè íå ïåðåâèùóþòü

1 4/ îáñÿãó ðåñóðñó. Äî òîãî æ îïòèìàëüíå çíà÷åííÿ Fxy
� äëÿ ïåðøî¿ çàäà÷³

º á³ëüøèì, í³æ Fxy
� äëÿ äðóãî¿ çàäà÷³ íà 47848 óìîâíèõ îäèíèöü, ùî ñêëàäàº

8,7 %. Ç ðèñ. 3, á âèïëèâàº, ùî äðóãèé âàð³àíò º áëèæ÷èì äî îïòèìàëüíîãî ðîç-
áèòòÿ íà ðèñ. 2, á, í³æ ïåðøèé âàð³àíò íà ðèñ. 3, à. Âàðòîñò³ ïåðåâåçåííÿ â³ä ïî-
ñòà÷àëüíèê³â äî ïðîì³æíèõ ïóíêò³â òà â³ä ïðîì³æíèõ ïóíêò³â äî ñïîæèâà÷³â
ïîð³âíÿíî ç ðîçáèòòÿì íà ðèñ. 2, á çá³ëüøèëèñü íà 5 % äëÿ äðóãî¿ çàäà÷³ (ðèñ. 3, á)
òà íà 13 % — äëÿ ïåðøî¿ çàäà÷³ (ðèñ. 3, à). Ñåðåäí³é ÷àñ, âèòðà÷åíèé ñîëâåðîì
CPLEX íà ðîçâ’ÿçàííÿ öèõ çàäà÷, ñòàíîâèòü 300 ñ.

5. ÇÀÄÀ×À (34)–(40) ÒÀ ÇÀÄÀ×À ÏÐÎ p-ÌÅÄ²ÀÍÓ ÃÐÀÔÓ

Íàâåäåìî ðåçóëüòàòè, ùî ³ëþñòðóþòü ïîä³áí³ñòü çàäà÷³ (34)–(40) ç çàäà÷åþ ïðî
ð-ìåä³àíó ãðàôó [9, 10] òà ç ìåòîäîì k-ñåðåäí³õ äëÿ çàäà÷³ êëàñòåðèçàö³¿ [11, 12].
Íåõàé äëÿ çàäà÷³ (34)–(40) ïîòð³áíî âèáðàòè âåðøèíè ïðîì³æíèõ ïóíêò³â òàê,
ùîá ñóìè â³äñòàíåé â³ä íèõ äî âåðøèí ïîñòà÷àëüíèê³â òà â³ä âåðøèí
ïðîì³æíèõ ïóíêò³â äî âåðøèí ñïîæèâà÷³â áóëè ì³í³ìàëüíèìè. Ïîñòà÷àëüíèê³â,

ïðîì³æí³ ïóíêòè òà ñïîæèâà÷³â ó çàäà÷³ (34)–(40) çàäàíî êîîðäèíàòàìè â �
2

³ ¿õ îòîòîæíþþòü ç âåðøèíàìè äåÿêîãî ãðàôó (ðèñ. 4 òà ðèñ. 5), äå îáñÿãè ðå-
ñóðñó ïîñòà÷àëüíèê³â äîð³âíþþòü îäèíèö³. ßêùî çì³íí³ xik çðîáèòè Áóëåâèìè,
òî êîæåí ïîñòà÷àëüíèê îäíîçíà÷íî áóäå çâ’ÿçàíèé ò³ëüêè ç îäíèì ïðîì³æíèì
ïóíêòîì. ßêùî êð³ì öüîãî ïîêëàñòè ckj � 0, òî çàäà÷à (34)–(40) ñòàº åêâ³âàëåíò-
íîþ çàäà÷³ ïðî ð-ìåä³àíó ãðàôó.

Íà ðèñ. 4 òà ðèñ. 5 íàâåäåíî ãðàô³÷í³ ðåçóëüòàòè ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ (34)–(40)
ç âèêîðèñòàííÿì íàáîðó äàíèõ kroA100.tsp ç â³äîìî¿ á³áë³îòåêè TSPLIB [17].
Â³äïîâ³äí³ çàäà÷³ ðîçâ’ÿçóâàëèñü çà äîïîìîãîþ ñîëâåð³â Gurobi òà CPLEX.

Ðèñ. 4, à òà ðèñ. 4, á ³ëþñòðóþòü ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (34)–(40), êîëè ÿê â³äñòàíü
ì³æ òî÷êàìè âèêîðèñòîâóºòüñÿ Åâêë³äîâà â³äñòàíü, à ðèñ. 4, â òà ðèñ. 4, ã —
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Ðèñ. 3. Îïòèìàëüí³ ðîçâ’ÿçêè äëÿ ïåðøîãî åòàïó â äâîõ âàð³àíòàõ çàäà÷³ (15)–(20): d
l
up íå

ïåðåâèùóþòü 1 5/ âñüîãî ðåñóðñó (à) òà 1 4/ âñüîãî ðåñóðñó (á)

à á

IV IV

III III

II II

I I
V V



êâàäðàò Åâêë³äîâî¿ â³äñòàí³. Äëÿ ðèñ. 4, á òà ðèñ. 4, ã âåëè÷èíè ckj ïîêëàäàþòü
ð³âíèìè íóëþ, óíàñë³äîê öüîãî çàäà÷à (34)–(40) ñòàº åêâ³âàëåíòíîþ çàäà÷³ ïðî
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Ðèñ. 4. Ðîçâ’ÿçîê ìîäåëüíîãî ïðèêëàäó çàäà÷³ (34)–(40) äëÿ îäíîãî ñïîæèâà÷à

à á

ãâ

Ïîñòà÷àëüíèêè Ïðîì³æí³ ïóíêòè Ñïîæèâà÷³

Ðèñ. 5. Ðîçâ’ÿçîê ìîäåëüíîãî ïðèêëàäó çàäà÷³ (34)–(40) äëÿ äâîõ (à), òðüîõ (â, ã) òà ÷îòèðüîõ (á)
ñïîæèâà÷³â

áà

Ñïîæèâà÷³Ïðîì³æí³ ïóíêòèÏîñòà÷àëüíèêè

â ã

Äâà ñïîæèâà÷³ ×îòèðè ñïîæèâà÷³

Òðè ñïîæèâà÷³



ð-ìåä³àíó, äëÿ ÿêî¿ Áóëåâ³ çì³íí³ çàì³íþþòü íà íåïåðåðâí³, à òàêîæ åêâ³âàëåíò-
íîþ ìåòîäó k-ñåðåäí³õ çà óìîâè, ùî ÿê ñåðåäí³ âèáèðàºòüñÿ îäíà ç âåðøèí
â³äïîâ³äíî. ßêùî âåëè÷èíè ckj º íåíóëüîâèìè (ðèñ. 4, à òà ðèñ. 4, â), òî çàäà÷à
ìàº äâà åòàïè îá÷èñëåííÿ: âèá³ð ìåä³àííèõ âåðøèí òà ïðèâ’ÿçêà öèõ âåðøèí äî
ñïîæèâà÷³â. Íà ðèñ. 4 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ äëÿ îäíîãî ñïî-
æèâà÷à. Íà ðèñ. 5 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè äëÿ äâîõ, òðüîõ òà ÷îòèðüîõ ñïîæèâà÷³â
â³äïîâ³äíî; ÿê â³äñòàíü ì³æ òî÷êàìè âèêîðèñòàíî Åâêë³äîâó â³äñòàíü.

Çàçíà÷èìî, ùî çàäàþ÷è âåðõí³ ìåæ³ íà ïðîïóñêí³ ñïðîìîæíîñò³ ïðîì³æíèõ
ïóíêò³â, ìè, ôàêòè÷íî, çàäàºìî îáìåæåííÿ íà ê³ëüê³ñòü âåðøèí, ÿê³ â³äïîâ³äà-
þòü âåðøèíàì ïîñòà÷àëüíèê³â.

6. ÂÈÊÎÐÈÑÒÀÍÍß ÇÀÄÀ×² (34)–(40) ÄËß ÐÀÖ²ÎÍÀËÜÍÎÃÎ
ÐÎÇÌ²ÙÅÍÍß ÇÀÄÀÍÎ¯ Ê²ËÜÊÎÑÒ² ÑÊËÀÄ²Â

Çàäà÷ó (34)–(40) ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ ðàö³îíàëüíîãî ðîçì³ùåííÿ çàäàíî¿
ê³ëüêîñò³ ñêëàä³â ç óðàõóâàííÿì âèçíà÷åíîãî ïîëîæåííÿ ïîñòà÷àëüíèê³â òà îò-
ðèìóâà÷³â ìàòåð³àëüíî-òåõí³÷íèõ çàñîá³â íà òåðèòîð³¿, äå âîíè âèêîíóþòü ñâî¿
çàâäàííÿ [6, 18]. Ðîçãëÿíåìî ìîäåëüíèé ïðèêëàä òàêî¿ çàäà÷³, äå ïîñòà÷àëüíè-

êè, ïðîì³æí³ ïóíêòè òà ñïîæèâà÷³ â³äïîâ³äàòèìóòü êîîðäèíàòàì â �
2 . Íåõàé º

100 ïîñòà÷àëüíèê³â (ïóíêòè À ç êîîðäèíàòàìè ( , )x ya a ), 100 ïðîì³æíèõ
ïóíêò³â (ïóíêòè D ç êîîðäèíàòàìè ( , )x yd d ) òà 25 ñïîæèâà÷³â (ïóíêòè B ç êî-
îðäèíàòàìè ( , )x yb b ). Êîîðäèíàòè ïîñòà÷àëüíèê³â, ïðîì³æíèõ ïóíêò³â òà ñïî-
æèâà÷³â çãåíåðîâàíî âèïàäêîâî çà äîïîìîãîþ ñòàíäàðòíîãî ð³âíîì³ðíîãî ðîç-
ïîä³ëó U ( , )0 1 : x Ua ~ ( , )50 0 1� , y Ua ~ ( , )50 0 1� ; x Ud ~ ( , )100 50 0 1� � ,
y Ud ~ ( , )50 0 1� ; x Ub ~ ( , )200 50 0 1� � , y Ub ~ ( , )50 0 1� . Îáñÿãè ðåñóðñó â ïóí-
êòàõ À òà â ïóíêòàõ B îá÷èñëåíî ç âèêîðèñòàííÿì ìàòðèö³ m n� , äå ö³ë³
êîåô³ö³ºíòè ãåíåðóâàëèñü âèïàäêîâèì ÷èíîì çà äîïîìîãîþ ñòàíäàðòíîãî
ð³âíîì³ðíîãî ðîçïîä³ëó round( ( . , ))U 01 2 . Ðåñóðñ ïîñòà÷àëüíèê³â äîð³âíþâàâ ñóì³
åëåìåíò³â ó ðÿäêó ìàòðèö³, à ðåñóðñ ñïîæèâà÷³â — ñóì³ åëåìåíò³â ó ñòîâï÷èêó
ìàòðèö³. Äëÿ d �10 (âèáðàíî 10 ñêëàä³â ³ç 100 ìîæëèâèõ) ðåçóëüòàò ðîçâ’ÿçàí-
íÿ çàäà÷³ (34)–(40) íàâåäåíî íà ðèñ. 6.

Äðóãó ÷àñòèíó îá÷èñëþâàëüíèõ åêñïåðèìåíò³â ñêëàäàþòü äîñë³äæåííÿ çà-
òðàò ñîëâåð³â CPLEX òà Gurobi äëÿ òåñòîâèõ çàäà÷ ç òàêèìè ïàðàìåòðàìè: 80 ïî-
ñòà÷àëüíèê³â, 80 ñïîæèâà÷³â òà 80 ïðîì³æíèõ ïóíêò³â. Ö³ ïàðàìåòðè çàäà÷³ âèá-
ðàíî òàê, ùîá ãàðàíòóâàòè îòðèìàííÿ ðåçóëüòàòó óïðîäîâæ âîñüìè ãîäèí —
ìàêñèìàëüíèé ë³ì³ò ÷àñó, âñòàíîâëåíèé íà NEOS-ñåðâåð³.

Ðîçãëÿäàëèñü òðè åêâ³âàëåíòí³ çàäà÷³. Ïåðøà ç íèõ — öå çàäà÷à (34)–(40)
ç ë³í³éíî çàëåæíèìè îáìåæåí-
íÿìè, ùî âèïëèâàº ç òâåðäæåí-
íÿ 4. ²ç äðóãî¿ òà òðåòüî¿ çàäà÷
âèëó÷åíî îäíå ë³í³éíî çàëåæíå
îáìåæåííÿ (äëÿ äðóãî¿ çàäà÷³
âèëó÷åíî îáìåæåííÿ äëÿ
îñòàííüîãî ïîñòà÷àëüíèêà —
îáìåæåííÿ (35) çàì³íåíî íà
îáìåæåííÿ (42), à äëÿ òðåòüî¿
çàäà÷³ íå âðàõîâóâàëè îáìå-
æåííÿ äëÿ îñòàííüîãî ñïîæè-
âà÷à — îáìåæåííÿ (36)
çàì³íåíî íà îáìåæåííÿ (43)).
AMPL-êîä äëÿ öèõ òðüîõ çàäà÷
íàâåäåíî íà ðèñ. 7.
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Ðèñ. 6. Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (34)–(40) äëÿ m � 100, n � 100,
l � 100, d � 10

Ñïîæèâà÷³
Ïðîì³æí³

ïóíêòèÏîñòà÷àëüíèêè



Â òàáë. 1 òà 2 íàâåäåíî ïîð³âíÿííÿ ÷àñó (â ñåêóíäàõ), çàòðà÷åíîãî ñîëâåðà-
ìè CPLEX 20.1.0.0 òà Gurobi 9.1.2 äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ òðüîõ ðîçãëÿäóâàíèõ çàäà÷
äëÿ çíà÷åíü d �{ }2 10, ,� . Ç òàáë. 1 âèïëèâàº, ùî CPLEX óñï³øíî ðîçâ’ÿçóº óñ³
òåñòîâ³ ïðèêëàäè. Îäíàê äëÿ d � 3 ÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ñóòòºâî çá³ëüøóºòüñÿ
ïîð³âíÿíî ç ðîçâ’ÿçàííÿì çàäà÷ äëÿ ³íøèõ çíà÷åíü d .
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param m = 80; #Ê³ëüê³ñòü ïîñòà÷àëüíèê³â (ïóíêòè A)
param n = 80; #Ê³ëüê³ñòü ñïîæèâà÷³â (ïóíêòè B)
param l = 80; #Âñüîãî ïðîì³æíèõ ïóíêò³â (ïóíêòè D) #10000;
param d = 0; #Ê³ëüê³ñòü ïóíêò³â D, ÿê³ âèáèðàþòüñÿ (1=l);

param Table1{i in 1..10, j in 1..6}; # ³íôîðìàö³ÿ ïðî ðîçðàõóíêè

# ãåíåðóºìî êîîðäèíàòè ïîñòà÷àëüíèê³â, ñïîæèâà÷³â, ïðîì³æíèõ ïóíêò³â
param xa{i in 1..m} = 50*Uniform(0,1);
param ya{i in 1..m} = 50*Uniform(0,1);
param xb{j in 1..n} = 200 + 50*Uniform(0,1);
param yb{j in 1..n} = 50*Uniform(0,1);
param xd{k in 1..l} = 100 + 50*Uniform(0,1);
param yd{k in 1..l} = 50*Uniform(0,1);

#Âàðòîñò³ ïåðåâåçåííÿ îäèíèö³ ïðîäóêö³¿ â³ä A äî B
param cik{i in 1..m, k in 1..l} = sqrt((xa[i]-xd[k])^2+(ya[i]-yd[k])^2)/100.;
param ckj{k in 1..l, j in 1..n} = sqrt((xd[k]-xb[j])^2+(yd[k]-yb[j])^2)/100.;

# Ïðîäóêö³ÿ â A òà ïîòðåáè â B
param x0{i in 1..m, j in 1..n} = round(Uniform(0,2));
param a{i in 1..m} = sum{j in 1..n} x0[i,j]; #Ïðîäóêö³ÿ â A
param b{j in 1..n} = sum{i in 1..m} x0[i,j]; #Ïîòðåáè â B
check: sum{i in 1..m} a[i] = sum{j in 1..n} b[j]; # Òâåðäæåííÿ 4

#Íåâ³äîì³ (ïðîäóêö³ÿ, ÿêó ïîòð³áíî ïåðåâåçòè)
var x{i in 1..m, k in 1..l} = 0; #â³ä A äî D
var y{k in 1..l, j in 1..n} = 0; #â³ä D äî B
var z{k in 1..l} binary; # 1-çàä³ÿíî D, 0-íå çàä³ÿíî D

minimize f_xyz: #Ì³í³ì³çóâàòè âèòðàòè íà ïåðåâåçåííÿ ïðîäóêö³¿:
sum{i in 1..m, k in 1..l} cik[i,k]*x[i,k]+ #â³ä A äî D
sum{k in 1..l, j in 1..n} ckj[k,j]*y[k,j]; #â³ä D äî B
subject to #çà îáìåæåíü íà ïåðåâåçåííÿ ïðîäóêö³¿ ç A äî D
con35 {i in 1..m}: sum{k in 1..l}x[i,k] = a[i];
con42 {i in 1..(m-1)}: sum{k in 1..l}x[i,k] = a[i];
# íà ïåðåâåçåííÿ ïðîäóêö³¿ ç D äî Â
con36 {j in 1..n}: sum{k in 1..l}y[k,j] = b[j];
con43 {j in 1..(n-1)}: sum{k in 1..l}y[k,j] = b[j];
# íå çàëèøàòè ïðîäóêö³þ â ïðîì³æíèõ ïóíêòàõ D
con37 {k in 1..l}: sum{i in 1..m}x[i,k]-sum{j in 1..n}y[k,j]=0;
#âêë./âèêë. ïðîì³æíèé ïóíêò
con38 {k in 1..l}: sum{i in 1..m}x[i,k][k]*sum{i in 1..m} a[i];
#âèáðàòè ð³âíî d ïðîì³æíèõ ïóíêò³â
con39: sum{k in 1..l}z[k]=d;

problem dka: f_xyz,x,y,z,con35,con36,con37,con38,con39;
problem dkb: f_xyz,x,y,z,con42,con36,con37,con38,con39;
problem dkc: f_xyz,x,y,z,con35,con43,con37,con38,con39;

# ïåðåâ³ðÿºìî ì³í³ìàëüí³ â³äñòàí³ ì³æ ïóíêòàìè A, B, D
display min{i in 1..m, j in (i+1)..m} sqrt((xa[i]-xa[j])^2+(ya[i]-ya[j])^2);
display min{i in 1..n, j in (i+1)..n} sqrt((xb[i]-xb[j])^2+(yb[i]-yb[j])^2);
display min{i in 1..l, j in (i+1)..l} sqrt((xd[i]-xd[j])^2+(yd[i]-yd[j])^2);

# ðîçâ’ÿçóºìî òðè åêâ³âàëåíòí³ çàäà÷³ äëÿ d=2,3,…,10
for{irun in 2..10} {

let d := irun; display d; # âèáèðàºìî òà äðóêóºìî d
solve dka; display f_xyz, _solve_time; # çàäà÷à (34)-(40)
let Table1[irun,1] := f_xyz; let Table1[irun,2]:=_solve_time;
solve dkb; display f_xyz, _solve_time;
let Table1[irun,3] := f_xyz; let Table1[irun,4]:=_solve_time;
solve dkc; display f_xyz, _solve_time;
let Table1[irun,5] := f_xyz; let Table1[irun,6]:=_solve_time;

}
display Table1;

Ðèñ. 7. AMPL-êîä äëÿ òðüîõ çàäà÷ âèãëÿäó (34)–(40) äëÿ m � 80, n � 80, l � 80



Ç òàáë. 2 áà÷èìî, ùî ñîëâåð Gurobi íå çíàéøîâ îïòèìàëüíîãî çíà÷åííÿ
ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿ äëÿ æîäíîãî òåñòîâîãî ïðèêëàäó, êð³ì ïðèêëàäó äëÿ d � 5: äëÿ
íüîãî çíà÷åííÿ ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿ çíàéäåíî êðàùèì íà 0.1, í³æ çà äîïîìîãîþ
ïðîãðàìè CPLEX. Ñêàæ³ìî, äëÿ d � 2 äëÿ çàäà÷³ 1 ì³í³ìàëüíå çíà÷åííÿ ö³ëüîâî¿
ôóíêö³¿, îòðèìàíå çà äîïîìîãîþ ñîëâåðà CPLEX, º íà 0.2 ìåíøèì, í³æ
ì³í³ìàëüíå çíà÷åííÿ ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿, îòðèìàíå çà äîïîìîãîþ ñîëâåðà Gurobi.
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Ò à á ë è ö ÿ 1. Ïîêàçíèêè ñîëâåðà CPLEX äëÿ çàäà÷, ÿêùî m � 80, n � 80,
l � 80

d
Çàäà÷à 1 Çàäà÷à 2 Çàäà÷à 3

fxyz
�

×àñ, ñ fxyz
�

×àñ, ñ fxyz
�

×àñ, ñ

2 12898.2 113.94 12898.2 105.79 12898.2 108.65

3 12876.5 1340.94 12876.5 1219.05 12876.5 984.82

4 12869.3 164.96 12869.3 250.28 12869.3 663.05

5 12866.7 78.08 12866.7 80.36 12866.7 73.77

6 12864.8 58.90 12864.8 74.93 12864.8 74.54

7 12863.6 39.75 12863.6 33.54 12863.6 52.64

8 12863.0 32.68 12863.0 21.16 12863.0 16.65

9 12862.7 7.53 12862.7 2.46 12862.7 12.86

10 12862.5 1.13 12862.5 0.73 12862.5 0.72

Ò à á ë è ö ÿ 2. Ïîêàçíèêè ñîëâåðà Gurobi äëÿ òðüîõ çàäà÷, ÿêùî m � 80,
n � 80, l � 80

d
Çàäà÷à 1 Çàäà÷à 2 Çàäà÷à 3

fxyz
�

×àñ, ñ fxyz
�

×àñ, ñ fxyz
�

×àñ, ñ

2 12898.4 116.02 12898.2 131.19 12898.2 65.82

3 12877.1 74.80 12876.5 739.15 12876.5 92.76

4 12869.5 60.75 12869.5 86.69 12869.5 55.29

5 12866.6 36.22 12866.6 49.48 12866.6 25.95

6 12865.0 23.14 12864.7 25.43 12864.7 21.69

7 12864.1 22.77 12864.1 24.18 12864.1 13.60

8 12863.5 14.49 12863.3 16.39 12863.1 13.61

9 12863.0 11.70 12862.8 12.77 12862.8 15.02

10 12862.7 2.61 12862.7 2.35 12862.7 2.61

Ò à á ë è ö ÿ 3. Ïîêàçíèêè ñîëâåð³â CPLEX òà Gurobi äëÿ çàäà÷, ÿêùî m � 80,
n � 80, l � 80

d
CPLEX 20.1.0.0 Gurobi 9.1.2

fxyz
�

×àñ, ñ N iter N br fxyz
�

×àñ, ñ N iter N br

2 12898.2 105.79 832860 4234 12898.2 65.82 119070 1079

3 12876.5 984.82 4715775 40967 12876.5 92.76 194169 1417

4 12869.3 164.96 556308 5345 12869.5 55.29 135660 1220

5 12866.7 73.77 289190 2300 12866.6 25.95 87503 1293

6 12864.8 58.90 277605 2352 12864.7 21.69 92711 1762

7 12863.6 33.54 158922 1329 12864.1 13.60 47348 1030

8 12863.0 16.65 60699 661 12863.1 13.61 60029 1106

9 12862.7 2.46 3189 0 12862.8 12.77 56007 1094

10 12862.5 0.72 1953 0 12862.7 2.35 4410 15



Ó òàáë. 3 íàâåäåíî îñíîâí³ õàðàêòåðèñòèêè ñîëâåð³â CPLEX òà Gurobi äëÿ
çàäà÷ 1, 2, 3: N iter — ê³ëüê³ñòü ñèìïëåêñíèõ ³òåðàö³é (äëÿ CPLEX — MPI
simplex iterations, äëÿ Gurobi — simplex iterations), N br — ê³ëüê³ñòü âåðøèí ðîç-
ãàëóæåííÿ (äëÿ CPLEX — branch-and-bound nodes, äëÿ Gurobi — branch-and-cut
nodes). Ó òàáë. 3 ô³ãóðóþòü äàí³ ïðî ò³ çàäà÷³, äëÿ ÿêèõ îòðèìàíî íàéêðàùå
ì³í³ìàëüíå çíà÷åííÿ ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿. ßêùî äëÿ äâîõ çàäà÷ ì³í³ìàëüí³ çíà÷åííÿ
ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿ áóëè ò³ ñàì³, òî äî òàáë. 3 çàïèñóâàëè äàí³ ïðî òó çàäà÷ó, íà
ðîçâ’ÿçàííÿ ÿêî¿ âèòðà÷àëîñü ìåíøå ÷àñó â³äïîâ³äíèì ñîëâåðîì.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó ñòàòò³ äîñë³äæåíî ìàòåìàòè÷í³ ìîäåë³ ë³í³éíîãî òà Áóëåâîãî ë³í³éíîãî ïðî-
ãðàìóâàííÿ äëÿ çáàëàíñîâàíî¿ äâîåòàïíî¿ òðàíñïîðòíî¿ çàäà÷³ òà äâîõ ¿¿ ìî-
äèô³êàö³é. Ïåðøà ìîäèô³êàö³ÿ âðàõîâóº âåðõí³ ìåæ³ íà ïðîïóñêí³ ñïðîìîæ-
íîñò³ ïðîì³æíèõ ïóíêò³â, äðóãà âðàõîâóº ìîæëèâ³ñòü âèáîðó ô³êñîâàíî¿
ê³ëüêîñò³ ïðîì³æíèõ ïóíêò³â, ìåíøî¿ çà ¿õíþ çàãàëüíó ê³ëüê³ñòü. Äëÿ âñ³õ
òðüîõ âèïàäê³â îá´ðóíòîâàíî íåîáõ³äí³ òà äîñòàòí³ óìîâè ³ñíóâàííÿ ðîçâ’ÿçêó
â³äïîâ³äíèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ. Ðîçãëÿíóòî òðè ïðèêëàäè
çàñòîñóâàííÿ ìîäèô³êàö³é çáàëàíñîâàíî¿ äâîåòàïíî¿ òðàíñïîðòíî¿ çàäà÷³: çàäà-
÷à îïòèìàëüíîãî ðîçáèòòÿ ìíîæèíè, çàäà÷à ïðî ð-ìåä³àíó ãðàôó òà çàäà÷à
îïòèìàëüíîãî ðîçì³ùåííÿ çàäàíî¿ ê³ëüêîñò³ ñêëàä³â. Íàâåäåíî ðåçóëüòàòè îá-
÷èñëþâàëüíèõ åêñïåðèìåíò³â ç âèêîðèñòàííÿì ñîëâåð³â Gurobi òà CPLEX
³ ìîâè ìîäåëþâàííÿ AMPL.

Äðóãó ìîäèô³êàö³þ äâîåòàïíî¿ òðàíñïîðòíî¿ çàäà÷³ ìîæíà âèêîðèñòîâóâà-
òè äëÿ âèçíà÷åííÿ â³äïîâ³äíèõ ì³ñöü ðîçòàøóâàííÿ â Îá’ºäíàí³é åíåðãåòè÷í³é
ñèñòåì³ (ÎÅÑ) Óêðà¿íè íàêîïè÷óâà÷³â åëåêòðè÷íî¿ åíåðã³¿ òà ¿õí³õ åíåðãîºìíîñ-
òåé. Ðîçðîáëåíèé AMPL-êîä ìîæíà ëåãêî ìîäèô³êóâàòè òà íàëàøòóâàòè íà
ï³äãîòîâêó â³äïîâ³äíèõ âèòðàò íà òðàíñïîðòóâàííÿ åëåêòðè÷íî¿ åíåðã³¿, âðàõî-
âóþ÷è ¿õí³é âïëèâ íà ïîòîêè ïîòóæíîñò³ êîíòðîëüîâàíèìè ïåðåòèíàìè ÎÅÑ
Óêðà¿íè [19, 20]. Çàäà÷³ (1)–(5), (15)–(20), (25)–(31) òà (34)–(40) çàïëàíîâàíî âè-
êîðèñòîâóâàòè äëÿ óçàãàëüíåííÿ äâîåòàïíî¿ òðàíñïîðòíî¿ ìîäåë³ íà äâà âèäè
äèôåðåíö³éîâàíî¿ ïðîäóêö³¿, äå êîæíîìó âèäó ïðîäóêö³¿ â³äïîâ³äàº âëàñíèé òèï
åíåðãîãåíåðàö³¿ [21, 22].

Ðîçãëÿíóò³ ìîäèô³êàö³¿ äâîåòàïíî¿ òðàíñïîðòíî¿ çàäà÷³ íàëåæàòü êëàñó
â³äîìèõ âèðîáíè÷î-òðàíñïîðòíèõ çàäà÷, áëîêîâà ñòðóêòóðà ÿêèõ äàº çìîãó áó-
äóâàòè åôåêòèâí³ ìåòîäè ¿õíüîãî ðîçâ’ÿçàííÿ íà îñíîâ³ àëãîðèòì³â íåãëàäêî¿
îïòèì³çàö³¿ ó ïîºäíàíí³ ç â³äîìèìè ñõåìàìè äåêîìïîçèö³¿. ×èñëåíí³ çàñòîñóâàí-
íÿ ñóáãðàä³ºíòíèõ àëãîðèòì³â íåãëàäêî¿ îïòèì³çàö³¿ äëÿ òàêèõ çàäà÷ îïèñàíî
â [23, 24]. Íà ¿õí³é îñíîâ³ ðîçðîáëåíî ïðîãðàìíå çàáåçïå÷åííÿ äëÿ íèçêè
ìîäåëåé îïòèìàëüíîãî ïëàíóâàííÿ, ïðîºêòóâàííÿ ³ êåðóâàííÿ.

ÑÏÈÑÎÊ Ë²ÒÅÐÀÒÓÐÈ

1. Êèñåëåâà Å.Ì., Ïðèòîìàíîâà Î.Ì., Óñ Ñ.À. Ðåøåíèå äâóõýòàïíîé íåïðåðûâíî-äèñêðåò-
íîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ çàäàííûì ïîëîæåíèåì öåíòðîâ
ïîäìíîæåñòâ. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç. 2020. Ò. 56, ¹ 1. Ñ. 3–15.

2. Kiseleva E., Prytomanova O., Hart L. Solving a two-stage continuous-discrete problem of
optimal partitioning-allocation with the subsets centers placement. Open Computer Science.
2020. Vol. 10. P. 124–136.

3. Êàðàãîäîâà Î.Î., Ê³ãåëü Â.Ð., Ðîæîê Â.Ä. Äîñë³äæåííÿ îïåðàö³é. Êè¿â: Öåíòð ó÷áîâî¿
ë³òåðàòóðè, 2007. 256 ñ.

4. Íàêîíå÷íèé Ñ.²., Ñàâ³íà Ñ.Ñ. Ìàòåìàòè÷íå ïðîãðàìóâàííÿ. Êè¿â: ÊÍÅÓ, 2003. 452 ñ.
5. Ñòåöþê Ï.²., Ëÿøêî Â.²., Ìàçþòèíåöü Ã.Â. Äâîåòàïíà òðàíñïîðòíà çàäà÷à òà ¿¿

AMPL-ðåàë³çàö³ÿ. Íàóêîâ³ çàïèñêè ÍàÓÊÌÀ. Êîìï’þòåðí³ íàóêè. 2018. Ò. 1. Ñ. 14–20.

ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2022, òîì 58, ¹ 6 69



6. Ñòåöþê Ï.²., Áèñàãà Î.Ï., Òðåãóáåíêî Ñ.Ñ. Äâîåòàïíà òðàíñïîðòíà çàäà÷à ç îáìåæåííÿì
íà ê³ëüê³ñòü ïðîì³æíèõ ïóíêò³â. Êîìïüþòåðíàÿ ìàòåìàòèêà. 2018. ¹ 2. Ñ. 119–128.

7. Ñòåöþê Ï., Ñòîâáà Â., Õîì’ÿê Î. Äâîåòàïíà òðàíñïîðòíà çàäà÷à òà äâ³ ¿¿ ìîäèô³êàö³¿.
Æóðíàë îá÷èñëþâàëüíî¿ òà ïðèêëàäíî¿ ìàòåìàòèêè. 2022. ¹ 3 (136). Ñ. 97–107.

8. Ñòåöþê Ï.²., Òðåãóáåíêî Ñ.Ñ. Ïðî äâîåòàïíó òðàíñïîðòíó çàäà÷ó ç çàäàíîþ ê³ëüê³ñòþ
ïðîì³æíèõ ïóíêò³â. Ìàòåð³àëè Äâàäöÿòîãî Ì³æíàðîäíîãî íàóêîâî-ïðàêòè÷íîãî ñåì³íàðó

«Êîìá³íàòîðí³ êîíô³ãóðàö³¿ òà ¿õ çàñòîñóâàííÿ» (Êðîïèâíèöüêèé, 13–14 êâ³òíÿ 2018 ð.).
C. 128–132.

9. Christofides N. Graph theory: An algorithmic approach. Cambridge: Academic Press, 1975.
400 p.

10. Jain A.K., Dubes R.C. Algorithms for clustering data. Prentice-Hall, 1988. 320 p.
11. Lloyd S. Least squares quantization in PCM. IEEE Trans. Inf. Theory. 1982. 28(2).

P. 129–137.
12. Arthur D., Vassilvitskii S. Kmeans++: the advantage of careful seeding. Proc. of the Eighteenth

Annual ACM-SIAM Symposium on Discrete Algorithms (SODA 07), SIAM, Philadelphia. 2007.
P. 1027–1035.

13. Gurobi Optimization Inc.: Gurobi Optimizer Reference Manual. URL: http://www.gurobi.com/
documentation/.

14. IBM: CPLEX User’s Manual, Version 12 Release 8. URL: https://www.ibm.com/support/
knowledgecenter/SSSA5P12.8.0/ilog.odms.studio.help/pdf/usrcplex.pdf.

15. NEOS Server: State-of-the-Art Solvers for Numerical Optimization. URL: https://neos-server.org/neos/.
16. Fourer R., Gay D.M., Kernighan B.W. AMPL: A modeling language for mathematical

programming. Pacific Grove: Duxbury Press, 2002.
17. Á³áë³îòåêà TSPLIB — A Traveling Salesman Problem Library. URL: http://elib.zib.de/pub/

mp-testdata/tsp/tsplib/tsp/.
18. Ðîìàí÷åíêî ².Ñ., Õàçàíîâè÷ Î.²., Òðåãóáåíêî Ñ.Ñ. Ìîäåëþâàííÿ ñèñòåìè ìàòåð³àëü-

íî-òåõí³÷íîãî çàáåçïå÷åííÿ. Ëüâ³â: ÍÀÑÂ ÇÑ Óêðà¿íè, 2015. 156 ñ.
19. Áóòêåâè÷ Î.Ô., Þíººâà Í.Ò., Ãóðººâà Ò.Ì. Äî ïèòàííÿ ïðî ðîçì³ùåííÿ íàêîïè÷óâà÷³â

åíåðã³¿ â ÎÅÑ Óêðà¿íè. Òåõí³÷íà åëåêòðîäèíàì³êà. 2019. ¹ 6. Ñ. 59–64.
20. Áóòêåâè÷ Î.Ô., Þíººâà Í.Ò., Ãóðººâà Ò.Ì., Ñòåöþê Ï.². Çàäà÷à ðîçòàøóâàííÿ íàêîïè÷ó-

âà÷³â åëåêòðîåíåðã³¿ â ÎÅÑ Óêðà¿íè ç óðàõóâàííÿì éîãî âïëèâó íà ïîòîêè ïîòóæíîñò³
êîíòðîëüîâàíèìè ïåðåòèíàìè. Òåõí³÷íà åëåêòðîäèíàì³êà. 2020. ¹ 4. Ñ. 46–50.

21. Ãîðáà÷óê Â.Ì., Äóíàºâñüêèé Ì.Ñ., Ñóëåéìàíîâ Ñ.-Á. Àíàë³ç ëàíöþã³â âàðòîñò³ íà îñíîâ³
íîâèõ òåõíîëîã³é åíåðãîíàêîïè÷åííÿ. Óäîñêîíàëþâàííÿ åíåðãîóñòàíîâîê ìåòîäàìè ìà-
òåìàòè÷íîãî ³ ô³çè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ. Ñåêö³ÿ 3 (8–10 æîâòíÿ 2019 ð., Õàðê³â). Õàðê³â:
²í-ò ïðîáëåì ìàøèíîáóäóâàííÿ ³ì. À.Ì. Ï³äãîðíîãî ÍÀÍ Óêðà¿íè, 2019. Ñ. 20–21.

22. Ãîðáà÷óê Â.Ì., Øóë³íîê Ã.Î., Ñèðêó À.À. Äî âèì³ðþâàííÿ çàãàëüíî¿ åíåðãîåôåêòèâ-
íîñò³ äåðæàâ. Òåîð³ÿ îïòèìàëüíèõ ð³øåíü. 2019. Ñ. 109–115.

23. Øîð Í.Ç. Ìåòîäû ìèíèìèçàöèè íåäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ. Êè¿â:
Íàóê. äóìêà, 1979. 199 ñ.

24. Ìèõàëåâè÷ Â.Ñ., Òðóáèí Â.À., Øîð Í.Ç. Îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è ïðîèçâîäñòâåííî-òðàíñ-
ïîðòíîãî ïëàíèðîâàíèÿ: Ìîäåëè, ìåòîäû, àëãîðèòìû. Ìîñêâà: Íàóêà, 1986. 264 ñ.

P.I. Stetsyuk, V.O. Stovba, S.S. Tregubenko, Î.M. Khomiak
TWO-STAGE TRANSPORTATION PROBLEM MODIFICATIONS AND THEIR APPLICATIONS

Abstract. Mathematical models of linear and Boolean linear programming for balanced
two-stage transportation problem and their two modifications are analyzed. The first
modification takes into account upper limits on the capacity of intermediate points, the second
modification takes into account the possibility of choosing a fixed number of intermediate
points, less than their total number. For all the three cases, the necessary and sufficient
conditions for the consistency of the linear constraints systems of the corresponding
mathematical programming problems are justified. Examples of the application of the
modifications for the optimal set partitioning, the p-median graph problem, and the rational
arrangement of the given number of storages are considered. The results of computational
experiments using Gurobi and CPLEX solvers and the AMPL modeling language are
presented.

Keywords: two-stage transportation problem, linear programming problem, Boolean linear
programming problem, AMPL, Gurobi, CPLEX, optimal set partition, ð-median, k-means,
material and technical support.
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