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ÐÎÇÂ’ßÇÍ²ÑÒÜ NP-ÏÎÂÍÈÕ ÇÀÄÀ×

Àíîòàö³ÿ. Àíàë³ç íåðîçâ’ÿçíîñò³ Ä³oôàíòîâèõ ð³âíÿíü ïîêàçàâ, ùî çàäà÷³ ðîçï³çíàâàííÿ
âëàñòèâîñòåé êëàñó NP º ðîçâ’ÿçóâàíèìè, òîáòî íåäåòåðì³íîâàíèé àëãîðèòì àáî ïîâíèé ïå-
ðåá³ð íà âõîä³ çàäà÷³ äàº ïîçèòèâíó ÷è íåãàòèâíó â³äïîâ³äü. Äëÿ ïîë³íîì³àëüíèõ Ä³îôàíòî-
âèõ ð³âíÿíü òàêîãî íåäåòåðì³íîâàíîãî àëãîðèòìó íå ³ñíóº. Ç íåðîçâ’ÿçíîñò³ Ä³îôàíòîâèõ
ð³âíÿíü âèïëèâàº ïðîñòèé âàð³àíò òåîðåìè Ãåäåëÿ ïðî íåïîâíîòó àðèôìåòèêè.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: NP-ïîâí³ çàäà÷³, Ä³îôàíòîâ³ ìíîæèíè, íåäåòåðì³íîâàíèé àëãîðèòì.

ÂÑÒÓÏ

Ìàòåìàòè÷íà òåîð³ÿ, çàñíîâàíà íà ïîíÿòò³ NP-ïîâíîòè çàäà÷, áóäóºòüñÿ äëÿ
çðó÷íîñò³ âèêëàäó ç âèêîðèñòàííÿì çàäà÷ ðîçï³çíàâàííÿ âëàñòèâîñòåé. Òàê³
çàäà÷³ ìàþòü ëèøå äâà ìîæëèâ³ ðîçâ’ÿçêè: «òàê» ÷è «í³». Çàäà÷à ðîçï³çíàâàí-
íÿ Ï ñêëàäàºòüñÿ ç ìíîæèíè DÏ âñ³õ ìîæëèâèõ ³íäèâ³äóàëüíèõ çàäà÷ òà ìíî-
æèíè YÏ ( )Y DÏ Ï� ³íäèâ³äóàëüíèõ çàäà÷ ³ç â³äïîâ³ääþ «òàê».

Ñïî÷àòêó îïèñóþòü óìîâè çàäà÷³ ó òåðì³íàõ ð³çíèõ êîìïîíåíò³â: ìíîæèí,
ãðàô³â, ôóíêö³é, ÷èñåë òîùî. Ïîò³ì ó òåðì³íàõ óìîâè ôîðìóëþþòü ïèòàííÿ, íà ÿêå
ìîæå áóòè îäíà ç äâîõ â³äïîâ³äåé: «òàê» ÷è «í³». Öåé îïèñ âèçíà÷àº ìíîæèíè DÏ ³
YÏ î÷åâèäíèì ÷èíîì. ²íäèâ³äóàëüíà çàäà÷à íàëåæèòü DÏ ó òîìó é ëèøå òîìó âè-
ïàäêó, êîëè âîíà ìîæå áóòè îòðèìàíà ³ç ñòàíäàðòíîãî îïèñó ï³äñòàíîâêîþ êîí-
êðåòíèõ çíà÷åíü ó âñ³ êîìïîíåíòè óìîâè. ²íäèâ³äóàëüíà çàäà÷à íàëåæèòü YÏ ó òîìó
é ëèøå òîìó âèïàäêó, êîëè â³äïîâ³ääþ íà çàïèòàííÿ çàäà÷³ áóäå «òàê».

Ñàìå ïîíÿòòÿ ïîë³íîì³àëüíî¿ «ïåðåâ³ðêè» äàº çìîãó âèîêðåìèòè çàäà÷³ êëà-
ñó NP. Ïåðåâ³ðêà çà ïîë³íîì³àëüíèé ÷àñ íå îçíà÷àº ðîçâ’ÿçíîñò³ çà ïîë³íîì³àëü-
íèé ÷àñ. Êëàñ NP âèçíà÷àºòüñÿ çà äîïîìîãîþ íåäåòåðì³íîâàíîãî àëãîðèòìó [1].
Òàêèé àëãîðèòì ñêëàäàºòüñÿ ç äâîõ ð³çíèõ ñòàä³é: «óãàäóâàííÿ» ³ ïåðåâ³ðêà. Çà
çàäàíî¿ ³íäèâ³äóàëüíî¿ çàäà÷³ I íà ïåðø³é ñòàä³¿ â³äáóâàºòüñÿ âãàäóâàííÿ äåÿêî¿
ñòðóêòóðè S . Ïîò³ì I ³ S ðàçîì ïîäàþòüñÿ ÿê âõ³ä íà ñòàä³þ ïåðåâ³ðêè, ÿêà âèêî-
íóºòüñÿ çâè÷àéíèì äåòåðì³íîâàíèì ÷èíîì ³ àáî çàê³í÷óºòüñÿ â³äïîâ³ääþ «òàê»
÷è «í³», àáî òðèâàº íåñê³í÷åííî áåç çóïèíêè [1]. Îñòàííº òâåðäæåííÿ, ÿê ïîáà-
÷èìî äàë³, íåïðàâèëüíå. Íåäåòåðì³íîâàíèé àëãîðèòì ðîçâ’ÿçóº çàäà÷ó Ï, ÿêùî
äëÿ áóäü-ÿêî¿ ³íäèâ³äóàëüíî¿ çàäà÷³ I D� âèêîíàí³ òàê³ äâ³ âëàñòèâîñò³:

1) ÿêùî I Y� Ï, òî ³ñíóº òàêà ñòðóêòóðà S , ó ðàç³ âãàäóâàííÿ ÿêî¿ äëÿ âõîäó I
ñòàä³ÿ ïåðåâ³ðêè, ùî ïî÷èíàº ðîáîòó íà âõîä³ ( , )I S , çàê³í÷óºòüñÿ â³äïîâ³ääþ «òàê»;

2) ÿêùî I Y� Ï, òî íåìàº òàêî¿ ñòðóêòóðè S , âãàäóâàííÿ ÿêî¿ äëÿ âõîäó I çà-
áåçïå÷èòü çàê³í÷åííÿ ñòàä³¿ ïåðåâ³ðêè íà âõîä³ ( , )I S â³äïîâ³ääþ «òàê».

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ö³ äâ³ âëàñòèâîñò³ âèêîíóþòüñÿ òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè
çàäà÷ó ìîæíà ðîçâ’ÿçàòè, îñê³ëüêè ñàìå ³ñíóâàííÿ íåäåòåðì³íîâàíîãî àëãîðèòìó
îçíà÷àº ðîçâ’ÿçí³ñòü çàäà÷ êëàñó NP. ßê áóäå ïîêàçàíî äàë³, ç íåðîçâ’ÿçíîñò³
Ä³îôàíòîâèõ ð³âíÿíü âèïëèâàº, ùî íå ³ñíóº áóäü-ÿêîãî íåäåòåðì³íîâàíîãî àëãî-
ðèòìó, äëÿ ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ âëàñòèâîñò³ 1 ³ 2.

Íåäåòåðì³íîâàíèé àëãîðèòì, ÿêèé ðîçâ’ÿçóº çàäà÷ó ðîçï³çíàâàííÿ Ï ïðàöþº
íà ïðîòÿç³ «ïîë³íîì³àëüíîãî ÷àñó», ÿêùî ìîæå ³ñíóâàòè ïîë³íîì p òàêèé, ùî
äëÿ áóäü-ÿêîãî I Y� Ï çíàéäåòüñÿ äåÿêà çäîãàäêà S , ùî ïðèâåäå íà ñòàä³¿ äå-
òåðì³íîâàíî¿ ïåðåâ³ðêè íà âõîä³ ( , )I S äî â³äïîâ³ä³ «òàê» çà ÷àñ p Length I( [ ]).
Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî «ðîçì³ð» ñòðóêòóðè S , ùî âãàäóºòüñÿ, îáìåæåíèé ïîë³íî-
ìîì p Length I( [ ]), òîìó ùî íà ïåðåâ³ðêó çäîãàäêè S ìîæå áóòè âèòðà÷åíî íå
á³ëüøå, í³æ ïîë³íîì³àëüíèé ÷àñ.
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Êëàñ NP — öå êëàñ âñ³õ çàäà÷ ðîçï³çíàâàííÿ Ï, ÿê³ çà ðîçóìíîãî êîäóâàííÿ
ìîæóòü áóòè ðîçâ’ÿçàíèìè íåäåòåðì³íîâàíèì àëãîðèòìîì çà ïîë³íîì³àëüíèé
÷àñ. Îñíîâíå ïðèçíà÷åííÿ «ïîë³íîì³àëüíîãî íåäåòåðì³íîâàíîãî àëãîðèòìó» ïî-
ëÿãàº ó ïîÿñíåíí³ ïîíÿòòÿ «ïåðåâ³ðêà çà ïîë³íîì³àëüíèé ÷àñ», à íå ó òîìó, ùîá
ðåàëüíî ïîáóäóâàòè ìåòîä ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ðîçï³çíàâàííÿ âëàñòèâîñòåé.

ÏÎË²ÍÎÌ²ÀËÜÍÀ ÇÂ²ÄÍ²ÑÒÜ ÒÀ NP-ÏÎÂÍ² ÇÀÄÀ×²

Îñíîâíà ³äåÿ ïîáóäîâè NP-ïîâíèõ çàäà÷ ´ðóíòóºòüñÿ íà ïîíÿòò³ ïîë³íîì³àëü-
íî¿ çâ³äíîñò³ çà ïðèïóùåííÿ, ùî P NP� .

Çàäà÷à ðîçï³çíàâàííÿ Ï1ïîë³íîì³àëüíî çâîäèòüñÿ äî çàäà÷³ ðîçï³çíàâàííÿ
Ï 2, ÿêùî º ôóíêö³ÿ f , ÿêà çàäîâîëüíÿº äâ³ óìîâè:

— ôóíêö³ÿ f îá÷èñëþºòüñÿ ïîë³íîì³àëüíèì àëãîðèòìîì;
— äëÿ âñ³õ âõîä³â I Y� Ï1

òîä³ ³ ò³ëüêè òîä³, êîëè f I Y( ) � Ï2
.

Ïîë³íîì³àëüíà çâ³äí³ñòü ââîäèòüñÿ äëÿ çàäà÷ ³ç âõîäîì I Y� Ï, òîáòî ³ñíóº òàêà
ñòðóêòóðà S , ñòàä³ÿ ïåðåâ³ðêè ÿêî¿ ñïðè÷èíÿº íà âõîä³ ( , )I S â³äïîâ³äü «òàê».

Çàäà÷à ðîçï³çíàâàííÿ Ï íàçèâàºòüñÿ NP-ïîâíîþ, ÿêùî Ï NP� ³ áóäü-ÿêà
³íøà çàäà÷à ðîçï³çíàâàííÿ çâîäèòüñÿ äî Ï. Çà ôóíäàìåíòàëüíîþ òåîðåìîþ
Êóêà, çàäà÷ó ðîçï³çíàâàííÿ ç Áóëåâî¿ ëîã³êè, ÿêó íàçèâàþòü «çä³éñíåíí³ñòü»,
âèçíà÷åíî ÿê ïåðøó NP-ïîâíó çàäà÷ó.

Äëÿ îá´ðóíòóâàííÿ ïîë³íîì³àëüíî¿ çâ³äíîñò³³ áóäü-ÿêî¿ çàäà÷³ ðîçï³çíàâàí-
íÿ Ï NP� äî çàäà÷³ «çä³éñíåíí³ñòü» Êóê ðîçãëÿäàâ ø³ñòü ãðóï äèç’þíêö³é, êîæ-
íà ç ÿêèõ íàêëàäàº îáìåæåííÿ ïåâíîãî òèïó íà áóäü-ÿêèé íàá³ð çíà÷åíü ³ñòèí-
íîñò³ [2]. Íàá³ð äèç’þíêö³é çàäà÷³ «çä³éñíåíí³ñòü» ïîáóäîâàíèé òàê, ùî
áóäü-ÿêèé âèêîíóâàëüíèé íàá³ð çíà÷åíü ³ñòèííîñò³ äëÿ äèç’þíêö³é çîáîâ’ÿçà-
íèé â³äïîâ³äàòè äåÿêîìó ïðèéìàëüíîìó îá÷èñëåííþ äåòåðì³íîâàíî¿ ïðîãðàìè
Òüþðèíãà íà âõîä³ I . Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî äëÿ f I( ) ³ñíóº âèêîíóâàëüíèé íàá³ð
çíà÷åíü ³ñòèííîñò³ òîä³ ³ ò³ëüêè òîä³, êîëè I Y� Ï.

ÍÅÐÎÇÂ’ßÇÍ²ÑÒÜ Ä²ÎÔÀÍÒÎÂÈÕ Ð²ÂÍßÍÜ

Ó 1970 ð. áóëî îòðèìàíî âàæëèâèé ðåçóëüòàò, ùî íåãàòèâíî ðîçâ’ÿçóº äåñÿòó
ïðîáëåìó Ã³ëüáåðòà: ÷è ³ñíóº àëãîðèòì, ÿêèé çà íàäàíèì ïîë³íîìîì p x xn( )1� ��

ç ö³ëèìè êîåô³ö³ºíòàìè ðîçï³çíàº, ÷è ìàº ð³âíÿííÿ p � 0 ðîçâ’ÿçîê ó ö³ëèõ ÷èñ-
ëàõ. Ó [3] Þ.Â. Ìàò³ÿñåâè÷ ïîêàçàâ, ùî òàêîãî àëãîðèòìó íå ³ñíóº.

Íåõàé p z zn( )1� �� — ïîë³íîì ³ç ö³ëèìè êîåô³ö³ºíòàìè. Ä³îôàíòîâ³ ð³âíÿííÿ

p z zn( )1 0� � �� (1)

ðîçâ’ÿçóþòüñÿ ó ö³ëèõ ÷èñëàõ. ×àñòèíó çì³ííèõ (1) âèîêðåìëþþòü ÿê ïàðà-
ìåòðè ³ çàïèñóþòü (1) ó âèãëÿä³

p a x xm( , )1 0� � �� , (2)

äå ïàðàìåòð ìîæå áóòè âåêòîðíèì, a a ak� � �{ }1 � , ïðè÷îìó âñ³ ai ³ x j íàëåæàòü
íàòóðàëüíîìó ðÿäó N � { , , , }0 1 2 � . Çàóâàæèìî, ùî äëÿ Ä³îôàíòîâèõ ð³âíÿíü íå
ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè íåäåòåðì³íîâàíèé àëãîðèòì ÷è ïîâíèé ïåðåá³ð,
îñê³ëüêè îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ çì³ííèõ º ë³÷èëüíà ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

Ìíîæèíà A ïîçèòèâíèõ âåêòîð³â a a ak� � �{ }1 � íàçèâàºòüñÿ Ä³îôàíòîâîþ,
ÿêùî çà áóäü-ÿêîãî a A� ³ ò³ëüêè çà a A� ð³âíÿííÿ (2) ìîæíà ðîçâ’ÿçàòè â ö³ëèõ
ïîçèòèâíèõ x xm1� �� . Àðèôìåòè÷íà ìîâà L0 � � 	 � 
{ , , , }, äå 
 — êâàíòîð ³ñíó-
âàííÿ äàº çìîãó çàïèñàòè áóäü-ÿêèé ïîë³íîì p a x( , ) ó âèãëÿä³ 
 �xp a x( , ) 0, äå
a a ak� � �{ }1 � , x x xm� � �{ }1 � .

Â³äîìî, ùî Ä³îôàíòîâ³ ìíîæèíè — öå ò³ é ò³ëüêè ò³ ìíîæèíè, ÿê³ ìîæíà
îïèñàòè ìîâîþ L0 . Îäíàê ìîæëèâîñò³ ìîâè L0 îáìåæåí³ ³ ö³ºþ ìîâîþ íå
âäàºòüñÿ îïèñàòè áàãàòî ö³êàâèõ ç òåîðåòèêî-÷èñëîâî¿ òî÷êè çîðó ìíîæèí.
Íàïðèêëàä, ìíîæèíà ïðîñòèõ ÷èñåë ìàº âèãëÿä

p y p z p yz p y z� � 
 � 
 � � � � �1 1 1& [ ],

äå �
 — îáìåæåíèé êâàíòîð çàãàëüíîñò³.
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Þ.Â. Ìàò³ÿñåâè÷ âèâ÷èâ ìîâó ß5 , ùî ì³ñòèòü ñèìâîëè �, 	, � (îïåðàòîð çâå-

äåííÿ ó ñòóï³íü), �, �, �, � , | (îïåðàö³ÿ ïîä³ëó), (mod), &, � , 
, �
 . Òåõí³÷íî
ñêëàäíèìè âèÿâèëèñÿ äîêàçè ä³îôàíòîâîñò³ åêñïîíåíòè òà îáìåæåíîãî êâàíòîðà çà-
ãàëüíîñò³. Éîìó âäàëîñÿ äîâåñòè ð³âíîîá’ºìí³ñòü ìîâ L0 ³ ß5 , çâ³äêè íåãàéíî
ñë³äóº ä³îôàíòîâ³ñòü ìíîæèíè âñ³õ ïðîñòèõ ÷èñåë. Ç ³íøîãî áîêó, ó òåîð³¿ îá÷èñëþ-
âàíèõ ôóíêö³é âñòàíîâëåíî, ùî êëàñ ìíîæèí, îïèñàíèõ ìîâîþ ß5 , çá³ãàºòüñÿ
ç êëàñîì ðåêóðñèâíî ïåðåë³÷óâàíèõ ìíîæèí. Îòæå, Þ.Â. Ìàò³ÿñåâè÷ äîâ³â, ùî âñ³
ðåêóðñèâíî ïåðåðàõîâàí³ ìíîæèíè º Ä³îôàíòîâèìè.

Â³äîìî, ùî ïðîáëåìà x Wx� íåðîçâ’ÿçíà, äå Wx — îáëàñòü âèçíà÷åííÿ îá-
÷èñëþâàíî¿ ôóíêö³¿ ç ³íäåêñîì x , Wx — ðåêóðñèâíî ïåðåðàõîâóâàíà ìíîæèíà, à
Wx — íåïåðåðàõîâóâàíà ìíîæèíà. Öåé ðåçóëüòàò º ôóíäàìåíòàëüíèì ó òåîð³¿

îá÷èñëþâàíèõ ôóíêö³é [4].
Âèáåðåìî òåïåð ïîë³íîì p a x xm( , )1� �� , òàêèé ùî

a W x x p a x xa m m� � 
 
 � � �1 1 0, ..., ( ( , ) )� .

Öå ìîæíà çðîáèòè â ðåçóëüòàò³ ä³îôàíòîâîñò³ ðåêóðñèâíî ïåðåðàõîâóâàíî¿
ìíîæèíè Wa . Òîä³, ÿêáè ³ñíóâàëà ðîçâ’ÿçóâàëüíà ïðîöåäóðà äëÿ äåñÿòî¿ ïðîáëå-
ìè Ã³ëüáåðòà, òî ³ñíóâàëà á ³ ðîçâ’ÿçóâàëüíà ïðîöåäóðà äëÿ ïðîáëåìè x Wx� ,
çâ³äêè âèïëèâàº, ùî äåñÿòà ïðîáëåìà Ã³ëüáåðòà º íåðîçâ’ÿçíîþ.

Ç íåðîçâ’ÿçíîñò³ Ä³îôàíòîâèõ ð³âíÿíü âèïëèâàº ïðîñòèé âàð³àíò òåîðåìè
Ãåäåëÿ ïðî íåïîâíîòó àðèôìåòèêè. Ïîë³íîìè, ùî íå ìàþòü ïîçèòèâíèõ ðîç-
â’ÿçê³â, óòâîðþþòü ³ñòèíí³ òâåðäæåííÿ âèãëÿäó

� 
 � � �x x p a x xm m1 1 0, ..., ( ( , ) )� , (3)

ÿê³ çà âëàñòèâ³ñòþ ìíîæèíè Wa íåïåðåðàõîâàí³. Îñê³ëüêè áóäü-ÿê³ äîêàçè º

ñê³í÷åííèìè, âñ³ âîíè ìîæóòü áóòè åôåêòèâíî ïåðåðàõîâàí³ àáî àëãîðèòì³÷íî
ïåðåíóìåðîâàí³. Îòæå, ñåðåä ³ñòèííèõ òâåðäæåíü (3) ³ñíóþòü íåïåðåðàõîâàí³
òîáòî íåäîêàçí³ òâåðäæåííÿ.
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Àíàë³ç íåðîçâ’ÿçíîñò³ Ä³îôàíòîâèõ ð³âíÿíü ïîêàçàâ, ùî çàäà÷³ ðîçï³çíàâàííÿ
âëàñòèâîñòåé êëàñó NP º ðîçâ’ÿçíèìè, òîáòî íåäåòåðì³íîâàíèé àëãîðèòì àáî
ïîâíèé ïåðåá³ð íà âõîä³ çàäà÷³ äàº ïîçèòèâíó ÷è íåãàòèâíó â³äïîâ³äü. Äëÿ
ïîë³íîì³àëüíèõ Ä³îôàíòîâèõ ð³âíÿíü òàêîãî íåäåòåðì³íîâàíîãî àëãîðèòìó íå
³ñíóº. Ç íåðîçâ’ÿçíîñò³ Ä³îôàíòîâèõ ð³âíÿíü âèïëèâàº ïðîñòèé âàð³àíò òåîðå-
ìè Ãåäåëÿ ïðî íåïîâíîòó àðèôìåòèêè.
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A.A. Vagis, A.M. Gupal
SOLVABILITY OF NP-COMPLETE PROBLEMS

Abstract. An analysis of the unsolvability of Diophantine equations showed that problems of
recognition of properties of the NP class are solvable, i.e., a non-deterministic algorithm or
exhaustive search at the input of the problem gives a positive or negative answer. For
polynomial Diophantine equations, such a non-deterministic algorithm does not exist. A simple
version of Gîdel’s theorem on the incompleteness of arithmetic follows from the unsolvability
of Diophantine equations.

Keywords: NP-complete problems, Diophantine equations, non-deterministic algorithm.
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