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ÏÎË²ÅÄÐÀËÜÍÀ ÊÎÃÅÐÅÍÒÍÀ Ì²ÐÀ ÐÈÇÈÊÓ ÒÀ ÐÎÁÀÑÒÍÀ

ÇÀ ÐÎÇÏÎÄ²ËÎÌ ÎÏÒÈÌ²ÇÀÖ²ß ÏÎÐÒÔÅËß

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî ïîë³åäðàëüí³ êîãåðåíòí³ ì³ðè ðèçèêó òà ¿õí³ êîíñòðóêö³¿ íàéã³ðøîãî

âèïàäêó çà ìíîæèíîþ íåîäíîçíà÷íîñò³. Äëÿ âèïàäêó äèñêðåòíîãî ðîçïîä³ëó òà ïîë³åä-

ðàëüíî¿ ìíîæèíè íåîäíîçíà÷íîñò³ îá÷èñëåííÿ òàêèõ ì³ð ðèçèêó çâîäèòüñÿ äî çàäà÷

ë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ. Âèâ÷åíî çàäà÷³ ðîáàñòíî¿ çà ðîçïîä³ëîì îïòèì³çàö³¿ ïîðòôåëÿ

çà ñï³ââ³äíîøåííÿì âèíàãîðîäà–ðèçèê ç âèêîðèñòàííÿì êîíñòðóêö³é íàéã³ðøîãî âèïàäêó

çà ïîë³åäðàëüíîþ ìíîæèíîþ íåîäíîçíà÷íîñò³ äëÿ öèõ ì³ð ðèçèêó òà ñåðåäíüîãî äîõîäó.

Ö³ çàäà÷³ çâåäåíî äî â³äïîâ³äíèõ çàäà÷ ë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: êîãåðåíòíà ì³ðà ðèçèêó, ïîë³åäðàëüíà êîãåðåíòíà ì³ðà ðèçèêó, Ñonditional

Value-at-Risk (CVaR), ìíîæèíà íåîäíîçíà÷íîñò³, ðîáàñòíà çà ðîçïîä³ëîì îïòèì³çàö³ÿ,

îïòèì³çîâàíèé åêâ³âàëåíò âèçíà÷åíîñò³, îïòèì³çàö³ÿ ïîðòôåëÿ, ì³ðà â³äõèëåííÿ.

ÂÑÒÓÏ

Ó êëàñè÷íèõ çàäà÷àõ ñòîõàñòè÷íî¿ îïòèì³çàö³¿ çàçâè÷àé ââàæàºòüñÿ â³äîìèì

ñòîõàñòè÷íèé ðîçïîä³ë âèïàäêîâèõ âåëè÷èí (â.â.), à ÿê êðèòåð³¿ ÷è îáìåæåííÿ

äëÿ ïîøóêó îïòèìàëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â âèêîðèñòîâóþòü ¿õí³ ñòàòèñòè÷í³ õàðàêòå-

ðèñòèêè: ñåðåäí³ çíà÷åííÿ, â³äõèëåííÿ, êâàíòèë³ òîùî. Ïðîòå, â çàñòîñóâàí-

íÿõ çàçâè÷àé íàÿâíà ëèøå ÷àñòêîâà ³íôîðìàö³ÿ ïðî ðîçïîä³ë ó âèãëÿä³ äàíèõ

ñïîñòåðåæåíü (ïåðåä³ñòîð³¿). Öå äàº çìîãó îïèñàòè ñòîõàñòè÷íèé ðîçïîä³ë â.â.

ëèøå äåÿêîþ ìíîæèíîþ íåîäíîçíà÷íîñò³ (ÌÍ, ambiguity set). Ïîñòàíîâêè çà-

äà÷ ñòîõàñòè÷íî¿ îïòèì³çàö³¿ â³äïîâ³äíî ìîäèô³êóþòü. Òåïåð ó íèõ äëÿ îïèñó

êðèòåð³¿â îïòèìàëüíîñò³ ÷è îáìåæåíü ï³ä ÷àñ ïîøóêó ðîçâ’ÿçê³â âèêîðèñòîâó-

þòü ñòàòèñòè÷í³ õàðàêòåðèñòèêè íàéã³ðøîãî âèïàäêó çà ÌÍ.

Òåìàòèêó ïîä³áíèõ ïîñòàíîâîê çàäà÷ íàçèâàþòü ðîáàñòíîþ çà ðîçïîä³ëîì

îïòèì³çàö³ºþ (ÐÐÎ, distributionally robust optimization). Íèí³ âîíà àêòèâíî ðîç-

âèâàºòüñÿ, íàïðèêëàä ó [1–6]. Òàê, ó [1] âèâ÷åíî ìîäåë³, ùî âðàõîâóþòü íåâèç-

íà÷åí³ñòü çà òèïîì ðîçïîä³ëó òà éîãî ìîìåíòàìè (ñåðåäí³ì çíà÷åííÿì òà êî-

âàð³àö³éíîþ ìàòðèöåþ), ó [2] — ñòðóêòóðó ìîäåë³ ç ÌÍ ðîçïîä³ë³â ç äîâ³ð÷èìè

ìíîæèíàìè, îïèñàíèìè êîíóñîì òà ñåðåäí³ìè çíà÷åííÿìè íà àô³ííîìó ð³çíî-

âèä³, â [3] — ïîñòàíîâêè çàäà÷ ç ÌÍ ³ìîâ³ðí³ñíèõ ì³ð, áëèçüêèõ ó ïåâíîìó ñåíñ³

äî ïî÷àòêîâî¿ ì³ðè, â [4] — ÐÐÎ ìîäåë³ ç âèêîðèñòàííÿì ìåòðèêè Âàññåðøòåéíà

äëÿ ïîáóäîâè ÌÍ, ó [5] — àäàïòèâíó ñòðóêòóðó ÐÐÎ äëÿ äèíàì³÷íîãî ïðèéíÿò-

òÿ ð³øåíü ç ÌÍ, îïèñàíèìè êîíóñîì äðóãîãî ïîðÿäêó. Â [6] çàïðîïîíîâàíî

îãëÿä ç òåîð³¿ òà çàñòîñóâàíü ÐÐÎ.

Øèðîêîãî ïîøèðåííÿ òàêîæ íàáóâ àïàðàò êîãåðåíòíèõ ì³ð ðèçèêó äëÿ

ê³ëüê³ñíîãî îö³íþâàííÿ ðèçèêó [7]. Òîìó éîãî âèêîðèñòàííÿ â çàäà÷àõ ÐÐÎ º

ïðèðîäíèì ³ ïîòðåáóº âðàõóâàííÿ â³äïîâ³äíî¿ ÌÍ ó êîíñòðóêö³¿ ì³ðè ðèçèêó.

Ó ðîáîò³ âèâ÷àþòüñÿ ïîë³åäðàëüí³ êîãåðåíòí³ ì³ðè ðèçèêó (ÏÊÌÐ) òà ¿õí³ êî-

íñòðóêö³¿ íàéã³ðøîãî âèïàäêó çà ÌÍ. Äëÿ ñê³í÷åííèõ äèñêðåòíèõ ðîçïîä³ë³â îá-

÷èñëåííÿ òàêèõ ÏÊÌÐ ç ïîë³åäðàëüíèìè ÌÍ çâåäåíî äî çàäà÷³ ë³í³éíîãî ïðîãðà-

ìóâàííÿ (ËÏ). Ïîêàçàíî, ÿê çàäà÷³ ðîáàñòíî¿ çà ðîçïîä³ëîì îïòèì³çàö³¿ ïîðòôåëÿ

ç òàêèìè ì³ðàìè ðèçèêó òà ÌÍ çâîäÿòüñÿ äî â³äïîâ³äíèõ çàäà÷ ËÏ.
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1. ÄÂÎ¯ÑÒÅ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÍß ÊÎÃÅÐÅÍÒÍÎ¯ Ì²ÐÈ ÐÈÇÈÊÓ

Ðîçãëÿíåìî éìîâ³ðí³ñíèé ïðîñò³ð ( , , )� � P0 ³ ïðîñò³ð Z � X â.â., äå X R: � � —

âèì³ðíà ôóíêö³ÿ, ùî îïèñóº âåëè÷èíó âèïàäêîâèõ âòðàò.

Ôóíêö³ÿ � : Z R� íàçèâàºòüñÿ êîãåðåíòíîþ ì³ðîþ ðèçèêó (ÊÌÐ) [7], ÿêùî

âîíà íàï³âíåïåðåðâíà çíèçó (íí.çí.), âëàñíà ó ñåíñ³ [8] òà âèêîíàí³ òàê³ àêñ³îìè:

R1) � �( ) ( )X a X a� � � , a R� (òðàíñëÿö³éíà ³íâàð³àíòí³ñòü);

R2) � � � �� � �( ( ) ) ( ) ( ) ( )X X X X1 2 1 21 1� 	 
 � 	 (îïóêë³ñòü);

R3) �( )0 0� , � � �� �( ) ( ),X X� � 0 (ïîçèòèâíà îäíîð³äí³ñòü);

R4) � �( ) ( )X Y
 , ÿêùî X Y
 (ìîíîòîíí³ñòü).

Ó [9] áóëî ââåäåíî ïîíÿòòÿ îïóêëî¿ ì³ðè ðèçèêó ÿê óçàãàëüíåííÿ ÊÌÐ.

Ôóíêö³ÿ �(. ) íàçèâàºòüñÿ îïóêëîþ ì³ðîþ ðèçèêó, ÿêùî âîíà ìàº âëàñòèâîñò³ R1,

R2, R4 òà �( )0 0� .

Çàóâàæåííÿ 1. Çàçíà÷åí³ âëàñòèâîñò³ ì³ð ðèçèêó ñòîñóþòüñÿ â.â. X , ùî îïè-

ñóþòü âòðàòè, âèòðàòè òà ³íø³ âåëè÷èíè çà â³äíîøåííÿì ïåðåâàãè «÷èì ìåíøå —

òèì êðàùå». Âåëè÷èíè, âïîðÿäêîâàí³ çà â³äíîøåííÿì «÷èì á³ëüøå — òèì êðà-

ùå», çîêðåìà, âåëè÷èíó ô³íàíñîâîãî ïîòîêó òðåáà âðàõîâóâàòè ç³ çíàêîì ì³íóñ.

Íåõàé Z L P
p

� ( , , )� � 0 , p� � �[ , )1 , éîãî äâî¿ñòèì ïðîñòîðîì º

Z L P
q


� ( , , )� � 0 , q � � �( , ]1 . 1 1 1/ /p q� � . Ñêàëÿðíèé äîáóòîê äëÿ X Z� ³

�� 
Z ìàº âèãëÿä

� � � �� � � � �, ( ) ( ) ( )X X dP

�

0 .

Ì³ðà ðèçèêó �(. ) çà îçíà÷åííÿì º îïóêëîþ âëàñíîþ òà íí.çí. ôóíêö³ºþ. Íà-

ãàäàºìî, ùî ¿¿ ñïðÿæåíà ôóíêö³ÿ � 
�: Z R âèçíà÷àºòüñÿ ÿê

� � � �

�

� � � 	( ) sup ( , ( ))

X Z

X X .

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó Ôåíõåëÿ–Ìîðî [10, òåîðåìà 7.71], �(. ) ìîæíà

ïðåäñòàâèòè ó äâî¿ñòîìó âèãëÿä³

� � � �

� �

( ) sup ( , ( ))X X� � � 	 �

�



M

sup ( ) ( ) ( ) ( )

� �

� � � � � �

�

	

�

�

�

�

�

�

�

��
M

X dP0

�

, (1)

äå M � �� dom ( ) — îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêö³¿ � .

Çàóâàæåííÿ 2. Ïðåäñòàâëåííÿ (1) ìàº ì³ñöå äëÿ ðåôëåêñèâíèõ ïðîñòîð³â

L P
p

( , , )� � 0 , p� � �( , )1 . Äëÿ ïàðè ïðîñòîð³â: L P1 0( , , )� � òà L P� ( , , )� � 0 , ïåð-

øèé ïðîñò³ð ðîçãëÿäàºòüñÿ ç³ ñëàáêîþ òîïîëîã³ºþ, äðóãèé — ç³ ñëàáêî* òîïî-

ëîã³ºþ [3].

Äëÿ ÊÌÐ ñï³ââ³äíîøåííÿ (1) çíà÷íî ñïðîùóºòüñÿ:

� � � � � �

� �� �

( ) sup , sup ( ) ( ) ( )X X X dP� � � �

� �
�

M M
0

�

. (2)

ßê â³äîìî [10, òåîðåìà 6.4], âëàñòèâîñò³ ìîíîòîííîñò³ R4 òà òðàíñëÿö³éíî¿

³íâàð³àíòíîñò³ R1 äëÿ �(.) ãàðàíòóþòü, ùî

�(.) � 0 a.s.,

�

� �� � �( ) ( )dP0 1. (3)
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Îòæå, ìíîæèíà M � � 
Z ³ç ñï³ââ³äíîøåíü (1) ³ (2) º ï³äìíîæèíîþ ³ìî-

â³ðí³ñíèõ ù³ëüíîñòåé (3). Ó òàêîìó âèïàäêó

Q P P P A dP

A

� �� � � �( ) (.) : ( ) ( ) ( ),0 0� � �

�

�
�

��

�

�
�

��
� M (4)

º ìíîæèíîþ éìîâ³ðí³ñíèõ ì³ð âèãëÿäó dP dP� � 0 íà ( , )� � , ïîðîäæåíèõ ìíî-

æèíîþ M � (ïîõ³äíèõ Ðàäîíà–Í³êîäèìà)

� � � � �

� � �

P

P Q P

P
X X dP E X

0

0

0( ) sup ( ) ( ) ( ) sup [ ]

( )

� �

� �
�

M
�

. (5)

Çàóâàæåííÿ 3. Ó ñï³ââ³äíîøåíí³ (5) ì³ðà ðèçèêó �(. ) ïîçíà÷åíà ÿê �
P0

(.),

ùîá âêàçàòè íà ¿¿ ÿâíó çàëåæí³ñòü â³ä ïî÷àòêîâî¿ ³ìîâ³ðí³ñíî¿ ì³ðè P0 .

Çàóâàæåííÿ 4. Çàëåæí³ñòü Q� (.) â³ä P0 ó (4) ìîæíà ðîçóì³òè ÿê áàãàòîçíà÷-

íå â³äîáðàæåííÿ íà ìíîæèí³ éìîâ³ðí³ñíèõ ì³ð.

Ïðèêëàä 1. Ðîçãëÿíåìî CVaR ç [11], ¿¿ äâî¿ñòèì ïðåäñòàâëåííÿì [10] º (2), äå

M � � �
�

�
�
�
�


 

	

(. ) : (. )0
1

1
a.s., � � �( ) ( )P d0 1�

�
�
�

�
�

, (6)

à ìíîæèíà Q P� ( )0 îïèñóºòüñÿ ó âèãëÿä³ (4) ç ìíîæèíîþ M � (6).

Ïðèêëàä 2. Ðîçãëÿíåìî �( ) ( )X S X
u

� 	 	 , äå S X Eu X
u

R

( ) sup ( )� � 	

��

� �{ } —

îïòèì³çîâàíèé åêâ³âàëåíò âèçíà÷åíîñò³ [12] ç êóñêîâî-ë³í³éíîþ ôóíêö³ºþ êîðèñíîñò³

u t

t t

t t

( )
, ,

, ,

�



�

�

�

�

�

�

2

1

0

0

0 11 2
   � � . ¯¿ äâî¿ñòèì ïðåäñòàâëåííÿì [13] º (2), äå

M � � � � ��
�
�
�


 
: (. )1 2 a.s., � � �( ) ( )dP0 1�
�
�
�

�
�

.

Â³äïîâ³äíî ìíîæèíà Q P� ( )0 ìàº âèãëÿä (4) ç òàêîþ ìíîæèíîþ M � .

Óòî÷íèìî òåïåð ïîíÿòòÿ ïîë³åäðàëüíî¿ ÊÌÐ (ÏÊÌÐ), ðàí³øå âèâ÷åíî¿

â [14–16] äëÿ ñê³í÷åííèõ äèñêðåòíèõ ðîçïîä³ë³â â.â.

Îçíà÷åííÿ 1. Ì³ðó ðèçèêó �(.) áóäåìî íàçèâàòè ÏÊÌÐ, ÿêùî âîíà ó äâî-

¿ñò³é ôîðì³ ïðåäñòàâëÿºòüñÿ ó âèãëÿä³ (2), äå M � º àáî ìíîæèíîþ

M 0 00 1�
�
�
�

� �
�
�
�

�� � � �(.) , ( ) ( )a.s.

�

dP , (7)

àáî ¿¿ ïåðåòèíîì ç ÿêîþñü ³ç äâîõ ìíîæèí:

M1 0 1�
�
�
�


 �
�
�
�

�� � � � �(.) : ( ) ( ) ( ) , , ,X dP c i k
i i

�

� (8)

äëÿ äåÿêèõ {X Z c R
i i
� �, , i k�1, , }� òà

M 2 1 2� 
 
{ (.) : (.) }� � � � a.s. , 0 11 2
 
 
� � , (9)

äëÿ äåÿêèõ � 1, � 2 . Ïðè öüîìó M 0 íàçèâàºòüñÿ ñòàíäàðòíîþ ÷àñòèíîþ îïèñó M � .

Îòæå,

� � � � � � �

� �

( ) sup ( ) ( ) sup ( ) ( ) ( )

( )

X X dP X dP

P Q P

� �

� �
� �

0

0

� �
M

(10)

äëÿ òàêèõ âèïàäê³â ïðåäñòàâëåííÿ M �:
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C0) M M� � 0 ;

Ñ1) M M M� � !0 1;

C2) M M M� � !0 2 ;

C3) M M M M� � ! !0 1 2

äëÿ M
i
, i � 0 1 2, , , îïèñàíèõ ó (7)–(9).

Ðîçãëÿíåìî äåÿê³ ïðèêëàäè. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî ñóòòºâèé ñóïðåìóì, ñå-

ðåäíº çíà÷åííÿ, CVaR ³ îïòèì³çîâàíèé åêâ³âàëåíò âèçíà÷åíîñò³ ç³ çíàêîì ì³íóñ

³ç ïðèêëàäó 2 îïèñóþòüñÿ ó âèãëÿä³ (10) ç â³äïîâ³äíèìè M �:

� ( )X X� esssup äëÿ M M� � 0 ;

� ( ) [ ]X E X� äëÿ M M M� � !0 2 , � 1 0� , � 2 1� ;

� �( ) ( )X CVaR X� äëÿ M M M� � !0 2 , � 1 0� , � �2 1 1� 	/ ( );

�( ) ( )X S X
u

� 	 	 äëÿ M M M� � !0 2 .

Çàçíà÷èìî, ùî ì³ðîþ â³äõèëåííÿ [17] íàçèâàºòüñÿ íí.çí. ôóíêö³îíàë

D Z: [ , ]� �0 ç âëàñòèâîñòÿìè:

D1) D( )0 0� ;

D2) D X a D X( ) ( )� � , a R� ;

D3) D X D X( ) ( )� �� , � � 0;

D4) D X X D X D X( ) ( ) ( )1 2 1 2� 
 � .

Íåâàæêî ïåðåâ³ðèòè, ùî äëÿ ÊÌÐ �
P

X
0

( ) âåëè÷èíà D X X E X
P P0 0

( ) ( ( ))� 	�

º ì³ðîþ â³äõèëåííÿ. Òîìó, ÿêùî �( )X ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿä³ (2), âèêîðèñòàâøè ïî-

çíà÷åííÿ 1(.) �1 a.s., îòðèìàºìî

D X X dP X
P0 0( ) sup ( ( ) – ( )) ( ) ( ) sup ,� � � 	 �

� �� �� �

� � � � � �

M M

1 1

�

� . (11)

Îçíà÷åííÿ 2. Ì³ðó â³äõèëåííÿ áóäåìî íàçèâàòè ïîë³åäðàëüíîþ, ÿêùî âîíà

ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿä³ (11), äå M � îïèñóº ÏÊÌÐ.

2. Ì²ÐÀ ÐÈÇÈÊÓ ÍÀÉÃ²ÐØÎÃÎ ÂÈÏÀÄÊÓ ÇÀ ÌÍÎÆÈÍÎÞ ÍÅÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÎÑÒ²

Íåõàé ìàºìî ì³ðó ðèçèêó �(.), à ì³ðà P0 ³ìîâ³ðí³ñíîãî ïðîñòîðó õàðàêòåðè-

çóºòüñÿ ÌÍ ó âèãëÿä³ P P
U0 � . Òîä³ îö³íþâàòèìåìî ðèçèê íàéã³ðøèì (ìàêñè-

ìàëüíèì) çíà÷åííÿì �(. ) ç ÌÍ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ �
P

U

(.), îòðèìóºìî

� �
P

P P

P
U

U

X X( ) sup ( )�

�0

0
. (12)

Âèçíà÷èìî òåïåð çà �
P

U

(. ) ì³ðó â³äõèëåííÿ ÿê

D X D X X E X
P

P P

P

P P

P P
U

U U

( ) sup ( ) sup ( ( ) ( ))� � 	

� �0

0

0

0 0
� . (13)

Îçíà÷åííÿ 3. Ôóíêö³îíàëè �
P

U

(.) òà D
P

U

(.) ³ç (12), (13) íàçèâàòèìåìî

â³äïîâ³äíî ì³ðàìè ðèçèêó òà â³äõèëåííÿìè íàéã³ðøîãî âèïàäêó çà ìíîæèíîþ P
U

.

Çàóâàæåííÿ 5. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî òàêà ì³ðà ðèçèêó íàéã³ðøîãî âèïàäêó çà

ÌÍ �
P

U

(.) çáåð³ãàº êîãåðåíòí³ âëàñòèâîñò³ ïî÷àòêîâî¿ �
P0

(.). Îòæå, �
P

U

(.) º ÊÌÐ.

Äëÿ êîíñòðóêö³¿ (12) çðó÷íî âèêîðèñòîâóâàòè äâî¿ñòå ïðåäñòàâëåííÿ ì³ðè

ðèçèêó (5). Íàïðèêëàä, òàê³ êîíñòðóêö³¿ äëÿ êîãåðåíòíî¿ ì³ðè ðèçèêó òà â³äõè-

ëåííÿ â³äïîâ³äíî ìàþòü âèãëÿä

�

� �

P

P P P Q P

P

P Q P

P
U

U U

X E X E X( ) sup sup [ ] sup [ ]

( ) ( )

� �

� � �0 0

, (14)

D X E X E X
P

P P P Q P

P P
U

U

( ) sup sup [ ] [ ]

( )

�
�

�

� 	
�

�

�

� �0 0

0

�

. (15)
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Çàóâàæåííÿ 6. ßê íåâàæêî áà÷èòè ç (14), ìíîæèíà éìîâ³ðí³ñíèõ ì³ð Q U( )

âèçíà÷àºòüñÿ ç òî÷í³ñòþ äî ñëàáêîãî çàìèêàííÿ éîãî îïóêëî¿ îáîëîíêè.

Â³äïîâ³äíà ÌÍ P
U

, ùî õàðàêòåðèçóº íåîäíîçíà÷í³ñòü ó âèãëÿä³ P P
U0 � ,

ìîæå áóòè îïèñàíà ïî-ð³çíîìó [1–6]. ßêùî ìíîæèíó P
U

ìîæíà ïðåäñòàâèòè

ó âèãëÿä³ ìíîæèíè éìîâ³ðí³ñíèõ ì³ð dP dP� � 0 íà ( , )� � , ïîðîäæåíèõ äåÿêîþ

ìíîæèíîþ ù³ëüíîñòåé M
U

(ïîõ³äíèõ Ðàäîíà–Í³êîäèìà), òîáòî äëÿ

M
U

dP"
�
�
�


 �
�
�
�

�0 10� � � �(. ) , ( ) ( )a.s.

�

,

òî ÌÍ îïèñóºòüñÿ ÿê

P P P A dP
U U

A

�
�
�
�

� �
�
�
�

�(.) : ( ) ( ) ( ),� � � �0 M .

Òîä³ ì³ðó ðèçèêó (14) ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿä³

� � � � �

� �

P

P P P Q P

U

U U

X X dP( ) sup sup ( ) ( ) ( ) sup

( )

� �

� � �
�

0

0

M
� �

� X dP( ) ( )� � ,

äå Q P P A dP
U U

A

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,�
�
�
�

� � �
�
�
�

� � � � � � � ��0 M M çà óìîâè

�
�
�


 � �
�
�
�

� �0 1 10 0� � � � � � � � � �, ., ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )a.s dP dP

A A

.

Òîä³ ì³ðà â³äõèëåííÿ (15) çà ÌÍ P
U

ìàº âèãëÿä

D X X
P

P P

P
U

U

( ) sup sup ,� � 	 �

� �0

0
1

� �

�

M

� 	

� �
�sup sup ( )( ( ) ) ( ) ( )

� � �

� � � � � �

M M
U

X dP1 0

�

.

Îçíà÷åííÿ 4. Äåÿêó ÌÍ ³ìîâ³ðí³ñíèõ ì³ð P
U

íàçèâàòèìåìî ïîë³åäðàëü-

íîþ, ÿêùî âîíà ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿä³

P P P A dP
U

A

�
�
�
�

� � !
�
�
�

�: ( ) ( ) ( ),� � � �0 0 1M M ,

äå M 0 , M1 îïèñàío ñï³ââ³äíîøåííÿìè (7) òà (8) â³äïîâ³äíî.

3. ÂÈÏÀÄÎÊ ÄÈÑÊÐÅÒÍÈÕ ÐÎÇÏÎÄ²Ë²Â Ç² ÑÊ²Í×ÅÍÍÈÌ �

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê äèñêðåòíèõ ðîçïîä³ë³â ç³ ñê³í÷åííîþ ìíîæèíîþ åëåìåíòàð-

íèõ ïîä³é � � { }� �1, ,�

n
. Òîä³ éìîâ³ðí³ñíà ì³ðà P0 òà â.â. Õ º âåêòîðàìè

ñöåíàðíèõ ³ìîâ³ðíîñòåé p p p
n0 1

0 0
� ( , , )� ³ çíà÷åíü x x x

n
� ( , , )1 � â³äïîâ³äíî. À

òàê³ ì³ðè ðèçèêó, ÿê ñóòòºâèé ñóïðåìóì, ñåðåäíº çíà÷åííÿ, CVaR òà îïòèì³çîâà-

íèé åêâ³âàëåíò âèçíà÷åíîñò³ ç³ çíàêîì ì³íóñ ³ç ïðèêëàäó 2, ïðåäñòàâëÿþòüñÿ

ó âèãëÿä³

�
p

x x p p Q p
0 0( ) sup ( , : ( ))� � � � ,

äå

�( )X X� ess sup äëÿ Q p p p
i

i

n

( ) ,0

1

0 1� � �

�

�
�

��

�

�
�

���

# ;
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�( ) [ ]X E X� äëÿ Q p p p p p p
i

i

n

( ) , ,0 0

1

00 1� 
 � �

�

�
�

��

�

�
�

��

�

�

# { };

� �( ) ( )X CVaR X� äëÿ Q p Ip p p p
i

i

n

( ) , ,0 0

1

1

1
0 1� 


	
� �

�

�
�

��

�

�
�

���

#
�

;

�( ) ( )X S X
u

� 	 	 äëÿ Q p p Ip p p p
i

i

n

( ) , ,0 1 0 2 0

1

0 1� 
 
 � �

�

�
�

��

�

�
�

���

#� � .

Òîä³ ìíîæèíà Q p( )0 äëÿ ÏÊÌÐ ó âèïàäêàõ Ñ1–Ñ3 ìàº âèãëÿä:

Ñ1) Q p p x p c j k p p
j j i

i

n

( ) : , , , , , ,0

1

1 0 1� � � 
 � � �

�

�
�

��

�

�
�

���

#� ;

Ñ2) Q p p p Ip p p p p p
i

i

n

i

n

i
( ) : , , , ,0 1 0 2 0

1

0

1

0
0 1 0 1� 
 
 � � � �

� �

# #� �

�

�
�

��

�

�
�

��

;

Ñ3) Q p p x p c j k p Ip p p p
j j

i

n

i
( ) : , , , , , , ,0 1 0 2 0

1

1 0� � � 
 � 
 
 �

�

#� � � �

�

�
�

��

�

�
�

��

1 .

Ïðåäñòàâèìî òåïåð îáìåæåííÿ ó ìíîæèíàõ Q p( )0 ó ìàòðè÷íîìó âèãëÿä³.

Ïî÷íåìî ç íîðìóâàííÿ éìîâ³ðíîñòåé,
i

n

i
p

�# �
1

1 îïèøåìî ÿê
i

n

i
p

�# 

1

1 ³

	 
 	
�#

i

n

i
p

1
1 òà ïðåäñòàâèìî ó âèãëÿä³

B p c0 0
 , äå B0

1 1

1 1

�

	 	

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

, c0

1

1

�

	

�

�

�
�

�

�

�
�
. (16)

Îáìåæåííÿ � � 
x p c
j j
, , j k�1, ,� , ïðåäñòàâèìî ìàòðèöåþ B1 òà âåêòîðîì

ñ1, äå j-é ðÿäîê ìàòðèö³ B1 îïèñóº ðîçïîä³ëè x x x
j

j

n

j
� ( , , )

1
� , à âåêòîð ñ1 —

êîìïîíåíòè c
j
, j k�1, ,� . Òîä³

B p c1 1
 , äå B

x x

x x

k

n n

k

1

1

1

1

1

�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

�

�
�

�

� � �

�

, c

c

c
k

1

1

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� . (17)

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

B

B

B

�
�

�

�
�

�

�

�
�

1

0

, c

c

c

�
�

�

�
�

�

�

�
�

1

0

, D

I

I

�

	

�

�

�
�

�

�

�
�
, G

I

I

�

	

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

2

1

. (18)

Çàóâàæåííÿ 7. ßêùî äëÿ ìíîæèíè Q p( )0 ïàðàìåòð � 1 0� , òî íåð³âí³ñòü

ç íèì óæå âðàõîâàíà â îáìåæåííÿõ p � 0 . Ó öüîìó âèïàäêó D I� , G I� � 2 .

Ç óðàõóâàííÿì ïîçíà÷åíü (16)–(18) ìàºìî:

Ñ1) Q p p Bp c p( ) : ,0 0� 
 �{ };

Ñ2) Q p p B p c Dp Gp p( ) : , ,0 0 0 0 0� 
 
 �{ };

C3) Q p p Bp c Dp Gp p( ) : , ,0 0 0� 
 
 �{ }.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïîë³åäðàëüíó ÌÍ P
U

. Àíàëîã³÷íî (17) îáìåæåííÿ

� � 
x p c
j j
, , j k�1, ,� , ìîæåìî îïèñàòè ìàòðèöåþ B

u

1
, ðÿäêè ÿêî¿ º ðîçïîä³ëàìè

x x x
j

j

n

j
� ( , , )

1
� , òà âåêòîðîì c

u

1
, ùî îïèñóº ïðàâ³ ÷àñòèíè íåð³âíîñòåé. Òîä³ ç

óðàõóâàííÿì íîðìóâàííÿ éìîâ³ðíîñòåé (16), (17) ìàºìî

P p B p c p
U u u
� 
 �{ }0 0 0 0: , , äå B

B

B

u

u
�
�

�

�
�

�

�

�
�

1

0

, c

c

c

u

u
�
�

�

�
�

�

�

�
�

1

0

. (19)
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Ïðèêëàäè òàêîãî îïèñó P
U

ó âèãëÿä³ (19) íàâåäåío â [16].

Òåïåð ìîæåìî îïèñàòè ÏÊÌÐ íàéã³ðøîãî âèïàäêó çà ÌÍ P
U

:

�
P U

p p

U
U

x x p p Q P x p p P p Q( ) sup ( , : ( )) sup ( , : , (

,

� � � � � � � � �

0

0 p0 )) . (20)

Çàóâàæåííÿ 8. Îñê³ëüêè äëÿ âèïàäêó Ñ1 ìíîæèíà Q p( )0 íå çàëåæèòü â³ä

ïî÷àòêîâî¿ p0 , êîíñòðóêö³ÿ íàéã³ðøîãî âèïàäêó çà ÌÍ í³÷îãî íå çì³íþº â ïî-

÷àòêîâ³é ì³ð³ ðèçèêó.

Òîä³ ÏÊÌÐ íàéã³ðøîãî âèïàäêó çà ÌÍ (20) äëÿ âèïàäê³â Ñ1–Ñ3 ç óðàõóâàí-

íÿì ïîçíà÷åíü (16)–(18) ìàº âèãëÿä:

Ñ1) �
P

p
U

x x p Bp c p( ) sup ( , : , )� � � 
 � 0 ;

Ñ2) �
P

p p

u u
U

x x p Dp Gp B p c B p c p p( ) sup ( , : , , , , )

,

� � � 
 
 
 �

0

0 0 0 0 0
0 ;

Ñ3) �
P

p p

u u
U

x x p Dp Gp Bp c B p c p p( ) sup ( , : , , , , )

,

� � � 
 
 
 �

0

0 0 0
0 .

Íåõàé o
n2 , O

n2$ , O
l n$ , O

m n$ — íóëüîâèé âåêòîð òà íóëüîâ³ ìàòðèö³

â³äïîâ³äíîãî ðîçì³ðó, à l , m — ê³ëüê³ñòü ðÿäê³â ìàòðèöü B
u

òà B â³äïîâ³äíî.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:
�

A B1 � ,
�

B O
l n1 � $ ,

�

c c1 � ; (21)

�

A

O

D

B

l n

2

0

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

$

,
�

B

B

G

O

u

n

2

2

� 	

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
$

,
�

c

c

o

c

u

n2 2

0

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

,
�

A

O

D

B

l n

3 �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

$

,
�

B

B

G

O

u

m n

3 � 	

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
$

,
�

c

c

o

c

u

n3 2�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

, (22)

Ç óðàõóâàííÿì ïîçíà÷åíü (21), (22) ñôîðìóëþºìî òâåðäæåííÿ ïðî îá÷èñ-

ëåííÿ ÏÊÌÐ íàéã³ðøîãî âèïàäêó çà ÌÍ äëÿ âèïàäê³â Ñ1–Ñ3.

Òâåðäæåííÿ 1. Îá÷èñëåííÿ ÏÊÌÐ íàéã³ðøîãî âèïàäêó äëÿ ïîë³åäðàëüíî¿ ÌÍ

äëÿ âàð³àíò³â Ñ1–Ñ3 çâîäèòüñÿ äî çàäà÷ ËÏ äëÿ i �1 2 3, , â³äïîâ³äíî:

�
P p p

A p B p c p p

U

i i i

x x p( ) max ,( , )

, ,

� � �

� 
 �

0

0 0 0
� �

�

.

Çàçíà÷èìî, ùî ïîë³åäðàëüíó ì³ðó â³äõèëåííÿ íàéã³ðøîãî âèïàäêó çà ÌÍ

D
P

U

(.) îá÷èñëþâàòè íå ñêëàäí³øå. Ñôîðìóëþºìî â³äïîâ³äíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2. Îá÷èñëåííÿ ïîë³åäðàëüíî¿ ì³ðè â³äõèëåííÿ íàéã³ðøîãî âè-

ïàäêó äëÿ ïîë³åäðàëüíî¿ ÌÍ äëÿ âàð³àíò³â Ñ1–Ñ3 çâîäèòüñÿ äî çàäà÷ ËÏ äëÿ

i �1 2 3, , â³äïîâ³äíî:

D x x p x p
P p p

A p B p c p p

U

i i i

( ) max ( , ,( , )

, ,

� � � 	 � �

� 
 �

0

0 0 0

0
� �

�

).

4. ÐÎÁÀÑÒÍÀ ÇÀ ÐÎÇÏÎÄ²ËÎÌ ÎÏÒÈÌ²ÇÀÖ²ß ÏÎÐÒÔÅËß

ÇÀ ÑÏ²ÂÂ²ÄÍÎØÅÍÍßÌ ÂÈÍÀÃÎÐÎÄÀ–ÐÈÇÈÊ

Ó çàäà÷àõ ô³íàíñîâèõ çàñòîñóâàíü ð³øåííÿ çàçâè÷àé ïðèéìàþòüñÿ çà ñï³ââ³ä-

íîøåííÿì âèíàãîðîäà–ðèçèê. ßêùî äëÿ îö³íêè ðèçèêó âèêîðèñòîâóâàòè ïåâ-

íó ì³ðó ðèçèêó, ïîòð³áíî âèçíà÷èòè òàêîæ ôóíêö³þ âèíàãîðîäè. Â [18] ÿê

ôóíêö³þ âèíàãîðîäè ðîçãëÿíóòî ñåðåäíþ äîõ³äí³ñòü, ÿêà çà íàÿâíîñò³ ÌÍ ïî-

òðåáóº êîíñòðóêö³¿ íàéã³ðøîãî âèïàäêó.

Ðîçãëÿíåìî ñåðåäíþ äîõ³äí³ñòü ÿê ôóíêö³þ âèíàãîðîäè, òîáòî

r X E X
P P0 0

( ) [ ]� , äå â.â. X îïèñóº âåëè÷èíó ô³íàíñîâîãî ïîòîêó. Çà àíàëîã³ºþ

ç ì³ðîþ ðèçèêó ðîçãëÿíåìî ¿¿ êîíñòðóêö³þ r
P

U

(. ) íàéã³ðøîãî âèïàäêó çà ÌÍ P
U

r X r X E X
P

P P

P

P P

P
U

U U

( ) sup ( ) sup [ ]� �

� �0

0

0

0
. (23)
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4.1. Çàäà÷³ îïòèì³çàö³¿ ïîðòôåëÿ. Íåõàé ðîçïîä³ë ïðèáóòêîâîñò³ êîìïî-

íåíò ïîðòôåëÿ r
j
, j k� %1, , , îïèñóºòüñÿ ìàòðèöåþ H ðîçì³ðó n k$ , ó ÿê³é j-é

ñòîâï÷èê ïðåäñòàâëÿº ðîçïîä³ë j-¿ êîìïîíåíòè. Âåêòîð w w w
k

� ( , , )1 � , ùî îïè-

ñóº ñòðóêòóðó ïîðòôåëÿ, ðîçãëÿäàºòüñÿ ÿê çì³ííà, ïðè÷îìó
1

1
k

i
w# � , w

i
� 0,

i k�1, ,� . Ïîòð³áíî çíàéòè ñòðóêòóðó ïîðòôåëÿ w, ÿêà îïòèì³çóº éîãî çà

ñï³ââ³äíîøåííÿì ïðèáóòêîâ³ñòü–ðèçèê.

Ó âèïàäêó â³äîìîãî âåêòîðà ñöåíàðíèõ ³ìîâ³ðíîñòåé p p p
n0 1

0 0
� ( , , )� ,

ÿêùî ðèçèê ïîðòôåëÿ îö³íþºòüñÿ ÏÊÌÐ �
p0

(.), à âèíàãîðîäà — ñåðåäíüîþ

ïðèáóòêîâ³ñòþ E
p0

(.) , ìîæíà ðîçãëÿíóòè äâ³ ïîâ’ÿçàí³ çàäà÷³: ì³í³ì³çàö³þ ì³ðè

ðèçèêó ïîðòôåëÿ ç îáìåæåííÿìè çíèçó íà éîãî ñåðåäíþ ïðèáóòêîâ³ñòü 	0 òà

ìàêñèì³çàö³þ ñåðåäíüî¿ ïðèáóòêîâîñò³ ïîðòôåëÿ ç îáìåæåííÿìè çâåðõó íà éîãî

ì³ðó ðèçèêó �0 .

Ö³ çàäà÷³ â³äïîâ³äíî ìàþòü âèãëÿä

min ( )

,

[ ]

w w

E Hw

p

i

k

p

Hw

1

0 0

0
1 0#

	

� �

�	

� , max [ ]

,

( )

w w

Hw

p

i

k

p

E Hw

1

0 0

0

1 0# � �

	 
� �

. (24)

Çàóâàæåííÿ 9. Îñê³ëüêè Hw îïèñóº ïðèáóòêîâ³ñòü ïîðòôåëÿ, ÿê àðãóìåíò

äëÿ ì³ðè ðèçèêó âðàõîâóºìî ¿¿ ç³ çíàêîì ì³íóñ, öå îïèñóº âòðàòè ïîðòôåëÿ.

ßê â³äîìî ç [19], ö³ çàäà÷³ çâîäÿòüñÿ äî â³äïîâ³äíèõ çàäà÷ ËÏ. Íàâåäåìî ¿õ,

ïîïåðåäíüî çðîáèâøè äëÿ âèïàäê³â Ñ1–Ñ3 òàê³ ïîçíà÷åííÿ (äèâ. (16)–(18)):

Ñ1)
~
B B1 � ,

~
( )c p c1 0 � ;

Ñ2)
~
B

D

B

2

0

�
�

�

�
�

�

�

�
�
,

~
( )c p

Gp

c

2 0

0

0

�
�

�

�
�

�

�

�
�
;

Ñ3)
~
B

D

B

3 �
�

�

�
�

�

�

�
�
,

~
( )c p

Gp

c

3 0

0
�
�

�

�
�

�

�

�
�
.

Òâåðäæåííÿ 3. ßêùî çàäà÷³ (24) ñóì³ñí³, òî äëÿ âèïàäê³â Ñ1–Ñ3 âîíè çâî-

äÿòüñÿ äî çàäà÷ ËÏ äëÿ i �1 2 3, , â³äïîâ³äíî:

min
~

(( , )
~

,

, ,

u w

B u Hw

H p w

w u w

³

i

i

k

ñ p

T

T

� �

� � �

� � �#

�

0

1 0 0

0 0

1

	

0 ), u� , max ( , )
~

~
( ),

, ,

u w

B u Hw

c p u

w u w

i

i

i

k

H

T

T

� �

� � 


� � �#

�

0

1 0 0

0 0

1

�

p w0 , � .

Çàóâàæåííÿ 10. Çàçíà÷èìî, ùî â îòðèìàíèõ çàäà÷àõ ËÏ äîäàòêîâà çì³ííà u

ìàº â³äïîâ³äíó ðîçì³ðí³ñòü äëÿ êîæíîãî i �1 2 3, , .

Ìîæíà ðîçãëÿäàòè çàäà÷³ îïòèì³çàö³¿ ïîðòôåëÿ âèãëÿäó (24), àëå ç îö³íþ-

âàííÿì ðèçèêó ïîë³åäðàëüíîþ ì³ðîþ â³äõèëåííÿ D X X E X
p p p0 0 0

( ) ( ( ))� 	� :

min ( )

,

[ ]

w w

E Hw

p

i

k

p

D Hw

1

0
0

0
1 0#

	

� �

�	

, max [ ]

,

( )

w w

D Hw d

p

i

k

p

E Hw

1

0
0

0
1 0# � �

	 


. (25)

Àíàëîã³÷íî òâåðäæåííþ 3 ïðîáëåìè (25) íåâàæêî çâåñòè äî çàäà÷ ËÏ.

Òâåðäæåííÿ 4. ßêùî çàäà÷³ (25) ñóì³ñí³, òî äëÿ âèïàäê³â Ñ1–Ñ3 âîíè çâî-

äÿòüñÿ äî çàäà÷ ËÏ äëÿ i �1 2 3, , â³äïîâ³äíî:

min
~

(( , )
~

,

, ,

u w

B u Hw

H p w

w u w

i

i

i

k

c p

T

T

� �

� � �

� � �#

�

0

1 0 0

0 0

1

	

0 0), ,u H p w� � � �
T

, max ( , )
~

~
( ), ,

,

u w

B u Hw

c p u H p w d

w u

i

i

i

k

T

T

� �

� � � � � 


�#

0

1

0 0 0

1
� �

� �

0 0

0

,

,

w

H p w
T

.
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Çàóâàæåííÿ 11. Äî çàäà÷ ËÏ ìîæíà çâåñòè òàêîæ çàäà÷³ îïòèì³çàö³¿ ïîðòôåëÿ

çà â³äíîøåííÿì Øàðïà ç êðèòåð³ÿìè
E

P

P

0

0

(. )

(. )�
òà

E

D

P

P

0

0

(. )

(. )
, òîáòî òàê³:

max
( )

( ),w w

P

Pi

k

E Hw

Hw
1

0

0
1 0# 	� � �

òà max
( )

( ),w w

P

Pi

k

E Hw

D Hw
1

0

0
1 0# 	� �

.

Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ïåðåéòè äî çàäà÷³ min
( )

( ),w w

P

Pi

k

Hw

E Hw
1

0

0
1 0#

	

� �

�
òà âèêîðèñòàòè

ðåçóëüòàò ³ç [19]. Ñâîºþ ÷åðãîþ, min

( )

( )
min

(

, ,w w

P

P
w w

P

i

k

i

k

D Hw

E Hw

H

1

0

0 1

0

1 0 1 0#

	

�

#

	

� � � �

� w

E Hw
P

)

( )
0

1� .

ßê íåâàæêî áà÷èòè, îïòèìàëüí³ ïîðòôåë³ â îáîõ âèïàäêàõ çá³ãàþòüñÿ.

4.2. Çàäà÷³ ðîáàñòíî¿ çà ðîçïîä³ëîì îïòèì³çàö³¿ ïîðòôåëÿ. Ðîçãëÿíåìî òå-

ïåð ñèòóàö³þ, êîëè âåêòîð ñöåíàðíèõ ³ìîâ³ðíîñòåé îö³íþºòüñÿ ÌÍ ó âèãëÿä³

p P
U0 � . Òîä³ ìîæåìî ñôîðìóëþâàòè çàäà÷³ îïòèì³çàö³¿ ïîðòôåëÿ, àíà-

ëîã³÷í³ (24), ç êîíñòðóêö³ÿìè íàéã³ðøîãî âèïàäêó çà ÌÍ äëÿ ì³ðè ðèçèêó (20) òà

ñåðåäíüî¿ ïðèáóòêîâîñò³ (23), òîáòî òàê³ çàäà÷³ ðîáàñòíî¿ çà ðîçïîä³ëîì îïòè-

ì³çàö³¿ ïîðòôåëÿ:

min ( )

,

[ ]

w w

r Hw r

P

i

k

P
U

U

U

Hw

1
1 0#

	

� �

�

� , max [ ]

,

( )

w w

Hw

P

i

k

P
U

U

U

r Hw

1
1 0# � �

	 
� �

. (26)

Ñêîðèñòàºìîñÿ ïîçíà÷åííÿìè (21), (22), ââåäåíèìè äëÿ ÏÊÌÐ íàéã³ðøîãî

âèïàäêó çà ÌÍ P
U

äëÿ âèïàäê³â Ñ1–Ñ3, òà ñôîðìóëþºìî â³äïîâ³äíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 1. Çàäà÷³ ðîáàñòíî¿ çà ðîçïîä³ëîì îïòèì³çàö³¿ ïîðòôåëÿ (26) çà

óìîâ ¿õíüî¿ ñóì³ñíîñò³ äëÿ âèïàäê³â Ñ1–Ñ3 çâîäÿòüñÿ äî çàäà÷ ËÏ äëÿ i �1 2 3, ,

â³äïîâ³äíî:

min ( , , )

,

w u

c r

B Hw

A

B

u

Hw

u U

u

i

i










�	 � �

� �

�

�

�
�

�

�

�
�

�
	

T

T

T

0
�

�

o

w w u

i

n

i

k

c u

�

�

�
�

�

�

�
�

� �#

� �

1
1 0, , ,

,




�

, max ( , , )

,

w u

c u

B Hw

A

B

u

Hw

i U

u

i

i




�




� � 


� �

�

�

�
�

�

�

�
�

�
	

�

�

�

T

T

T

0

o

w w u

u

n

i

k

c

�

�

�
�

�

�

�
�

# � �

�	 �

1
1 0, , ,

,





 . (27)

Äîâåäåííÿ. Îïèøåìî äåòàëüí³øå çàäà÷³ (26). Ç óðàõóâàííÿì ïîçíà÷åíü

(21), (22) âîíè ìàþòü âèãëÿä

min max

,

min ,

( ,

,

w

w w

Hw p r

p p

i

k

p

B
u

p c
u

p

U

1

0

0 0 0

0

0

1 0# � �

� � �


 �

)

, ,

,
� �

�

A p B p c p p
i i i

Hw p

� 
 �

�	 �

0 0 0

, (28)

max

,

max ,( , )

, ,

w

w w

Hw

i

k

p p

A
i
p B

i
p c

i
p p

� �

� 	

#

� 
 �

1 0
1

0

0 0
0

� �
�

p

p

B p c p

U

u u

Hw p

� 



 �

� �

�

min ,

,

0

0 0
0

0 . (29)

ßêùî çàäà÷³ (28) òà (29) ñóì³ñí³, òî òàêèìè º é ¿õí³ âíóòð³øí³ ï³äçàäà÷³.

Îòæå, ìîæåìî çàì³íèòè âíóòð³øí³ ï³äçàäà÷³ äâî¿ñòèìè, à ïîò³ì çðîáèòè åêâ³âà-

ëåíòí³ ïåðåòâîðåííÿ çà òàêîþ â³äïîâ³äí³ñòþ:

min , max ,

, ,

p

B p c p B Hw

u

u u
u

Hw p c
0

0 0 0

0

0 0
 � 	 	 
 �

� � & �	 �



 





T
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min , max

, ,

p

B p c p

U

B Hw

u

u u
u

Hw p r c
0

0 0 0

0

0 0
 � 	 	 
 �

� � � & �	



 

T

, : ,
 
 





� � & ' � �	 � �

	 	 


r c r
U u U

B Hw
u

0

0
T

,

max , min( , )

, ,

p p

A p B p c p p

u

A

B

i i i i

i

Hw p
0

0 0 0
� �

�

�

�

� 
 �

�	 � &

T

T

�

�

�
�

�

�

�
�

�
	�

�

�
�

�

�

�
�

�

� �

u

Hw

o

u

i

n

c u

,

,

0

�

,

max , min( , )

, ,

p p

A p B p c p p

U u

A
i i i i

Hw p
0

0 0 0
� �

�

�

�

� 
 �

�	 � 
 &�
T

B

u

Hw

o

u

i U

i n

c u

T

�

�

�
�

�

�

�
�
�
	�

�

�
�

�

�

�
�

�

� � 
 &

,

,

0

�

�

& ' � � � 


�

�

�
�

�

�

�
�

�
	�

�

�
�

�

�

�
�

�

u c u
i U

A

B

u

Hw

o

u
i

i n

0 : ,

,

�

�

�

�
T

T
0

.

Çðîáèâøè çàçíà÷åí³ åêâ³âàëåíòí³ ïåðåòâîðåííÿ â (28), (29), îòðèìàºìî ¿õ

ó âèãëÿä³ òàêèõ çàäà÷ ËÏ:

min min( , )

,

,

,

w

w w

c r

B Hw

u

A
i

k

u U

u

i








 


1
1 0

0 0

# � �

�	 � �

	 	 
 �
T

�

T

T
�

�

B

u

Hw

o

u

i w u

i n

c u

�

�

�
�

�

�

�
�

�
	�

�

�
�

�

�

�
�

�

� � �

,

( , , ), min

0




�	 � �

	 	 


�

�

�
�

�

�

�
�
�
	�

�

�
�

�

�

�

c r

B Hw

A

B

u

Hw

o

u U

u

i

i n

, 




T

T

T

0
�

�

�

� �#

� �

w w u

i

i

k

c u

1 0
1

, , ,

,




�

,

max

,

,

w

w w

c u

A

B

u

Hw

o

i

k

i u

i

i n

1
1 0# � �

� � 


�

�

�
�

�

�

�
�

�
	�

�

�

�

�

�

T

T
�
�

�

�

�
�

�

	 	 
 � �

�	 � �

,

,

( , , )max , max

u

B Hw

u w u

c
u i

c

0

0 0





 





T �

,u

B Hw

A

B

u

Hw

o

w

U

u

i

i n

i

� 


	 	 


�

�

�
�
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�
	�

�

�
�

�

�

�
�

�



T

T

T

0

1

�

�

k
w u

u
c

# � �

�	 �

1 0, , ,

,





 .

Ïðàâ³ ÷àñòèíè îòðèìàíèõ ð³âíîñòåé º çàäà÷àìè (27) ³ç òâåðäæåííÿ òåîðå-

ìè 1, ùî é çàâåðøóº äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð çàäà÷³ îïòèì³çàö³¿ ïîðòôåëÿ âèãëÿäó (26), àëå ç îö³íþâàí-

íÿì ðèçèêó ïîë³åäðàëüíîþ ì³ðîþ â³äõèëåííÿ D X X E X
p p p0 0 0

( ) ( ( ))� 	� :

min ( )

,

[ ]

w w

r Hw r

P

i

k

P
U

U

U

D Hw

1
1 0#

	

� �

�

, max [ ]

,

( )

w w

D Hw d

P

i

k

P
U

U

U

r Hw

1
1 0# � �

	 


. (30)

Çà äîïîìîãîþ ì³ðêóâàíü, àíàëîã³÷íèõ ïîïåðåäí³ì, îòðèìàºìî òåîðåìó.

Òåîðåìà 2. Çàäà÷³ ðîáàñòíî¿ çà ðîçïîä³ëîì îïòèì³çàö³¿ ïîðòôåëÿ (30) çà

óìîâ ¿õíüî¿ ñóì³ñíîñò³ äëÿ âèïàäê³â Ñ1–Ñ3 çâîäÿòüñÿ äî çàäà÷ ËÏ äëÿ i �1 2 3, ,

â³äïîâ³äíî:

min ( , , )

,

w u

c r

B Hw

A

B

u

Hw

u U

u

i

i
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 .
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Ðîçãëÿíåìî òåïåð îïòèì³çàö³þ ïîðòôåëÿ çà â³äíîøåííÿì Øàðïà
r
P

P

U

U

(.)

(.)�
òà

r

D

P

P

U

U

(.)

(.)
, òîáòî çàäà÷³ ìàêñèì³çàö³¿ max

( )

( ),w w

P

Pi

k

U

U

r Hw

Hw� �# 	1 0
1

�
òà max

( )

( ),w w

P

Pi

k

U

U

r Hw

D Hw� �# 	1 0
1

.

ßêùî êîìïîíåíòè îïèñàíèõ äðîá³â ïîçèòèâí³, îïòèìàëüí³ ïîðòôåë³ ìîæíà

çíàéòè ÿê ðîçâ’ÿçêè çàäà÷ ì³í³ì³çàö³¿ îáåðíåíèõ äðîá³â, òîáòî

min
( )

( ),w w

P

Pi

k

U

U

Hw

r Hw
1

1 0# � �
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. (31)

Ç âèêîðèñòàííÿì ïîçíà÷åíü (21), (22) ïðåäñòàâèìî ¿õ ÿê çàäà÷³ ËÏ.

Òåîðåìà 3. ßêùî çíàìåííèêè â çàäà÷àõ (31) íå äîð³âíþþòü íóëþ, îïòè-

ìàëüíèìè ïîðòôåëÿìè äëÿ (31) äëÿ âèïàäê³â Ñ1–Ñ3 º w w t�
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Òåîðåìó 3 äîâîäÿòü ³ç çàñòîñóâàííÿì ì³ðêóâàíü, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ

äîâåäåííÿ òåîðåìè 6 ó [19], äî ðåçóëüòàò³â òåîðåì 1, 2.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó ðîáîò³ ðîçãëÿíóòî àïàðàò ÏÊÌÐ òà ¿õí³ êîíñòðóêö³¿ íàéã³ðøîãî âèïàäêó çà

ÌÍ. Îá÷èñëåííÿ òàêèõ êîíñòðóêö³é ÏÊÌÐ äëÿ ïîë³åäðàëüíî¿ ÌÍ, à òàêîæ

çàäà÷³ ðîáàñòíî¿ çà ðîçïîä³ëîì îïòèì³çàö³¿ ïîðòôåëÿ ç ¿õí³ì âèêîðèñòàííÿì

çâåäåíî äî â³äïîâ³äíèõ çàäà÷ ËÏ.
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V.S. Kirilyuk

POLYHEDRAL COHERENT RISK MEASURE AND DISTRIBUTIONALLY

ROBUST PORTFOLIO OPTIMIZATION

Abstract. Polyhedral coherent risk measures and their worst-case constructions on an ambiguity

set are considered. For the case of a discrete distribution and a polyhedral ambiguity set

calculating such risk measures is reduced to linear programming problems. The distributionally

robust portfolio optimization problems based on the reward-risk ratio using worst-case

constructions on the polyhedral ambiguity set for these risk measures and average return are

analyzed. They are reduced to the appropriate linear programming problems.

Keywords: coherent risk measure, polyhedral coherent risk measure, conditional value-at-risk,

ambiguity set, distributionally robust optimization, optimized certainty equivalent, portfolio

optimization, deviation measure.
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