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Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî êëàñ ãåîìåòðè÷íèõ çàäà÷ ðîçì³ùåííÿ òà ïîêðèòòÿ. Çàïðîïîíîâàíî

íîâó êîíöåïö³þ ¿õíüîãî ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ç âèêîðèñòàííÿì ñïåö³àëüíîãî êëàñó

ôóíêö³é. Äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ âèêîðèñòàíî ñïåö³àëüí³ á³áë³îòåêè ïðîãðàì îá÷èñëþ-

âàëüíî¿ ãåîìåòð³¿, ÿê³ íå ïîòðåáóþòü àíàë³òè÷íîãî âèãëÿäó ôóíêö³é, ùî îïèñóþòü óìîâè

ðîçì³ùåííÿ òà ïîêðèòòÿ, àëå äàþòü çìîãó çä³éñíþâàòè ¿õíþ ïåðåâ³ðêó. Îá´ðóíòîâàíî ñêî-

ðî÷åííÿ îá÷èñëþâàëüíèõ âèòðàò, ùî ðîçøèðþº ìîæëèâîñò³ åôåêòèâíîãî çàñòîñóâàííÿ ìå-

òîä³â ëîêàëüíî¿ òà ãëîáàëüíî¿ îïòèì³çàö³¿. Íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ðîçâ’ÿçóâàííÿ òåñòîâèõ

çàäà÷ ìàêñèìàëüíîãî ïîêðèòòÿ ïðÿìîêóòíî¿ îáëàñò³ ñóêóïí³ñòþ åë³ïñ³â çàäàíèõ ðîçì³ð³â

òà çàäà÷ó ðîçì³ùåííÿ åë³ïñ³â ó ïðÿìîêóòíèêó ì³í³ìàëüíî¿ ïëîù³.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: çàäà÷³ ðîçì³ùåííÿ òà ïîêðèòòÿ, ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ, ïàêåòè îá-

÷èñëþâàëüíî¿ ãåîìåòð³¿, îïòèì³çàö³ÿ.

ÂÑÒÓÏ

Çàäà÷³ ðîçì³ùåííÿ òà ïîêðèòòÿ çàâæäè ïðèâåðòàëè îñîáëèâó óâàãó íàóêîâö³â.

Ç îäíîãî áîêó, öå ïîâ’ÿçàíî ç êëàñè÷íèìè ïîñòàíîâêàìè öèõ çàäà÷, ÿêèìè

ö³êàâèëèñü ìàòåìàòèêè. Ïåðø çà âñå éäåòüñÿ ïðî îö³íêè ù³ëüíîñò³ ïîêðèòòÿ

òà ðîçì³ùåííÿ ³äåíòè÷íèõ ô³ãóð ïðîñòî¿ ôîðìè ó ðàç³ ¿õíüîãî ðîçòàøóâàííÿ

ó âñüîìó ïðîñòîð³, âèòîêè ÿêèõ ´ðóíòóþòüñÿ íà ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîáîòàõ

Ë.Ô. Òîòà òà Ê.À. Ðîäæåðñà [1, 2]. Ç ³íøîãî áîêó, çàäà÷³ ðîçì³ùåííÿ òà ïî-

êðèòòÿ øèðîêî çàñòîñîâóþòü ó ð³çíèõ ãàëóçÿõ âèðîáíèöòâà òà çàáåçïå÷åííÿ

æèòòºä³ÿëüíîñò³ ñóñï³ëüñòâà. Öå ïîòðåáóº ïîáóäîâè àäåêâàòíèõ ìàòåìàòè÷íèõ

ìîäåëåé çàäà÷, ùî âèâîäèòü ¿õ çà ìåæ³ êëàñè÷íèõ ïîñòàíîâîê. Êëàñ çàäà÷,

ïîâ’ÿçàíèõ ç îáðîáëåííÿì ³ ïåðåòâîðåííÿì ãåîìåòðè÷íî¿ ³íôîðìàö³¿ ï³ä ÷àñ

ñèíòåçó ñêëàäíèõ ñèñòåì ç óðàõóâàííÿì ïðîñòîðîâî¿ ôîðìè ñêëàäîâèõ

îá’ºêò³â, íàçèâàþòü çàäà÷àìè ãåîìåòðè÷íîãî ïðîºêòóâàííÿ [3, 4]. Ñàìå ðîçâè-

òîê çàñîá³â îá÷èñëþâàëüíî¿ òåõí³êè òà ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ ñòàâ

ñóòòºâèì ïîøòîâõîì äî äîñë³äæåííÿ åôåêòèâíèõ ìåòîä³â ðîçâ’ÿçóâàííÿ öèõ

çàäà÷. Àíàë³ç áåçë³÷³ ñó÷àñíèõ ï³äõîä³â äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ïðèêëàäíèõ çàäà÷

ðîçì³ùåííÿ òà ïîêðèòòÿ íå º ìåòîþ ö³º¿ ñòàòò³. Îñíîâíó óâàãó ïðèä³ëåíî ìà-

òåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííþ âçàºìíîãî ðîçòàøóâàííÿ ãåîìåòðè÷íèõ îá’ºêò³â

äîâ³ëüíî¿ ïðîñòîðîâî¿ ôîðìè, àäæå ôîðìàë³çàö³ÿ ³ âðàõóâàííÿ â³äïîâ³äíèõ

âèìîã º îáîâ’ÿçêîâèì åòàïîì áóäü-ÿêîãî ìåòîäó ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ ãåîìåò-

ðè÷íîãî ïðîºêòóâàííÿ.
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Äëÿ ôîðìàë³çàö³¿ îáìåæåíü ó çàäà÷àõ ðîçì³ùåííÿ òà ïîêðèòòÿ ñêîðèñ-
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2. ÇÀÑÎÁÈ ÔÎÐÌÀË²ÇÀÖ²¯ ÓÌÎÂ ÐÎÇÌ²ÙÅÍÍß ÒÀ ÏÎÊÐÈÒÒß

Äîñë³äæåííÿ çàäà÷ ðîçì³ùåííÿ ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ´ðóíòóºòüñÿ íà ôîð-

ìàë³çàö³¿ óìîâ (3), (4) â àíàë³òè÷íîìó âèãëÿä³ äëÿ äîâ³ëüíèõ ïðîñòîðîâèõ ôîðì

îá’ºêò³â. Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ ïîáóäîâè ð³âíÿííÿ ìåæ³ ñêëàäíîãî îá’ºêòà

Â.Ë. Ðâà÷îâèì çàïðîïîíîâàíî òåîð³þ R-ôóíêö³é [8]. Îäíàê, ó çàäà÷àõ ðîç-

ì³ùåííÿ òà ïîêðèòòÿ ðîçãëÿäàþòü âçàºìîâ³äíîøåííÿ ïðèíàéìí³ äâîõ îá’ºêò³â.

Ó öüîìó ðàç³ R-ôóíêö³¿ íàñàìïåðåä ñòàíîâëÿòü ³íòåðåñ ï³ä ÷àñ àíàë³òè÷íîãî

îïèñó ìåæ³ êîæíîãî ç íèõ.

2.1. Ìåòîä Ô-ôóíêö³é. Äëÿ ôîðìàë³çàö³¿ óìîâ íåïåðåòèíó äâîõ îá’ºêò³â òà

âêëþ÷åííÿ îäíîãî äî ³íøîãî Þ.Ã. Ñòîÿí ðîçðîáèâ òåîð³þ �-ôóíêö³é [4, 9]. Ðîçãëÿ-

íåìî ãåîìåòðè÷í³ îá’ºêòè S1

1
( )g òà S 2

2
( )g , äå g m p

i i i
� ( , ), m

i i i
m m

i

� ( , , )
1

�

�
,

p
i i i

p p

i

� ( , , )
1

�

�
, i �1 2, . Â³äïîâ³äíî äî [9], áóäü-ÿêà âñþäè âèçíà÷åíà íåïåðåðâíà

íà R
d

ôóíêö³ÿ � : R R
d

	

1
íàçèâàºòüñÿ �-ôóíêö³ºþ ãåîìåòðè÷íèõ îá’ºêò³â

S1

1
( )g òà S 2

2
( )g çà âèêîíàííÿ òàêèõ óìîâ:

�
S S1 2

1 2
0( , )g g � , ÿêùî S S1

1

2

2
( ) ( )g g� � �;
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�
S S1 2

1 2
0( , )g g � , ÿêùî fr frS S1

1

2

2
( ) ( )g g�  � òà int ( ) int ( )S S1

1

2

2
g g� � �;

�
S S1 2

1 2
0( , )g g � , ÿêùî int ( ) int ( )S S1

1

2

2
g g�  �,

äå int òà fr — îïåðàòîðè òîïîëîã³÷íî¿ âíóòð³øíîñò³ òà ìåæ³ â³äïîâ³äíîãî ãåî-

ìåòðè÷íîãî îá’ºêòà, à d � � � �� � � �1 2 1 2 .

Ïîáóäîâà �-ôóíêö³é îá’ºêò³â S1

1
( )g òà S 2

2
( )g çàëåæèòü â³ä ¿õíüî¿ ôîðìè,

òîìó äëÿ ñêëàäíèõ ãåîìåòðè÷íèõ îá’ºêò³â âèä³ëåíî êëàñè áàçîâèõ òà ñêëàäåíèõ

2D òà 3D îá’ºêò³â [9–12]. Îäíàê, �-ôóíêö³¿ íå çàâæäè âäàºòüñÿ çàñòîñóâàòè äëÿ

äåÿêèõ ôîðì îá’ºêò³â, çîêðåìà äëÿ åë³ïñ³â òà åë³ïñî¿ä³â. Ó öèõ âèïàäêàõ ïðîïî-

íóþòü âèêîðèñòîâóâàòè òàê çâàí³ êâàç³-�-ôóíêö³¿ [13–15], ÿê³ çàëåæàòü íå

ò³ëüêè â³ä ïàðàìåòð³â ðîçì³ùåííÿ îá’ºêò³â, à é â³ä äîäàòêîâèõ çì³ííèõ, ùî ïðè-

çâîäèòü äî çá³ëüøåííÿ ðîçì³ðíîñò³ çàäà÷³.

Îêðåìî çàçíà÷èìî, ùî çàãàëüíó òåîð³þ �-ôóíêö³é ìîæíà çàñòîñîâóâàòè

äëÿ óðàõóâàííÿ â³äñòàíåé ì³æ îá’ºêòàìè, äëÿ ÷îãî áóäóþòü íîðìàë³çîâàí³ òà

ïñåâäîíîðìàë³çîâàí³ �-ôóíêö³¿ [9–18].

Ó çàäà÷àõ ðîçì³ùåííÿ óìîâè íåïåðåòèíó îá’ºêò³â (4) ìîæíà çàïèñàòè ÿê

�
S S

i j

n
i j

i j j i( , ) , ,g g J� � � �0 , (7)

à óìîâè âêëþ÷åííÿ â êîíòåéíåð (5) íàáóäóòü âèãëÿäó

�cS S
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n
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i
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0
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i j
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( , )g g — �-ôóíêö³¿ îá’ºêò³â S
i

i
( )g òà S

j

j
( )g , à �cS S

i

i0

0
( , )g g —

�-ôóíêö³¿ îá’ºêò³â cS 0

0
( )g òà S

i

i
( )g . Òóò ³ äàë³ c — ïîçíà÷åííÿ òåîðåòè-

êî-ìíîæèííî¿ îïåðàö³¿ äîïîâíåííÿ.

Íàáàãàòî ñêëàäí³øå ôîðìàë³çóâàòè çà äîïîìîãîþ �-ôóíêö³é óìîâó ïîêðèò-

òÿ (6). Â³äîìî, ùî �-ôóíêö³¿ îïèñóþòü âçàºìîâ³äíîøåííÿ äâîõ ãåîìåòðè÷íèõ

îá’ºêò³â òîä³, êîëè êîíô³ãóðàö³ÿ ïîêðèòòÿ âêëþ÷àº âñ³ îá’ºêòè îäíî÷àñíî.

Ó ïåðøîìó âèäàíí³ ìîíîãðàô³¿ [4] îïèñàíî çàãàëüíèé ï³äõ³ä äî çàñòîñóâàííÿ

�-ôóíêö³é ó çàäà÷àõ ïîêðèòòÿ. Öå ïîòðåáóº óçàãàëüíåííÿ òåîð³¿ �-ôóíêö³é íà

âèïàäîê ïàðàìåòðèçîâàíèõ ñêëàäíèõ ãåîìåòðè÷íèõ îá’ºêò³â. Çàâäÿêè ââåäåííþ

êîíô³ãóðàö³éíîãî ïðîñòîðó ãåîìåòðè÷íèõ îá’ºêò³â ç’ÿâèëàñÿ ìîæëèâ³ñòü ïðè-

íàéìí³ ó êîðåêòí³é ìàòåìàòè÷í³é ôîðì³ çàïèñàòè óìîâè ïîêðèòòÿ ó çàãàëüíîìó

âèïàäêó. Îñíîâíà ³äåÿ öüîãî ï³äõîäó ïîëÿãàº ó ôîðìóâàíí³ ñêëàäåíîãî ïàðàìåò-

ðèçîâàíîãî îá’ºêòà

S S
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i
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i
( , , ) ( )g g g

1

1

�

�

�

�

ç ïîäàëüøîþ ïîáóäîâîþ �-ôóíêö³¿ îá’ºêò³â S
n

( , , )g g
1

� òà S 0

0
( )g . Ó ðå-

çóëüòàò³ ìàºìî óìîâó ïîêðèòòÿ ó âèãëÿä³

�cS S

n

i0

0 1
0( , , , )g g g� � .

Öåé ï³äõ³ä ðåàë³çîâàíî ï³ä ÷àñ ðîçâ’ÿçóâàííÿ îêðåìèõ êëàñ³â çàäà÷ ïîêðèòòÿ ïðÿ-

ìîêóòíèìè îá’ºêòàìè [19] òà ïàðàëåëåï³ïåäàìè [20]. Äëÿ îá’ºêò³â ñêëàäíî¿ ôîðìè âè-

íèêàþòü òðóäíîù³ ó ïîáóäîâ³ â³äïîâ³äíèõ �-ôóíêö³é, ÿê³ äîñ³ íå âäàëîñÿ ïîäîëàòè.

Îêðåìî çàçíà÷èìî, ùî äëÿ îð³ºíòîâàíèõ ãåîìåòðè÷íèõ îá’ºêò³â, ÿê³ ìàþòü

ôîðìó áàãàòîêóòíèêà ÷è áàãàòîãðàííèêà, ìîæíà çàñòîñîâóâàòè àïàðàò ñòðóêòóð

ë³í³éíèõ íåð³âíîñòåé [21]. Öå ïðî³ëþñòðîâàíî äëÿ çàäà÷ ðîçì³ùåííÿ, íàïðèêëàä

ó ðîáîòàõ [4, 21, 22], à äëÿ çàäà÷ ïîêðèòòÿ — ó [23, 24].
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2.2. Ìåòîä �-ôóíêö³é. Àíàë³ç ñó÷àñíèõ ìåòîä³â ôîðìàë³çàö³¿ óìîâ ðîç-

ì³ùåííÿ òà ïîêðèòòÿ ñâ³ä÷èòü ïðî ïîòðåáó â àíàë³òè÷íîìó îïèñ³ çàëåæíîñò³

â³äñòàí³ ì³æ ãåîìåòðè÷íèìè îá’ºêòàìè â³ä ¿õí³õ ïðîñòîðîâèõ ôîðì òà ïàðà-

ìåòð³â ðîçì³ùåííÿ. Â îêðåìèõ âèïàäêàõ çà äîïîìîãîþ íîðìàë³çîâàíèõ òà ïñåâ-

äîíîðìàë³çîâàíèõ �-ôóíêö³é âäàºòüñÿ îòðèìàòè íåîáõ³äí³ ôîðìóëè, íåçâàæàþ-

÷è íà ¿õíþ ãðîì³çäê³ñòü [9–12]. Çàðàçîì, çàâäÿêè ðîçâèòêó çàñîá³â îá÷èñëþâàëü-

íî¿ òåõí³êè ìîæíà çàïðîïîíóâàòè ïðèíöèïîâî ³íàêøèé ï³äõ³ä äî ìàòåìàòè÷íîãî

ìîäåëþâàííÿ ïðîñòîðîâèõ êîíô³ãóðàö³é ðîçì³ùåííÿ òà ïîêðèòòÿ. Â îñíîâó öüî-

ãî ï³äõîäó ïîêëàäåíî îá÷èñëåííÿ ïëîù³ (îá’ºìó) â³äïîâ³äíî¿ êîíô³ãóðàö³¿ ç âè-

êîðèñòàííÿì ñó÷àñíèõ ïàêåò³â îá÷èñëþâàëüíî¿ ãåîìåòð³¿.

Íåõàé ó ïðîñòîð³ R
d

, d � 2 3, , çàäàíî âèì³ðí³ çà Ëåáåãîì ãåîìåòðè÷í³ îá’ºê-

òè � � { }S S S
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äå �( )� — ì³ðà Ëåáåãà â³äïîâ³äíî¿ ìíîæèíè.
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, âèçíà÷åíó çà âèðàçîì (9), íàçèâàþòü �-ôóíêö³-

ºþ [24]. Âëàñòèâîñò³ �-ôóíêö³é çàëåæíî â³ä âèáîðó óçàãàëüíåíèõ çì³ííèõ
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Çàçíà÷èìî, ùî öå âèçíà÷åííÿ �-ôóíêö³¿ êîðåëþº ç òåîð³ºþ ôóíêö³é ìíî-

æèí [26], àëå ìàº ïåâí³ â³äì³ííîñò³, ïîâ’ÿçàí³ ç òèì, ùî �-ôóíêö³¿ ðîçãëÿäàþòü-

ñÿ â êîíô³ãóðàö³éíîìó ïðîñòîð³ ãåîìåòðè÷íèõ îá’ºêò³â çàäàíî¿ ïðîñòîðîâî¿

ôîðìè òà çàëåæàòü â³ä ¿õí³õ óçàãàëüíåíèõ çì³ííèõ. Ó òåîð³¿ ôóíêö³é ìíîæèí

ðîçãëÿäàþòü ñê³í÷åííèé ïðîñò³ð ( , , )X U � , äå X — íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, U —

äåÿêà 	-àëãåáðà ¿¿ ï³äìíîæèí ç îäèíèöåþ E X� , � — 	-àäèòèâíà ì³ðà, âèçíà÷å-

íà íà U . Ïðè öüîìó äîâ³ëüíó ìíîæèíó S U� ³äåíòèô³êóþòü ¿¿ õàðàêòåðèñòè÷-

íîþ ôóíêö³ºþ 
 �
S

L X U� 1 ( , , ) ó íîðìîâàíîì ïðîñòîð³ L1, åëåìåíòàìè ÿêîãî

º êëàñè åêâ³âàëåíòíèõ ì³æ ñîáîþ ñóìîâíèõ ôóíêö³é. Íà ö³é îñíîâ³ ó ðîáî-

òàõ [27, 28] ðîçðîáëåíî ìàòåìàòè÷íó òåîð³þ íåïåðåðâíèõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî

ðîçáèòòÿ ìíîæèí n-âèì³ðíîãî åâêë³äîâîãî ïðîñòîðó ÿê íåêëàñè÷íèõ çàäà÷ íå-

ñê³í÷åííîâèì³ðíîãî ìàòåìàòè÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ ç áóëåâèìè çì³ííèìè.

128 ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2023, òîì 59, ¹ 1



Ôîðìàë³çóºìî óìîâè ðîçì³ùåííÿ òà ïîêðèòòÿ ç âèêîðèñòàííÿì �-ôóíêö³é.

ßê âæå çàçíà÷åíî, äëÿ öüîãî ïîòð³áíî âèçíà÷èòèñü ³ç âèõ³äíîþ ìíîæèíîþ,

ñòðóêòóðîþ ðåçóëüò³âíî¿ ìíîæèíè òà óçàãàëüíåíèìè çì³ííèìè â³äïîâ³äíîãî

êîíô³ãóðàö³éíîãî ïðîñòîðó.
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çóëüò³âíî¿ ìíîæèíè çàäàºòüñÿ â³äîáðàæåííÿì 
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Äëÿ ôîðìàë³çàö³¿ óìîâè âêëþ÷åííÿ ó êîíòåéíåð ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè
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(5) ìîæíà çàïèñàòè ó òàêîìó åêâ³âàëåíòíîìó âèãëÿä³:
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Îêðåìî çàçíà÷èìî, ùî ê³ëüê³ñòü íåð³âíîñòåé ÷è ð³âíÿíü ó ðàç³ ôîðìàë³çàö³¿

óìîâ (4), (5) ç âèêîðèñòàííÿì �- àáî �-ôóíêö³é äîð³âíþº n n( ) /�1 2, òîáòî êâàä-

ðàòè÷íî çàëåæèòü â³ä ê³ëüêîñò³ îá’ºêò³â n.

Ç ³íøîãî áîêó, äëÿ âèõ³äíî¿ ìíîæèíè � � { }S S S
n0 1, , ,� ðîçãëÿíåìî ñòðóê-

òóðó ñêëàäíîãî îá’ºêòà �
�

ó âèãëÿä³ (2) òà âèçíà÷èìî ó êîíô³ãóðàö³éíîìó ïðî-

ñòîð³ � � � � �( ) ( ) ( ) ( )� � � �S S S
n0 1 � �-ôóíêö³þ çà âèðàçîì (8):

� �
� �

( ) ( ( ))g g� � . (12)

Òîä³ ó çàäà÷àõ ðîçì³ùåííÿ óìîâè (4), (5) âèêîíóþòüñÿ îäíî÷àñíî òîä³ é

ò³ëüêè òîä³, ÿêùî
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, (13)
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0
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i i i

p p
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� ( , , )
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�
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³ º êîíñòàíòàìè.

Îòæå, ñèñòåìó îáìåæåíü äëÿ êîíô³ãóðàö³é ÿê ðîçì³ùåííÿ, òàê ³ ïîêðèòòÿ

çàäàþòü ëèøå îäíèì ð³âíÿííÿì.

3. ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß ÑÓ×ÀÑÍÈÕ ÏÀÊÅÒ²Â ÎÁ×ÈÑËÞÂÀËÜÍÎ¯

ÃÅÎÌÅÒÐ²¯ ÄËß ÎÁ×ÈÑËÅÍÍß Ô- ÒÀ �-ÔÓÍÊÖ²É

Äëÿ ôîðìàë³çàö³¿ íàáîðó îáìåæåíü 
 âèêîðèñòîâóþòü àíàë³òè÷í³ ìåòîäè ïî-

áóäîâè íîðìàë³çîâàíèõ òà ïñåâäîíîðìàë³çîâàíèõ �-ôóíêö³¿, òîáòî âñòàíîâëþ-

þòü ôîðìóëè, çà ÿêèìè îá÷èñëþþòü çíà÷åííÿ öèõ ôóíêö³é çàëåæíî â³ä ïàðà-

ìåòð³â ðîçì³ùåííÿ îá’ºêò³â. Âèêîðèñòîâóþ÷è �-ôóíêö³¿, íàóêîâö³ íå ñòàâëÿòü

çà ìåòó îòðèìàòè ¿õí³é àíàë³òè÷íèé âèãëÿä äëÿ äîâ³ëüíèõ ïðîñòîðîâèõ

êîíô³ãóðàö³é, õî÷à â äåÿêèõ âèïàäêàõ öå íå òàê âæå é ñêëàäíî. Îñíîâíà ³äåÿ

ïîëÿãàº ó çàñòîñóâàíí³ ñó÷àñíèõ ïàêåò³â îá÷èñëþâàëüíî¿ ãåîìåòð³¿ äëÿ ðîçðà-

õóíêó ïëîù³ (îá’ºìó) ðåçóëüò³âíî¿ ìíîæèíè â³äïîâ³äíî¿ ñòðóêòóðè. Ïðè öüî-

ìó îïåðàö³¿ çä³éñíþþòü ç êëàñàìè ãåîìåòðè÷íèõ îá’ºêò³â. Ö³ êëàñè âèçíà÷à-
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þòüñÿ ïðîñòîðîâèìè ôîðìàìè îá’ºêò³â (ïîë³ãîí, êîëî, åë³ïñ, ñôåðà, áàãàòîã-

ðàííèê, åë³ïñî¿ä òîùî), à ìåòðè÷í³ ïàðàìåòðè òà ïàðàìåòðè ðîçì³ùåííÿ ëèøå

³äåíòèô³êóþòü îá’ºêò, ùî ðîçãëÿäàºòüñÿ.

Ï³ä ÷àñ ðîáîòè ç ãåîìåòðè÷íèìè îá’ºêòàìè çàäàíî¿ ôîðìè ìîæíà çíàéòè

ïîòóæíèé ïåðåë³ê á³áë³îòåê, ùî äàþòü çìîãó ïðàöþâàòè ç öèìè ô³ãóðàìè, çîê-

ðåìà SymPy, Shapely, CGAL, SpaceFuncs òà áàãàòî ³íøèõ. Íà îñíîâ³ àíàë³çó íàÿâ-

íèõ á³áë³îòåê ç óðàõóâàííÿì íåîáõ³äíîãî ôóíêö³îíàëó äëÿ îá÷èñëåííÿ

�-ôóíêö³¿ ïðîñòîðîâèõ êîíô³ãóðàö³é (ñêëàäíèõ ãåîìåòðè÷íèõ îá’ºêò³â) âèáðàíî

á³áë³îòåêó Shapely [29, 30]. Á³áë³îòåêà Shapely — öå ïàêåò Python äëÿ òåîðåòè÷-

íîãî àíàë³çó òî÷êîâèõ ìíîæèí ³ ìàí³ïóëþâàííÿ ïëîùèííèìè îá’ºêòàìè ç âèêî-

ðèñòàííÿì ÷åðåç ìîäóëü ctypes Python ôóíêö³é ³ç äîáðå â³äîìî¿ òà øèðîêî ðîç-

ãîðíóòî¿ á³áë³îòåêè GEOS. Çàçíà÷èìî, ùî GEOS ÿê ïîðò ïàêåòó Java Topology

Suite (JTS) º ìåõàí³çìîì ãåîìåòð³¿ ïðîñòîðîâîãî ðîçøèðåííÿ PostGIS äëÿ ÑÓÁÄ

PostgreSQL. Îòæå, ïàêåò Shapely, ç îäíîãî áîêó, º ãëèáîêî âêîð³íåíèì ó êîí-

âåíö³ÿõ ñâ³òó ãåîãðàô³÷íèõ ³íôîðìàö³éíèõ ñèñòåì (Ã²Ñ), à ç ³íøîãî áîêó º êî-

ðèñíèì äëÿ ïðîãðàì³ñò³â, ÿê³ ïðàöþþòü íàä ðîçâ’ÿçàííÿì íåòðàäèö³éíèõ ïðî-

áëåì, çîêðåìà â ãàëóç³ îáðîáëåííÿ çîáðàæåíü ³ ãåîìåòðè÷íîãî ïðîºêòóâàííÿ.

Ñàìå çà äîïîìîãîþ á³áë³îòåêè Shapely ìîæíà áóäóâàòè ñêëàäí³ ô³ãóðè øëÿ-

õîì çä³éñíåííÿ òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ îïåðàö³é íàä ãåîìåòðè÷íèìè îá’ºêòàìè

(îá’ºäíàííÿ, ïåðåòèíó, ñèìåòðè÷íî¿ ð³çíèö³, äîáóòêó) ç ìíîæèíè áàçîâèõ ô³ãóð

(êðóã, åë³ïñ, áàãàòîêóòíèê òîùî), à òàêîæ çä³éñíþâàòè òàê³ ñàì³ îïåðàö³¿ íàä

äîâ³ëüíèìè ñêëàäíèìè ô³ãóðàìè, ùî áóäóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ áàçîâèõ. Âèêî-

ðèñòàííÿ ôóíêö³¿ unary_union( ) â shapely.ops äàº çìîãó áóäóâàòè îá’ºäíàííÿ

ô³ãóð îäíî÷àñíî, ùî íàáàãàòî åôåêòèâí³øå àí³æ ïîñë³äîâíå íàêîïè÷åííÿ çà äî-

ïîìîãîþ îïåðàö³¿ union( ). Íàá³ð ôóíêö³é àô³ííîãî ïåðåòâîðåííÿ ì³ñòèòüñÿ ó

ìîäóë³ shapely.affinity, ÿêèé ïåðåòâîðþº ãåîìåòðè÷í³ ô³ãóðè øëÿõîì áåçïîñå-

ðåäíüîãî íàäàííÿ êîåô³ö³ºíò³â ìàòðèö³ àô³ííîãî ïåðåòâîðåííÿ àáî çà äîïîìî-

ãîþ ñïåö³àëüíîãî ³ìåíîâàíîãî ïåðåòâîðåííÿ (ïîâîðîòó, ìàñøòàáó òîùî). Çàçíà-

÷èìî, ùî ãåîìåòðè÷í³ îá’ºêòè ñòâîðþþòü ó òèïîâèé ñïîñ³á Python, âèêîðèñòî-

âóþ÷è ñàì³ êëàñè ÿê ôàáðèêè åêçåìïëÿð³â.

Ïðèíöèïîâîþ âëàñòèâ³ñòþ á³áë³îòåêè Shapely º ìîæëèâ³ñòü îá÷èñëþâàòè

ïëîùó áóäü-ÿêîãî ñêëàäíîãî îá’ºêòà çà äîïîìîãîþ ïîëÿ area. Ç îãëÿäó íà íàâå-

äåí³ ì³ðêóâàííÿ ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî äëÿ ïîáóäîâè ðåçóëüò³âíî¿ ìíîæèíè

òà îá÷èñëåííÿ ¿¿ ïëîù³ ïåðñïåêòèâíèì º âèêîðèñòàííÿ ñàìå á³áë³îòåêè Shapely.

Îñîáëèâ³ñòþ çàïðîïîíîâàíîãî ï³äõîäó º òå, ùî â³í íå îáìåæóºòüñÿ êëàñàìè

áàçîâèõ ôîðì ãåîìåòðè÷íèõ îá’ºêò³â, äëÿ ÿêèõ íà ñüîãîäí³ âäàëîñÿ îòðèìàòè

àíàë³òè÷í³ âèðàçè äëÿ Ô- òà �-ôóíêö³é. Çðîçóì³ëî, ùî ïðè öüîìó âèíèêàº ïî-

òðåáà ó äîñë³äæåíí³ îá÷èñëþâàëüíî¿ ñêëàäíîñò³ ï³äõîäó. Ó ðîáîòàõ [31, 32]

îïèñàíî íèçêó åêñïåðèìåíò³â ç ìåòîþ âñòàíîâëåííÿ çàëåæíîñò³ ÷àñó îá÷èñëåí-

íÿ ïëîù³ êîíô³ãóðàö³¿ (3) â³ä ê³ëüêîñò³ îá’ºêò³â. Ðîçãëÿíóòî ãåîìåòðè÷í³ îá’ºêòè

� � { }S S S
n0 1, , ,� , ùî ìàþòü ôîðìó åë³ïñà. ¯õí³ ìåòðè÷í³ ïàðàìåòðè (ï³âîñ³)

çàäàíî ó âèïàäêîâèé ñïîñ³á. Çàäëÿ êîðåêòíîñò³ åêñïåðèìåíòó ïàðàìåòðè

ðîçì³ùåííÿ åë³ïñ³â âèáðàíî ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåíèìè â îáëàñò³ S 0 . ¯¿ ìåòðè÷í³

ïàðàìåòðè íà 10 % ïåðåâèùóâàëè ñóìàðíó ïëîùó îá’ºêò³â. Åêñïåðèìåíòè ïðî-

âåäåíî äëÿ ð³çíî¿ ê³ëüêîñò³ îá’ºêò³â n � 500. Àâòîðè ä³éøëè âèñíîâêó, ùî ðîçðà-

õóíîê ïëîù³ êîíô³ãóðàö³¿ ó çàäà÷àõ ðîçì³ùåííÿ ³ ïîêðèòòÿ ïîòðåáóº ÷àñó, íà

ïîðÿäîê ìåíøîãî çà ÷àñ, ïîòð³áíèé äëÿ ïåðåâ³ðêè âñ³õ n n( ) /�1 2 îáìåæåíü

ùîäî íåïåðåòèíó îá’ºêò³â òà âêëþ÷åííÿ ¿õ äî îáëàñò³ S 0 .
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4. ÎÑÎÁËÈÂÎÑÒ² ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß ÊÎÍÖÅÏÖ²¯ Â ÇÀÄÀ×ÀÕ ÎÏÒÈÌ²ÇÀÖ²¯

Ó êëàñè÷íèõ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷àõ ðîçì³ùåííÿ òà ïîêðèòòÿ ôóíêö³ÿ, ÿêó îï-

òèì³çóþòü, çàëåæèòü â³ä óçàãàëüíåíèõ çì³ííèõ g g g g� ( , , , )
0 1

�

n
ãåîìåòðè÷-

íèõ îá’ºêò³â � � { }S S S
n0 1, , ,� , òîáòî ìàºìî çàäà÷ó íåë³í³éíî¿ îïòèì³çàö³¿

F

G

( ) ming
g

	

�

, (15)

äå G — ìíîæèíà äîïóñòèìèõ ðîçâ’ÿçê³â.

Âëàñòèâîñò³ çàäà÷³ (15) çàëåæàòü â³ä àíàë³òè÷íîãî âèãëÿäó ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿

F ( )g òà âëàñòèâîñòåé ôóíêö³é, ùî çàäàþòü G. Äëÿ çàäà÷ ðîçì³ùåííÿ ìíîæèíà G

îïèñóºòüñÿ óìîâàìè íåïåðåòèíó îá’ºêò³â S S
n1, ,� òà âêëþ÷åííÿ ¿õ äî êîíòåé-

íåðà S 0 . Ö³ óìîâè ìîæíà çàïèñàòè ç âèêîðèñòàííÿì òåîð³¿ �-ôóíêö³é ó âèãëÿä³

ñèñòåìè íåð³âíîñòåé (7), (8), äå àíàë³òè÷íèé âèãëÿä ôóíêö³é �
S S

i j

i j

( , )g g òà

�cS S

i

i0

0
( , )g g , i j

n
, �J , j i� , çàëåæèòü â³ä ïðîñòîðîâèõ ôîðì îá’ºêò³â

� � { }S S S
n0 1, , ,� . Õî÷à çàçíà÷åí³ çàëåæíîñò³ çàçâè÷àé º íåë³í³éíèìè ³ äîâîë³

ñêëàäíèìè, ïðîòå äëÿ áàãàòüîõ ôîðì ¿õ âäàëîñÿ îòðèìàòè. Öå äàº çìîãó äëÿ ðîç-

â’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ (15) âèêîðèñòîâóâàòè ñó÷àñí³ ñîëâåðè ëîêàëüíî¿ îïòèì³çàö³¿ ç

ïîäàëüøèì ïåðåáîðîì ëîêàëüíèõ åêñòðåìóì³â. Ñàìå ö³ ï³äõîäè ðåàë³çîâàíî,

íàïðèêëàä, ó ðîáîòàõ [33–36].

Çàñòîñóâàííÿ êîíöåïö³¿ ìîäåëþâàííÿ çàäà÷ ðîçì³ùåííÿ òà ïîêðèòòÿ íà áàç³

�-ôóíêö³é íå ïîòðåáóº çíàííÿ àíàë³òè÷íîãî âèãëÿäó ôóíêö³é ó ñèñòåì³ îáìå-

æåíü (10)–(14), àëå äàº çìîãó äóæå øâèäêî îá÷èñëþâàòè ¿õí³ çíà÷åííÿ çà äîïî-

ìîãîþ ïàêåò³â îá÷èñëþâàëüíî¿ ãåîìåòð³¿. Ïðè öüîìó çàäà÷³ çâîäÿòüñÿ äî îïòè-

ì³çàö³¿ ôóíêö³¿ (15) çà óìîâè âèêîíàííÿ îáìåæåíü (13) äëÿ çàäà÷ ðîçì³ùåííÿ

àáî (14) äëÿ çàäà÷ ïîêðèòòÿ.

Ó ðåçóëüòàò³ àíàë³çó îáìåæåíü (13) òà (14) ìîæíà âèÿâèòè ö³êàâó âëàñ-

òèâ³ñòü çàäà÷ ðîçì³ùåííÿ òà ïîêðèòòÿ ó çàçíà÷åíèõ ïîñòàíîâêàõ. Îñê³ëüêè ìíî-

æèíà �
�

( )g º ïåðåòèíîì ìíîæèí S 0

0
( )g òà

i

n

i

i
S

�1�

( )g , òî �
�

( ( ))� g íå ìîæå

ïåðåâèùóâàòè ì³ðó êîæíî¿ ç öèõ ìíîæèí äëÿ áóäü-ÿêèõ óçàãàëüíåíèõ çì³ííèõ

g g g g� ( , , , )
0 1

�

n
. Òîä³ ñïðàâåäëèâèìè º òàê³ íåð³âíîñò³:

� �
�

( ) ( ( ))g g�

�

�
S

i

i

i

n

1

,

(16)

� �
�

( ) ( ( ))g g� S 0

0
.

Îòæå, îáìåæåííÿ (13) òà (14) çàäîâîëüíÿþòüñÿ ëèøå òîä³, êîëè ôóíêö³ÿ

�
�

( )g äîñÿãàòèìåòå ñâîãî ìàêñèìóìó, òîìó ¿õ ìîæíà åêâ³âàëåíòíî ñôîðìóëþ-

âàòè ó âèãëÿä³ çàäà÷³ áåçóìîâíî¿ îïòèì³çàö³¿

�
�

( ) maxg 	 . (17)

Ç öüîãî âèïëèâàº, ùî çàäà÷³ ðîçì³ùåííÿ òà ïîêðèòòÿ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê

äâîð³âíåâ³ çàäà÷³ îïòèì³çàö³¿, äå ïîøóê åêñòðåìóì³â ôóíêö³¿ F ( )g çàäà÷³ (15)

çä³éñíþºòüñÿ íà ìíîæèí³ ðîçâ’ÿçê³â îïòèì³çàö³éíî¿ çàäà÷³ (17).

Çàâäÿêè òîìó, ùî îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü ôóíêö³¿ �
�

( )g äëÿ ô³êñîâàíèõ óçàãàëü-

íåíèõ çì³ííèõ g g g g� ( , , , )
0 1

�

n
íå ïîòðåáóº âåëèêèõ ÷àñîâèõ âèòðàò, ìîæíà

ñêîðèñòàòèñÿ ìåòàåâðèñòè÷íèìè ìåòîäàìè ãëîáàëüíî¿ îïòèì³çàö³¿ [37–39]. Îêðåìî

çàçíà÷èìî, ùî º ìîæëèâ³ñòü çàñòîñóâàííÿ ïàðàëåëüíèõ êîìï’þòåðíèõ òåõíîëîã³é

ï³ä ÷àñ îáðîáëåííÿ ãåîìåòðè÷íî¿ ³íôîðìàö³¿ òà îïòèì³çàö³¿ [40].
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²íøà âëàñòèâ³ñòü çàäà÷ ðîçì³ùåííÿ òà ïîêðèòòÿ ïîâ’ÿçàíà ç ÷èñåëüíèì

îö³íþâàííÿì ãðàä³ºíò³â, ùî äàº çìîãó åôåêòèâíî çàñòîñîâóâàòè ìåòîäè ëîêàëüíî¿

îïòèì³çàö³¿. Ìîæíà âèêîíàòè ðîçâèíåííÿ ôóíêö³¿ �
�

( )g â îêîë³ ô³êñîâàíî¿ òî÷êè

g g g g� ( , , , )
0 1

�

n
÷åðåç �-ôóíêö³¿ � �


 

( , ), ( , )g g g g

i j j0
, i j j i

n
, ,� �J , ó âèã-

ëÿä³ (10), (11), ùî çíà÷íî çìåíøóº ÷àñ îá÷èñëåííÿ ãðàä³ºíò³â äëÿ �
�

( )g . Ó ðîáî-

ò³ [31] çàïðîïîíîâàíî ôîðìóëè äëÿ òàêîãî îö³íþâàííÿ òà íàäàíî ïîð³âíÿëüí³ õàðàê-

òåðèñòèêè ÷èñåëüíî¿ îö³íêè ãðàä³ºíò³â, îòðèìàíî¿ ð³çíèìè ìåòîäàìè.

5. ×ÈÑÅËÜÍÀ ÐÅÀË²ÇÀÖ²ß

Ïðî³ëþñòðóºìî ðåàë³çàö³þ ïðîïîíîâàíî¿ êîíöåïö³¿ ïðèêëàäîì ðîçâ’ÿçàííÿ çà-

äà÷³ ìàêñèìàëüíîãî ïîêðèòòÿ. Ð³çí³ êëàñè çàäà÷ ìàêñèìàëüíîãî ïîêðèòòÿ, ìå-

òîäè ¿õíüîãî ðîçâ’ÿçàííÿ òà ïðàêòè÷í³ çàñòîñóâàííÿ îïèñàíî ó [41–47].

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ìàêñèìàëüíîãî ïîêðèòòÿ ó òàê³é ïîñòàíîâö³. Çàäàíî îá-

ëàñòü ïîêðèòòÿ S 0 òà ñóêóïí³ñòü ïîêðèâàëüíèõ îá’ºêò³â S S
n1, ,� ç ô³êñîâàíèìè

ìåòðè÷íèìè ïàðàìåòðàìè � ( � , , )m
i i i

m m

i

�

1
�

�
, i

n
�J

0
. Íåîáõ³äíî çíàéòè òàêå ðîç-

òàøóâàííÿ îá’ºêò³â S S
n1, ,� , ùî ïîêðèâàº ÿêîìîãà á³ëüøó ÷àñòèíó îáëàñò³ S 0 .

Ó ìåæàõ íàøî¿ êîíöåïö³¿ âèáåðåìî óçàãàëüíåí³ çì³íí³ g g g� ( , , )
1

�

n
, äå

g p
i i

� , i
n

�J . Ó ðåçóëüòàò³ îòðèìóºìî çàäà÷ó áåçóìîâíî¿ îïòèì³çàö³¿ ó âèãëÿä³

(17), â ÿê³é g p p� ( , , )
1

�

n
.

Êîíêðåòèçóºìî çàäà÷ó, âèçíà÷èâøè ïðîñòîðîâ³ ôîðìè îá’ºêò³â

� � { }S S S
n0 1, , ,� . Íåõàé îáëàñòü ïîêðèòòÿ S 0 º ïðÿìîêóòíèêîì, à ïîêðè-

âàëüí³ îá’ºêòè S S
n1, ,� — åë³ïñàìè. Ïîòð³áíî çíàéòè òàêå ðîçòàøóâàííÿ

åë³ïñ³â, ùî çàáåçïå÷óº ìàêñèìàëüíó ïëîùó ïîêðèòî¿ ÷àñòèíè ïðÿìîêóòíèêà.

Ìåòðè÷íèìè ïàðàìåòðàìè ïðÿìîêóòíèêà S 0 º äîâæèíè ñòîð³í m
0

0 0� ( , )a b .

Çàô³êñóºìî éîãî ïàðàìåòðè ðîçì³ùåííÿ, ïîêëàâøè � ( , , )p
0

0 0 0� . Åë³ïñè S
i
,

i
n

�J , ìàþòü ìåòðè÷í³ ïàðàìåòðè m J
i

i i n
a b i� �( , ), òà ïàðàìåòðè ðîçì³ùåííÿ

p
i

i i i
x y� ( , , )� , i

n
�J , äå a

i
, b

i
— ðîçì³ðè ï³âîñåé åë³ïñ³â; x

i
, y

i
— êîîðäèíàòè

¿õí³õ öåíòð³â ñèìåòð³¿ â íåðóõîì³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò Îõó; �
i

— êóòè ïîâîðîòó.

Âðàõîâóþ÷è, ùî ìåòðè÷í³ ïàðàìåòðè óñ³õ îá’ºêò³â � � { }S S S
n0 1, , ,� òà ïàðà-

ìåòðè ðîçì³ùåííÿ îáëàñò³ S 0 º çàäàíèìè, óçàãàëüíåíèìè çì³ííèìè çàäà÷³ áó-

äóòü g g g� ( , , )
1

�

n
, äå g

i

i i i
x y� ( , , )� , i

n
�J .

Ðîçãëÿíåìî òåñòîâó çàäà÷ó ìàêñèìàëüíîãî ïîêðèòòÿ ïðÿìîêóòíèêà ñóêóï-

í³ñòþ åë³ïñ³â. Íåõàé n � 50, a0 50� , b0 60� , à ðîçì³ðè ï³âîñåé åë³ïñ³â ( , )a b
i i

,

i
n

�J , íàâåäåíî ó òàáë. 1.

132 ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2023, òîì 59, ¹ 1

Ò à á ë è ö ÿ 1. Ìåòðè÷í³ ïàðàìåòðè åë³ïñ³â

i ai bi i ai bi i ai bi i ai bi i ai bi

1 1.5 1.3 11 5.9 3.1 21 8.3 5.0 31 3.8 2.9 41 7.1 2.5

2 1.9 1.4 12 6.1 3.0 22 8.5 4.5 32 4.5 3.0 42 7.3 3.7

3 2.4 2.0 13 6.4 2.8 23 8.8 5.5 33 4.9 2.5 43 7.6 3.9

4 2.9 2.0 14 6.6 3.5 24 8.8 3.1 34 5.0 3.4 44 7.9 2.5

5 3.3 1.7 15 7.0 3.0 25 9.0 5.9 35 5.4 2.3 45 8.1 3.0

6 3.8 1.9 16 7.1 3.5 26 1.5 1.5 36 5.9 2.1 46 8.3 4.0

7 4.5 2.0 17 7.3 3.3 27 1.9 1.8 37 6.1 1.5 47 8.5 3.5

8 4.9 2.5 18 7.6 2.9 28 2.4 1.2 38 6.4 2.8 48 8.8 4.5

9 5.0 2.4 19 7.9 3.5 29 2.9 1.5 39 6.6 2.9 49 8.8 4.1

10 5.4 2.3 20 8.1 4.0 30 3.3 1.3 40 7.0 4.0 50 9.0 3.9



Öþ çàäà÷ó ðîçâ’ÿçàíî ìåòîäîì ìóëüòèñòàðòó ç ëîêàëüíîþ îïòèì³çàö³ºþ íà

êîæí³é ³òåðàö³¿. Âèáðàíà êîíô³ãóðàö³ÿ êîìï’þòåðà º òàêîþ: Intel Core i7-5557U

processor, CPU Speed 3.1 GHz, 2 cores, 4 threads; RAM 16 GB DDR3 1866 MHz;

Graphics processor Intel Iris Graphics 6100 with 1.5 GB of video memory; SSD 512

GB; Operating system Mac OS X11.0 Big Sur.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ ôóíêö³¿ �
�

( , , )g g
1

�

n
âèêîðèñòàíî ïîëÿ affinity.rotate,

unary_union( ), intersection( ) òà area á³áë³îòåêè Shapely ìîâè Pyton. Äëÿ ëîêàëüíî¿

îïòèì³çàö³¿ âèáðàíî ìåòîä BFGS [48] ïàêåòó Scipy.optimize ç ÷èñåëüíèì îö³íþâàí-

íÿì ãðàä³ºíòà. Ê³ëüê³ñòü ³òåðàö³é ìóëüòèñòàðòó ñòàíîâèëà 10. Ó ñåðåäíüîìó ëîêàëü-

íèé îïòèìóì äîñÿãàâñÿ çà 27 ñ. Íàéêðàùèé ðåçóëüòàò íàâåäåíî íà ðèñ. 1.

Âî÷åâèäü, çá³ëüøóþ÷è ê³ëüê³ñòü ñòàðòîâèõ òî÷îê ÷è çàñòîñîâóþ÷è ìåòàåâ-

ðèñòè÷í³ ìåòîäè ãëîáàëüíî¿ îïòèì³çàö³¿, ìîæíà ïîêðàùèòè öåé ðåçóëüòàò. Òèì

ïà÷å, ùî íåâåëèêèé ÷àñ îòðèìàííÿ ëîêàëüíîãî îïòèìóìó äàº çìîãó öå çðîáèòè.

Îäíàê ìåòîþ ö³º¿ ñòàòò³ º îá´ðóíòóâàííÿ ïðèíöèïîâî¿ ìîæëèâîñò³ çàñòîñóâàííÿ

íîâîãî ï³äõîäó äî ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ðîçì³ùåííÿ òà ïîêðèòòÿ. Òîìó ïèòàííÿ

åôåêòèâíîñò³ ìåòîä³â îïòèì³çàö³¿ íà îñíîâ³ öüîãî ï³äõîäó º ïðåäìåòîì ñïåö³àëü-

íîãî äîñë³äæåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî îïòèì³çàö³éíó çàäà÷ó êîìïîíîâêè îá’ºêò³â ó êîíòåéíåð³ ç³ çì³ííèìè

ìåòðè÷íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Ð³çí³ ïîñòàíîâêè öèõ çàäà÷ íàâåäåíî ó [33, 49–54].

Ìàºìî êîíòåéíåð S 0 çàäàíî¿ ïðîñòîðîâî¿ ôîðìè ç³ çì³ííèìè ìåòðè÷íèìè

ïàðàìåòðàìè m
0

1

0 0

0

� ( , , )m m�

�
òà ñóêóïí³ñòü ãåîìåòðè÷íèõ îá’ºêò³â S S

n1, ,�

çàäàíî¿ ôîðìè ç ô³êñîâàíèìè ìåòðè÷íèìè ïàðàìåòðàìè � ( � , , )m
i i i

m m

i

�

1
�

�
,

i
n

�J . Ïîòð³áíî çíàéòè òàêå ðîçòàøóâàííÿ îá’ºêò³â S S
n1, ,� ó êîíòåéíåð³ S 0

ì³í³ìàëüíî¿ ïëîù³ (îá’ºìó), çà ÿêîãî âîíè íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Ó ìåæàõ ïðîïîíî-

âàíî¿ êîíöåïö³¿ çàô³êñóºìî ïîëîæåííÿ êîíòåéíåðà S 0 , ïîêëàâøè p p
0

� òà âèáå-

ðåìî g g g g� ( , , , )
0 1

�

n
ÿê óçàãàëüíåí³ çì³íí³, äå g

0 0
� p , g p

i i
� , i

n
�J . Ó ðå-

çóëüòàò³ îòðèìóºìî çàäà÷ó îïòèì³çàö³¿ ó âèãëÿä³

F S( ) ( ( )) ming g
0

0

0
� 	� (18)
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Ðèñ. 1. Ëîêàëüíèé îïòèìóì ó çàäà÷³ ìàêñèìàëüíîãî ïîêðèòòÿ äëÿ 50 åë³ïñ³â



çà âèêîíàííÿ îáìåæåííÿ

� �
�

( ) ( )g �

�

�
S

i

i

n

1

, (19)

äå �( )S
i

— êîíñòàíòà, ùî äîð³âíþº ïëîù³ (îá’ºìó) îá’ºêòà S
i

ç ô³êñîâàíèìè

ìåòðè÷íèìè ïàðàìåòðàìè.

Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ (18), (19) çàïðîïîíîâàíî âèêîðèñòîâóâàòè ìåòîä

øòðàôíèõ ôóíêö³é [48, 55], çã³äíî ç ÿêèì ìàºìî ïîñë³äîâí³ñòü áåçóìîâíèõ çàäà÷

îïòèì³çàö³¿:

F M S
k i

i

n

( ) ( ( ) ( )) ming g
0

1

� � 	

�

�
� �

�
,

äå M
k

, k � �1 2, , , — øòðàôí³ êîåô³ö³ºíòè, ùî çàäîâîëüíÿþòü êëàñè÷í³ óìîâè.

Ó öüîìó âèïàäêó âèá³ð øòðàôíî¿ ôóíêö³¿ º êîðåêòíèì, âðàõîâóþ÷è íåð³â-

í³ñòü (16).

Ðîçãëÿíåìî òåñòîâó çàäà÷ó ðîçì³ùåííÿ åë³ïñ³â çàäàíèõ ðîçì³ð³â ó ïðÿìîêóò-

íèêó ì³í³ìàëüíî¿ ïëîù³ [54]. Ìàºìî n � 32 åë³ïñ³â ç òàêèìè ðîçì³ðàìè ï³âîñåé:

a
i

� 222 , b
i

�180, i �1 9, ,� ;

a
i

� 260, b
i

�170, i �10 18, ,� ;

a
i

� 360, b
i

� 270, i �19 24, ,� ;

a
i

� 350, b
i

� 70, i � 25 32, ,� .

Çàäà÷à (19), (20) íàáóäå âèãëÿäó

F a b( ) ming
0

0 0� 	 ,

� �
�

( )g � �

�

�
a b

i i

i 1

32

4750527.9152,

äå a0 òà b0 — äîâæèíà òà øèðèíà ïðÿìîêóòíèêà.

Äëÿ ëîêàëüíî¿ îïòèì³çàö³¿ çàñòîñîâàíî ìåòîä øòðàôíèõ ôóíêö³é, à äëÿ ãëî-

áàëüíî¿ îïòèì³çàö³¿ — ìåòîä ìóëüòèñòàðòó ç îáìåæåííÿì çà ÷àñîì, ùî ñòàíîâèòü

1 ãîä. Îòðèìàíî ðîçì³ðè ïðÿìîêóòíèêà a0 � 2344.146169; b0 � 2442.065462, à éîãî

ïëîùà ñòàíîâèòü 5724558.3991. Â³äïîâ³äíèé ðåçóëüòàò íàâåäåíî íà ðèñ. 2. Çàçíà÷è-
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Ðèñ. 2. Ðîçì³ùåííÿ 32 åë³ïñ³â ó ïðÿìîêóòíèêó ì³í³ìàëüíî¿ ïëîù³



ìî, ùî â³äîìèé êðàùèé ðåçóëüòàò, íàâåäåíèé ó [54], ñòàíîâèâ 5777108.5092 ç îáìå-

æåííÿì çà ÷àñîì äî 12 ãîä.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ ÒÀ ÏÅÐÑÏÅÊÒÈÂÈ ÄÎÑË²ÄÆÅÍÜ

Çàïðîïîíîâàíî êîíöåïö³þ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ ðîçì³ùåííÿ òà ïîêðèòòÿ ç âè-

êîðèñòàííÿì ñó÷àñíèõ ïàêåò³â îá÷èñëþâàëüíî¿ ãåîìåòð³¿. Íåçâàæàþ÷è íà

ñêëàäí³ñòü ôîðì ãåîìåòðè÷íèõ îá’ºêò³â, ö³ ïàêåòè äàþòü çìîãó çà âêðàé ìà-

ëèé ÷àñ îá÷èñëþâàòè ïëîù³ áóäü-ÿêèõ ïðîñòîðîâèõ êîíô³ãóðàö³é, ùî ðîçøè-

ðþº ìîæëèâîñò³ åôåêòèâíîãî ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ ðîçì³ùåííÿ òà ïîêðèòòÿ

îá’ºêò³â äîâ³ëüíî¿ ôîðìè. Çàâäÿêè òåîð³¿ êîíô³ãóðàö³éíèõ ïðîñòîð³â òà ñïå-

ö³àëüíîãî êëàñó ôóíêö³é äëÿ ôîðìàë³çàö³¿ óìîâ ðîçì³ùåííÿ òà ïîêðèòòÿ âäà-

ëîñÿ äîñÿãòè âàãîìèõ ðåçóëüòàò³â ó äîñë³äæåíí³ çàäà÷ ãåîìåòðè÷íîãî ïðîºê-

òóâàííÿ ñêëàäíèõ ñèñòåì. Ó ïîäàëüøîìó çàçíà÷åíèé ï³äõ³ä çàïëàíîâàíî äî

çàñòîñóâàííÿ äëÿ îïòèì³çàö³éíèõ çàäà÷ ðîçì³ùåííÿ òà ïîêðèòòÿ ç³ çì³ííèìè

ìåòðè÷íèìè ïàðàìåòðàìè îá’ºêò³â. Òàêîæ âàæëèâèìè º ïèòàííÿ äîñë³äæåííÿ

åôåêòèâíîñò³ ìåòîä³â ëîêàëüíî¿ òà ãëîáàëüíî¿ îïòèì³çàö³¿ ç âèêîðèñòàííÿì

çàïðîïîíîâàíî¿ êîíöåïö³¿ ìîäåëþâàííÿ çàäà÷.
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S.V. Yakovlev

THE CONCEPT OF SIMULATION PACKING AND COVERING PROBLEMS

USING MODERN COMPUTATIONAL GEOMETRY SOFTWARE

Abstract. A class of geometric packing and covering problems is considered. A new concept

of mathematical modeling using a special class of functions is proposed. To solve the

problems, special libraries of computational geometry programs are used. They do not require

an analytical view of the functions that describe the packing and covering conditions but allow

their verification. The reduction of the computing costs is substantiated, which expands the

possibilities of the efficient application of local and global optimization methods. The results

of solving the test problems of the maximum coverage of a rectangular area with a set of

ellipses of given sizes and the problem of placing ellipses in a rectangle of minimum area are

given.

Keywords: packing and covering problems, mathematical modeling, computational geometry

software, optimization.
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