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ÇÍÀÕÎÄÆÅÍÍß ÃÐÀÄ²ªÍÒÀ ÉÌÎÂ²ÐÍÎÑÒ² Â²ÄÌÎÂÈ ÑÈÑÒÅÌÈ

ÐÀÍÃÎÂÎ¯ ÑÒÐÓÊÒÓÐÈ ÌÅÒÎÄÎÌ ÏÐÈÑÊÎÐÅÍÎÃÎ

ÌÎÄÅËÞÂÀÍÍß

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî ìîäåëü â³äíîâëþâàíî¿ ðåçåðâîâàíî¿ ñèñòåìè ðàíãîâî¿ ñòðóêòóðè,

ôóíêö³îíóâàííÿ ÿêî¿ ç ïîãëÿäó íàä³éíîñò³ âèçíà÷àºòüñÿ ðîçïîä³ëàìè çàãàëüíîãî âèãëÿäó.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ãðàä³ºíòà éìîâ³ðíîñò³ â³äìîâè ñèñòåìè ó çàäàíîìó ïðîì³æêó ÷àñó

çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ïðèñêîðåíîãî ìîäåëþâàííÿ. Íàâåäåíî ÷èñëîâèé ïðèêëàä, ùî

³ëþñòðóº âèêîðèñòàííÿ öüîãî ìåòîäó äëÿ îö³íþâàííÿ âïëèâó øâèäêîñòåé â³äíîâëåííÿ

åëåìåíò³â ð³çíîãî òèïó íà íàä³éí³ñòü âñ³º¿ ñèñòåìè â ö³ëîìó.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: íàä³éí³ñòü, ðåçåðâîâàíà ñèñòåìà ç â³äíîâëåííÿì, ðàíã, ìîäåëþâàííÿ ³ç

çàáîðîíîþ, ãðàä³ºíò, íåçì³ùåíà îö³íêà, äèñïåðñ³ÿ.

ÂÑÒÓÏ

Îäí³ºþ ç íàéâàæëèâ³øèõ çàäà÷, ùî âèíèêàþòü ï³ä ÷àñ ïðîºêòóâàííÿ

ñêëàäíèõ òåõí³÷íèõ ñèñòåì, º äîñë³äæåííÿ ¿õíüî¿ íàä³éíîñò³. Âîäíî÷àñ

ïîêàçíèê íàä³éíîñò³ º ëèøå äåÿêèì ôóíêö³îíàëîì, ÿêèé âèçíà÷àº çàëåæí³ñòü

íàä³éíîñò³ ñèñòåìè â³ä ¿¿ ïåâíèõ õàðàêòåðèñòèê. Ïðè öüîìó ïîñòàº çàäà÷à

îïòèì³çàö³¿ íàä³éíîñò³ ñèñòåìè çà äåÿêèìè ïàðàìåòðàìè, ùî âèçíà÷àþòü

íàä³éí³ñòü åëåìåíò³â, øâèäê³ñòü â³äíîâëåííÿ òîùî. Ñàìå ãðàä³ºíò º õà-

ðàêòåðèñòèêîþ, ÿêà äàº çìîãó îö³íèòè øâèäê³ñòü çì³íè íàä³éíîñò³ ñèñòåìè

çàëåæíî â³ä çì³íè òèõ ÷è ³íøèõ ïàðàìåòð³â.

Ïðèïóñòèìî, ùî ñèñòåìà ôóíêö³îíóº ó ô³êñîâàíîìó ïðîì³æêó [ , ]0 T .

Ïîçíà÷èìî P T( ; )� éìîâ³ðí³ñòü ¿¿ â³äìîâè ó [ , ]0 T äëÿ çàäàíîãî âåêòîðà

ïàðàìåòð³â � � �� ( , , )1 � m . Ñòóï³íü âïëèâó ïàðàìåòð³â { }� i íà íàä³éí³ñòü âñ³º¿

ñèñòåìè äàº çìîãó îö³íèòè ãðàä³ºíò
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×èì á³ëüøèõ çíà÷åíü íàáóâàº w Ti ( ; )� , òèì á³ëüøèì º âïëèâ ïàðàìåòðà � i

íà íàä³éí³ñòü ñèñòåìè; ÿêùî çíà÷åííÿ w Ti ( ; )� º áëèçüêèì äî íóëÿ, òî çì³íà

ïàðàìåòðà � i ìàéæå íå âïëèâàº íà íàä³éí³ñòü ñèñòåìè.

Çíàõîäæåííÿ ãðàä³ºíòà ò³ñíî ïîâ’ÿçàíî ç ê³ëüê³ñíèìè îö³íêàìè íåïåðåðâ-

íîñò³ õàðàêòåðèñòèê ðåçåðâîâàíèõ ñèñòåì. Ä³éñíî,
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äå �� 0 — äåÿêèé ìàëèé ïàðàìåòð. Ñòðóêòóðíà ñêëàäí³ñòü ñó÷àñíèõ

òåõí³÷íèõ ñèñòåì íå äàº ìîæëèâîñò³ çíàõîäèòè ÿâí³ àíàë³òè÷í³ (÷è íàâ³òü

àñèìïòîòè÷í³) ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ P T( ; )� . Âîäíî÷àñ âèñîêà íàä³éí³ñòü

ñèñòåì íå äàº çìîãè åôåêòèâíî âèêîðèñòîâóâàòè êëàñè÷íèé ìåòîä

Ìîíòå–Êàðëî äëÿ îö³íþâàííÿ éìîâ³ðíîñò³ P T( ; )� âèíèêíåííÿ ð³äê³ñíî¿ ïîä³¿.

Äî òîãî æ ñôîðìóëüîâàíà çàäà÷à º íà ïîðÿäîê ñêëàäí³øîþ, îñê³ëüêè

ïîòð³áíî îö³íèòè ð³çíèöþ äâîõ ìàëèõ âåëè÷èí ç òî÷í³ñòþ o( )� .

Ó ðîáîòàõ [1, 2] (äèâ. òàêîæ [3, 4]) ñôîðìóëüîâàíî ïðèíöèïè ïîáóäîâè

ê³ëüê³ñíèõ îö³íîê íåïåðåðâíîñò³ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåì, ïîâåä³íêà ÿêèõ

îïèñóºòüñÿ ëàíöþãàìè Ìàðêîâà çàãàëüíîãî âèãëÿäó. Òàêîæ çàïðîïîíîâàíî

àíàë³òèêî-ñòàòèñòè÷í³ ìåòîäè, ÿê³ äàëè çìîãó ïîáóäóâàòè íåçì³ùåí³ îö³íêè

ïîïðàâîê äëÿ ïîêàçíèê³â ñèñòåì ³ç áëèçüêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. ²äåÿ ïîëÿãàëà

ó òîìó, ùî äëÿ îá÷èñëåííÿ ïîïðàâîê áóäóâàëè àíàë³òè÷íó ôîðìóëó, ùî ì³ñòèëà

äåÿê³ íåâ³äîì³ ïàðàìåòðè, äëÿ îö³íþâàííÿ ÿêèõ çàñòîñîâóâàëè ñòàòèñòè÷íå

ìîäåëþâàííÿ. ×èñëîâ³ ïðèêëàäè ï³äòâåðäæóþòü åôåêòèâí³ñòü öüîãî ï³äõîäó,

çîêðåìà, âèñîêó òî÷í³ñòü îòðèìàíèõ îö³íîê.

²äåÿ ïîáóäîâè ê³ëüê³ñíèõ îö³íîê íåïåðåðâíîñò³ çà äîïîìîãîþ àíàë³òèêî-

ñòàòèñòè÷íîãî ìåòîäó âèÿâèëàñü äîâîë³ ïë³äíîþ. Äîñë³äæåííÿ ïðîäîâæåíî

ó ðîáîòàõ [5, 6], äå äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ îïòèì³çàö³¿ íàä³éíîñò³ ñèñòåìè

çàïðîïîíîâàíî âèêîðèñòîâóâàòè îäíî÷àñíî ìåòîä ïðèñêîðåíîãî ìîäåëþâàííÿ,

àíàë³òèêî-ñòàòèñòè÷íèé ìåòîä ïîáóäîâè ê³ëüê³ñíèõ îö³íîê íåïåðåðâíîñò³ òà

ìåòîä ñòîõàñòè÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ. Ïðè öüîìó ÿê êðèòåð³é, çà ÿêèì îö³íþþòü

ñòóï³íü âïëèâó íàä³éíîñò³ åëåìåíò³â ð³çíîãî òèïó íà éìîâ³ðí³ñòü â³äìîâè

ñèñòåìè, âèáðàíî ãðàä³ºíò çà ñåðåäí³ìè òðèâàëîñòÿìè áåçâ³äìîâíî¿ ðîáîòè

åëåìåíò³â (÷àñ áåçâ³äìîâíî¿ ðîáîòè ââàæàëè åêñïîíåíö³éíî ðîçïîä³ëåíèì).

Çàäà÷à ïîøóêó ãðàä³ºíòà çà òèìè ÷è ³íøèìè ïàðàìåòðàìè º íàäçâè÷àéíî

àêòóàëüíîþ. Ïðî öå ñâ³ä÷èòü çíà÷íà ê³ëüê³ñòü ïóáë³êàö³é ç îïèñîì ð³çíîìàí³òíèõ

ï³äõîä³â äî ðîçâ’ÿçàííÿ ö³º¿ çàäà÷³, çîêðåìà ðîáîòè [7–13].

Ó ö³é ñòàòò³ ³äå¿, âèêëàäåí³ ó [2, 5, 6], óçàãàëüíåíî íà âèïàäîê äîâ³ëüíîãî

ðîçïîä³ëó, ïðè÷îìó ãðàä³ºíò âçÿòî çà ìàñøòàáóâàëüíèì ïàðàìåòðîì. Íàâåäåíî

çàãàëüíèé ìåòîä ïðèñêîðåíîãî ìîäåëþâàííÿ ãðàä³ºíòà â³ä ìàòåìàòè÷íîãî

ñïîä³âàííÿ äåÿêîãî ôóíêö³îíàëà â³ä òðàºêòîð³é âèïàäêîâîãî ïðîöåñó. Öåé

çàãàëüíèé ìåòîä çàñòîñîâóºòüñÿ äëÿ â³äíîâëþâàíî¿ ñèñòåìè ðàíãîâî¿ ñòðóêòóðè.

ßê ìåòîä ïðèñêîðåíîãî ìîäåëþâàííÿ ñèñòåì öüîãî êëàñó (ïîáóäîâà òðàºêòîð³é

âèïàäêîâîãî ïðîöåñó) âèáðàíî ìîäèô³êîâàíèé ìåòîä ³ç çàáîðîíîþ [14, 15].

Íàâåäåíî ÷èñëîâèé ïðèêëàä, ÿêèé íå ò³ëüêè äåìîíñòðóº òî÷í³ñòü îö³íîê

ãðàä³ºíòà â³ä éìîâ³ðíîñò³ â³äìîâè ñèñòåìè çà ìàñøòàáóâàëüíèìè ïàðàìåòðàìè,

à é ³ëþñòðóº îïòèìàëüíèé âèá³ð öèõ ïàðàìåòð³â, ÿêèé çàáåçïå÷óº äîñÿãíåííÿ

ïîòð³áíî¿ íàä³éíîñò³ ñèñòåìè.
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ÎÑÍÎÂÍÅ ÑÏ²ÂÂ²ÄÍÎØÅÍÍß

Íåõàé � c — íåâ³ä’ºìíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà (ÂÂ), ùî ìàº ôóíêö³þ

ðîçïîä³ëó (ÔÐ) G c x( ) , äå c� 0 — äåÿêà êîíñòàíòà (ìàñøòàáóâàëüíèé

ìíîæíèê). Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ

� � �� �c c c

� min ( , ), , (1)

äå �� 0 — äåÿêèé ìàëèé ïàðàìåòð, à � c òà � �c, — íåçàëåæí³ ÂÂ, ïðè÷îìó

D x x
G c x

G c x
xc c, ,( ) }

(( ) )

( )
, ,� ��

�
� � � �

� 

�

�P{ 1
1

1
0 (2)

º ÔÐ äëÿ áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü c� 0 òà �� 0 (ðîçïîä³ë D xc, ( )� íåîáîâ’ÿçêîâî

º âëàñíèì, òîáòî íå âèêëþ÷àºòüñÿ âèïàäîê, êîëè Dc, ( )� � � 1). Ïðè öüîìó äëÿ

áóäü-ÿêèõ ñê³í÷åííèõ c� 0 òà w� 0 ³ñíóº a c w( , ) òàêå, ùî

D w a c wc, ( ) ~ ( , )�
�

�
�0

. (3)

Ïðèêëàäè ðîçïîä³ë³â, ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü ñï³ââ³äíîøåííÿ (1)–(3).

À. Ðîçïîä³ë Âåéáóëëà: � �c Wei c~ ( , ) , òîáòî G c x c x( ) exp{ ( ) }� � �1
�

,

x c� � �0 0 0, , � . Ó öüîìó âèïàäêó

D x
c x

c x

cc, ( )
exp{ [( ) ] }

exp{ ( )

exp [( )�

�

�

��
�� �
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�

� � � 1 1 { � c x
� �
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D w c wc, ( ) ~�
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,

òîáòî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (2) òà (3) ç a c w c w( , ) �
�

�
� �1

.

B. Ðîçïîä³ë Ïàðåòî: G c x

c x

x c( )

( )

, , ,� �



� � �1
1

1

0 0 0
�

� . Ç³ ñï³ââ³äíî-

øåííÿ (2) âèïëèâàº, ùî

D x
c x

c x
c, ( )

( )
�

�

�
� �
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�

1
1

1
.

Î÷åâèäíî, ùî öÿ ôóíêö³ÿ º íåïåðåðâíîþ òà ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ,

Dc, ( )� 0 0� , òîáòî D xc, ( )� — öå ÔÐ. Âîäíî÷àñ D
c

c
c, ( )

( )
�

�

�
� � �



�

�

�
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�
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�1 1,

òîáòî öÿ ÔÐ º íåâëàñíîþ. Ïðè öüîìó

D w
c w

c w

w

c w
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1 10
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Îòæå, ³ äëÿ ðîçïîä³ëó Ïàðåòî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (2) òà (3) ç a c w
w

c w
( , ) �
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1
.
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Ñ. Ãàììà-ðîçïîä³ë: G c x u e du x c
u

ñ x

( )
( )

, , ,� � � �

� �

�

1
0 0 0

1

0
� �

�
�

, äå

�( )�
�

�

� �

�

�
u e du

u1

0

. Ó öüîìó âèïàäêó

D x x

u e du

u e du

c c

u

ñ x

u

ñ x

, ,

( )
( ) }� �

�

�

�

�� � � �

� �
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� �

�

�

�

P{ 1

1

1

, x � 0 ,

º ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ ôóíêö³ºþ, D Dc c, ,( ) , ( )� �0 0 1� � � , îòæå D xc, ( )� —

öå ÔÐ. Äî òîãî æ

D w
w c w e

u e du c u e

c

c w

u

ñ w

, ( ) ~
( )

( )

�
�

�

� �

�
�

� �

� �

�

� �

�

�



0

1

1 1

1

1
c w u

du

0

�

�

� ,

òîáòî ³ äëÿ ãàììà-ðîçïîä³ëó âèêîíóºòüñÿ óìîâà (3).

ÌÀÐÊÎÂÑÜÊÈÉ ÏÐÎÖÅÑ ÇÀÃÀËÜÍÎÃÎ ÂÈÃËßÄÓ

Íåõàé � �( ; ),t t0 0� , — íåïåðåðâíèé ñïðàâà ìàðêîâñüêèé ïðîöåñ, ùî íàáóâàº

çíà÷åíü ó âèì³ðíîìó ïðîñòîð³ ( , )X � ç â³äîìèì ïî÷àòêîâèì ñòàíîì

� � �( ; )0 0 0� �X . Ïîçíà÷èìî U �� äåÿêó ô³êñîâàíó ìíîæèíó, � �( )0 �

� �inf {t t U: ( ; ) }� �0 . ßêùî { }� � � �
( ) ( ) ( ) ( )

( ; ), ( ), , ,
k k k k

t t k
0 0

0 1 2� � � � º ïî-

ñë³äîâí³ñòþ íåçàëåæíèõ ïðîöåñ³â öüîãî òèïó, òî íåïåðåðâíèé ñïðàâà

ìàðêîâñüêèé ïðîöåñ 	( ), ,t t � 0 ùî îïèñóº ïîâåä³íêó ñèñòåìè, ìîæíà çàäàòè ó

òàêèé ñïîñ³á:

	 � �( ) ( ; ), , ,
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

t t s s t s k
k k k k k

� � � � �

� �1

0

1
1

äå s s
k k k( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ),�   �� � � �
1

0

1

0

0
0� . Ïî÷àòêîâèé ñòàí 	 �( )

( )
0

0

1
� �X

âèçíà÷àºòüñÿ çã³äíî ç ðîçïîä³ëîì Q0 ( )� . Ïðèïóñòèìî, ùî 	 	( ) ( )
( ) ( )

s k
k k
� � �0 1 .

Òîä³ ïî÷àòêîâèé ñòàí �
0

1( )k
X



� âèçíà÷àºòüñÿ çã³äíî ç ðîçïîä³ëîì Q
k

c
k

( ; , )
( ) ( )

� 	 � .

Òóò { }� c
k

k
( )

, � 1 — ïîñë³äîâí³ñòü íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîä³ëåíèõ ÂÂ ç â³äîìîþ

ÔÐ G c x( ) , äå c� 0 —äåÿêèé ïàðàìåòð. Çàëåæí³ñòü ïðîöåñó 	( ),t t � 0 , â³ä

ïàðàìåòðà c ïîçíà÷àòèìåìî â³äïîâ³äíèì íèæí³ì ³íäåêñîì. Åôåêòèâí³ñòü

ôóíêö³îíóâàííÿ ñèñòåìè ó çàäàíîìó ïðîì³æêó [ , ]0 T çàäàìî ôóíêö³îíàëîì

�( ( ), [ , ])	 ñ t t T� 0 . Äîñë³äèìî õàðàêòåðèñòèêó ñèñòåìè  �( ) ( ( ), [ , ])c t t Tñ� �M 	 0

(îñê³ëüêè ìîìåíò T º ô³êñîâàíèì, òî äàë³ ó ïîçíà÷åííÿõ âêàçóâàòè éîãî íå áóäåìî).

Íåõàé { , }
( )

�
�c

k
k



� 1 — ïîñë³äîâí³ñòü íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîä³ëåíèõ ÂÂ

ç ÔÐ G c x(( ) ) � , äå �� 0 — äåÿêèé ìàëèé ïàðàìåòð. Â³äïîâ³äíèé âèïàäêîâèé

ïðîöåñ, ó ÿêîìó ÂÂ { , }
( )

� c
k

k � 1 çàì³íþþòü íà { , }
( )

�
�c

k
k



� 1 , ïîçíà÷èìî

	 �ñ t t


�( ), 0 ,  �( ) ( ( ), [ , ])c t t Tñ � �


� 	 �M 0 .

Ïðèïóñòèìî, ùî ïîñë³äîâí³ñòü ÂÂ 
�
�c

k
k



�

( )
, }1 çàäîâîëüíÿº óìîâó (1) òà

ïðè öüîìó âèêîíóþòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ (2), (3). Ìåòîþ öüîãî ðîçä³ëó

º çíàõîäæåííÿ  ! ( )c ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî. ²íàêøå êàæó÷è, øóêàºìî

 ! �( ) ( )c cM� , (4)
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äå �( )c — äåÿêà ÂÂ. Øëÿõîì ìîäåëþâàííÿ ö³º¿ ÂÂ ìîæíà ïîáóäóâàòè îö³íêó

äëÿ  ! ( )c ³ç çàäàíîþ äîñòîâ³ðí³ñòþ òà â³äíîñíîþ ïîõèáêîþ.

Ââåäåìî äîïîì³æí³ ÂÂ �( )c ³ � ( )c òà ñôîðìóëþºìî àëãîðèòìè ¿õíüîãî ìî-

äåëþâàííÿ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî. Ìîäåëþâàííÿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè �( )c

çä³éñíþþòü çà òàêèì àëãîðèòìîì.

1. Áóäóþòü âèá³ðêîâó òðàºêòîð³þ z t t Tñ ( ), [ , ]� 0 , ïðîöåñó 	 ñ t( ) ó ïðî-

ì³æêó [ , ]:0 T

z t t s s t s kñ
k k k k k

( ) ( ; ), , , , ,
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

� � � � �

� �

� � 
1

0

1
1 2 � c , (5)

äå s s k s
k k k

c
k( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (

( ) ( ), , min :�   � �� � � � 
1

0

1

0

0
0� {

)
� T}. Ïî÷àòêîâ³ ñòà-

íè { }�
0

( )k
âèçíà÷àþòü çã³äíî ç àëãîðèòìîì, íàâåäåíèì âèùå. Ïðè öüîìó

ìîäåëþþòü çíà÷åííÿ ÂÂ � c
k k

cw k
( ) ( )

, , ,� � �1 1� .

2. Îá÷èñëþþòü

�( ) ( ( ), [ , ]) ( , )c z t t T A c wñ� �� 0 , (6)

äå w w w
c

�
�

( , , )1 1�  ,

A c w a c wk

k

c

( , ) ( , )�

�

�

�

1

1

, (7)

à { }a c wk( , ) âèçíà÷àþòü çã³äíî ç (3).

Ìîäåëþâàííÿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè � ( )c çä³éñíþþòü çà òàêèì àëãîðèòìîì.

1. Áóäóþòü âèá³ðêîâó òðàºêòîð³þ z t t Tñ ( ), [ , ]� 0 , ïðîöåñó 	 ñ t( ) ó ïðîì³æêó

[ , ]0 T (äèâ. (5)).

2. Çã³äíî ç (7) îá÷èñëþþòü A c w( , ) .

3. Áóäóþòü ðåàë³çàö³þ ÂÂ �, ÿêà äîð³âíþº k c� �{ }1 1, ,�  ç ³ìîâ³ðí³ñòþ

a c w
k

A c w( , ) / ( , ) . Íåõàé � � k.

4. Áóäóþòü íîâó âèá³ðêîâó òðàºêòîð³þ z t t Tñ
*

( ), [ , ]� 0 , ïðîöåñó 	( )t

ó ïðîì³æêó [ , ]0 T çà òàêèì ïðàâèëîì:

a) z t z t t sñ ñ
k* ( )

( ) ( ),� � �0 ;

b) ó ìîìåíò s
k( )

áóäóþòü ðåàë³çàö³þ ÂÂ �c kw( ) ç ÔÐ a c x a c w
k

( , ) / ( , ),

x w
k

�[ , ]0 (öå º ÔÐ, îñê³ëüêè a c x( , ) º ìîíîòîííî íåñïàäíîþ ôóíêö³ºþ);

c) çã³äíî ç ðîçïîä³ëîì Q z s wñ
k

c k( ; ( ), ( ))
( )

� � 0 � çíàõîäÿòü íîâèé ïî÷àòêîâèé

ñòàí �0

*
�X ;

d) äëÿ ïî÷àòêîâîãî ñòàíó �0

*
â ìîìåíò s

k( )
áóäóþòü íîâó òðàºêòîð³þ

z t s t Tñ
k* ( )

( ), � � , ïðîöåñó 	 ñ t( ) .

5. Îá÷èñëþþòü

� ( ) ( ( ), [ , ]) ( , )
*

c z t t T A c wñ� �� 0 . (8)

Ñïðàâäæóºòüñÿ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1. ßêùî âèêîíàí³ óìîâè (1)–(3), òî  ! � �( ) ( ) ( )c H c B c , äå

B c c H c c( ) ( ), ( ) ( )� �M M� � ; àëãîðèòìè ìîäåëþâàííÿ ÂÂ �( )c òà � ( )c íàâåäåíî

âèùå, � � �( ) ( ) ( )c c c� � (äèâ. (4)).

Äîâåäåííÿ. Âèêîíóþòüñÿ òàê³ ñï³ââ³äíîøåííÿ:

 � �( ) ( ( ), [ , ]) ( ( ), [ , ]);c t t T t t Tñ ñ c � � � �
 

� 	 	 � �M M0 0{


�

�

� �
� � n

n 1

}

� � � " �
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�

M �( ( ), [ , ]); { }
( ) ( )

	  � �� � �ñ c c

j
c

j

j

n

t t T n0

1

{ }

1

1

�

#

$

%

&

%

'

(

%

)

%



�

�

�

n

 � � " �
 

�

�

M �( ( ), [ , ]); { } ,

( ) ( )
	  � �� � �ñ c c

j
c

j

j

n

t t T n0

1

{ }

1

1

�

#

$

%

&

%

'

(

%

)

%
�

�

�

n

.
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Ïîçíà÷èìî H c� ( ) äðóãèé äîäàíîê ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ îñòàííüîãî

ñï³ââ³äíîøåííÿ. Ìàºìî

 �( ) ( ( ), [ , ]);c t t T nñ c

n

 � � � �

�

�

�
� 	 M{ }0

1

� � � " �

#

$

�

�

M �( ( ), [ , ]); { } ,

( ) ( )
	  � ��ñ c c

j
c

j

j

n

t t T n0

1

1

{ }
�

%

&

%

'

(

%

)
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�

�

�

n

H c

1

� ( ) .

Ïîçíà÷èìî B c� ( ) äðóãó ñóìó ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ îñòàííüî¿ ð³âíîñò³. Òîä³

  ( ) ( ) ( ) ( )c c H c B c �  �� � � . (9)

Äëÿ ô³êñîâàíî¿ òðàºêòîð³¿ z t t Tñ ( ), [ , ]� 0 , ïðîöåñó 	 ñ t( ) â [ , ]0 T ìàºìî

P { }� � � ��c
j

j

j

n

jw a c w o A c,

( )
( , ) ( ) ( ,�

#

$

%

&

%

'

(

%

)

%

�  �

�

�

1

1

�

w o

j

n

) ( )

�

�

�


1

1

� , (10)

äå { }w j — ðåàë³çàö³¿ ÂÂ � c
j( )

, w w wn�
�

( , , )1 1� .

Éìîâ³ðí³ñòü (10) îá÷èñëþþòü ÿê ï³ä ÷àñ ìîäåëþâàííÿ B c� ( ) , òàê ³ ï³ä ÷àñ

ìîäåëþâàííÿ H c� ( ) . Ó âèïàäêó B c� ( ) îö³íþþòü ³ìîâ³ðí³ñòü âèíèêíåííÿ îäí³º¿

ç  c �1 ìàëîéìîâ³ðíèõ ïîä³é, îäíàê ñàìà òðàºêòîð³ÿ ïðè öüîìó íå çì³íþºòüñÿ

(äèâ. àëãîðèòì ìîäåëþâàííÿ �( )c ) ³ òîìó B c B c o� � �( ) ( ) ( )�  , äå B c c( ) ( )�M� .

Àíàëîã³÷íî, H c H c o� � �( ) ( ) ( )�  , äå H c c( ) ( )�M� . Ïðè öüîìó äîäàòêîâî

ç’ÿñîâóþòü, ÿêà ç  c �1 ìàëîéìîâ³ðíèõ ïîä³é â³äáóëàñÿ (äëÿ ô³êñîâàíî¿

òðàºêòîð³¿ z t t Tñ ( ), [ , ]� 0 ). Äëÿ öüîãî áóäóþòü ðåàë³çàö³þ ÂÂ � , ÿêà äîð³âíþº

k c� �{ }1 1, ,�  ç ³ìîâ³ðí³ñòþ a c w
k

A c w( , ) / ( , ) . ßêùî � � k , òî wk çàì³íþþòü

íà ðåàë³çàö³þ ÂÂ �c kw( ) ç ÔÐ a c x a c w x wk k( , ) / ( , ), [ , ]� 0 (öå àñèìïòîòè÷íèé

ðîçïîä³ë ÂÂ � �c
k
,

( )
çà óìîâè, ùî � �c

k
kw,

( )
� ). Ïî÷èíàþ÷è ç ìîìåíòó s

k( )
, áóäóþòü

íîâó òðàºêòîð³þ z t s t Tñ
k* ( )

( ), � � , ïðîöåñó 	 ñ t( ) . Òâåðäæåííÿ òåîðåìè 1

âèïëèâàº ç³ ñï³ââ³äíîøåíü (9), (10) òà íàâåäåíèõ àëãîðèòì³â ìîäåëþâàííÿ ÂÂ

�( )c ³ � ( )c . Òåîðåìó äîâåäåíî.

ÐÅÇÅÐÂÎÂÀÍÀ ÑÈÑÒÅÌÀ Ç Â²ÄÍÎÂËÅÍÍßÌ ÐÀÍÃÎÂÎ¯ ÑÒÐÓÊÒÓÐÈ

Ïðî³ëþñòðóºìî çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä ïðèñêîðåíîãî ìîäåëþâàííÿ ïîõ³äíî¿

â³ä  ( )c ïðèêëàäîì ðåçåðâîâàíî¿ ñèñòåìè ç â³äíîâëåííÿì, ÿêà ìàº ðàíãîâó

ñòðóêòóðó. Ï³äâèùåííÿ íàä³éíîñò³ ñèñòåìè äîñÿãàþòü çà ðàõóíîê çá³ëüøåííÿ

øâèäêîñò³ â³äíîâëåííÿ íåñïðàâíèõ åëåìåíò³â. Íàâåäåíèé ìåòîä äàº çìîãó

îö³íèòè ãðàä³ºíò â³ä éìîâ³ðíîñò³ â³äìîâè ñèñòåìè ó çàäàíîìó ïðîì³æêó [ , ]0 T

â³äíîñíî øâèäêîñòåé â³äíîâëåííÿ åëåìåíò³â òîãî ÷è ³íøîãî òèïó, ùî äàº

ìîæëèâ³ñòü ðàö³îíàëüíî ï³äâèùóâàòè øâèäê³ñòü â³äíîâëåííÿ îêðåìèõ ãðóï

åëåìåíò³â çàðàäè äîñÿãíåííÿ áàæàíî¿ íàä³éíîñò³ ñèñòåìè.

Ñèñòåìà ñêëàäàºòüñÿ ç m åëåìåíò³â ð³çíèõ òèï³â. Íåõàé V — ìíîæèíà

äîïóñòèìèõ òèï³â, â³äîáðàæåííÿ v m V( ):{ , , }� �1 � âèçíà÷àº òèï åëåìåíòà.

Òðèâàë³ñòü áåçâ³äìîâíî¿ ðîáîòè i-ãî åëåìåíòà òèïó v i( ) ìàº ÔÐ F xv i( ) ( ) .

Â³äìîâè ìèòòºâî âñòàíîâëþþòüñÿ, â³äíîâëåííÿ ïî÷èíàºòüñÿ â ìîìåíò â³äìîâè.

Âåëè÷èíà ðîáîòè, ÿêó ïîòð³áíî âèòðàòèòè íà â³äíîâëåííÿ i-ãî åëåìåíòà òèïó

v i( ) , ìàº ÔÐ G xv i( ) ( ) . ßêùî öÿ ðîáîòà âèêîíóºòüñÿ ç³ øâèäê³ñòþ cv i( ) , òî

òðèâàë³ñòü â³äíîâëåííÿ ìàº ÔÐ G c xv i v i( ) ( )( ) .
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Ñòðóêòóðà ñèñòåìè ç ïîãëÿäó íàä³éíîñò³ âèçíà÷àºòüñÿ ìíîæèíîþ

M k i ik� ( ; , , )1 � ì³í³ìàëüíèõ ïåðåð³ç³â â³äìîâ, äå k — ê³ëüê³ñòü åëåìåíò³â

ó ïåðåð³ç³, à i ik1, ,� — ¿õí³ íîìåðè (ÿêùî òàêèõ ïåðåð³ç³â íàäì³ðíà ê³ëüê³ñòü, òî

íàéá³ëüø ìàëîéìîâ³ðíèìè ç íèõ íåõòóþòü). Ñèñòåìà ôóíêö³îíóº ïðîòÿãîì

ô³êñîâàíîãî ÷àñó T , ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò t � 0 âñ³ åëåìåíòè çíàõîäÿòüñÿ

ó ðîáî÷îìó ñòàí³. Ïîçíà÷èìî q c( ) éìîâ³ðí³ñòü â³äìîâè ñèñòåìè ó ïðîì³æêó

[ , ]0 T äëÿ ô³êñîâàíîãî âåêòîðà øâèäêîñòåé â³äíîâëåííÿ c c j Vj� �( , ) . Ìåòîþ

äîñë³äæåííÿ º âèá³ð òàêîãî âåêòîðà c , ùîá q c q( ) � , äå q — ïîðîãîâå çíà÷åííÿ

éìîâ³ðíîñò³ â³äìîâè.

Äëÿ òîãî, ùîá îö³íèòè âïëèâ øâèäêîñòåé â³äíîâëåííÿ åëåìåíò³â íà

íàä³éí³ñòü óñ³º¿ ñèñòåìè, ïîòð³áíî âîëîä³òè ìåòîäîì îö³íþâàííÿ ãðàä³ºíòà

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

	







q c
q c

c
j V

j

( )
( )

, .

Ñàìå öå äàº çìîãó ðåàë³çóâàòè çàïðîïîíîâàíèé âèùå çàãàëüíèé ìåòîä

ïðèñêîðåíîãî ìîäåëþâàííÿ.

Ïîâåä³íêà ñèñòåìè ç ïîãëÿäó íàä³éíîñò³ âèçíà÷àºòüñÿ íåïåðåðâíèì ñïðàâà

ìàðêîâñêèì ïðîöåñîì

	 � � � � � �ñ m mt t t t t t t t( ) ( ( ); ( )) ( ( ), , ( ); ( ), , ( )),� � �1 1� � 0,

ç ïî÷àòêîâèì ñòàíîì 	( ) ( , , ; , , )0 0 0 0 0� � � , äå

� i t
i

( )
,

�

0 ÿêùî - é åëåìåíò çíàõîäèòüñÿ ó ðîáî îìó ñòàíi� ó ìîìåíò

ÿêùî - é åëåìåíò çíàõîäèòüñÿ íà â³äíîâëåí

t

i

,

,1 í³ ó ìîìåíò t,

#

$

&

i m�1, ..., ,

ÿêùî � i t( ) � 0 , òî � �i it s( ) sup: ( )� � 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî s t u t� �( , ) (� i t( ) — ÷àñ

íåïåðåðâíîãî ïåðåáóâàííÿ åëåìåíòà ó ðîáî÷îìó ñòàí³ äî ìîìåíòó t); ÿêùî æ

� i t( ) �1, òî � i t( ) º âåëè÷èíîþ ðîáîòè, ÿêó ïîòð³áíî âèêîíàòè äëÿ

çàâåðøåííÿ â³äíîâëåííÿ i-ãî åëåìåíòà.

Äèñêðåòíà çì³ííà � âèçíà÷àº «ÿê³ñíèé» ñòàí ñèñòåìè. Ïîçíà÷èìî S

äèñêðåòíó ìíîæèíó çíà÷åíü, ÿêèõ ìîæå íàáóâàòè âåêòîð � . Ï³äìíîæèíó E

ñòàí³â â³äìîâè ñèñòåìè çàäàþòü ó òàêèé ñïîñ³á:

E m� �{ ( , , ):� � �1 � ³ñíóº ïåðåð³ç ( ; , , )k i i Mk1 � � òàêèé,

ùî � i j
j k� �1 1, , ,� } .

Ïîçíà÷èìî e e ej m� ( , , )1 � m-âèì³ðíèé îäèíè÷íèé âåêòîð, e ej l� �1 0, ,

l j* . Ââåäåìî ìíîæèíè ñòàí³â:

E E Er m r� � + , ,
�

{ ( , , ) :� � �1 0 1� � ³ñíóº j òàêå, ùî � j � 0 ³ �  �
�

e Ej r 1},

r R�1, ,� , äå R r Er� *-max{ : }. Î÷åâèäíî, ùî S E ER� , ,0 � . ×èñëî R

íàçèâàþòü ðàíãîì ñèñòåìè, à ìíîæèíà Er ì³ñòèòü ñòàíè ðàíãó r . ßêùî ñòàí

ñèñòåìè � ìàº ðàíã r , òî öå îçíà÷àº, ùî ³ñíóþòü r åëåìåíò³â ó ðîáî÷îìó ñòàí³,

â³äìîâà ÿêèõ ïðèçâîäèòü äî â³äìîâè ñèñòåìè, à â³äìîâà ìåíøî¿ ê³ëüêîñò³

åëåìåíò³â íå ìîæå ïðèçâåñòè äî â³äìîâè ñèñòåìè.

ÀËÃÎÐÈÒÌ ÏÐÈÑÊÎÐÅÍÎÃÎ ÌÎÄÅËÞÂÀÍÍß ÉÌÎÂ²ÐÍÎÑÒ²

q c( ) ÌÅÒÎÄÎÌ ÇÀÁÎÐÎÍÈ

Çàãàëüíà ³äåÿ ïîáóäîâè àñèìïòîòè÷íî íåçì³ùåíèõ îö³íîê íàä³éíîñò³ ñèñòåì,

ïîâåä³íêó ÿêèõ íå ìîæíà îïèñàòè ðåãåíåðóâàëüíèì ïðîöåñîì, íàëåæèòü

².Ì. Êîâàëåíêó [16]. Öåé ìåòîä ´ðóíòóºòüñÿ íà çàáîðîí³ ïåðåõîä³â ñèñòåìè

ó ïåâí³ êëàñè ñòàí³â ³ç íàñòóïíèì ìîäåëþâàííÿì ìîìåíò³â öèõ ïåðåõîä³â.

×åðåç öå â³í ìàº íàçâó «ìåòîä çàáîðîíè». Ó ðîáîò³ [14] öåé ìåòîä áóâ
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óçàãàëüíåíèé, ùî äàëî çìîãó áóäóâàòè íåçì³ùåí³ îö³íêè. Ó öüîìó ðîçä³ë³

íàâåäåíî îñòàííþ ìîäèô³êîâàíó âåðñ³þ [15] ìåòîäó çàáîðîíè, ÿêà äàë³ áóäå

çàñòîñîâàíà äëÿ îö³íþâàííÿ ãðàä³ºíòà �q c( ) .

Íåõàé � � �� � � �( , , ) ( )1 1� m kE k R — äîâ³ëüíèé ñòàí ñèñòåìè. Åëåìåíò j

íàçâåìî îñíîâíèì, ÿêùî � j � 0 ³ �  �
�

e Ej k 1, òîáòî â³äìîâà öüîãî åëåìåíòà çìåí-

øóº ðàíã ñòàíó. Ìíîæèíó îñíîâíèõ åëåìåíò³â äëÿ ñòàíó ñèñòåìè � ïîçíà÷èìî W ( )� .

Àëãîðèòì ïîáóäîâè íåçì³ùåíî¿ îö³íêè � ( )q c1 â îäí³é ðåàë³çàö³¿ äëÿ

éìîâ³ðíîñò³ q c( ) ìàº òàêèé âèãëÿä.

1. Çàäàºìî ñòàí ñèñòåìè ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò t0 0� : 	 � �c t( ) ( , )0 � �

� ( , , ; , , )0 0 0 0� � , ��ER .

2. Ïðèïóñòèìî, ùî â äåÿêèé ìîìåíò t T k Rk � � �[ , ] ( )0 0 ñèñòåìà âïåðøå

ïîòðàïèëà ó ìíîæèíó ñòàí³â ER k� :

	 � � � � � � �c k m m R kt E( ) ( ; ) ( , , ; , , ),� � �
�1 1� � .

Çíàéäåìî éìîâ³ðí³ñòü ïåðåõîäó ³ ìîìåíò ïåðåõîäó ñèñòåìè ó ìíîæèíó ñòàí³â

ER k� �1. Äëÿ öüîãî ìîäåëþºìî òðàºêòîð³þ ïðîöåñó 	 c kt t t T( ), [ , ]� , çà óìîâè,

ùî ó [ , ]t Tk íå â³äìîâèòü æîäåí åëåìåíò. Íåõàé n

i T ti i k

�

� � �

�
1

1: ,� �

— ê³ëüê³ñòü

åëåìåíò³â, â³äíîâëåííÿ ÿêèõ çàâåðøèòüñÿ äî ìîìåíòó T . Ïðè öüîìó

âèçíà÷àºìî òàê³ âåëè÷èíè:

t u u u u Tk
n n

� � � � � �

( ) ( ) ( ) ( )0 1 1
� — ìîìåíòè çàâåðøåííÿ â³äíîâëåíü

åëåìåíò³â;

	 � � � � � �c
j j j j

m
j j

m
j

u( ) ( ; ) ( , , ; , , )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

� �

1 1
� � , , ,j n� 0 � , — ñòàíè

ïðîöåñó ó â³äïîâ³äí³ ìîìåíòè.

3. Äëÿ âñ³õ n 1 ïðîì³æê³â çíàõîäèìî éìîâ³ðí³ñòü â³äìîâè êîæíîãî

åëåìåíòà:

q
F u u F

F
i

j v i
j j

i

j
v i i

j

v i

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( )
�

�  �

�

1

1

� �

( )

, : , , ,
( )

( )

�

�

i

j i

j
i j n� �0 0 � . (11)

4. Ó ïðîì³æêó [ , ]t Tk çàáîðîíÿºìî â³äìîâó îñíîâíèõ åëåìåíò³â, òîáòî òèõ

åëåìåíò³â, â³äìîâà ÿêèõ ïåðåâîäèòü ñèñòåìó ó ìíîæèíó ñòàí³â ER k� �1 .

Ìîæëèâîþ º ðåàë³çàö³ÿ îäíîãî ç äâîõ ñöåíàð³¿â: àáî ó [ , ]t Tk íå áóäå â³äìîâè

æîäíîãî åëåìåíòà, àáî â³äáóäåòüñÿ ùîíàéìåíøå îäíà â³äìîâà íåîñíîâíîãî

åëåìåíòà. Îá÷èñëþºìî öþ éìîâ³ðí³ñòü. Ó êîæíîìó ç n 1 ïðîì³æê³â

îá÷èñëþºìî éìîâ³ðí³ñòü â³äìîâè îäíîãî ç íåîñíîâíèõ åëåìåíò³â:

q q j n
j

i

j

i i W
i

j j

( ) ( )

: , ( )

( ), , ,

( ) ( )

� � � �

� +

.
1 1 0

0� �

� . (12)

5. Îá÷èñëþºìî éìîâ³ðí³ñòü â³äìîâè îäíîãî ç íåîñíîâíèõ åëåìåíò³â:

q q q q
j l

l

j

j

n
j

j

n

� � � � �

�

�

� �

.� .

( ) ( ) ( )
[ ] [ ]1 1 1

0

1

0 0

. (13)

6. ßêùî íå áóëî â³äìîâ íåîñíîâíèõ åëåìåíò³â (â³äïîâ³äíà éìîâ³ðí³ñòü

äîð³âíþº 1� q), òî òðàºêòîð³þ ³ç çàáîðîíîþ â³äìîâ îñíîâíèõ åëåìåíò³â âæå ïî-

áóäîâàíî; âîíà âèçíà÷àºòüñÿ ìîìåíòàìè u
j( )

. Â ³íøîìó âèïàäêó (â³äïîâ³äíà

éìîâ³ðí³ñòü äîð³âíþº q), ïîòð³áíî ïðîìîäåëþâàòè òðàºêòîð³þ ñèñòåìè çà óìîâè

ùîíàéìåíøå îäí³º¿ â³äìîâè íåîñíîâíîãî åëåìåíòà. Äëÿ öüîãî ìîäåëþºìî íî-

ìåð ïðîì³æêó �{ , , }0 � n , â ÿêîìó â³äìîâëÿº îäèí ç íåîñíîâíèõ åëåìåíò³â, òîá-

òî  � j ç ³ìîâ³ðí³ñòþ q q q
j l

l

j
( ) ( )

[ ] /1

0

1

�

�

�

.
. Ïðèïóñòèìî, ùî  � j.
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7. Ìîäåëþºìî íîìåð åëåìåíòà � òà ìîìåíò � éîãî â³äìîâè ó [ , ]
( ) ( )

u u
j j1

çà

óìîâè, ùî ó öüîìó ïðîì³æêó â³äìîâèâ îäèí ç íåîñíîâíèõ åëåìåíò³â. Äëÿ öüîãî

ìîäåëþºìî ÂÂ � , ÿêà íàáóâàº çíà÷åíü ç ìíîæèíè { : , ( )}
( ) ( )

i i W
i

j j
� �� +0

ç ³ìîâ³ðí³ñòþ q q q
i

j

l

j

l i l W

j

l

j j

( ) ( )

, , ( )

( )
[ ]

( ) ( )
/1

0 0

�.

� � � +� �

. Íåõàé � � i. Îêð³ì òîãî,

ìîäåëþºìî ÂÂ � i
*

òà � � �l l

j j
i l n l W

* ( ) ( )
, , , ( )� � � +0 , ÿê³ ìàþòü â³äïîâ³äíî ÔÐ

F z F

F u u

v i i

j
v i i

j

v i
j j

i

j

( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

(

 �

� 



� �

�
1

) ( )

, [ , ]

( )

( )

( ) ( )

�

� �



F

z u u

v i i

j

j j

�

0
1

,

òà
F z F

F

v l l

j
v l l

j

v l l

j

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( )

,
 �

�

� �

�1

z � 0.

Òîä³

� � � � ��  � � � +u i l n l W
j

i l l

j j( ) * * ( ) ( )
min , , , , ( ) ,{ }0

� � � � �� � � � +arg { }min , , , , ( )
* * ( ) ( )

i l l

j j
i l n l W0 .

8. Ìîäåëþºìî òðèâàë³ñòü â³äíîâëåííÿ �-ãî åëåìåíòà ³ çíàõîäèìî ñòàí

ñèñòåìè ó ìîìåíò � , ÿêùî â³äîìî, ùî â öåé ìîìåíò â³äìîâèâ �-é åëåìåíò.

9. Ó ïðîì³æêó [ , ]� T áóäóºìî òðàºêòîð³þ ïðîöåñó 	 c t( ) ³ç çàáîðîíîþ

îñíîâíèì åëåìåíòàì íà â³äìîâó. Îòæå, ìàºìî äâ³ òðàºêòîð³¿ ³ç çàáîðîíîþ

îñíîâíèì åëåìåíòàì íà â³äìîâó: 	
c kt t t T
( )

( ), [ , ]
1

� , â³äïîâ³äàº âèïàäêó, êîëè

â³äñóòí³ â³äìîâè íåîñíîâíèõ åëåìåíò³â, òà 	
c kt t t T
( )

( ), [ , ]
2

� , ÿêà º òðàºêòîð³ºþ

ç³ ùîíàéìåíøå îäí³ºþ â³äìîâîþ íåîñíîâíîãî åëåìåíòà.

10. Äëÿ êîæíî¿ òðàºêòîð³¿ îá÷èñëþºìî éìîâ³ðíîñò³ P1 ³ P2 â³äìîâè îäíîãî ç

îñíîâíèõ åëåìåíò³â (ôîðìóëè ïîä³áí³ äî (11)–(13)).

11. Îá÷èñëþºìî / k P q P q� � 1 21( ) .

12. ßêùî k R� �1, òî àëãîðèòì çàâåðøåíî ³ ÿê îö³íêó â îäí³é ðåàë³çàö³¿

âèáèðàºìî

� ( )q c j

j

R

1

0

1

�

�

�

.
/ . (14)

13. Íåõàé k R� �1. Òîä³ ç ³ìîâ³ðí³ñòþ P q
k1

1( ) /� / âèáèðàºìî òðàºêòîð³þ

	 ñ kt t t T
( )

( ), [ , ]
1

� , à ç ³ìîâ³ðí³ñòþ P q k2 / / – òðàºêòîð³þ 	 ñ kt t t T
( )

( ), [ , ]
2

� .

14. Íà âèáðàí³é òðàºêòîð³¿ ìîäåëþºìî ìîìåíò tk1 â³äìîâè îñíîâíîãî

åëåìåíòà, éîãî íîìåð òà ÷àñ â³äíîâëåííÿ.

15. Çíàõîäèìî íîâèé ñòàí ïðîöåñó â ìîìåíò tk1 , çá³ëüøóºìî k íà

îäèíèöþ òà ïîâåðòàºìîñÿ äî êðîêó 2.

Íàâåäåíèé àëãîðèòì äàº çìîãó áóäóâàòè íåçì³ùåí³ îö³íêè éìîâ³ðíîñò³ q c( )

äëÿ áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü õàðàêòåðèñòèê íàä³éíîñò³ åëåìåíò³â. Îñê³ëüêè � ( )q c1 1�

ç ³ìîâ³ðí³ñòþ 1 (äèâ. (11)–(14)), öåé ìåòîä ãàðàíòóº äèñïåðñ³þ îö³íêè, ìåíøó

çà â³äïîâ³äíó äèñïåðñ³þ, îòðèìàíó ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî. Çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó

äëÿ êîíêðåòíèõ ñèñòåì äåìîíñòðóº îáìåæåí³ñòü â³äíîñíî¿ ñåðåäíüîêâàä-

ðàòè÷íî¿ ïîõèáêè D q c q c� ( ) / ( )1 , êîëè q c( )� 0 . Öå ñâ³ä÷èòü ïðî ñò³éê³ñòü

îá÷èñëåíü ó âèïàäêó âèñîêîíàä³éíî¿ ñèñòåìè.
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ÂÈÊÎÐÈÑÒÀÍÍß ÏÐÈÑÊÎÐÅÍÎÃÎ ÌÎÄÅËÞÂÀÍÍß ÄËß ÎÁ×ÈÑËÅÍÍß
�

�

q c

cl

( )

Â îäíîìó ç ïîïåðåäí³õ ðîçä³ë³â íàâåäåíî çàãàëüíèé àëãîðèòì îá÷èñëåííÿ

 ! ( )c ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî, äå  �( ) ( ( ), [ , ])c t t Tñ� �M 	 0 , à �( )� — äåÿêèé

ôóíêö³îíàë â³ä òðàºêòîð³¿ ïðîöåñó 	 ñ t( ) â [ , ]0 T . ßêùî �( )� íàáóâàº ëèøå

äâîõ çíà÷åíü (1 ó ðàç³ â³äìîâè ñèñòåìè ³ 0, ÿêùî òàêà â³äìîâà íå â³äáóëàñÿ),

òî ïîºäíàííÿ öüîãî àëãîðèòìó ç àëãîðèòìîì ïðèñêîðåíîãî ìîäåëþâàííÿ

éìîâ³ðíîñò³ q c( ) â³äìîâè ñèñòåìè äàº çìîãó ñôîðìóëþâàòè àëãîðèòì

îá÷èñëåííÿ
�

�

q c

cl

( )
ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî äëÿ áóäü-ÿêîãî ô³êñîâàíîãî l V� .

²íàêøå êàæó÷è,
�

�

�

q c

c
c

l

( )
( )M� , äå ìîäåëþâàííÿ ÂÂ �( )c çä³éñíþºòüñÿ çã³äíî

ç àëãîðèòìîì, âèêëàäåíèì ó ñôîðìóëüîâàí³é âèùå òåîðåì³ 1.

Ïåðåôîðìóëþºìî óìîâè (2), (3) òàê: äëÿ áóäü-ÿêèõ ñê³í÷åííèõ c� 0 òà

w� 0 ³ñíóº ôóíêö³ÿ a c wl ( , ) òàêà, ùî âèêîíóºòüñÿ àñèìïòîòè÷íà ð³âí³ñòü

1
1

1 0

�

� 

� �

G c w

G c w
a c w

l

l

l

(( ) )

( )
~ ( , )

�
�

�

.
(15)

Ó íàâåäåíîìó íèæ÷å àëãîðèòì³ äëÿ çìåíøåííÿ äèñïåðñ³¿ îö³íêè

ñêîðèñòàºìîñÿ ìåòîäîì ñï³ëüíèõ âèïàäêîâèõ ÷èñåë (method of common random

numbers). Öå îçíà÷àº, ùî ó ìîäåëþâàíí³ ÂÂ �( )c òà � ( )c çàñòîñîâóºòüñÿ îäíà é

òà ñàìà ïîñë³äîâí³ñòü ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåíèõ íà [ , ]0 1 ÂÂ (ëèøå ï³ä ÷àñ

ìîäåëþâàííÿ ÂÂ �c w( ) ç ÔÐ a c x a c w x w( , ) / ( , ), [ , ]� 0 , âèêîðèñòîâóºòüñÿ

íåçàëåæíà ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåíà ÂÂ). ßê ïîñë³äîâí³ñòü { }s k T
k( )

, , , , ( )�1 2 � 

âèáèðàºìî ò³ ìîìåíòè, ó ÿê³ çä³éñíþâàëîñÿ ìîäåëþâàííÿ ÷àñó â³äíîâëåííÿ

åëåìåíò³â l-ãî òèïó. Àëãîðèòì ïîáóäîâè íåçì³ùåíî¿ îö³íêè � ( )� l c â îäí³é

ðåàë³çàö³¿ äëÿ
�

�

q c

cl

( )
ìàº òàêèé âèãëÿä.

1. Çã³äíî ç àëãîðèòìîì, íàâåäåíèì ó ïîïåðåäíüîìó ðîçä³ë³, ìîäåëþºìî

òðàºêòîð³þ ïðîöåñó 	 c t( ) äî ìîìåíòó ïîòðàïëÿííÿ ñèñòåìè ó ñòàí â³äìîâè. Ïðè

öüîìó çíàõîäèìî:

• � ( )q c1 — îö³íêó éìîâ³ðíîñò³ â³äìîâè ñèñòåìè;

•  l — ê³ëüê³ñòü ìîìåíò³â, êîëè ìîäåëþâàâñÿ ÷àñ â³äíîâëåííÿ åëåìåíò³â

l-ãî òèïó;

• w k
k

l
( )

, , ,�1 �  , — òðèâàëîñò³ â³äíîâëåííÿ åëåìåíò³â l-ãî òèïó;

• � — ê³ëüê³ñòü âèêîðèñòàíèõ ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåíèõ íà [ , ]0 1 ÂÂ;

• � �k k, , ,�1 � , — ïîñë³äîâí³ñòü âèêîðèñòàíèõ ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåíèõ ÂÂ;

• p k Rk j

j

k

� �

�

�

.
/

0

1

0, , ,� , — îö³íêó éìîâ³ðíîñò³ â³äìîâè ñèñòåìè íà

ìîìåíò ïåðøîãî ïîòðàïëÿííÿ ó ìíîæèíó ñòàí³â ER k� , p0 1� ;

• t k Rk , , ,� �0 1� , — ìîìåíò ïåðøîãî ïîòðàïëÿííÿ ñèñòåìè ó ìíîæèíó

ñòàí³â ER k� , t0 0� ;

• m k Rk , , ,� �0 1� , — ê³ëüê³ñòü ìîäåëþâàíü ÷àñó â³äíîâëåííÿ åëåìåíò³â

l-ãî òèïó â ³íòåðâàë³ ( , )0 tk , m0 0� ;

• n k Rk , , ,� �0 1� , — ê³ëüê³ñòü ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåíèõ ÂÂ, ÿê³ áóëî

âèêîðèñòàíî â ³íòåðâàë³ ( , )0 tk , n0 0� ;

• 	 	 � � � � �
c

k
c k

k k k
m
k k

t
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ; ) ( , , ; , ,� � � �0
1 1

� � � m
k( )

) ,

k R� �0 1, ,� ;
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• L k T
k( )

, , , ( )�1 �  , — ð³âåíü, íà ÿêîìó çíàõîäèòüñÿ ñèñòåìà ó ìîìåíò k-ãî

ìîäåëþâàííÿ òð(èâàëîñò³ â³äíîâëåííÿ åëåìåíòà l-ãî òèïó; ÿêùî s
k( )

— ìîìåíò

ïî÷àòêó öüîãî â³äíîâëåííÿ, òî t s t
L

k

L
k k( ) ( )

( )
� �

1
.

2. ßêùî  l � 0 , òî àëãîðèòì çàâåðøåíî ³ ÿê îö³íêó âèáèðàºìî � ( ) .�1 0c � ßêùî

 l � 1, òî îá÷èñëþþòü a c w kl l
k

l( , ), , ,
( )

�1 �  , ÿê³ âèçíà÷àºìî çã³äíî ç (15).

3. Îá÷èñëþºìî

A c w a c wl l l l
k

k

l

( , ) ( , )
( )

�

�

�

1



,

äå w w w l
� ( , , )

( ) ( )1
�


.

4. Áóäóºìî ðåàë³çàö³þ ÂÂ � , ÿêà äîð³âíþº k l�{ }1, ,�  ç ³ìîâ³ðí³ñòþ

a
l

c
l

w A
l

c
l

w
k

( , ) ( , )
( )

/ . Íåõàé � � k .

5. Áóäóºìî ðåàë³çàö³þ ÂÂ �l l
k

c w( , )
( )

ç ÔÐ a
l

c
l

u a
l

c
l

w
k

( , ) ( , )/
( )

,

u w
k

�[ ,
( )

]0 .

6. Ó ïðîì³æêó [ , ]( )t T
L

k çã³äíî ç íàâåäåíèì àëãîðèòìîì áóäóºìî òðàºêòîð³þ

â³äìîâè ñèñòåìè, ÿêùî º â³äîìèìè: à) ñòàí 	
c

L
k

( )
( )

ïðîöåñó â ìîìåíò t
L

k( ) ; á)

m
L

k( )
— ê³ëüê³ñòü ìîäåëþâàíü ÷àñó â³äíîâëåííÿ åëåìåíò³â l-ãî òèïó â ³íòåðâàë³

( , )( )0 t
L

k ; â) n
L

k( ) — ê³ëüê³ñòü ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåíèõ ÂÂ, ÿê³ áóëî âèêî-

ðèñòàíî â ³íòåðâàë³ ( , )( )0 t
L

k . ×àñ w
k( )

â³äíîâëåííÿ åëåìåíòà l-ãî òèïó

çàì³íþºìî íà �l l
k

c w( , )
( )

(îñê³ëüêè âèêîðèñòîâóºòüñÿ) îäíà é òà ñàìà

ïîñë³äîâí³ñòü ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåíèõ ÂÂ, òî âñ³ ³íø³ ÂÂ çáåð³ãàþòü ñâî¿ çíà-

÷åííÿ). Ïðè öüîìó îá÷èñëþºìî äîáóòîê íîðìóâàëüíèõ ìíîæíèê³â q
L

k( )

*
, ïîâ’ÿ-

çàíèé ç ïåðåõîäîì ñèñòåìè ç ð³âíÿ L
k( )

íà ð³âåíü R (R L
k

�

( )
ìíîæíèê³â).

7. ßê îö³íêó âèáèðàºìî

� ( ) ( , ) [ � ( )]( ) ( )

*
� l l l L L

c A c w p q q ck k� � 1 .

×ÈÑËÎÂÈÉ ÏÐÈÊËÀÄ

Ïðî³ëþñòðóºìî âèêîðèñòàííÿ çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó ïðèñêîðåíîãî ìîäåëþ-

âàííÿ ãðàä³ºíòà �q c( ) ïðèêëàäîì êîðàáåëüíî¿ åíåðãåòè÷íî¿ ñèñòåìè [17, 15].

Ñèñòåìà ñêëàäàºòüñÿ ç m �15 åëåìåíò³â, ñåðåä ÿêèõ òðè ãåíåðàòîðè îäíàêîâî¿

ïîòóæíîñò³ (ïåðøèé òèï: åëåìåíòè 1, 2, 3), òðè ãîëîâíèõ ðîçïîä³ëüíèõ ùèòè

(äðóãèé òèï: åëåìåíòè 4, 6, 9), äîïîì³æí³ åëåìåíòè (òðåò³é òèï: åëåìåíòè

5, 7, 8), ø³ñòü âòîðèííèõ ðîçïîä³ëüíèõ ùèò³â (÷åòâåðòèé òèï: åëåìåí-

òè 10–15). Ìåòîþ ñèñòåìè º îäíî÷àñíå çàáåçïå÷åííÿ åëåêòðîåíåðã³ºþ òðüîõ

â³äïîâ³äàëüíèõ ñïîæèâà÷³â C C C1 2 3, , (äèâ. ðèñ. 1, [15]). Ïîòóæíîñò³ îäíîãî

ãåíåðàòîðà âèñòà÷àº äëÿ æèâëåííÿ óñ³õ òðüîõ ñïîæèâà÷³â. Ñòðóêòóðà ñèñòåìè

ç ïîãëÿäó íàä³éíîñò³ âèçíà÷àºòüñÿ ìíîæèíîþ M , ÿêà ì³ñòèòü 31 ì³í³ìàëüíèé

ïåðåð³ç: M �{(2; 4, 6), (2; 4, 9), (2; 4, 12), (2; 4, 14), (2; 6, 9), (2; 6, 10),

(2; 6, 15), (2; 9, 11), (2; 9, 13), (2; 10, 12), (2; 11, 14), (2; 13, 15), (3; 1, 2, 3),

(3; 1, 2, 9), (3; 1, 3, 6), (3; 1, 5, 9), (3; 1, 6, 8), (3; 2, 3, 4), (3; 2, 4, 7),

(3; 2, 5, 9), (3; 3, 4, 7), (3; 3, 6, 8), (4; 1, 2, 7, 8), (4; 1, 3, 5, 7), (4; 1, 5, 8, 12),

(4; 1, 5, 8, 14), (4; 2, 3, 5, 8), (4; 2, 5, 7, 10), (4; 2, 5, 7, 15), (4; 3, 7, 8, 11),

(4; 3, 7, 8, 13)}, äå ïåðøå ÷èñëî âêàçóº ê³ëüê³ñòü åëåìåíò³â ó ïåðåð³ç³,

à íàñòóïí³ ÷èñëà º íîìåðàìè öèõ åëåìåíò³â.

Ïðèïóñòèìî, ùî òðèâàëîñò³ áåçâ³äìîâíî¿ ðîáîòè åëåìåíò³â êîæíîãî òèïó

³ ÷àñ ¿õíüîãî â³äíîâëåííÿ ìàþòü ðîçïîä³ë Âåéáóëëà:

F x x G x c x x jj j j
j j

( ) exp ( ) , ( ) exp ( ) , ,� � � � � � � �1 1 0
2

{ } { }�
� �

1 2 3 4, , , ,
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äå � � 05. , � � ( , , , )4 2 1 3 ³ � � ( , , , )1 3 4 2 . ßê ïî÷àòêîâ³ çíà÷åííÿ øâèäêîñòåé

â³äíîâëåííÿ âèáåðåìî c � ( , , , )50 50 50 50 .

Ïðèïóñòèìî, ùî ñèñòåìà ôóíêö³îíóº ó ïðîì³æêó [ , ]0 1 , òîáòî T �1. Óñ³ íà-

âåäåí³ íèæ÷å îö³íêè ïîáóäîâàíî ç äîñòîâ³ðí³ñòþ 0.99 òà â³äíîñíîþ ïîõèáêîþ

1%. Óâåäåìî òàê³ ïîçíà÷åííÿ:

� ( )q c — îö³íêà éìîâ³ðíîñò³ â³äìîâè q c( ) ;

� ( ), , , , ,� l c l �1 2 3 4 — îö³íêà äëÿ
�

�

q c

cl

( )
, ïîáóäîâàíà ìåòîäîì ïðèñêîðåíîãî

ìîäåëþâàííÿ;

� � �l l j

j

c c c l( ) � ( ) � ( ), , , , ,/� � �

�1

4

1 2 3 4 — îö³íêà â³äíîñíîãî âïëèâó øâèä-

êîñò³ â³äíîâëåííÿ åëåìåíò³â l-ãî òèïó íà éìîâ³ðí³ñòü â³äìîâè ñèñòåìè.

Äëÿ ïî÷àòêîâîãî âåêòîðà øâèäêîñòåé c ìàºìî � ( ) .q c � �

�

154 10
4

. Ïîòð³áíî

ï³äâèùèòè øâèäê³ñòü â³äíîâëåííÿ åëåìåíò³â ó òàêèé ñïîñ³á, ùîá � ( )q c �

�

10
6

.

Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü íàâåäåíî ó òàáë. 1.

Îá÷èñëåííÿ ïîêàçàëè, ùî âñ³ îö³íêè � ( )� l c º â³ä’ºìíèìè âåëè÷èíàìè, ùî

ïîâí³ñòþ â³äïîâ³äàº î÷³êóâàííÿì: ³ç ï³äâèùåííÿì øâèäêîñò³ â³äíîâëåííÿ

éìîâ³ðí³ñòü â³äìîâè çìåíøóºòüñÿ. Íàéá³ëüøèé âïëèâ íà q c( ) ìàþòü åëåìåíòè

äðóãîãî òà ÷åòâåðòîãî òèïó, íàéìåíøèé — åëåìåíòè òðåòüîãî òèïó. Çàíà÷èìî,

ùî åôåêòèâí³ñòü ïðîöåäóðè îïòèì³çàö³¿ ìîæíà ñóòòºâî ï³äâèùèòè, ÿêùî ñêî-

ðèñòàòèñÿ ìåòîäàìè ñòîõàñòè÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ [18, 5].

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äëÿ ìàðêîâñüêîãî ïðîöåñó çàãàëüíîãî âèãëÿäó çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ïîáóäîâè

ñòîõàñòè÷íîãî ãðàä³ºíòà ôóíêö³îíàëà â³ä òðàºêòîð³¿ ïðîöåñó çà ïåâíèì ìàñ-

øòàáóâàëüíèì ïàðàìåòðîì. Çàñòîñóâàííÿ öüîãî ìåòîäó äëÿ àíàë³çó íàä³éíîñò³

â³äíîâëþâàíî¿ ñèñòåìè ðàíãîâî¿ ñòðóêòóðè ïðîäåìîíñòðóâàëî éîãî åôåê-

òèâí³ñòü ï³ä ÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ïîøóêó îïòèìàëüíèõ çíà÷åíü øâèäêîñòåé

â³äíîâëåííÿ åëåìåíò³â ñèñòåìè, ÿê³ çàáåçïå÷óþòü äîñÿãíåííÿ ïîòð³áíî¿

íàä³éíîñò³ ñèñòåìè â ö³ëîìó.
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M.Yu. Kuznetsov, I.M. Kuznetsov, A.A. Shumska

EVALUATION OF THE GRADIENT OF THE PROBABILITY OF FAILURE

OF A RANK STRUCTURE SYSTEM BY THE FAST SIMULATION METHOD

Abstract. A model of a redundant repairable system of the rank structure is considered. Its

time operation is determined by distributions of a general form. In order to evaluate the

gradient of the probability of system failure in a given time interval, a fast simulation method

is proposed. A numerical example illustrates the application of this method to assess how the

repair rates of different components types affect the reliability of the entire system as a whole.

Keywords: reliability, redundant repairable system, rank, simulation with prohibition, gradient,

estimate, variance.
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