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×ÅÁÈØÎÂÑÜÊÅ ÍÀÁËÈÆÅÍÍß ÔÓÍÊÖ²É ÁÀÃÀÒÜÎÕ
ÇÌ²ÍÍÈÕ ËÎÃÀÐÈÔÌ²×ÍÈÌ ÂÈÐÀÇÎÌ

Àíîòàö³ÿ. Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ïîáóäîâè ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ ôóíêö³é áàãàòüîõ
çì³ííèõ ëîãàðèôì³÷íèì âèðàçîì ç àáñîëþòíîþ ïîõèáêîþ. Éîãî ñóòü ïîëÿãàº â ïîáóäîâ³
ïðîì³æíîãî ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ ïîë³íîìîì ç â³äíîñíîþ ïîõèáêîþ çíà÷åíü åêñïî-
íåíòè â³ä íàáëèæóâàíî¿ ôóíêö³¿. Ïîáóäîâà ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ ïîë³íîìîì ´ðóí-
òóºòüñÿ íà îá÷èñëåíí³ ãðàíè÷íîãî ñåðåäíüîñòåïåíåâîãî íàáëèæåííÿ çà ³òåðàö³éíîþ ñõå-
ìîþ ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó íàéìåíøèõ êâàäðàò³â ³ç â³äïîâ³äíî ñôîðìîâàíèìè çíà÷åí-
íÿìè çì³ííî¿ âàãîâî¿ ôóíêö³¿. Ïðåäñòàâëåí³ ðåçóëüòàòè ðîçâ’ÿçóâàííÿ òåñòîâèõ ïðèêëàä³â
ï³äòâåðäæóþòü øâèäêó çá³æí³ñòü ìåòîäó ï³ä ÷àñ îá÷èñëåííÿ ïàðàìåòð³â ÷åáèøîâñüêîãî
íàáëèæåííÿ ëîãàðèôì³÷íèì âèðàçîì ôóíêö³é îäí³º¿, äâîõ ³ òðüîõ çì³ííèõ.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ÷åáèøîâñüêå íàáëèæåííÿ ôóíêö³é áàãàòüîõ çì³ííèõ, ëîãàðèôì³÷íèé âè-
ðàç, ñåðåäíüîñòåïåíåâå íàáëèæåííÿ, ìåòîä íàéìåíøèõ êâàäðàò³â, çì³ííà âàãîâà ôóíêö³ÿ.

ÂÑÒÓÏ

Ëîãàðèôì³÷í³ çàëåæíîñò³ äîö³ëüíî âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ àíàë³çó âåëè÷èí, ÿê³
åêñïîíåíö³éíî çðîñòàþòü ç ÷àñîì, àáî çàëåæíîñòåé, ùî îïèñóþòüñÿ äîáóòêàìè.
Çàñòîñóâàííÿ ëîãàðèôì³÷íèõ ïåðåòâîðåíü ó öüîìó ðàç³ äàº ìîæëèâ³ñòü çâåñòè
àíàë³ç öèõ çàëåæíîñòåé äî ë³í³éíèõ ìîäåëåé [1, 2]. ×åáèøîâñüêå íàáëèæåííÿ
íåë³í³éíèìè âèðàçàìè âèêîðèñòîâóþòü äëÿ îïèñó ñïåö³àëüíèõ ìàòåìàòè÷íèõ
ôóíêö³é [3, 4], à òàêîæ ó ìîäåëþâàíí³ ñïåö³àëüíèõ êëàñ³â ô³çè÷íèõ, õ³ì³÷íèõ
³ åêîíîì³÷íèõ ïðîöåñ³â [5–9]. Íàáëèæåííÿ ëîãàðèôì³÷íèìè âèðàçàìè âèêîðèñ-
òîâóþòü ï³ä ÷àñ îïðàöþâàííÿ ñèãíàë³â ³ çîáðàæåíü ó òåëåêîìóí³êàö³éíèõ ³ á³î-
ìåäè÷íèõ ñèñòåìàõ [10, 11]. Çì³íà ïîòîêó åíåðã³¿ âèïðîì³íþâàííÿ ó âåðõí³é
÷àñòèí³ àòìîñôåðè, ùî çóìîâëåíà äåÿêèìè ïàðíèêîâèìè ãàçàìè, ëîãàðèôì³÷íî
çàëåæèòü â³ä êîíöåíòðàö³é öèõ ãàç³â [12, 13]. Ëîãàðèôì³÷íó çàëåæí³ñòü çàñòîñî-
âóþòü ³ äëÿ îïèñó õàðàêòåðèñòèê ºìí³ñíèõ ñåíñîð³â âîëîãîñò³ íà ïîë³ìåðí³é
îñíîâ³ çà íèçüêî¿ âîëîãîñò³ [14], à òàêîæ äëÿ âñòàíîâëåííÿ ôóíêö³îíàëüíèõ çà-
ëåæíîñòåé ïî÷àòêîâèõ óìîâ ó çàäà÷àõ ³ç çàï³çíåííÿìè, ÿê³ âèíèêàþòü ï³ä ÷àñ
ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñ³â ³íôåêö³éíèõ çàõâîðþâàíü ç óðàõóâàííÿì äèôóç³éíèõ
çáóðåíü, òåìïåðàòóðíî¿ ðåàêö³¿ îðãàí³çìó òà ³íøèõ âïëèâ³â [15, 16].

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×²
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äå P a Xm ( ; ) — óçàãàëüíåíèé ïîë³íîì âèãëÿäó
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Âëàñòèâîñò³ òà ñïîñ³á îá÷èñëåííÿ ïàðàìåòð³â ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ
ëîãàðèôì³÷íèì âèðàçîì (1) ç àáñîëþòíîþ ïîõèáêîþ ôóíêö³é îäí³º¿ çì³ííî¿
îïèñàíî â [5]. Ó ö³é ïðàö³ ïîáóäîâó òàêîãî íàáëèæåííÿ çâåäåíî äî îá÷èñëåííÿ
ïàðàìåòð³â ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ ïîë³íîìîì ç â³äíîñíîþ ïîõèáêîþ.
Àíàëîã³÷íî äî ìåòîäó, îïèñàíîãî â [5], ÷åáèøîâñüêå íàáëèæåííÿ ëîãà-
ðèôì³÷íèì âèðàçîì (1) ç àáñîëþòíîþ ïîõèáêîþ çâîäèìî äî ïîáóäîâè íàáëè-
æåííÿ óçàãàëüíåíèì ïîë³íîìîì
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ôóíêö³¿ f X f Xe ( ) exp ( ( ))� íà ìíîæèí³ òî÷îê � ç â³äíîñíîþ ïîõèáêîþ
â³äíîñíî íåâ³äîìèõ ïàðàìåòð³â a0 ³ ai , i m�1, . ×åáèøîâñüêå íàáëèæåííÿ

ôóíêö³é áàãàòüîõ çì³ííèõ f Xe ( ) ïîë³íîìîì (4) îá÷èñëþºìî ÿê ãðàíè÷íå íà-

áëèæåííÿ ó íîðì³ ïðîñòîðó Lp äëÿ p � � ìåòîäîì, îïèñàíèì ó [17–19].

ÌÅÒÎÄ ÎÁ×ÈÑËÅÍÍß ÏÀÐÀÌÅÒÐ²Â ×ÅÁÈØÎÂÑÜÊÎÃÎ ÍÀÁËÈÆÅÍÍß
ËÎÃÀÐÈÔÌ²×ÍÈÌ ÂÈÐÀÇÎÌ ÔÓÍÊÖ²¯ ÁÀÃÀÒÜÎÕ ÇÌ²ÍÍÈÕ

Ó [4] òåîðåòè÷íî îá´ðóíòîâàíî ìîæëèâ³ñòü çâåäåííÿ ÷åáèøîâñüêîãî íàáëè-
æåííÿ ëîãàðèôì³÷íèì âèðàçîì (1) ç àáñîëþòíîþ ïîõèáêîþ ôóíêö³¿ îäí³º¿
çì³ííî¿ äî ïîáóäîâè ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ ïîë³íîìîì çíà÷åíü åêñïî-
íåíòè ö³º¿ ôóíêö³¿ ç â³äíîñíîþ ïîõèáêîþ. Ó âèïàäêó íàáëèæåííÿ ôóíêö³é
áàãàòüîõ çì³ííèõ öÿ îñîáëèâ³ñòü ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ ëîãàðèôì³÷íèì
âèðàçîì òàêîæ ñïðàâäæóºòüñÿ.

Òåîðåìà 1. Íåõàé ôóíêö³ÿ n çì³ííèõ f X( ), íåïåðåðâíà â äåÿê³é îáìåæåí³é
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æèí³ òî÷îê � âèçíà÷àºòüñÿ ÷åðåç ÷åáèøîâñüêå íàáëèæåííÿ óçàãàëüíåíèì ïîë³íî-

ìîì (4) ôóíêö³¿ f X f Xe ( ) exp ( ( ))� íà ìíîæèí³ òî÷îê � ç â³äíîñíîþ ïîõèáêîþ.
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Äîâåäåííÿ. Ó ïðàö³ [20] äëÿ ôóíêö³é áàãàòüîõ çì³ííèõ òåîðåòè÷íî îá´ðóí-
òîâàíî, ùî òî÷êè Í-ìíîæèíè ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ óçàãàëüíåíèì ïîë³íî-
ìîì (4) çá³ãàþòüñÿ ç òî÷êàìè Í-ìíîæèíè ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ âèðàçîì
�( ( ; ))P a Xm , äå �( )z — ñòðîãî ìîíîòîííà ôóíêö³ÿ. Îñê³ëüêè ëîãàðèôì º ñòðîãî

ìîíîòîííîþ ôóíêö³ºþ, òî öÿ âëàñòèâ³ñòü ñïðàâäæóºòüñÿ äëÿ âèðàçó (1).
Â³äïîâ³äíî äî [20] òî÷êè Í-ìíîæèíè ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ ôóíêö³é áà-
ãàòüîõ çì³ííèõ º àíàëîãàìè òî÷îê àëüòåðíàíñó ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ
ôóíêö³é îäí³º¿ çì³ííî¿. Ó òî÷êàõ Í-ìíîæèíè ïîõèáêà íàáëèæåííÿ ôóíêö³é íà-
áóâàº íàéá³ëüøîãî çà ìîäóëåì çíà÷åííÿ. ¥ðóíòóþ÷èñü íà ðåçóëüòàòàõ ïðàö³ [20]
ùîäî çãàäàíî¿ âëàñòèâîñò³ òî÷îê Í-ìíîæèíè ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ, ïðè-
ïóñòèìî, ùî Í-ìíîæèíà òî÷îê ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ ëîãàðèôì³÷íèì âè-
ðàçîì (1) ñêëàäàºòüñÿ ç ( )m � 2 òî÷îê

H H i k H i l k l mi i� � � � � �� �{ }, , , , , ,1 1 2 , (6)

äå H � — òî÷êè, â ÿêèõ ïîõèáêà íàáëèæåííÿ äîäàòíà, à H � — òî÷êè, â ÿêèõ
ïîõèáêà íàáëèæåííÿ â³ä’ºìíà. Â³äïîâ³äíî äî õàðàêòåðèñòè÷íî¿ âëàñòèâîñò³ ÷å-
áèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ ïàðàìåòðè íàáëèæåííÿ ëîãàðèôì³÷íèì âèðàçîì (1)
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äå | |� — ïîõèáêà ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ. Ïîñë³äîâíî â³äí³ìàþ÷è â³ä k-ãî
ð³âíÿííÿ ñèñòåìè (7) ( )k �1 -å, â³ä ( )k �1 -ãî — ( )k � 2 -å òîùî ³ àíàëîã³÷íî â³ä
l-ãî ð³âíÿííÿ — ( )l �1 -å òîùî, âèëó÷àºìî ç ñèñòåìè ð³âíÿíü (7) íåâ³äîì³ a0 ³ �:
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Ïîçáóâøèñü ëîãàðèôì³â ó ë³âèõ ÷àñòèíàõ ñèñòåìè ð³âíÿíü (8), îòðèìàºìî

P a H f H P a H f H i k
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�� 1 1 1 1) ( ) ( ; ) ( ), , ,f H P a H f H i le i i e i

(9)

äå f X f Xe ( ) exp ( ( ))� .
Ñèñòåìà ð³âíÿíü (9) çá³ãàºòüñÿ ³ç ñèñòåìîþ ð³âíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ ïàðà-

ìåòð³â ai , i m�1, , ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ óçàãàëüíåíèì ïîë³íîìîì (4)

ôóíêö³¿ f X( ) ç â³äíîñíîþ ïîõèáêîþ. Ñïðàâä³, âèõîäÿ÷è ç òîãî, ùî òî÷êè
Í-ìíîæèíè ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ ëîãàðèôì³÷íèì âèðàçîì (1) çá³ãàþòüñÿ
ç òî÷êàìè Í-ìíîæèíè ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ óçàãàëüíåíèì ïîë³íîìîì (4),
ïàðàìåòðè ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ óçàãàëüíåíèì ïîë³íîìîì (4) ôóíêö³¿
f X( ) ç â³äíîñíîþ ïîõèáêîþ çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó ð³âíÿíü

1 1

1
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a P a H f H i k

a P a H f H

i e i

i e i

( ; ) / ( ) | | , , ,

( ; ) / (

�

) | | , , ,� � �

�
�
� � i l1

(10)

äå | |� — ïîõèáêà ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ, a a e
a

0
0� . Àíàëîã³÷íî äî âè-

ëó÷åííÿ íåâ³äîìèõ a0 ³ � ç ñèñòåìè ð³âíÿíü (7) âèëó÷èìî íåâ³äîì³ a0 ³ �

³ç ñèñòåìè ð³âíÿíü (10) ³ îòðèìàºìî ñèñòåìó ð³âíÿíü, ÿêà çá³ãàºòüñÿ ³ç ñèñòå-
ìîþ ð³âíÿíü (9).

Îñê³ëüêè ñèñòåìà ð³âíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ çíà÷åíü ïàðàìåòð³â ai , i m�1, ,

÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ ëîãàðèôì³÷íèì âèðàçîì (1) ôóíêö³¿ f X( ) íà ìíî-
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æèí³ òî÷îê � ç àáñîëþòíîþ ïîõèáêîþ çá³ãàºòüñÿ ³ç ñèñòåìîþ ð³âíÿíü â³äíîñíî
çíà÷åíü îäíîéìåííèõ ïàðàìåòð³â ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ f Xe ( )
ïîë³íîìîì (4) íà ìíîæèí³ òî÷îê � ç â³äíîñíîþ ïîõèáêîþ, öå îçíà÷àº, ùî îá-
÷èñëåííÿ çíà÷åíü ïàðàìåòð³â ai , i m�1, , ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ ëîãàðèô-

ì³÷íèì âèðàçîì (1) ìîæíà çâåñòè äî îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü îäíîéìåííèõ ïàðà-
ìåòð³â ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ ïîë³íîìîì (4).

Çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a0 ìîæíà âèçíà÷èòè ÿê ðîçâ’ÿçîê îäíîïàðàìåòðè÷íî¿
çàäà÷³ ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ f X( ) âèðàçîì a L a Xm0 � ( ; ) íà ìíî-

æèí³ òî÷îê � ç àáñîëþòíîþ ïîõèáêîþ

max | ( ) ( ; ) | min
X

m a
f X a L a X

�
� � � ��

�
0

0
. (11)

Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (11) â³äíîñíî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a0 îá÷èñëþºòüñÿ çà ôîð-
ìóëîþ (5).

Îòæå, çíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â ai , i m�1, , ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ âèðà-

çîì (1) ç â³äíîñíîþ ïîõèáêîþ çá³ãàþòüñÿ ç³ çíà÷åííÿìè îäíîéìåííèõ ïàðà-
ìåòð³â ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ óçàãàëüíåíèì ïîë³íîìîì P a Xm ( ; ) ôóíêö³¿

f Xe ( ) íà ìíîæèí³ òî÷îê � ç àáñîëþòíîþ ïîõèáêîþ, à çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a0
îá÷èñëþºòüñÿ çà ôîðìóëîþ (5). Òåîðåìó äîâåäåíî.

Â³äïîâ³äíî äî òåîðåìè 1 ïîáóäîâà ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ ëîãàðèôì³÷-
íèì âèðàçîì (1) çâîäèòüñÿ äî îá÷èñëåííÿ ïàðàìåòð³â ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåí-
íÿ ïîë³íîìîì (4) ôóíêö³¿ f Xe ( ). Îá÷èñëåííÿ ïàðàìåòð³â ÷åáèøîâñüêîãî íàáëè-
æåííÿ ïîë³íîìîì (4) ôóíêö³¿ áàãàòüîõ çì³ííèõ f Xe ( ) ìîæíà ðåàë³çóâàòè ìåòî-
äîì, îïèñàíèì ó ïðàö³ [18]. Öåé ìåòîä ïîëÿãàº â ïîñë³äîâí³é ïîáóäîâ³
ñåðåäíüîñòåïåíåâèõ íàáëèæåíü ç âèêîðèñòàííÿì ³òåðàö³éíîãî ïðîöåñó íà îñíîâ³
ìåòîäó íàéìåíøèõ êâàäðàò³â

� r

X

e m a A
X f X P a X

�
�� � � ���

�

( )( ( ) ( ; )) min2 , r � 0 1, ,� , (12)

ç âàãîâîþ ôóíêö³ºþ

� � �r r r

i

r

iX X X X X( ) ( ) | ( ) | ( ) | ( ) |� ��
�

�1 0
1

� � , r p� �1 2, ,� , p � 3 4, , ,� (13)

äå

�0 2

1
( )

( )
X

f Xe

� , � k
e m k

e

X
f X P a X

f X
( )

( ) ( ; )

( )
,

�
� �1 , k r�1, ,

à P a Xm k, ( ; ) — íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ f Xe ( ) çà ìåòîäîì íàéìåíøèõ êâàäðàò³â

ç âàãîâîþ ôóíêö³ºþ � k X( ), ÿêå â³äïîâ³äàº ñåðåäíüîñòåïåíåâîìó íàáëèæåííþ
ñòåïåíÿ k � 2.

Çàâåðøåííÿ ïîáóäîâè ñåðåäíüîñòåïåíåâèõ íàáëèæåíü çà ³òåðàö³ÿìè (12)
ìîæíà êîíòðîëþâàòè äîñÿãíåííÿì äåÿêî¿ çàäàíî¿ òî÷íîñò³ �

| |� � ��r r r� � �1 , (14)

äå �r
X

e m rf X P a X� �
�

max | ( ) ( ; ) |,
�

.

Â³äïîâ³äíî äî òåîðåìè 1 çíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â ai , i m�1, , ÷åáèøîâñüêîãî íà-

áëèæåííÿ ëîãàðèôì³÷íèì âèðàçîì (1) ôóíêö³¿ f X( ) íà ìíîæèí³ òî÷îê � ç àáñî-
ëþòíîþ ïîõèáêîþ çá³ãàþòüñÿ ç³ çíà÷åííÿìè îäíîéìåííèõ ïàðàìåòð³â îòðèìàíî-
ãî íàáëèæåííÿ P a Xm r, ( ; ) . Çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a0 âèçíà÷àºìî çà ôîðìóëîþ (5).
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Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåííÿ ïàðàìåòð³â ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ ëîãàðèô-
ì³÷íèì âèðàçîì (1) ç àáñîëþòíîþ ïîõèáêîþ äëÿ òåñòîâèõ ïðèêëàä³â ï³äòâåð-
äæóþòü øâèäêó çá³æí³ñòü ó âèïàäêó íàáëèæåííÿ ôóíêö³é îäí³º¿, äâîõ òà òðüîõ
çì³ííèõ.

Ïðèêëàä 1. Çíàéäåìî ÷åáèøîâñüêå íàáëèæåííÿ ç àáñîëþòíîþ ïîõèáêîþ

ëîãàðèôì³÷íèì âèðàçîì L a x a a a x2 0 1 2
21( ; ) ln ( )� � � � ôóíêö³¿ îäí³º¿ çì³ííî¿

y x x x( ) .� � �1 2 0 3 3 , çàäàíî¿ â òî÷êàõ xi , i � 0 20, , äå x ii � 0 1. .

Ç âèêîðèñòàííÿì çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó äëÿ � � 0.003 â óìîâ³ (14) äëÿ
ôóíêö³¿ y x y xe ( ) exp ( ( ))� îòðèìàíî ÷åáèøîâñüêå íàáëèæåííÿ ïîë³íîìîì

P a x x x2
22 351184246 1 112030207( ; ) . .� � � 2.842810617 (15)

çà ø³ñòü ³òåðàö³é (12), (13). Öåé ïîë³íîì çàáåçïå÷óº â³äíîñíó ïîõèáêó íàáëè-
æåííÿ 4.9115 %. Â³äïîâ³äíî ÷åáèøîâñüêå íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ y x( ) ëîãàðèô-
ì³÷íèì âèðàçîì

L a x x x2
20 0011628185 2 351184246 1 112030207( ; ) . ( . .� � �ln � 2 842810617. ) (16)

çàáåçïå÷óº àáñîëþòíó ïîõèáêó íàáëèæåííÿ 0.049110222.
×åáèøîâñüêå íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ y x( ) ëîãàðèôì³÷íèì âèðàçîì

L a x x2 0 001161662 2 849228545 1 10539099 2 3( ; ) . ln ( . . .� � � � 4832149 2x ), (17)

îòðèìàíå çà ³òåðàö³éíîþ ñõåìîþ Ðåìåçà [5, 21] ç óòî÷íåííÿì òî÷îê àëüòåðíàíñó
çà àëãîðèòìîì Âàëëå–Ïóññåíà, çàáåçïå÷óº ïîõèáêó àïðîêñèìàö³¿ 0.04821. Ïåðå-
âèùåííÿ ïîõèáêè íàáëèæåííÿ ëîãàðèôì³÷íèì âèðàçîì (16) ïîð³âíÿíî ç ïîõèá-
êîþ ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ, îòðèìàíîãî çà ñõåìîþ Ðåìåçà, äîð³âíþº
0.000900285. Ïîõèáêà íàáëèæåííÿ ëîãàðèôì³÷íèì âèðàçîì (16) ïåðåâèùóº íà
1.23 % ïîõèáêó ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ (17), îòðèìàíîãî çà ñõåìîþ Ðåìåçà.

Íàâåäåíà íà ðèñ. 1 êðèâà ïîõèáêè àïðîêñèìàö³¿ â³äïîâ³äàº õàðàêòåðèñòè÷í³é
âëàñòèâîñò³ ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ òà ìàº ÷îòèðè åêñòðåìàëüí³ òî÷êè

(0, � 0.045956036), (0.4, 0.049110222),
(18)

(1.4, � 0.049110221), (2.0, 0.046942622),

â ÿêèõ çíà÷åííÿ ïîõèáêè íàáëèæåííÿ çà ìîäóëåì çá³ãàþòüñÿ ó ìåæàõ çàäàíî¿
òî÷íîñò³ òà çíàê â³äõèëåííÿ ó öèõ òî÷êàõ ÷åðãóºòüñÿ [5, 21]. Ö³ åêñòðåìàëüí³
òî÷êè çá³ãàþòüñÿ ç òî÷êàìè àëüòåðíàíñó, îòðèìàíèìè äëÿ íàáëèæåííÿ çà ñõå-

ìîþ Ðåìåçà (17). Äî òîãî æ, â³ä-
ïîâ³äíî äî òâåðäæåííÿ [20] ùîäî
òî÷îê Í-ìíîæèíè ÷åáèøîâñüêîãî
íàáëèæåííÿ ïîë³íîìîì (4), ö³
òî÷êè çá³ãàþòüñÿ òàêîæ ç åêñòðå-
ìàëüíèìè òî÷êàìè ïîõèáêè íà-
áëèæåííÿ (15).

Ðîçá³æí³ñòü çíà÷åíü ïîõèáêè
íàáëèæåííÿ â åêñòðåìàëüíèõ òî÷-
êàõ (18) ìîæíà çìåíøèòè, ï³äâè-
ùèâøè òî÷í³ñòü îá÷èñëåííÿ ÷åáè-
øîâñüêîãî íàáëèæåííÿ � â óìî-
â³ (14). ×åáèøîâñüêå íàáëèæåííÿ
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Ðèñ. 1. Êðèâà ïîõèáêè íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ y x( ) ëîãà-
ðèôì³÷íèì âèðàçîì (16) ç àáñîëþòíîþ ïîõèáêîþ

x

�



ôóíêö³¿ y x( ) ëîãàðèôì³÷íèì âèðàçîì L a x2 ( ; ) äëÿ � � 0.00003

L a x x x2
20 001168037 2 348419563 1 105368579( ; ) . ( . .� � � �ln 2 849149494. ) (19)

çàáåçïå÷óº àáñîëþòíó ïîõèáêó â³äòâîðåííÿ çíà÷åíü ôóíêö³¿ y x( ) íà ð³âí³
0.04822. Íàáëèæåííÿ (19) îòðèìàíî çà 79 ³òåðàö³é. Â åêñòðåìàëüíèõ òî÷êàõ
àáñîëþòíà ïîõèáêà íàáëèæåííÿ (19) íàáóëà òàêèõ çíà÷åíü:

(0, � 0.048188564), (0.4, 0.048223284),
(20)

(1.4, � 0.048181811), (2.0, 0.048184975).

Ç (18) ³ (20) âèïëèâàº, ùî åêñòðåìàëüí³ òî÷êè ïîõèáêè íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿
y x( ) ëîãàðèôì³÷íèì âèðàçîì íå çì³íèëèñÿ, à ðîçá³æí³ñòü çíà÷åíü ïîõèáêè íà-
áëèæåííÿ çà ìîäóëåì ó öèõ òî÷êàõ çìåíøèëàñü.

Ïðèêëàä 2. Äëÿ ôóíêö³¿ äâîõ çì³ííèõ

z x y x y x y2
2 2 3 32 2 9 1 3( , ) . ( ) . ( )� � � � � , (21)

çàäàíî¿ â òî÷êàõ ( , )x yi j , i � 0 20, , j � 0 20, , äå x ii � 0 1. , y jj � 0 1. , çíàéäåìî ÷å-

áèøîâñüêå íàáëèæåííÿ ëîãàðèôì³÷íèì âèðàçîì

L a x y a a x y a x y2 2 0 1 2
2 21, ( ; , ) ln ( ( ) ( ))� � � � � � (22)

ç àáñîëþòíîþ ïîõèáêîþ.
Ç âèêîðèñòàííÿì çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó äëÿ ôóíêö³¿ z x y2 ( , ) çà äåñÿòü ³òåðà-

ö³é (12), (13) äëÿ � � 0.003 îòðèìàíî ïðîì³æíå íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ exp ( ( , ))z x y2
ïîë³íîìîì

P a x y x y2 2 2 128112043 1 212702233 5 7010126, ( ; , ) . . ( ) .� � � � 97 2 2( ),x y� (23)

ç â³äíîñíîþ ïîõèáêîþ 6.8365 %. Â³äïîâ³äíî ëîãàðèôì³÷íèé âèðàç

L a x y P a x y2 2 2 20 0022649401 0 0022649, ,( ; , ) . ( ( ; , )) .� � �ln 401 �

� � � � �ln ( . . ( ) . (2 128112043 1 212702233 5 701012697 2 2x y x y )) (24)

çàáåçïå÷óº íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ z x y2 ( , ) ç àáñîëþòíîþ ïîõèáêîþ 0.06839447.
Âèãëÿä ïîâåðõîíü ïîõèáîê íàáëèæåíü, íàâåäåíèõ íà ðèñ. 2, ï³äòâåðäæóº òåî-

ðåòè÷íé âèñë³ä [20]. Â³äïîâ³äíî äî öüîãî âèñë³äó åêñòðåìàëüí³ òî÷êè (òî÷êè
Í-ìíîæèíè) ïîõèáêè â³äòâîðåííÿ çíà÷åíü ôóíêö³¿ exp( ( , ))z x y2 ïîë³íîìîì (23)
ç â³äíîñíîþ ïîõèáêîþ çá³ãàþòüñÿ ç åêñòðåìàëüíèìè òî÷êàìè ïîõèáêè â³äòâîðåííÿ
çíà÷åíü ôóíêö³¿ z x y2 ( , ) ëîãàðèôì³÷íèì âèðàçîì (24) ç àáñîëþòíîþ ïîõèáêîþ.
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Ðèñ. 2. Ïîâåðõí³ ïîõèáêè àïðîêñèìàö³¿: íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ exp ( ( , ))z x y2 ïîë³íîìîì (23) ç â³ä-
íîñíîþ ïîõèáêîþ (a), ôóíêö³¿ z x y2 ( , ) ëîãàðèôì³÷íèì âèðàçîì (24) ç àáñîëþòíîþ ïîõèáêîþ (á)

à á

�
�

x yyx



Ïðèêëàä 3. Ïîáóäóºìî ÷åáèøîâñüêå íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ òðüîõ çì³ííèõ

z x y t x y t3
2 2 24 7 2 567( , , ) ln ( . . ( ))� � � � ,

çàäàíî¿ â òî÷êàõ ( , , )x y ti j r , i � 0 10, , j � 0 10, , r � 0 10, , äå x ii � 0 1. , y jj � 0 1. ,

t rr � 0 1. , ëîãàðèôì³÷íèì âèðàçîì

L a x t a a x y t3 1 0 11, ( ; , ) ln ( ( ))� � � � �

ç àáñîëþòíîþ ïîõèáêîþ.
Ç âèêîðèñòàííÿì çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó äëÿ � � 0.003 çà 11 ³òåðàö³é îòðè-

ìàíî äëÿ ôóíêö³¿ z x y t3 ( , , ) íàáëèæåííÿ ëîãàðèôì³÷íèì âèðàçîì

L a x t3 1, ( ; , ) � 0.009280081 � � � �ln ( . . ( ))4 081427175 2 212641011 x y t ,

ÿêèé çàáåçïå÷óº àáñîëþòíó ïîõèáêó íàáëèæåííÿ 0.136446495.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ìåòîä ïîáóäîâè ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ òàáëè÷íî çàäàíèõ ôóíêö³é áàãàòüîõ
çì³ííèõ f X( ) ëîãàðèôì³÷íèì âèðàçîì (1) ç àáñîëþòíîþ ïîõèáêîþ ðåàë³çîâàíî
³ç çàñòîñóâàííÿì ïðîì³æíîãî ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ óçàãàëüíåíèì ïîë³íî-
ìîì (4) ôóíêö³¿ f X f Xe ( ) exp ( ( ))� ç â³äíîñíîþ ïîõèáêîþ. ×åáèøîâñüêå íàáëè-
æåííÿ ïîë³íîìîì îá÷èñëåíî ÿê ãðàíè÷íå ñåðåäíüîñòåïåíåâå íàáëèæåííÿ ç âèêî-
ðèñòàííÿì ìåòîäó íàéìåíøèõ êâàäðàò³â ç â³äïîâ³äíî ñôîðìîâàíèìè çíà÷åííÿìè
çì³ííî¿ âàãîâî¿ ôóíêö³¿. Çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä çàáåçïå÷óº ìîæëèâ³ñòü ïîáóäîâè
÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ ëîãàðèôì³÷íèì âèðàçîì ç íåîáõ³äíîþ òî÷í³ñòþ. Ðå-
çóëüòàòè òåñòîâèõ ïðèêëàä³â ï³äòâåðäæóþòü øâèäêó çá³æí³ñòü ìåòîäó ï³ä ÷àñ
ïîáóäîâè ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ ëîãàðèôì³÷íèì âèðàçîì ç àáñîëþòíîþ ïî-
õèáêîþ äëÿ ôóíêö³é îäí³º¿, äâîõ ³ òðüîõ çì³ííèõ.
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P.S. Malachivskyy, L.S. Melnychok, Ya.V. Pizyur
CHEBYSHEV APPROXIMATION OF MULTIVARIABLE FUNCTIONS
BY A LOGARITHMIC EXPRESSION

Abstract. A method for constructing a Chebyshev approximation of the multivariable functions
by a logarithmic expression with absolute error is proposed. It implies constructing an
intermediate Chebyshev approximation by a polynomial with the relative error of the
exponential value of the function being approximated. Construction of the Chebyshev
approximation by a polynomial is based on calculating the limit mean-power approximation by
the least squares method in accordance with the prevailing values of the variable weight
function. The presented results of solving test examples confirm the rapid convergence of the
method when calculating the parameters of the Chebyshev approximation by the logarithmic
expression of the functions of one, two, and three variables.

Keywords: Chebyshev approximation of the multivariable functions, logarithmic expression,
mean-power approximation, least squares method, variable weight function.
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