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ÌÎÄÅËÞÂÀÍÍß ÏÐÎÖÅÑ²Â Ô²ËÜÒÐÀÖ²¯ ÄËß ÍÅÎÄÍÎÐ²ÄÍÈÕ
ÑÅÐÅÄÎÂÈÙ ÒÀ ÎÑÅÐÅÄÍÅÍÍß1

Àíîòàö³ÿ. Äîñë³äæåíî äèíàì³÷í³ ïðîöåñè ô³ëüòðàö³¿ ó ïîðèñòèõ ñåðåäîâèùàõ. Ðîçãëÿíóòî
ïîðèñò³ ïåð³îäè÷í³ ñåðåäîâèùà, óòâîðåí³ âåëèêîþ ê³ëüê³ñòþ «áëîê³â» ç íèçüêîþ ïðîíèê-
í³ñòþ, ðîçä³ëåíèõ ñïîëó÷íîþ ñèñòåìîþ «ðîçëàì³â» ç âèñîêîþ ïðîíèêí³ñòþ. Âðàõóâàííÿ
ñòðóêòóðè òàêèõ ñåðåäîâèù äëÿ ìîäåëþâàííÿ çóìîâëþº çàëåæí³ñòü ð³âíÿíü ô³ëüòðàö³¿ òà
¿õí³õ êîåô³ö³ºíò³â â³ä ìàëèõ ïàðàìåòð³â, ùî õàðàêòåðèçóþòü ì³êðîìàñøòàá ïîðèñòîãî ñåðåäî-
âèùà òà ïðîíèêí³ñòü áëîê³â. Ðîçãëÿíóòî ïî÷àòêîâî-êðàéîâ³ çàäà÷³ äëÿ íåñòàö³îíàðíèõ ð³âíÿíü
ô³ëüòðàö³¿ ó öèõ ïîðèñòèõ ñåðåäîâèùàõ. Íàâåäåíî îñåðåäíåí³ çàäà÷³, ÿê³ âèçíà÷àþòü íàáëè-
æåíó àñèìïòîòèêó ðîçâ’ÿçê³â òàêèõ çàäà÷. Îñåðåäíåí³ çàäà÷³ ñôîðìóëüîâàíî ÿê ïî÷àòêî-
âî-êðàéîâ³ çàäà÷³ äëÿ ³íòåãðî-äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ç³ çãîðòêàìè. Äîâåäåíî îö³íêè òî÷-
íîñò³ àñèìïòîòèêè òà â³äïîâ³äí³ òåîðåìè çá³æíîñò³. Âñòàíîâëåíî òâåðäæåííÿ ïðî ðîçâ’ÿçí³ñòü
³ ðåãóëÿðí³ñòü äëÿ òàêèõ çàäà÷, ÿê³ º îïòèìàëüíèìè òà íå çàëåæàòü â³ä ïàðàìåòð³â.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: îñåðåäíåí³ çàäà÷³, ïàðàáîë³÷í³ çàäà÷³, íàáëèæåí³ àñèìïòîòèêè, ðîçâ’ÿç-
í³ñòü, àïð³îðí³ îö³íêè, ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà.

ÂÑÒÓÏ

Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ äèíàì³÷íèõ ïðîöåñ³â ô³ëüòðàö³¿ ð³äèí ó ïîðèñòèõ
ñåðåäîâèùàõ º àêòóàëüíèì äëÿ åêñïëóàòàö³¿ ãðåáåëü ³ ã³äðîåëåêòðîñòàíö³é, ðîç-
ðîáëåííÿ ìåòîä³â çàïîá³ãàííÿ òåõíîãåííèì çàáðóäíåííÿì ï³äçåìíèõ âîä òà ïî-
øóêó ñïîñîá³â î÷èùåííÿ âîä â³ä çàáðóäíåíü, à òàêîæ ó ïëàíóâàíí³ âèêîðèñ-
òàííÿ ï³äçåìíèõ ðåñóðñ³â. Äîñë³äæåííÿ òàêèõ ïðîöåñ³â ìåòîäàìè ³íæåíåðíèõ
ñïîñòåðåæåíü íà ïðàêòèö³ º ñêëàäíèìè ³ âàðò³ñíèìè ÷åðåç íåîáõ³äí³ñòü âñòà-
íîâëþâàòè áàãàòî äàò÷èê³â íà âåëèêèõ òåðèòîð³ÿõ òà ð³çíèõ ãëèáèíàõ äëÿ
ìîí³òîðèíãó äèíàì³êè ïåðåì³ùåííÿ ð³äèí ó ðåàëüíîìó ïîðèñòîìó ñåðåäîâèù³.
Îòæå, ìîäåëþâàííÿ º ä³ºâèì ñïîñîáîì ïðîãíîçóâàííÿ ³, ìîæëèâî, îïòèì³çàö³¿
ìåòîä³â ðàö³îíàëüíî¿ åêñïëóàòàö³¿ ãðåáåëü ³ ã³äðîåëåêòðîñòàíö³é, âîäî-, ãàçî-,
íàôòîâèäîáóâàííÿ, âèêîðèñòàííÿ, î÷èùåííÿ ³ çàïîá³ãàííÿ çàáðóäíåííþ ï³äçåì-
íèõ âîä òà ðåñóðñ³â.
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Çíà÷íèé âíåñîê ó ðîçðîáëåííÿ ÷èñåëüíî-àíàë³òè÷íèõ ìåòîä³â ìîäåëþâàííÿ
ïðîöåñ³â ô³ëüòðàö³¿ çä³éñíåíî ó ðîáîòàõ ².². Ëÿøêà ³ éîãî êîëåã ³ç ñòâîðåíî¿ íèì
íàóêîâî¿ øêîëè. Òàê³ äîñë³äæåííÿ áóëè çàòðåáóâàí³ äëÿ ìîäåëþâàííÿ åëåìåíò³â
ïðîºêòó ïîáóäîâè äí³ïðîâñüêîãî êàñêàäó ã³äðîåëåêòðîñòàíö³é [1–3]. Äëÿ
ðåàë³çàö³¿ ðîçðàõóíê³â öüîãî ïðîºêòó áóëî ðîçðîáëåíî òåîð³þ óçàãàëüíåíèõ
àíàë³òè÷íèõ ôóíêö³é, íà îñíîâ³ ÿêî¿ îòðèìàíî òî÷í³ âåðõí³ òà íèæí³ îö³íêè
îñíîâíèõ ô³ëüòðàö³éíèõ õàðàêòåðèñòèê. Ó ðîçâèòîê òà óçàãàëüíåííÿ òàêîãî
ï³äõîäó ðîçðîáëåíî ÷èñåëüíî-àíàë³òè÷í³ ìåòîäè ñóìàðíèõ çîáðàæåíü òà ìàæî-
ðàíòíèõ îáëàñòåé [2–4]. Òàê³ ìåòîäè øèðîêî çàñòîñîâóâàëèñÿ äëÿ ðîçðàõóíêó
ìîäåëåé äí³ïðîâñüêèõ íàìèâíèõ ãðåáåëü ³ ô³ëüòðàö³éíèõ õàðàêòåðèñòèê ãðåáåëü
Êè¿âñüêî¿ òà Êàí³âñüêî¿ ÃÅÑ ³ áàãàòüîõ ³íøèõ ã³äðîòåõí³÷íèõ îá’ºêò³â [3–5].
Òðàäèö³¿ øêîëè ².². Ëÿøêà ïðîäîâæóþòü éîãî ó÷í³ ³ ïîñë³äîâíèêè (ó ðîáî-
òàõ [6–11] ìîæíà çíàéòè äîäàòêîâó ³íôîðìàö³þ òà â³äïîâ³äí³ ïîñèëàííÿ).

Ðîçðàõóíêè ô³ëüòðàö³éíèõ õàðàêòåðèñòèê ãðåáåëü áàçóþòüñÿ íà êëàñè÷í³é çà-
äà÷³ ô³ëüòðàö³¿ ´ðóíòîâèõ âîä â îäíîð³äíîìó ñåðåäîâèù³, ÿêà ìîäåëþºòüñÿ ð³âíÿí-
íÿì Ïóàññîíà ç³ ñêëàäíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè íà ìåæ³ ñêëàäíèõ îáëàñòåé.
Îäíàê òàêèé ï³äõ³ä äî çàäà÷ ô³ëüòðàö³¿ íå çàâæäè º ðåàëüíèì òà ïîòðåáóº óçàãàëü-
íåííÿ. Íàïðèêëàä, ìîäåëþþ÷è ô³ëüòðàö³þ ñëàíöåâî¿ íàôòè ââàæàþòü, ùî ïîðèñòå
ñåðåäîâèùå ñêëàäàºòüñÿ ç âåëèêî¿ ê³ëüêîñò³ «áëîê³â» ç íèçüêîþ ïðîíèêí³ñòþ,
ðîçä³ëåíèõ çâ’ÿçàíîþ ñèñòåìîþ «ðîçëàì³â» ç âèñîêîþ ïðîíèêí³ñòþ. Òàê³ ñåðåäîâè-
ùà ïðèðîäíî íàçèâàòè ñëàáêî ïîðèñòèìè. Äëÿ ¿õíüîãî ìîäåëþâàííÿ çàçâè÷àé âèêî-
ðèñòîâóþòü ð³âíÿííÿ ç ðîçðèâíèìè (íà ìåæ³ áëîêè–ðîçëàìè) êîåô³ö³ºíòàìè ³ ïî-
ñòàº ïðîáëåìà òî÷íîãî âèçíà÷åííÿ òàêèõ íåîäíîð³äíèõ ñåðåäîâèù.

Íàéïðîñò³øå âèçíà÷èòè ñåðåäîâèùà, ùî ìàþòü ïåð³îäè÷íó ñòðóêòóðó,
îñê³ëüêè äëÿ ¿õíüîãî îïèñó äîñòàòíüî âèçíà÷èòè ëèøå ñòðóêòóðó êîì³ðêè
ïåð³îäè÷íîñò³ ³ äàë³ ïðîäîâæèòè ¿¿ òàê, ÿê, íàïðèêëàä, ïåð³îäè÷íî óêëàäàþòü
ïëèòêîþ ïëîù³ àáî ñò³íè. Òàê³ ñåðåäîâèùà òóò ðîçãëÿäàòèìåìî ÿê ìîäåëüí³.
Äëÿ äåÿêèõ ïðîáëåì ô³ëüòðàö³¿ â òàêèõ ñåðåäîâèùàõ ìîæíà îòðèìàòè ÿê íàáëè-
æåííÿ îñåðåäíåí³ çàäà÷³ ç³ ñòàëèìè êîåô³ö³ºíòàìè, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç çà-
äà÷³ íà êîì³ðêàõ ïåð³îäè÷íîñò³, ³ âèçíà÷èòè îö³íêó òî÷íîñò³ òàêèõ íàáëèæåíü.
Çãàäàíèé ï³äõ³ä îñåðåäíåííÿ áóäå ïðåäñòàâëåíî ó ö³é ðîáîò³.

Ðîçãëÿíåìî ïðîáëåìè ô³ëüòðàö³¿ äëÿ ñëàáêî ïîðèñòèõ ïåð³îäè÷íèõ ñåðåäî-
âèù. ßêùî ïîòð³áíî âðàõîâóâàòè ñòðóêòóðè òàêèõ ñåðåäîâèù ï³ä ÷àñ ìîäåëþ-
âàííÿ, òî îòðèìóºìî çàäà÷³ ô³ëüòðàö³¿, çàëåæí³ â³ä ìàëèõ ïàðàìåòð³â, ÿê³ õàðàê-
òåðèçóþòü ì³êðîìàñøòàáí³ñòü ïîðèñòîãî ñåðåäîâèùà, ù³ëüí³ñòü ³ ïðîíèêí³ñòü
áëîê³â. Ïàðàìåòð ì³êðîìàñøòàáíîñò³ � ó öèõ çàäà÷àõ ïðèðîäíî âèíèêàº ÷åðåç
âåëèêó ê³ëüê³ñòü áëîê³â. Çàëåæíî â³ä âçàºìîä³¿ òàêèõ ïàðàìåòð³â ìàòèìåìî îñå-
ðåäíåí³ ïðîáëåìè ô³ëüòðàö³¿, ÿê³ º àáî çàäà÷àìè ç³ çãîðòêàìè, àáî çàäà÷àìè ç³
ñòàëèìè êîåô³ö³ºíòàìè äëÿ îäíîð³äíèõ ñåðåäîâèù.

Òàê³ îñåðåäíåí³ ìîäåë³ äëÿ çàäà÷ ç äåê³ëüêîìà ìàëèìè ïàðàìåòðàìè òà ïåð³î-
äè÷íèìè êîåô³ö³ºíòàìè ïîáóäîâàíî òà äîñë³äæåíî ó [12–16], çîêðåìà ñôîðìóëüî-
âàíî îñåðåäíåí³ ïî÷àòêîâî-êðàéîâ³ çàäà÷³ ç³ çãîðòêàìè, ÿê³ ïðèéíÿòî íàçèâàòè ìî-
äåëÿìè ³ç ïàì’ÿòòþ [17]. Ðåçóëüòàòè îòðèìàíî çà ïðèïóùåííÿ ðåãóëÿðíîñò³ äàíèõ
òà îäíîð³äíîñò³ ïî÷àòêîâèõ óìîâ. Òóò íàâåäåíî äåÿê³ ðåçóëüòàòè ç öèõ ðîá³ò
³ ïðåçåíòîâàíî óçàãàëüíåííÿ òà óòî÷íåííÿ öèõ ðåçóëüòàò³â ùîäî çàäà÷ ô³ëüòðàö³¿,
çîêðåìà äëÿ äóæå ìàëî¿ ù³ëüíîñò³ áëîê³â. Ïðè öüîìó äîâåäåíî òåîðåìó ïðî ðîç-
â’ÿçí³ñòü òàêèõ çàäà÷ ç³ çãîðòêàìè äëÿ ðåàëüíèõ äàíèõ ³ ïî÷àòêîâèõ óìîâ. Äëÿ äî-
âåäåííÿ ö³º¿ òåîðåìè çàñòîñîâàíî ìåòîä ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà, ðîçðîáëåíèé
â [18], òà àïð³îðí³ îö³íêè, ÿê³ º îïòèìàëüíèìè, îñê³ëüêè óçàãàëüíþþòü êëàñè÷í³
àïð³îðí³ îö³íêè äëÿ ïàðàáîë³÷íèõ çàäà÷ ç³ ñòàëèìè êîåô³ö³ºíòàìè.
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Ìåòîä îñåðåäíåííÿ ñïåðøó áóâ ðîçâèíåíèé â³äîìèìè â÷åíèìè I. Babuska,
N.S. Bakhvalov, A. Bensoussan, J.-L. Lions òà G. Papanicolau äëÿ ñïðîùåííÿ òà óòî÷-
íåííÿ êîìï’þòåðíîãî ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñ³â â êîìïîçèö³éíèõ ìàòåð³àëàõ ç ì³êðî-
ìàñøòàáíîþ ïåð³îäè÷íîþ ñòðóêòóðîþ (ðåëåâàíòí³ ïîñèëàííÿ ìîæíà çíàéòè, íà-
ïðèêëàä, ó [19, 20]). Â³äïîâ³äíî äî öüîãî ìåòîäó, ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñó òåïëî-
ïðîâ³äíîñò³ ó êîìïîçèò³ ç òàêîþ ñòðóêòóðîþ ìîæíà çàì³íèòè ìîäåëþâàííÿì
ïðîöåñó òåïëîïðîâ³äíîñò³ â îäíîð³äíîìó (îñåðåäíåíîìó) ìàòåð³àë³ ç ãàðàíòîâàíîþ
òî÷í³ñòþ äëÿ ìàëèõ �. Ó ìàòåìàòè÷íîìó ñåíñ³ öå îçíà÷àº, ùî ðîçâ’ÿçêè çàäà÷³ òåï-
ëîïðîâ³äíîñò³ ç³ ñêëàäíèìè ïåð³îäè÷íèìè êîåô³ö³ºíòàìè º ãàðàíòîâàíî áëèçüêèìè
äî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ ç³ ñòàëèìè êîåô³ö³ºíòàìè. Â³äïîâ³äí³ òåîðåìè òà îö³íêè òî÷-
íîñò³ áóëî äîâåäåíî, íàïðèêëàä, ó [19, 20] äëÿ äîñòàòíüî ðåãóëÿðíèõ äàíèõ.

Çãîäîì ç’ÿñóâàëîñÿ, ùî íàéïðîñò³øå äîâåñòè çá³æí³ñòü ó â³äïîâ³äíîìó ïðî-
ñòîð³ ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷ ç³ ñêëàäíèìè ïåð³îäè÷íèìè êîåô³ö³ºíòàìè äî ðîçâ’ÿçêó
çàäà÷³ ç³ ñòàëèìè êîåô³ö³ºíòàìè. Òàêèé ï³äõ³ä çàçâè÷àé íå âèìàãàº äîäàòêîâî¿
ðåãóëÿðíîñò³ äàíèõ, àëå íå çàáåçïå÷óº ãàðàíòîâàíî¿ òî÷íîñò³ àïðîêñèìàö³¿ (äèâ.,
íàïðèêëàä, [20, 21]). Äëÿ ñóòòºâî íåë³í³éíèõ âàð³àö³éíèõ íåð³âíîñòåé òàêèé
ï³äõ³ä ðåàë³çîâàíî, íàïðèêëàä, â [22, 23]. Îñåðåäíåí³ çàäà÷³ ç³ çãîðòêàìè áóëî
îòðèìàíî ç âèêîðèñòàííÿì òàêîãî ï³äõîäó âïåðøå â [21] äëÿ ë³í³éíèõ çàäà÷
ã³äðîäèíàì³êè â ïîðèñòèõ ñåðåäîâèùàõ. Äåòàëüí³øó ³íôîðìàö³þ ùîäî òàêèõ
ïðîáëåì ìîæíà çíàéòè â [24–26], äå äîâåäåíî ³ â³äïîâ³äí³ îö³íêè òî÷íîñò³.

Çàäà÷³ ç ïåð³îäè÷íèìè êîåô³ö³ºíòàìè ìàþòü äâà (ì³êðî–ìàêðî) ìàñøòàáè
³ â³äïîâ³äí³ øâèäê³ òà ïîâ³ëüí³ çì³íí³, ÿê³ â³äîáðàæàþòüñÿ ÷åðåç øâèäêîîñöèëþ-
âàëüí³ êîåô³ö³ºíòè òà õàðàêòåðíèé ðîçì³ð ïîðèñòèõ ñåðåäîâèù. Òîìó çãîäîì âèÿâè-
ëîñÿ, ùî íàéïðîñò³øå äîâåñòè äâîìàñøòàáíó çá³æí³ñòü ðîçâ’ÿçê³â òàêèõ çàäà÷ äî ðîç-
â’ÿçêó äåÿêî¿ îñåðåäíåíî¿ äâîìàñøòàáíî¿ çàäà÷³. Öåé ï³äõ³ä çàñòîñîâàíî, íàïðèêëàä,
ó [27–30]. Ïðîòå òàê³ äâîìàñøòàáí³ çàäà÷³ çàëåæàòü â³ä øâèäêèõ òà ïîâ³ëüíèõ çì³ííèõ
³ òèï â³äïîâ³äíèõ ð³âíÿíü äëÿ òàêèõ çàäà÷ íå º î÷åâèäíèì. Äî òîãî æ òî÷í³ñòü àïðîê-
ñèìàö³é ó öüîìó âèïàäêó íå áóëî ç’ÿñîâàíî ³ äîâåäåíî. ×èñåëüí³ ìåòîäè äëÿ òàêèõ
äâîõìàñøòàáíèõ (ì³êðî–ìàêðî) ìîäåëåé ðîçãëÿíóòî, íàïðèêëàä, ó [31, 32]. Äå-
òàëüí³øó ³íôîðìàö³þ òà â³äïîâ³äí³ ïîñèëàííÿ ìîæíà çíàéòè ó [30, 32].

Ùîá îòðèìàòè îñåðåäíåí³ çàäà÷ ç³ çãîðòêàìè, â ðîáîòàõ [13–16] âèêîðèñòî-
âóâàëè ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà äëÿ ³çîìîðôíî¿ òðàíñôîðìàö³¿ íåñòàö³îíàðíèõ çà-
äà÷ ó ñòàö³îíàðí³ çàäà÷³ ç ïàðàìåòðîì, äî ÿêèõ çàñòîñîâóâàëè àñèìïòîòè÷í³ ìå-
òîäè, çàïðîïîíîâàí³ ó [33]. Ï³ñëÿ îòðèìàííÿ àñèìïòîòèêè îö³íêè òî÷íîñò³ áóëî
äîâåäåíî ç âèêîðèñòàííÿì åíåðãåòè÷íèõ ìåòîä³â. Ó öèõ çàäà÷àõ øâèäê³ ³ ïî-
â³ëüí³ çì³íí³ ðîçä³ëåí³, à îñåðåäíåí³ çàäà÷³ ç³ çãîðòêàìè çàëåæàòü ò³ëüêè â³ä
ïîâ³ëüíèõ çì³ííèõ. Àíàëîã³÷íèé ï³äõ³ä âèêîðèñòàíî ó ïóáë³êàö³ÿõ [34–36]. Îñå-
ðåäíåííÿ ìîäåëåé, â ÿêèõ ñïî÷àòêó º åôåêò ïàì’ÿò³, ùî çáåð³ãàºòüñÿ äëÿ îñåðåäíå-
íèõ ìîäåëåé, ðîçãëÿíóòî â [37, 38], äå äîâåäåíî òâåðäæåííÿ ïðî çá³æí³ñòü.

Òî÷íó ïîñòàíîâêó çàäà÷³ ô³ëüòðàö³¿ ñôîðìóëüîâàíî â ðîçä. 1, äå íàâåäåíî
îñåðåäíåí³ çàäà÷³, òâåðäæåííÿ ïðî ðîçâ’ÿçí³ñòü òà îö³íêè òî÷íîñò³. ßê íàñë³äîê,
ïðåäñòàâëåíî òåîðåìè ïðî çá³æíîñò³ äëÿ çàãàëüíèõ äàíèõ. Äîâåäåííÿ òàêèõ
òâåðäæåíü íàâåäåíî ó ðîçä. 2. Â îêðåìèõ âèïàäêàõ ïðåäñòàâëåí³ òóò ðåçóëüòàòè
àíîíñîâàí³ áåç äîâåäåíü â [39, 40].

1. ÌÎÄÅË² ÏÐÎÖÅÑ²Â Ô²ËÜÒÐÀÖ²¯ ÄËß ÍÅÎÄÍÎÐ²ÄÍÈÕ ÑÅÐÅÄÎÂÈÙ

Ðîçãëÿíåìî ïî÷àòêîâî-êðàéîâ³ çàäà÷³ äëÿ íåñòàö³îíàðíèõ ð³âíÿíü ô³ëüòðàö³¿
â íåîäíîð³äíèõ ïîðèñòèõ ñåðåäîâèùàõ. ßê ìîäåë³ ïîðèñòèõ ñåðåäîâèù âèáè-
ðàºìî ïåð³îäè÷í³ ñåðåäîâèùà ç ìàëèì êîåô³ö³ºíòîì ì³êðîìàñøòàáíîñò³ �, ÿê³
âèçíà÷àþòüñÿ ó òàêèé ñïîñ³á.
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Íåõàé äëÿ n � 2 ìíîæèíà G1 º â³äêðèòîþ çâ’ÿçíîþ 1-ïåð³îäè÷íîþ (ïå-
ð³îäè÷íîþ ç ïåð³îäîì îäèíèöÿ çà êîæíîþ ç íåçàëåæíèõ çì³ííèõ x xn1, ,� )
ï³äìíîæèíîþ �

n ç ëîêàëüíî Ë³ïøèöåâîþ ìåæåþ ³ G Gn
0 1� � \ º ìíîæèíîþ

ç ëîêàëüíî Ë³ïøèöåâîþ ìåæåþ. Äëÿ äîäàòíîãî � ïîçíà÷èìî

G G x x G1 1 1
� � �� � �{ }: , G G x x G0 0 0

� � �� � �{ }: .

Îòæå, ìíîæèíè G G1 1
1� ³ G G0 0

1� ç³ ñï³ëüíîþ ìåæåþ �G1 ö³ëêîì âèçíà÷à-

þòüñÿ ìíîæèíàìè Y G Y1 1� � òà Y G Y0 0� � ç ìåæåþ � � � �G Y1 , äå
Y n� ( , )0 1 ïîçíà÷àº êîì³ðêó ïåð³îäè÷íîñò³. Çàäàí³ ìíîæèíè Y1 ³ Y0 ðîçáèâàþòü

êîì³ðêó ïåð³îäè÷íîñò³ Y íà äâ³ ìíîæèíè, ùî â³äïîâ³äàþòü áëîêàì ³ ðîçëàìàì,
ðîçä³ëåíèì ñï³ëüíîþ ìåæåþ �. Ââàæàºìî, ùî Y1 òà Y0 º ìíîæèíàìè äîäàòíî¿
ì³ðè Ëåáåãà | |Y1 òà | |Y0 â �

n .

Íåõàé òàêîæ çàäàíî îáìåæåíó îáëàñòü � 	 �
n . Ìíîæèíè G0

� òà G1
� äëÿ

äîñòàòíüî ìàëîãî ô³êñîâàíîãî � ïðèðîäíî âèçíà÷àþòü ìîäåë³ äëÿ ïîðèñòèõ ñå-
ðåäîâèù ç �-ïåð³îäè÷íîþ ñòðóêòóðîþ � �0 0

� �� �G òà � �1 1
� �� �G , ÿê³ â³äïî-

â³äàþòü áëîêàì ³ ðîçëàìàì â îáëàñò³ � òà îáìåæåí³ ìåæåþ ìíîæèíè �� . Ïðèê-
ëàäè ìîäåëåé òàêèõ ïîðèñòèõ ñåðåäîâèù íàâåäåíî íà ðèñ. 1.

Äëÿ òàêèõ ïîðèñòèõ ñåðåäîâèù âèçíà÷èìî ä³éñí³ êîåô³ö³ºíòè ù³ëüíîñò³ òà
ìàòðèö³ ïðîíèêíîñò³ áëîê³â ³ ðîçëàì³â â îáëàñò³ � ð³âíîñòÿìè

m m x�
� � �� 0 ( / ), r r x�

� � �� 0 ( / ) â � 0
� ³ m m x r r x�

�
�
�� �� �1 1( / ), ( / ) â �1

� ,

K K x�
� � �� 0 ( / ), b b x� �� 0 ( / ) â � 0

� ³ K K x�
� �� 1 ( / ), b b x� �� 1 ( / ) â �1

� ,

äå � ³ � º äîäàòíèìè ïàðàìåòðàìè òà � º ìàëèì ïàðàìåòðîì. Íàäàë³ äëÿ âèçíà-
÷åíîñò³ ââàæàòèìåìî 0 1
 �� , 0 1
 �� ³ 0 0
 �� � äëÿ äåÿêîãî äîäàòíîãî �0 .
Ïåðåäáà÷àºòüñÿ, ùî âñ³ ôóíêö³¿ òà åëåìåíòè ìàòðèöü ³ç öüîãî âèçíà÷åííÿ
êîåô³ö³ºíò³â º Ë³ïøèöåâèìè òà îáìåæåíèìè äëÿ y Y� . Ìàòðèö³ K y0 ( ) òà

K y1 ( ) º ñèìåòðè÷íèìè òà åë³ïòè÷íèìè äëÿ y Y� . Òóò åë³ïòè÷í³ñòü îçíà÷àº, ùî

³ñíóþòü òàê³ ñòàë³ � òà �, ùî íåð³âíîñò³

0 0
 � �� �E K y E( ) , 0 1
 � �� �E K y E( )
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Ðèñ. 1. Ìîäåë³ ïîðèñòèõ ñåðåäîâèù

� �

áà



âèêîíóþòüñÿ â ìàòðè÷íîìó ðîçóì³íí³ äëÿ âñ³õ y Y� , äå E º îäèíè÷íîþ ìàò-

ðèöåþ. Îòæå, åëåìåíòè ìàòðèö³ K�
� ðîçðèâí³ íà ìåæ³ � �� �1

� \ , ùî ðîçä³ëÿº

� 0
� ³ �1

� , îñê³ëüêè îáìåæåííÿ åëåìåíò³â òàêî¿ ìàòðèö³ íà � 0
� ³ �1

� íå ìîæóòü

çá³ãàòèñÿ íà ö³é ìåæ³ äëÿ ð³çíèõ �. Ïåðåäáà÷àºòüñÿ òàêîæ, ùî çíà÷åííÿ
ôóíêö³é m y0 ( ) ³ m y1 ( ) â³ää³ëåí³ â³ä íóëÿ äëÿ y Y� ³ òîìó

� � � � � �� � � � � �m m r r0 1 0 1, , | | , | | , | | , | |b b0 1� �� �.

Íåõàé çàäàíî ôóíêö³¿ f L H� � 2 10( , ; ( ))� , u L0
2� ( )� ³ âåêòîð-ôóíêö³þ

g L L n� �2 20( , ; ( ) )� . Òóò ³ íàäàë³ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïðîñòîðè ä³éñíèõ

ôóíêö³é, âèãëÿä ÿêèõ íàâåäåíî, íàïðèêëàä, ó [17]. Âèçíà÷èìî u u t x� ( , ) ÿê ðîç-
â’ÿçîê ó ñåíñ³ ðîçïîä³ë³â ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¿ çàäà÷³

m u K u b g r ft�
�

�
� �

�
�' ( ) � � �div â � � �( , )0 ,

(1)

u ut| � �0 0 â �, u � 0 íà � � �� ( , )0 .

Äëÿ ô³êñîâàíèõ ïàðàìåòð³â �, � ³ � òàêà çàäà÷à ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê [17]. Êîå-
ô³ö³ºíòè ð³âíÿííÿ ö³º¿ çàäà÷³ º ïåð³îäè÷íèìè ôóíêö³ÿìè, êîì³ðêîþ ïåð³îäè÷íîñò³
ÿêèõ º êóá. Ìîæíà áóëî á âèáðàòè ÿê êîì³ðêó ïåð³îäè÷íîñò³ äîâ³ëüíèé íåâèðîäæå-
íèé ïàðàëåëåï³ïåä. Îäíàê çàâæäè ìîæíà òðàíñôîðìóâàòè òàêèé ïàðàëåëåï³ïåä
ó êóá çà äîïîìîãîþ íåâèðîäæåíîãî ïåðåòâîðåííÿ, âðàõóâàííÿ ÿêîãî â ð³âíÿíí³ çà-
äà÷³ (1) çóìîâèòü åë³ïòè÷í³ñòü ìàòðèöü K0 òà K1, íàâ³òü ÿêùî ñïåðøó ö³ ìàòðèö³
áóëè îäèíè÷íèìè. Äîäàíîê b g� ó ð³âíÿíí³ çàäà÷³ (1) õàðàêòåðèçóº ñèëè ãðàâ³òàö³¿

³ ìàòðèöÿ b� çàçâè÷àé º îäèíè÷íîþ, àëå öÿ ìàòðèöÿ òàêîæ ìîæå çì³íþâàòèñÿ çà íå-
âèðîäæåíèõ ïåðåòâîðåíü.

Ð³âíÿííÿ çàäà÷³ (1) º ïàðàáîë³÷íèì. Îäíàê äëÿ äóæå ìàëèõ � öÿ ïàðà-
áîë³÷í³ñòü âèðîäæóºòüñÿ ³ òîä³ îòðèìóºìî îñåðåäíåíó çàäà÷ó ç³ çãîðòêàìè.
Îòæå, íàñàìïåðåä ðîçãëÿíåìî ïðîñòèé âèïàäîê � �1. Äëÿ âèçíà÷åííÿ òàêî¿ îñå-
ðåäíåíî¿ çàäà÷³ ïîòð³áí³ äîäàòêîâ³ ïîçíà÷åííÿ.

Íåõàé âåêòîð-ôóíêö³¿ N N y1 1� ( ) òà N N yb b� ( ) º 1-ïåð³îäè÷íèìè ðîçâ’ÿç-
êàìè çàäà÷

 � �div divy y yK y N y K y( ( ) ( )) ( )1
1

1 1
1 â Y ,

 � �div divy y b yK y N y K y b y( ( ) ( )) ( ) ( )1
1

1
1 1 â Y .

Óâåäåìî ñòàë³ òà ìàòðèö³ ç³ ñòàëèìè êîìïîíåíòàìè òàêèìè ð³âíîñòÿìè:

m m y dy m y dy m m r r y dy r

Y Y Y Y

� � � � � �� � �� � �0 1
0 1

0 1

0 1 0 1

( ) ( ) , ( ) �

� �

� �

� � � �

( ) ,

( ( ) ( ) ( )) , (

y dy r r

K y K y N y dy K

Y

y

Y

� 0 1

1
1

1
1

1 1
A B 1 1

1
1( ) ( ) ( ) ( )) .y b y K y N y dyy b� �

(2)

Â³äîìî [19], ùî òàê³ ðîçâ’ÿçêè ³ ìàòðèö³ êîðåêòíî âèçíà÷åí³, à ìàòðèöÿ A º ñè-

ìåòðè÷íîþ òà åë³ïòè÷íîþ. Äî òîãî æ ÿêùî b� º îäèíè÷íîþ ìàòðèöåþ, òîä³
A B� çà âèçíà÷åííÿìè (2).

Âèçíà÷èìî � �� ( , )t x ÿê ðîçâ’ÿçîê îñåðåäíåíî¿ ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¿ çàäà÷³

m rf gt�  � � �� �div A div B( ) â � � �( , )0 ,
(3)

� | t u� �0 0 â � , � � 0 íà � � �� ( , )0 .
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Ð³âíÿííÿ çàäà÷³ (3) º ïàðàáîë³÷íèìè ð³âíÿííÿìè ç³ ñòàëèìè êîåô³ö³ºíòàìè, òîìó
öÿ çàäà÷à ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê [17]. Äëÿ òàêèõ çàäà÷ ìàº ì³ñöå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1. Íåõàé f C T� ��
0 0([ , ] )� , u C0 0� � ( )� , g C T n� ��

0 0([ , ] )� , T —

ô³êñîâàíå äîäàòíå ÷èñëî, u — ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1), � — ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (3) òà
� �1. Òîä³

| | | | | | | |
([ , ]; ( )) ([ , ]; ( )

u u
C T L C T L

 � � � �
� �0 2
1

0 2
00

2

0� � )

2 � C�,

äå ñòàëà C íå çàëåæèòü â³ä � ³ � çà óìîâ 0 1
 �� òà 0 0
 �� � äëÿ â³äïîâ³äíî-
ãî äîäàòíîãî �0 .

Îö³íêà òåîðåìè 1 º â³äîìîþ [19, 20] äëÿ ô³êñîâàíîãî �. Äëÿ âèïàäêó, ùî ðîç-
ãëÿäàºòüñÿ òóò, äîâåäåííÿ ö³º¿ îö³íêè ïîâòîðþº äîâåäåííÿ íàñë³äêó 2.5 ç ðîáî-
òè [16] ç óðàõóâàííÿì çàóâàæåíü 2.3 ³ 2.7. Ó òåîðåì³ 1 îö³íþºòüñÿ ÷àñòèíà åíåðãå-
òè÷íî¿ íîðìè äëÿ çàäà÷³ (1). Áåç ñóìí³âó, ùî öÿ ÷àñòèíà çàëåæèòü â³ä ïàðàìåòðà �,
îñê³ëüêè êîåô³ö³ºíò ù³ëüíîñò³ çàëåæèòü â³ä � íà ÷àñòèí³ îáëàñò³ � òà îö³íêà º
ð³âíîì³ðíîþ çà öèì ïàðàìåòðîì. Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîäè [33] äëÿ ïîáóäîâè äî-
äàòêîâèõ ñêëàäîâèõ àñèìïòîòèêè ðîçâ’ÿçêó, ìîæíà îö³íèòè ³ âñþ åíåðãåòè÷íó íîð-
ìó. Îäíàê òî÷íå ôîðìóëþâàííÿ òàêî¿ îö³íêè äóæå ãðîì³çäêå.

Îòæå, çàì³ñòü ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ (1) (íàïðèêëàä, ÷èñåëüíîãî) ìîæíà ðîçâ’ÿ-
çóâàòè çàäà÷ó (3) ç ãàðàíòîâàíîþ òî÷í³ñòþ äëÿ ìàëèõ �. Ïðèðîäíî, ùî ÷èñåëüíå
ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ (1) çíà÷íî ñêëàäí³øå, í³æ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ (3), îñê³ëüêè
ïîòð³áíà äóæå äð³áíà ðîçðàõóíêîâà ñ³òêà, ùîá âðàõóâàòè ãåîìåòð³þ âåëèêî¿
ê³ëüêîñò³ áëîê³â â îáëàñò³ �. Îö³íêà òåîðåìè 1 º ð³âíîì³ðíîþ çà ïàðàìåòðîì �.
À âò³ì ÿê íàñë³äîê òåîðåìè 1 äëÿ ìàëèõ � áóäå äîâåäåíî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2. Íåõàé f C T� ��
0 0([ , ] )� , u C0 0� � ( )� , g C T n� ��

0 0([ , ] )� , T —

ô³êñîâàíe äîäàòíå ÷èñëî, u — ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1), � 0 — ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (3) äëÿ
� � 0 òà � �1. Òîä³

| | | | | | | |
([ , ]; ( )) ([ , ]; (

u u
C T L C T L

 � � � �
�0 0

2
0 00 2

1
0 2

0� ��
� �

))
( )2 2� �C ,

äå ñòàëà C íå çàëåæèòü â³ä � ³ � çà óìîâ 0 0
 �� � òà 0 0
 �� � äëÿ â³äïî-
â³äíèõ �0 ³ �0 .

Äëÿ âèçíà÷åííÿ çàäà÷³ (3) äëÿ � � 0 ñë³ä âèáðàòè � � 0 ó ð³âíîñòÿõ (2), ùî
÷àñòêîâî çìåíøóº ù³ëüí³ñòü ³ äîäàòêîâî ñïðîùóº çàäà÷ó (3) äëÿ âèïàäêó � �1
³ ìàëèõ �. Â³äïîâ³äíî äëÿ ìàëèõ � ³ ô³êñîâàíèõ � ñèòóàö³ÿ óñêëàäíþºòüñÿ ³ ïî-
òðåáóº äîäàòêîâèõ ïîçíà÷åíü.

Íåõàé âåêòîð-ôóíêö³¿ N N y1
1

1
1� ( ) òà N N y

b b
1 1� ( ) º 1-ïåð³îäè÷íèìè ðîç-

â’ÿçêàìè çàäà÷

 � �div divy y yK N K( )1 1
1

1 â Y1,  � �( , ) ( , )K N Ky1 1
1

1� � íà �,

 � �div divy y b yK N K b( )1
1

1 1 â Y1,  � �( , ) ( , )K N K by b1
1

1 1� � íà �,

äå � ïîçíà÷àº çîâí³øíþ íîðìàëü äî ìåæ³ � � �Y1. Òàê³ çàäà÷³ íàçèâàþòü çà-
äà÷àìè íà êîì³ðêàõ. Äàë³ ââåäåìî ñòàë³ òà ìàòðèö³ ç³ ñòàëèìè êîìïîíåíòàìè
òàêèìè ð³âíîñòÿìè:

m m y dy r r y dy

Y Y

1
1

1
1

1 1

� �� �( ) , ( ) ,
(4)

A B1
1 1 1

1 1
1
1 1

1 1

� � � � �� �( ( ) ( ) ( )) , ( ( ) ( )
Y

y

Y

K y K y N y dy K y b y K1
1( ) ( ))y N y dyy b

� .
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Â³äîìî [19], ùî òàê³ ðîçâ’ÿçêè ³ ìàòðèö³ êîðåêòíî âèçíà÷åí³, à ìàòðèöÿ A1 º ñè-
ìåòðè÷íîþ ³ åë³ïòè÷íîþ.

Íåõàé ôóíêö³¿ q q t y� ( , ) òà p p t y� ( , ) º 1-ïåð³îäè÷íèìè ðîçâ’ÿçêàìè íå-
ñòàö³îíàðíèõ çàäà÷

� �m q K qt y y0 0 0' ( ) � �div â Y0 0� �( , ),

q t| � �0 1 â Y0 , q � 0 íà Y1 0� �( , ),
(5)

� �m p K pt y y0 0 0�  � �div ( ) â Y0 0� �( , ),

p r mt| /� �0 0 0 â Y0 , p � 0 íà Y1 0� �( , ),

äå � òà � � �� / 2 ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê ïàðàìåòðè. Ôàêòè÷íî ó öèõ ð³âíÿííÿõ ìîæ-
íà âèêîíàòè ä³ëåííÿ íà � ³ ðîçãëÿäàòè çàëåæí³ñòü ò³ëüêè â³ä îäíîãî ïàðàìåòðà
� � � �/ . Ïàðàìåòðè � òà � âèçíà÷àþòüñÿ ïàðàìåòðàìè êîåô³ö³ºíò³â çàäà÷³ (1)
äëÿ áëîê³â ³ ðîçëàì³â òà ìîæóòü íàáóâàòè äîâ³ëüíèõ äîäàòíèõ çíà÷åíü,
îñê³ëüêè ðîçãëÿäàºòüñÿ âèïàäîê ìàëèõ � òà �. Ó ðåàëüíèõ çàäà÷àõ ö³ ïàðàìåò-
ðè � òà � òàêîæ ìîæóòü íàáóâàòè ð³çíèõ çíà÷åíü, àëå âîíè ô³êñîâàí³ äëÿ êîí-
êðåòíîãî ïîðèñòîãî ñåðåäîâèùà.

Â³äîìî [17], ùî ðîçâ’ÿçêè çàäà÷³ (5) âèçíà÷åíî äëÿ ô³êñîâàíèõ � ³ � . Äî
òîãî æ ôóíêö³¿

M t m q t y dy R t m p t y dy

Y

t

Y

t( ) ( , ) , ( ) ( , )� � � �� �0 0

0 0

(6)

âèçíà÷åíî ÿê åëåìåíòè ïðîñòîðó L1 0( , )� ð³âíîì³ðíî äëÿ � ³ � â³äïîâ³äíî äî
[16, ëåìà 4.4].

Îñåðåäíåíà ïî÷àòêîâî-êðàéîâà çàäà÷à ç³ çãîðòêàìè äëÿ ôóíêö³¿ � �� ( , )t x

ìàº âèãëÿä

m M r f R f gt t
1 1 1 1�  � �  � �  � �� � � � �( ) ( )div A div B â � � �( , )0 ,

(7)

� | t u� �0 0 â �, � � 0 íà � � �� ( , )0 ,

äå ñèìâîë � ïîçíà÷àº îïåðàòîð çãîðòêè â³äíîñíî t ; íàïðèêëàä, çà âèçíà÷åííÿì
ìàºìî

M M t x dt

t

� � �  ��( ) ( )( ( , ))� 	 � 	 		

0

.

Äëÿ äîñòàòíüî ãëàäêèõ äàíèõ òà u0 0� ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (7) ³ñíóº [16].
Êîåô³ö³ºíòè ð³âíÿííÿ ö³º¿ çàäà÷³ çàëåæàòü â³ä �. Òàêî¿ çàëåæíîñò³ ìîæíà ôîðìàëü-
íî ïîçáóòèñÿ, ïðåäñòàâëÿþ÷è ðîçâ’ÿçêè çàäà÷ (5) ó âèãëÿä³ q q t y� ~( / , )� òà
p p t y� ~( / , )� , îñê³ëüêè êîåô³ö³ºíòè ç (6) âèçíà÷àþòüñÿ ïîõ³äíèìè. Òîä³ ð³âíÿí-
íÿ (5) òàêîæ íå çàëåæàòèìóòü â³ä �, àëå çàëèøàºòüñÿ çàëåæí³ñòü â³ä �. Çàïèñóþ÷è
ðîçâ’ÿçêè çàäà÷ (5) ó âèãëÿä³ q q t y� ~( , )� òà p p t y� ~( , )� , ìîæíà ïîçáóòèñÿ â (5) çà-
ëåæíîñò³ â³ä � ³ �, àëå çàëåæí³ñòü â³ä � ìîæå ìàòè ì³ñöå â ð³âíÿíí³ çàäà÷³ (7). Òèì
íå ìåíø, áóäå äîâåäåíî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3. Äëÿ f L H� � 2 10( , ; ( ))� , g L L n� �2 20( , ; ( ) )� ³ u L0
2� ( )�

³ñíóº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê � � �L H2
0
10( , ; ( ))� çàäà÷³ (7) òà çíàéäåòüñÿ äîäàòíà ñòà-

ëà C, ÿêà çàëåæèòü ò³ëüêè â³ä � , � , | |Y1 , | |Y0 òà íå çàëåæèòü â³ä � ³ � ³ òàêà, ùî

| | | | | | | |
( , ; ( )) ( , ; ( ))

� � �
� �� �t L H L H2 1 2

0
10 0� �

� � �
� �C f g u

L H L L Ln(| | | | | | | | | | | |
( , ; ( )) ( , ; ( ) )2 1 2 20 0 0� � 2( )

)
�

òà � �C T L0 20([ , ]; ( ))� äëÿ äîäàòíîãî T . Äî òîãî æ âèêîíàíî âêëþ÷åííÿ

� � �� t L L2 20( , ; ( ))� , ÿêùî f L L� �2 20( , ; ( ))� , g L H n� �2 10( , ; ( ) )� ³ u H0 0
1� ( )� .
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Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè âèêîðèñòàºìî ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà, ÿêå º ³çî-
ìîðô³çìîì ó â³äïîâ³äíîìó ñåíñ³ [18]. Îö³íêà òåîðåìè 3 íå ìîæå áóòè ïîêðàùå-
íà ÿê åíåðãåòè÷íà îö³íêà, îñê³ëüêè º êëàñè÷íîþ àïð³îðíîþ îö³íêîþ [17] äëÿ çà-
äà÷³ òåïëîïðîâ³äíîñò³, ç ÿêîþ çàäà÷à (7) çá³ãàºòüñÿ çà óìîâè � � 0. Ï³ñëÿ çàñòî-
ñóâàííÿ ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà äî çàäà÷³ (7) çãîðòêà ³ç �M t( ) ïåðåõîäèòü
ó ìíîæåííÿ íà ôóíêö³þ � � ( )M z , ÿêà âèçíà÷åíà íà âåðõí³é êîìïëåêñí³é ï³âïëî-

ùèí³. Áóäå ïåðåâ³ðåíî, ùî òàêà ôóíêö³ÿ äîäàòíà òà îáìåæåíà íà ö³é ï³âïëîùèí³.
Îòæå, ó çîáðàæåíí³ Ëàïëàñà ù³ëüí³ñòü äëÿ îñåðåäíåíî¿ çàäà÷³ (7) âèçíà÷àºòüñÿ

ñóìîþ ñòàëî¿ m1 òà äîäàòíî¿ îáìåæåíî¿ ôóíêö³¿ � � ( )M z ³, òàê áè ìîâèòè, ðîç-

ïîä³ëÿºòüñÿ íåòðèâ³àëüíî ïî âñ³é ï³âïëîùèí³. Îäíàê çà óìîâ òåîðåì 1 òà 2 ù³ëü-
í³ñòü îñåðåäíåíèõ çàäà÷ º ñòàëîþ. Ðîçâ’ÿçêè çàäà÷³ (7) ä³éñíî íàáëèæàþòü ðîç-
â’ÿçêè çàäà÷³ (1) â³äïîâ³äíî äî òàêîãî òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4. Íåõàé f C T� ��
0 0(( , ) )� , g C T n� ��

0 0(( , ) )� , u0 0� , äîäàòíå T

ô³êñîâàíå, u º ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (1) òà � º ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (7). Òîä³

| | | | | | ( ) | |
([ , ]; ( ))

u u q p f
C T L

t
C

 �  � � � � �� � � �
� � �0 2
1

00

2

� ([ , ]; ( ))
( )

0

2
2

0T L
C

��
� �� � ,

äå q q t x� �� ( , / ) ³ p p t x� �� ( , / ) âèçíà÷àþòüñÿ ðîçâ’ÿçêàìè çàäà÷ (6) òà ñòàëà C

íå çàëåæèòü â³ä �, �, � çà óìîâ 0 1
 �� , 0 0
 �� � , 0 0
 �� � äëÿ â³äïîâ³äíèõ
�0 ³ � 0 .

Îö³íêó òåîðåìè 4 äîâåäåíî â [16, òåîðåìà 2.2, çàóâàæåííÿ 2.3]. ßê ³ â òåîðå-
ìàõ 1 òà 2, â òåîðåì³ 4 îö³íþºòüñÿ ÷àñòèíà åíåðãåòè÷íî¿ íîðìè äëÿ çàäà÷³ (1).
Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîäè ç [33] äëÿ âèçíà÷åííÿ àñèìïòîòèêè, ìîæíà çíà÷íî ïî-
êðàùèòè ïîêàçíèêè ìàëîãî ïàðàìåòðà � ó ö³é îö³íö³. Âðàõîâóþ÷è äîäàòêîâ³
ñêëàäîâ³ àñèìïòîòèêè, ìîæíà îö³íèòè ³ âñþ åíåðãåòè÷íó íîðìó. Îäíàê òî÷í³
ôîðìóëþâàííÿ òàêèõ îö³íîê äóæå ãðîì³çäê³.

Îòæå, çàì³ñòü ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ (1) ìîæíà ðîçâ’ÿçóâàòè çàäà÷ó (7) ç ãàðàí-
òîâàíîþ òî÷í³ñòþ äëÿ ìàëèõ � ³ �. Êð³ì òîãî, äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà-
÷³ (1) ïîòð³áíà äóæå äð³áíà ðîçðàõóíêîâà ñ³òêà, ùîá âðàõóâàòè ãåîìåòð³þ âåëè-
êî¿ ê³ëüêîñò³ áëîê³â ó îáëàñò³ � òà îñöèëþâàëüí³ äîäàíêè, ïîÿâó ÿêèõ â³äîáðà-
æåíî â îö³íö³ òåîðåìè 4. Òàê³ äîäàíêè çíà÷íî ïîñèëþþòü çàãàëüíó åíåðã³þ äëÿ
çàäà÷³ (1) â³äïîâ³äíî äî òàêîãî íàñë³äêó òåîðåìè 4.

Òåîðåìà 5. Â óìîâàõ òåîðåìè 4 íåõàé q q t y1 � ( , ), p p t y1 � ( , ), w1 � � ��

� � � � �( ) ( )y y b
N N g1

1 1� , w q p ft0 1 1� � � � � �� �( ) , u º ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (1) òà �

º ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (7). Òîä³

| | | | ( )
[ , ]

E E E Cg f

C T
��
�

��
� �  � �1 0

2
0

,

äå ñòàëà C íå çàëåæèòü â³ä �, �, � çà óìîâ 0 1
 �� , 0 0
 �� � , 0 0
 �� � äëÿ
â³äïîâ³äíèõ �0 ³ � 0 òà ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ äëÿ åíåðã³é çàäà÷ (1) òà (7) çà
ôîðìóëàìè

E t m x
u

dx K x u u dx

t

��
�

�
�

�
�( ) ( ) ( ( ) , )� � � �� ��

2

0
2

� �

,

E t m y dydx K y w w dydxdg

Y Y

t

1 1

2

1 1 1
0

2
1 1

( ) ( ) ( ( ) , )� ��� ���
�

� �

	,

E t m y
w

dydx K y w w dyf

Y

y y

Y
��

� �( ) ( ) ( ( ) , )� � � ��� �0
0
2

0 0 0
2

0 0� �
��

0

t

dxd	.
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Äëÿ ô³êñîâàíèõ � ³ � âåëè÷èíà E f
��

ó ö³é òåîðåì³ ³ñòîòíî çàëåæèòü â³ä

q q t y1 � ( , ) ³ p p t y1 � ( , ) òà õàðàêòåðèçóº åíåðã³þ, ÿêà ïîãëèíàºòüñÿ íà ì³êðîð³âí³
áëîê³â. Éìîâ³ðíî, ñàìå äëÿ ïîäîëàííÿ öüîãî íåãàòèâíîãî ÿâèùà âèêîðèñòîâó-
þòü çíà÷í³ çóñèëëÿ ï³ä ÷àñ âèäîáóòêó ñëàíöåâî¿ íàôòè. Ìîæëèâî, òàêå ïîãëè-
íàííÿ åíåðã³¿ çóìîâëþº òàêîæ òðèâàëå ïðîñóøóâàííÿ ìîêðî¿ äåðåâèíè. Çàçâè-
÷àé, áëîêè â òàêèõ ïîðèñòèõ ìàòåð³àëàõ íå º ïåð³îäè÷íèìè, àëå ìîæëèâèì º
ñòâîðåííÿ ïîä³áíèõ øòó÷íèõ ñåðåäîâèù ç ïåð³îäè÷íîþ ñòðóêòóðîþ íà êøòàëò
áëîêîâèõ ô³ëüòð³â. Îö³íêó òåîðåìè 5 äîâåäåíî òàêîæ â [16, íàñë³äîê 2.6 ]. Äî

ðå÷³, ñóìà åíåðã³é E Eg f
1 �

��
íàäàº äåÿêå óÿâëåííÿ ïðî â³äïîâ³äíó äâîìàñøòàáíó

ïðîáëåìó äëÿ çàäà÷³ (1).
Äëÿ ìàëèõ �, � ³ ô³êñîâàíèõ � îö³íêà òåîðåìè 4 çáåð³ãàºòüñÿ â³äïîâ³äíî äî

[16, íàñë³äîê 2.2], äå ïîòð³áíî âðàõóâàòè çàóâàæåííÿ 2.3 òà âèáðàòè s �1. Îäíàê
äëÿ ìàëèõ �, � ³ äîâ³ëüíèõ � îö³íêà òåîðåìè 4 ÷àñòêîâî ñïðîùóºòüñÿ â³äïîâ³äíî
äî òàêîãî òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 6. Íåõàé f C T� ��
0 0(( , ) )� , g C T n� ��

0 0(( , ) )� ³ u0 0� , äîäàòíå

T ô³êñîâàíe, u º ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (1) òà � 0 º ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (7) äëÿ � � 0.
Òîä³

| | | | | | ( ) |
([ , ]; ( ))

u u q p f
C T L

t �  � � � � �� � � �
� � �0 0

2
0 00 2

1�
|

([ , ]; ( ))C T L0 2
00

2

��
�

� � �C ( )� � �2 ,

äå q q t x� �� ( , / ) ³ p p t x� �� ( , / ) âèçíà÷àþòüñÿ ðîçâ’ÿçêàìè çàäà÷ (6) òà ñòàëà C
íå çàëåæèòü â³ä �, �, � çà óìîâ 0 0
 �� � , 0 0
 �� � , 0 0
 �� � äëÿ â³äïî-
â³äíèõ �0 , � 0 ³ �0 .

Îö³íêó òåîðåìè 6 äîâåäåíî â [16, íàñë³äîê 2.1, çàóâàæåííÿ 2.3]. Îòæå, çà
óìîâ ö³º¿ òåîðåìè â îñåðåäíåí³é çàäà÷³ (7) äëÿ � � 0 çíèêàþòü çãîðòêè, àëå â
îñíîâí³é àñèìïòîòèö³ çáåð³ãàþòüñÿ îñöèëþâàëüí³ äîäàíêè ç³ çãîðòêàìè, ùî çó-
ìîâëåíî ð³âíîì³ðí³ñòþ òàêî¿ îö³íêè ùîäî �. Ïðîòå ÿêùî º äîäàòêîâà ³íôîðìàö³ÿ
ïðî ïàðàìåòð �, òîä³ â³äïîâ³äíà îö³íêà ñïðîùóºòüñÿ. ßê íàñë³äîê òåîðåìè 6 äëÿ
ìàëèõ � ³ � � 1 áóäå äîâåäåíî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 7. Íåõàé f C T� ��
0 0(( , ) )� , g C T n� ��

0 0(( , ) )� ³ u0 0� , äîäàòíå T

ô³êñîâàíå, u º ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (1), � 0 º ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (7) äëÿ � � 0 òà � � 1.
Òîä³

| | | | | | | |
([ , ]; ( )) ([ , ]; (

u u
C T L C T L

 � � � �
�0 0

2
0 00 2

1
0 2

0� ��
� � �

))
( )2 2� � �C ,

äå C íå çàëåæèòü â³ä �, �, � çà óìîâ 0 0
 �� � , 0 0
 �� � , 0 0
 �� � äëÿ â³ä-
ïîâ³äíèõ �0 , � 0 ³ �0 .

Îö³íêà ö³º¿ òåîðåìè íå çì³íþºòüñÿ, ÿêùî ïðèïóñòèòè, ùî � � C, äå C íå çà-
ëåæèòü â³ä �, � ³ �. Çàçíà÷èìî, ùî âèïàäîê, êîëè � �1 (öå â³äïîâ³äàº çàäà÷³ (1)),
ïðèéíÿòî íàçèâàòè ìîäåëëþ ïîäâ³éíî¿ ïîðèñòîñò³ â³äïîâ³äíî äî [41], äå âïåðøå
ðîçãëÿäàëàñÿ òàêà ïðîáëåìà äëÿ � �1 áåç äîâåäåííÿ îö³íîê òî÷íîñò³ òà òâåðäæåíü
ïðî çá³æí³ñòü ðîçâ’ÿçê³â. Ó öüîìó âèïàäêó ñïðàâäæóºòüñÿ îö³íêà òåîðåìè 4.

Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî äëÿ ìàëèõ �, �1 ³ äîâ³ëüíèõ � îö³íêà òåîðåìè 4 òåæ

÷àñòêîâî ñïðîùóºòüñÿ â³äïîâ³äíî äî òàêîãî òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 8. Äëÿ f C T� ��
0 0(( , ) )� , g C T n� ��

0 0(( , ) )� ³ u0 0� íåõàé äîäàò-

íå T ô³êñîâàíe, u º ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (1), � 0 º ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (3) äëÿ A A� 1 ³

B B� 1 ç âèçíà÷åííÿ (4). Òîä³

| | | | | | | |
([ , ]; ( )) ([ , ]; (

u u
C T L C T L

 � � � �
�0 0

2
0 00 2

1
0 2

0� ��
� � �

))
( )2 1� � � C ,
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äå ñòàëà C íå çàëåæèòü â³ä �, �, �1, � çà óìîâ 0 0
 �� � , 0 0
 �� � ,

0 1
0
 �� 
 , 0 1
 �� äëÿ â³äïîâ³äíèõ �0 , � 0 ³ 
 0 .

Îö³íêó òåîðåìè 8 äîâåäåíî â [16, íàñë³äîê 2.5, çàóâàæåííÿ 2.3]. Ó ö³é òåîðåì³
ðîçãëÿäàºòüñÿ âèïàäîê íå äóæå ìàëèõ � (íàïðèêëàä, � �� ), îñê³ëüêè çà âèçíà÷åííÿì

� � � �1 2 / . Îòæå, çà óìîâ òåîðåìè 8 îñåðåäíåíà çàäà÷à çá³ãàºòüñÿ ³ç çàäà÷åþ (3),

â ÿê³é ïîòð³áíî âèáðàòè ìàòðèö³ ç³ ñòàëèìè êîìïîíåíòàìè A A� 1 ³ B B� 1, âèçíà-

÷åí³ ó ð³âíîñòÿõ (4). ßê íàñë³äîê òàêî¿ òåîðåìè äëÿ ìàëèõ �, �1 ³ � áóäå äîâåäåíî

òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 9. Äëÿ f C T� ��
0 0(( , ) )� , g C T n� ��

0 0(( , ) )� ³ u0 0� íåõàé äî-

äàòíå T ô³êñîâàíe, u º ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (1) òà � 0 º ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (7) äëÿ
� � 0. Òîä³

| | | | | | | |
([ , ]; ( )) ([ , ] ; (

u u
C T L C T L

 � � � �
�0 0

2
0 00 2

1
0 2

0� ��
� � � �

))
( )2 2 1� � � � C ,

äå ñòàëà C íå çàëåæèòü â³ä �, �, �1, � çà óìîâ 0 0
 �� � , 0 0
 �� � ,

0 1
0
 �� 
 , 0 0
 �� � äëÿ â³äïîâ³äíèõ �0 , � 0 , 
 0 ³ �0 .

Çàóâàæèìî, ùî çàäà÷à (7) äëÿ � � 0 çá³ãàºòüñÿ ç çàäà÷åþ (3), â ÿê³é A A� 1 ³

B B� 1. Îòæå, ³íîä³ çàëåæíî â³ä ìàëîñò³ òèõ ÷è ³íøèõ ïàðàìåòð³â îñåðåäíåíà çà-
äà÷à âèçíà÷àºòüñÿ ïàðàáîë³÷íèì ð³âíÿííÿì ç³ ñòàëèìè êîåô³ö³ºíòàìè. Äëÿ � �1
òàê³ îñåðåäíåí³ çàäà÷³ îòðèìàíî òà îá´ðóíòîâàíî â [12–14], äå äîâåäåíî àíà-
ëîã³÷í³ îö³íêè ³ äëÿ ðåãóëÿðíèõ íåíóëüîâèõ u0 . Ïðîòå ó çàãàëüíîìó âèïàäêó
ð³âíîì³ðíî çà ïàðàìåòðàìè óñå-òàêè ñïðàâäæóºòüñÿ îö³íêà òåîðåìè 4, ÿêà â³äîá-
ðàæàº ïîÿâó îñöèëþâàëüíèõ äîäàíê³â ç³ çãîðòêàìè â àñèìïòîòèö³, ùî õàðàêòå-
ðèçóþòü êîíêðåòíèé âíåñîê ó ïîãëèíàííÿ åíåðã³¿ íà ì³êðîð³âí³. Óò³ì ³íîä³ òà-
êèé âíåñîê íå º ñóòòºâèì ó ìåæàõ ïðèéíÿòî¿ òî÷íîñò³ ó â³äïîâ³äíèõ òåîðåìàõ,
äå íåìàº îñöèëþâàëüíèõ äîäàíê³â. Íàïðèêëàä, ÿê íàñë³äîê òåîðåìè 9 áóäå äîâå-
äåíî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 10. Çà óìîâ òåîðåìè 9 íåõàé u º ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (1) òà � º ðîç-

â’ÿçêîì çàäà÷³ (7) äëÿ � � 0 òà w N N gy y b1 1
1 1� � � � � � �� �( ) ( ) . Òîä³

| | | | ( )
[ , ]

E E Cg

C T
��
� � � � � � � � � 

1 0

2 2 1
0

,

äå ñòàëà C íå çàëåæèòü â³ä �, �, �1, � çà óìîâ 0 0
 �� � , 0 0
 �� � ,

0 1
0
 �� 
 , 0 0
 �� � äëÿ â³äïîâ³äíèõ �0 , � 0 , 
 0 , �0 òà âèêîðèñòàíî ïîçíà-

÷åííÿ ç òåîðåìè 5 äëÿ åíåðã³é çàäà÷ (1) òà (7).
Ó íàâåäåíèõ îö³íêàõ òî÷íîñò³ ïåðåäáà÷àºòüñÿ ðåãóëÿðí³ñòü çàäàíèõ ôóíêö³é.

Âèêîðèñòîâóþ÷è àïðîêñèìàö³þ ãëàäêèìè ôóíêö³ÿìè, ç òàêèõ îö³íîê ëåãêî âèâåñòè
òâåðäæåííÿ ïðî çá³æí³ñòü. ßê íàñë³äîê òåîðåìè 9 äîâåäåìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 11. Äëÿ f L T L� 2 20( , ; ( ))� , g L T L n� 2 20( , ; ( ) )� ³ u0 0� íåõàé äî-

äàòíå T ô³êñîâàíå, u º ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (1) òà � 0 º ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (7) äëÿ
� � 0. Òîä³

| | | | | | | |
( , ; ( )) ( , ; ( ))

u u
L T L L T L

 � 
� �

� � �
� �0 0

2
0 0

2
2

1
2

0� �
� 0

çà óìîâ � � 0, � � 0 , � �1 0 ³ � � 0.

Â³äïîâ³äíî ÿê íàñë³äîê çàãàëüíèõ òåîðåì 3 òà 4 äîâåäåìî òàêå òâåðäæåííÿ.
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Òåîðåìà 12. Äëÿ f L T L� 2 20( , ; ( ))� , g L T H n� 2
0
10( , ; ( ) )� ³ u0 0� íåõàé äî-

äàòíå T ô³êñîâàíe, u º ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (1) òà � º ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (7). Òîä³

| | | | | | ( ) | |
( , ; ( )) (

u u q p f
L T L

t
L

 �  � � � � �
� �

� � � �
� � �0

2

02
1� , ; ( ))T L1

0

2 0
��

�

äëÿ � � 0 ³ � � 0,

äå q q t x� �� ( , / ) ³ p p t x� �� ( , / ) âèçíà÷àþòüñÿ ðîçâ’ÿçêàìè çàäà÷ (6).

Ïîÿâà ïðîñòîðó L1
0( )� � ó äðóãîìó äîäàíêó íå º âèïàäêîâîþ ³ çóìîâëåíà íå-

îáõ³äí³ñòþ âèêîíóâàòè ìíîæåííÿ ôóíêö³é ç L2
0( )� � , îñê³ëüêè äîáóòîê

q L�
�� 2
0( )� ³ � �� �

t L2
0( )� âèçíà÷åíèé ÿê åëåìåíò L1

0( )� � äëÿ ìàéæå âñ³õ

t T�[ , ]0 , àëå ìîæå áóòè íåâèçíà÷åíèì ÿê åëåìåíò L2
0( )� � . Àíàëîã³÷í³ òâåðäæåí-

íÿ ïðî çá³æí³ñòü ìîæíà ëåãêî âèâåñòè ç â³äïîâ³äíèõ îö³íîê òî÷íîñò³, íàâåäåíèõ
ó öüîìó ðîçä³ë³. Çàçíà÷èìî, ùî ìíîæèíà Y0 ìîæå ìàòè äåê³ëüêà çâ’ÿçíèõ êîìïî-
íåíò, çàìèêàííÿ ÿêèõ íå ïåðåòèíàþòüñÿ, ÿê íà ðèñ. 1, á. Òîìó çàäà÷³ (5) ñë³ä ðîç-
ãëÿäàòè íà ê³ëüêîõ ìíîæèíàõ îêðåìî, à ³íòåãðàëè â (6) º ñóìàìè ³íòåãðàë³â çà
öèìè ìíîæèíàìè. ² íà ïðîòèâàãó, ÿêáè Y1 áóëî ïðåäñòàâëåíî ÿê ê³ëüêà çâ’ÿçíèõ
ìíîæèí ³ç äèç’þíêòíèìè çàìèêàííÿìè (ÿê ìíîæèíè íà òîð³), òî îñåðåäíåíà çà-
äà÷à âèçíà÷àëàñÿ á áàãàòîôàçíîþ ñèñòåìîþ ð³âíÿíü ç³ çãîðòêàìè. Òàê³ îñåðåä-
íåí³ çàäà÷³ áóëî ñôîðìóëüîâàíî ³ îá´ðóíòîâàíî â [14–16].

2. ÏÅÐÅÒÂÎÐÅÍÍß ËÀÏËÀÑÀ ² ÄÎÂÅÄÅÍÍß ÒÂÅÐÄÆÅÍÜ

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 3 ñêîðèñòàºìîñÿ ìåòîäàìè ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà, ÿêå
º ³çîìîðô³çìîì â³äïîâ³äíèõ ïðîñòîð³â [18]. Äëÿ ïîâíîòè ñòèñëî íàâåäåìî
òî÷í³ ôîðìóëþâàííÿ. Òàêèé ï³äõ³ä äàº çìîãó ïîâí³ñòþ óçàãàëüíèòè êëàñè÷í³
ðåçóëüòàòè äëÿ çàäà÷³ òåïëîïðîâ³äíîñò³ (çàäà÷³ (7) çà óìîâè � � 0) íà çàäà÷³

ç ÿäðàìè M t( ) ³ R t( ), ÿê³ âèçíà÷àþòüñÿ ÿê åëåìåíòè ïðîñòîðó L1 0( , )� . Öåé

ï³äõ³ä ïðèéíÿòíèé ³ äëÿ ³íøèõ çàäà÷ ç³ çãîðòêàìè.

Äëÿ ô³êñîâàíîãî � ïðîñò³ð L L�
2 20( , ; ( ))� � çàäàìî ÿê ìíîæèíó ôóíêö³é ç

L L
loc
2 20( , ; ( ))� � , äëÿ ÿêèõ âåëè÷èíà | | | | | | | |

( , ; ( )) ( , ; ( ))
u e u

L L
t

L L�

�
2 2 2 20 0�


�

�
� �

º ñê³í÷åííîþ. Îñòàííÿ ð³âí³ñòü âèçíà÷àº íîðìó ïðîñòîðó L L�
2 20( , ; ( ))� � , ùîäî

ÿêî¿ òàêèé ïðîñò³ð º ïîâíèì [18].
Çã³äíî ç [18] ï³ä ïðîñòîðîì E L E L� � �( ( )) ( ; ( ))2 2� �� � ðîçóì³ºìî ìíîæè-

íó êîìïëåêñíèõ ôóíêö³é U z U z iz( ) ( )� �1 2 ç³ çíà÷åííÿìè â L2 ( )� , íåïåðåðâíèõ

³ ãîëîìîðôíèõ íà êîìïëåêñí³é ï³âïëîùèí³ � �� �� � � � �{z z z iz z: , }1 2 1 , äëÿ
ÿêèõ º ñê³í÷åííîþ âåëè÷èíà

| | | | | | ( ) | |
( ( )) ( )

U U iz dz
E L L�

�2 2
2

2
2

2
� �

� �

�

�

� .

Ï³ä ³íòåãðàëîì ðîçóì³ºìî ãðàíèöþ â ñåðåäíüîìó ³íòåãðàëà â³ä  K äî K äëÿ
K � �. Îñòàííÿ ð³âí³ñòü âèçíà÷àº íîðìó â ïðîñòîð³ E L� ( ( ))2 � .

Íàâåäåìî âàð³àíò òåîðåìè Ïåë³–Â³íåðà, äîâåäåíèé ó [18].
Òåîðåìà 13. Äëÿ ô³êñîâàíîãî � ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà (w w� �)

� ( ) ( ) ( )w z e w t dt W zzt� �
�

�
0

º á³ºêòèâíèì ãîìåîìîðô³çìîì ç L L�
2 20( , ; ( ))� � â E L� ( ( ))2 � .
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Àíàëîã³÷íî âèçíà÷àþòü ïðîñòîðè E H� ( ( ))0
1 � ³ E H� ( ( ))1 � , äëÿ ÿêèõ òà-

êîæ âèêîíóºòüñÿ àíàëîã òåîðåìè 13. Êð³ì òîãî [18], ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà êî-
ìóòóº ç äèôåðåíö³þâàííÿì çà ïðîñòîðîâèìè çì³ííèìè, à îïåðàòîð çãîðòêè
â³äíîñíî t òðàíñôîðìóºòüñÿ ïåðåòâîðåííÿì Ëàïëàñà â îïåðàòîð ïîòî÷êîâîãî
ìíîæåííÿ â³äíîñíî z �� .

Óâåäåìî ïîçíà÷åííÿ V � ��, Q q� �, P p� � , G g� � òà F f� � äëÿ ïåðåòâîðåíü

Ëàïëàñà äëÿ ðîçâ’ÿçê³â òà äàíèõ. Çàñòîñîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà äî çà-
äà÷³ (7), îòðèìóºìî åêâ³âàëåíòíó çàäà÷ó

z m M z V V( � ( )) ( )1 1  � �� div A � â � , V � 0 íà �� (8)

äëÿ z �� , äå

� �  �  �( � ( )) ( ) ( � ( )) ( )r R z F z m M z u G z1 1
0

1� � div B . (9)

Äëÿ ô³êñîâàíîãî z �� çàäà÷à (8) º êðàéîâîþ çàäà÷åþ äëÿ åë³ïòè÷íîãî
ð³âíÿííÿ ç êîìïëåêñíèìè êîåô³ö³ºíòàìè â ìîëîäøèõ äîäàíêàõ. Òîìó [18] òàêà
çàäà÷à ðîçâ’ÿçíà äëÿ âñ³õ z �� , êð³ì, ìîæëèâî, äèñêðåòíî¿ ìíîæèíè â � . Äëÿ
äîâåäåííÿ ðîçâ’ÿçíîñò³ çàäà÷³ (8) áóäå äîñòàòíüî â³äîêðåìèòè çíà÷åííÿ z ��

â³ä òàêî¿ äèñêðåòíî¿ ìíîæèíè çà äîïîìîãîþ àïð³îðíèõ îö³íîê.
Çàñòîñîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà äî çàäà÷ (5), îòðèìóºìî åêâ³âàëåíòí³

çàäà÷³
z m Q K Q my y� � �0 0 0 � �div ( ) â Y0 , Q � 0 íà Y1,

(10)

z m P K P ry y� � �0 0 0 � �div ( ) â Y0 , P � 0 íà Y1.

Ïîìíîæèìî ïåðøå ð³âíÿííÿ ç (10) íà zQ , à ïîò³ì, ³íòåãðóþ÷è ïî ìíîæèí³ Y0 ,

ìàòèìåìî
m zQ dy z K Q Q dy m zQ dy

Y Y

y y

Y

0
2 1

0 0

0 0 0

� � �� � � �| | ( , )� � .

Âèêîðèñòîâóþ÷è êîìïëåêñíå ñïðÿæåííÿ ³ ñèìåòð³þ K0 , îòðèìóºìî

m zQ dy z K Q Q dy m zQdy

Y Y

y y

Y

0
2 1

0 0

0 0 0

� � �� � � �| | ( , )� � .

Ï³äñóìîâóþ÷è ö³ ð³âíîñò³, óíàñë³äîê åë³ïòè÷íîñò³ K0 äëÿ z �� 0 îòðèìóºìî

� �� � �| | | | | | | |
( ) ( )

zQ z Q m zQdy
L Y

y
L Y

Y

2
0

2
0

0

2
1

1 2
0� � � �

�Re | |
Y

zQ dy

0

� �

� � � � � �| | | | | | | | | | | |
( )

/ /
( )

/ /zQ Y zQ Y
L Y L Y2

0
2

0
0

1 2 1 2 1 2
0

1 2 �

� � ( / ) | | | | ( / ) | |
( )

� � �2 22
0

2 1 2
0zQ Y

L Y
.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ z �� 0 ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî

| | | | | |
( )

zQ Y
L Y2

0

2 2 2
0� � � . (11)

Êð³ì òîãî, ç îçíà÷åíü ³ ð³âíîñòåé (6) âèïëèâàº, ùî

� ( ( , ) )M m zQ z y dy

Y

� � 0

0

1 (12)

òà
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| � | | ( , ) | | | | | | | |
( )

/M zm Q z y m dy zQ Y Y

Y
L Y

�  � ��
0

2
0

0 0 0
1 2

0� � | ( )| |� � � � �1 2
0Y

óíàñë³äîê (11). Òîìó ôóíêö³ÿ �M îáìåæåíà íà � 0 , îñê³ëüêè ìîæíà áåçïîñå-

ðåäíüî ïåðåâ³ðèòè, ùî çàäà÷³ (5) ìàþòü ºäèí³ ðîçâ’ÿçêè äëÿ êîæíîãî z �� 0 ,
ãîëîìîðôí³ ³ íåïåðåðåâí³ óíàñë³äîê òåîðåìè 13, à òàêîæ â³äîì³ âëàñòèâîñò³
ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷ (5), âñòàíîâëåíèõ, íàïðèêëàä, â [17].

Àíàëîã³÷íî ìíîæèìî äðóãå ð³âíÿííÿ ç (10) íà zP òà, àðãóìåíòóþ÷è ÿê ³
âèùå, ìàºìî

| � | | ( , ) | ( )| |R zm P z y r dy Y

Y

�  � ��


0

0 0
1 2

0� � � .

Íàäàë³ ìíîæèìî ïåðøå ð³âíÿííÿ ç (10) íà zzQ òà, ³íòåãðóþ÷è ïî ìíîæèí³ Y0 ,

îòðèìóºìî

z zQ m zQ dy z m zQ dy K zQ

Y Y Y

y( ) ( ) ( ) (

0 0 0

1 1 10 0
1

0� � �  �  � �� � , )� �y zQ dy 0 .

Îòæå, âèêîðèñòîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ (12) ³ ñïðÿæåííÿ, îäåðæóºìî

 �  � � �� �
z M z m zQ dy K zQ zQ dy

Y Y

y y
� ( ) ( , )0

2 1
0

0 0

1 � � ,

 �  � � �� �
z M z m zQ dy K zQ zQ dy

Y Y

y y
� ( ) ( , )0

2 1
0

0 0

1 � � .

Ï³äñóìîâóþ÷è ö³ äâ³ ð³âíîñò³, óíàñë³äîê åë³ïòè÷íîñò³ K0 îòðèìóºìî

Re ( � ) �zM 0, Re( � ) �M 0 äëÿ z �� 0 , (13)

äå îñòàííÿ íåð³âí³ñòü ïåðåâ³ðÿºòüñÿ ìíîæåííÿì îñòàíí³õ äâîõ ð³âíîñòåé íà
1 / z é 1 / z â³äïîâ³äíî. Ïîòð³áíî âðàõîâóâàòè, ùî ð³âí³ñòü zQ �1 íå ìîæå âè-
êîíóâàòèñÿ íà Y0 äëÿ z �� 0 , îñê³ëüêè zQ � 0 íà ìåæ³ �Y0 çà âèçíà÷åííÿì.

Ïîìíîæèìî ð³âíÿííÿ ç (8) íà V òà, ³íòåãðóþ÷è ïî � , îäåðæóºìî

( � ) | | ( , )zm zM V dx V V dx Vdx1 2 1 � � � �� � ��

� � �

A � .

Ï³äñóìóºìî öþ ð³âí³ñòü ³ç ñïðÿæåíîþ ³ óíàñë³äîê åë³ïòè÷íîñò³ A1 òà (13) äëÿ
z �� 0 îòðèìóºìî

z Y V Y V V dx
L H

1 1
2

1
2

2
0
1� �| | | | | | | | | | | | ( ) | |

( ) ( )� �
�

� � ��Re � � | | | | | |
( ) ( )H H

V1
0
1� �

,

òîìó
� | | | | | | | | | |

( ) ( )
Y V

H H1
2

0
1 1

� �
� ��

� � � � �
 ( ( )| | )(| | | | | | | | | | | |

( ) ( )
� � � �1 2

0 01 1Y F u G
H H L� � 2( )

)
� n

óíàñë³äîê (9), îñê³ëüêè m Y1
1

1| | , r Y1
1

1| | , �M ³ �R º îáìåæåíèìè òà � � 1.

Íàïðèêëàä, m m Y1
1 1� | | â³äïîâ³äíî äî (4) ó ðàç³, êîëè m1 º ñòàëîþ.

Îòæå, äîâåäåíî òàêå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 1. Äëÿ êîæíîãî z �� 0 , f L H� � 2 10( , ; ( ))� , g L L n� �2 20( , ; ( ) )� ³

u H0
1�  ( )� ³ñíóº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê V H� 0

1 ( )� çàäà÷³ (8) òà çíàéäåòüñÿ äîäàòíà

ñòàëà C, ÿêà çàëåæèòü ò³ëüêè â³ä � , � , | |Y1 , | |Y0 ³ òàêà, ùî

| | | | (| | | | | | | | | | | |
( ) ( ) ( ) ( )

V C F G u
H H L Hn

0
1 1 2 10� � � �

� � �  ) . (14)
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Òàê³ ðîçâ’ÿçêè çàäà÷³ (8) ìàþòü äîäàòêîâ³ âëàñòèâîñò³, à ñàìå, ÿê ³ ó [16] ïå-
ðåâ³ðÿºìî íåïåðåðâí³ñòü ³ ãîëîìîðôí³ñòü ðîçâ’ÿçê³â â³äïîâ³äíî äî íàñòóïíèõ
äâîõ òâåðäæåíü.

Ëåìà 2. Çà óìîâ ëåìè 1 ðîçâ’ÿçîê V V z� ( ) çàäà÷³ (8) º íåïåðåðâíèì íà � 0 .

Äîâåäåííÿ. Ô³êñóºìî z0 0�� òà íåõàé z z� 0 . Óâåäåìî ïîçíà÷åííÿ

�( ) � ( ), ( ) ( ) ( )z zm zM z V z V z V z�  � 1
0 0� .

Òîä³ çàäà÷³ (8) ó òî÷êàõ z ³ z0 ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³

�( ) ( ) ( ( )) ( )z V z V z z � �div A1
� â � , V z( ) � 0 íà �� ,

�( ) ( ) ( ( )) ( )z V z V z z0 0
1

0 0 � �div A � â � , V z( )0 0� íà �� .

Â³äí³ìåìî â³ä ïåðøîãî ð³âíÿííÿ äðóãå òà, âðàõîâóþ÷è, ùî � �( ) ( )z z0 � �
� � �( ) ( )z z0 , îòðèìóºìî

� � �( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ( ) ( )) (z V z V z z z z z V z0
1

0 0 0 � �   div A � � 0 ) â � � (15)

Îòæå, ïîâòîðþþ÷è äîâåäåííÿ íåð³âíîñò³ (14), ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

| | | | | | ( ) ( ) | | | ( ) ( ) | | |
( ) ( )

V C z z z z C
H H0 0 0

0
1 1� �

� ��  � � � V z
H

( )| |
( )0 1 0 �
�

äëÿ z z� 0 , îñê³ëüêè �( )z ³ �( )z º íåïåðåðâíèìè óíàñë³äîê òåîðåìè 13 òà
ïðèïóùåíü. �

Ëåìà 3. Çà óìîâ ëåìè 1 ðîçâ’ÿçîêV V z� ( ) çàäà÷³ (8) º ãîëîìîðôíèì íà � 0 .

Äîâåäåííÿ. Ô³êñóºìî z0 0�� òà íåõàé z z� 0 . Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ

äîñòàòíüî ïîä³ëèòè âèðàç (15) íà z z 0 ³ ïåðåéòè äî ãðàíèö³ äëÿ z z� 0 , îñê³ëüêè
ìîæíà ïîâòîðèòè äîâåäåííÿ íåð³âíîñò³ (14) ç âðàõóâàííÿì, ùî �( )z ³ �( )z º ãîëî-
ìîðôíèìè. �

Îòæå, ç óðàõóâàííÿì ³íòåãðîâíîñò³ �( )z ³ç (9) çà îçíà÷åííÿì ïðîñòîðó

E H0
1( ( )) � äëÿ u0 0� îäåðæóºìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 4. Äëÿ êîæíîãî f L H� � 2 10( , ; ( ))� , g L L n� �2 20( , ; ( ) )� ³ u0 0�

³ñíóº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê � � �L H2
0
10( , ; ( ))� çàäà÷³ (7) ³ çíàéäåòüñÿ ñòàëà C, ÿêà

çàëåæèòü ò³ëüêè â³ä � , � , | |Y1 , | |Y0 ³ òàêà, ùî

| | | | (| | | | | | | |
( , ; ( )) ( , ; ( )) (

�
L H L H L

C f g2
0
1 2 1 20 0� �

� �� � 0 2, ; ( ) )
)

� L n�
.

Îñê³ëüêè çàäà÷à (7) ë³í³éíà, äëÿ çàâåðøåííÿ äîñë³äæåííÿ ðîçâ’ÿçíîñò³ îñå-
ðåäíåíèõ çàäà÷ ç³ çãîðòêàìè ïîòð³áíî ðîçãëÿíóòè âèïàäîê äîâ³ëüíîãî u0 ³ f � 0,
g � 0. Ó öüîìó ðàç³ óìîâà ³íòåãðîâíîñò³ �( )z ³ç (9) çà îçíà÷åííÿì ïðîñòîðó

E H0
1( ( )) � íå âèêîíóºòüñÿ. Ïðîòå ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ë³í³éí³ñòþ çàäà÷³ (7)

é â³äîìèìè îö³íêàìè [17].
Ðîçãëÿíåìî äëÿ ôóíêö³¿ h h t x� ( , ) òàêó äîïîì³æíó ïî÷àòêîâî-êðàéîâó çàäà÷ó

m h ht
1 1 0�  � �div A( ) â � � �( , )0 , h ut| � �0 0 â � , h � 0 íà � � �� ( , ) .0 (16)

Â³äîìî [17], ùî öÿ çàäà÷à ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê h L H� �2
0
10( , ; ( ))� ³ � �ht

� � L H2 10( , ; ( ))� . Ä³éñíî, ïîìíîæóþ÷è íà h ð³âíÿííÿ çàäà÷³ (16) ó L2 ( )� ,

â³äïîâ³äíî äî [17] îòðèìóºìî

m h dx h h dx

t

1 2 12 0| | ( , )
� �
� �

�

�

�
�

�

�

�
�

� � � �

'

A .
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²íòåãðóþ÷è öþ ð³âí³ñòü çà ÷àñîâîþ çì³ííîþ 	 �( , )0 t , îäåðæóºìî

� � 	 �| | ( ) | | | | | | | | | |
( ) ( ) ( )

h t h d u
L

t

H L2
0
1 2

2

0

2
0

22
� � �

� �� . (17)

Ïåðåéäåìî äî ãðàíèö³ çà t ³ ìàòèìåìî h L H� �2
0
10( , ; ( ))� . Òîìó äëÿ ðîçâ’ÿçêó

çàäà÷³ (16) âèêîíàíî âêëþ÷åííÿ � � � �h m ht div A(( / ) )1 1 . L H2 10( , ; ( ))�  � .

Çà ïðèïóùåííÿ, ùî f � 0 ³ g � 0, ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ s h� � , äå � ³ h º ðîç-
â’ÿçêàìè çàäà÷ (7) ³ (16). Òîä³ s º ðîçâ’ÿçêîì ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¿ çàäà÷à ç³
çãîðòêàìè

m s M s s R ht t t
1 1�  � �  � � � �� �( ) ( ) ( )div A â � � �( , )0 ,

s t| � �0 0 â � , s � 0 íà � � �� ( , )0 .

Îòæå, ïîâòîðþþ÷è äîâåäåííÿ ëåìè 4, îòðèìóºìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 5. Äëÿ êîæíîãî u L0
2� ( )� çà óìîâ f � 0 ³ g � 0 ³ñíóº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê

� � �L H2
0
10( , ; ( ))� çàäà÷³ (7) ³ çíàéäåòüñÿ ñòàëà C, ÿêà çàëåæèòü ò³ëüêè â³ä � , � ,

| |Y1 , | |Y0 ³ òàêà, ùî
| | | | | | | |

( , ; ( )) ( )
�

L H L
C u2

0
1 20 0�

�
� �

.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3. Íà ï³äñòàâ³ ëåì 4 ³ 5 ïîòð³áíî äîâåñòè, ùî � �� t

� � L H2 10( , ; ( ))� . Äëÿ äîâ³ëüíèõ f , g òà u0 ç òåîðåìè 3 çàïèøåìî çàäà÷ó (8)

ó âèãëÿä³
V � 0 íà ��,

m zV u M z m V1
0

1 1 11( ) ( � ( ) / ) ( ( ) �  � �� div A

�  �( � ( )) ( ) ( ))r R z F z G z1 1� div B â � , (18)

äå ôóíêö³ÿ ( � ( ) / )1 1 1 �M z m âèçíà÷åíà êîðåêòíî, îñê³ëüêè çã³äíî ç (12) òà

(13) îòðèìóºìî

1 1 11 1�  �  �Re ( � ( ) / ) | � ( ) / |� �M z m M z m

� � � � � 1 11 1 1 2
0| � ( ) / | ( )| |� � � � �M z m Y .

Îáåðíåìî öþ íåð³âí³ñòü ³ îòðèìàºìî | � ( ) / |1 11 1 ��M z m . Äëÿ f , g ³ u0 ç òåî-

ðåìè 3 ïðàâà ÷àñòèíà ð³âíÿííÿ (18) íàëåæèòü H 1 ( )� äëÿ z0 0�� ³ çàäîâîëü-

íÿº óìîâó ³íòåãðîâíîñò³ çà îçíà÷åííÿì ïðîñòîðó E H0
1( ( )) � . Êð³ì òîãî, ïå-

ðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà ïîõ³äíî¿ m t
1 �� äëÿ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ (7) çá³ãàºòüñÿ ç ë³âîþ

÷àñòèíîþ ð³âíÿííÿ (18) ³ òîìó � � � � t L H2 10( , ; ( ))� . Ç öüîãî âêëþ÷åííÿ ³

� � �L H2
0
10( , ; ( ))� âèïëèâàº, ùî � �C T L0 20([ , ]; ( ))� äëÿ ô³êñîâàíîãî T

óíàñë³äîê â³äîìî¿ òåðåìè ïðî âêëàäåííÿ, íàâåäåíî¿, íàïðèêëàä, â [17].
Ïîìíîæóþ÷è ð³âíÿííÿ ç (8) íà zV òà ³íòåãðóþ÷è ïî � , îäåðæóºìî

( � ) | | ( , )m M zV dx z V V dx zVdx1 2 1 � � � �� � ��

� � �

A � .

Ï³äñóìîâóþ÷è öþ ð³âí³ñòü ³ç ñïðÿæåíîþ, óíàñë³äîê åë³ïòè÷íîñò³ A1 ³ (13)
äëÿ z �� 0 îòðèìóºìî

� �| | | | | | | | | | | | ( )
( ) ( )

Y zV z Y V zV dx
L H

1
2

1 1
2

2
0
1� �

�

� � ��Re � | | | | | | | |
( ) ( )

�
L L

zV2 2� �
.
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Îòæå, ïîâòîðþþ÷è äîâåäåííÿ ëåìè 1, îäåðæóºìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 6. Äëÿ êîæíîãî z �� 0 , f L L� �2 20( , ; ( ))� , g L H n� �2 10( , ; ( ) )� ³

u L0
2� ( )� ³ñíóº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê V H� 0

1 ( )� çàäà÷³ (8) òà çíàéäåòüñÿ äîäàòíà

ñòàëà C, ÿêà çàëåæèòü ò³ëüêè â³ä � , � , | |Y1 , | |Y0 ³ òàêà, ùî

| | | | ( | | | | | | | | | | | | )
( ) ( ) ( ) ( )

zV C F G u
L L H Ln2 2 1 20� � � �

� � � . (19)

Äëÿ u0 0� ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà â³ä ïîõ³äíî¿ �� t äëÿ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ (7)
äîð³âíþº zV . Îòæå, ïîâòîðþþ÷è äîâåäåííÿ ëåìè 4, îòðèìóºìî òàêå
òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 7. Íåõàé f L L� �2 20( , ; ( ))� , g L H n� �2 10( , ; ( ) )� ³ u0 0� . Òîä³ ³ñíóº

ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê � � �L H2
0
10( , ; ( ))� çàäà÷³ (7), äëÿ ÿêîãî âèêîíàíî âêëþ÷åííÿ

� � �� t L L2 20( , ; ( ))� .

Äëÿ f � 0, g � 0 ³ äîâ³ëüíèõ u L0
2� ( )� çíîâó ñêîðèñòàºìîñÿ çàäà÷åþ (16).

Ïîìíîæóþ÷è ó L2 ( )� ð³âíÿííÿ ö³º¿ çàäà÷³ íà �ht , â³äïîâ³äíî äî [17] îòðèìóºìî

2 01 2 1m h dx h h dxt

t

| | ( , )
� �
� �� � � �

�

�

�
�

�

�

�
�

�A

'

.

²íòåãðóþ÷è öþ ð³âí³ñòü çà ÷àñîâîþ çì³ííîþ 	 �( , )0 t , ä³éäåìî âèñíîâêó, ùî

� 	 �

�

t

t
L H

h d u� � �| | | | | | | |
( ) ( )2

0
1

2
0

2

� �
. (20)

Ïåðåéäåìî äî ãðàíèö³ çà t ³ îòðèìàºìî � � �h L Lt
2 20( , ; ( ))� . Îòæå, âèêîðèñ-

òîâóþ÷è ëåìó 7 òà ïîâåðòàþ÷èñü äî çàäà÷³ äëÿ s h� � , äå � ³ h º ðîçâ’ÿçêàìè
çàäà÷ (7) ³ (16), âñòàíîâëþºìî, ùî çíàéäåòüñÿ òàêà ñòàëà C, ÿêà çàëåæèòü ò³ëüêè
â³ä � , � , | |Y1 , | |Y0 , à òàêîæ

|| | | ( | | | | | | | |
( , ; ( )) ( , ; ( )) (

� � �
� �

� t L L L L L
C f g2 2 2 2 20 0� � 0 01

0
1, ; ( ) ) ( )

| | | | )
�

�
H Hn u

� �
.

Öÿ íåð³âí³ñòü çàâåðøóº äîâåäåííÿ òåîðåìè 3. �

Çàóâàæåííÿ 1. Ç îñòàííüî¿ íåð³âíîñò³, ð³âíîñò³ (18) òà åë³ïòè÷íî¿ ðåãóëÿð-

íîñò³ âèïëèâàº, ùî � � �L H2 20( , ; ( ))� . Çîêðåìà, äëÿ n � 3 óíàñë³äîê â³äîìî¿ òå-

îðåìè âêëàäåííÿ [17] ìîæíà çàïèñàòè

| | | | (| | | | | | | |
( , ; ( )) ( , ; ( )) ( ,

�
L C L L L

C f g2 0 2 2 20 0 0� �
� �

� � �
�

; ( ) ) ( )
| | | | ) ,

H H
u1 3

0
10� �

(21)

äå ñòàëà C çàëåæèòü ò³ëüêè â³ä � , � , | |Y1 , | |Y0 òà íå çàëåæèòü â³ä � ³ �.

Ä³éñíî, íàïðèêëàä, äëÿ f C T� ��
0 0(( , ) )� , g C T n� ��

0 0(( , ) )� ³ u0 0� ìîæ-

íà ïîâòîðèòè äîâåäåííÿ (19) ³ îòðèìàòè äëÿ äîâ³ëüíîãî n � 2, ùî áóäü-ÿêà
ïîõ³äíà çà ÷àñîì ðîçâ’ÿçêó îö³íþºòüñÿ â³äïîâ³äíèìè ïîõ³äíèìè çà ÷àñîì â³ä f ³ g.
Òîä³, âèêîðèñòîâóþ÷è ïîñë³äîâíî ð³âí³ñòü (18) òà ðåãóëÿðí³ñòü äëÿ ðîçâ’ÿçê³â çà-

äà÷³ (7), ìîæíà îòðèìàòè, ùî �  � �H H( , ; ( ))0 2 � äëÿ ÿê çàâãîäíî âåëèêèõ

ö³ëèõ ÷èñåë  ç îö³íêàìè, ÿê³ íå çàëåæàòü â³ä � ³ �. Îòæå, ìîæíà, íàïðèêëàä,
çàì³íèòè � íà �� t ó íåð³âíîñò³ (21) äëÿ ðåãóëÿðíèõ äàíèõ. Äëÿ u0 0� òàêå òâåð-
äæåííÿ ïðî ðåãóëÿðí³ñòü íå âèêîíóºòüñÿ, ùî ìîæíà ïåðåâ³ðèòè, äèôåðåíö³þþ÷è
çà ÷àñîì ð³âíÿííÿ çàäà÷³ (7). Ñàìå öå çìóøóº ïðèïóñêàòè u0 0� ó òåoðåì³ 4.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2. Íåõàé � º ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (3) òà � 0 º ðîçâ’ÿçêîì

çàäà÷³ (3) äëÿ � � 0. Òîä³ � � ��  0 º ðîçâ’ÿçêîì ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¿ çàäà÷³
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè 9. Äîâåäåííÿ ö³º¿ òåîðåìè ïîâòîðþº äîâåäåííÿ òåîðå-

ìè 2, îñê³ëüêè � � ��  0 º ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (22), â ÿê³é A A� 1, òà âèêîíàíî
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Â³äîìî [19, 42], ùî ç öèõ äâîõ îö³íîê âèïëèâàº íåð³âí³ñòü
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äëÿ 0 0
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óíàñë³äîê òåîðåìè 6. Äëÿ îö³íêè îñòàíí³õ äîäàíê³â ìîæíà âèêîðèñòàòè íåð³â-
í³ñòü (24) òà ëåìó 4.5 ç [16]. Â³äïîâ³äíî äî ö³º¿ ëåìè, íàïðèêëàä, äëÿ t T�[ , ]0
îòðèìóºìî

| | ( ( ) )( ) | | | | | | | |
( ) ( , ; ( ))

q t q
L L T L

t� 	 �� �� � � �0
2

0

2
2 2 2� �

| |
( , ; ( ))L T L2 0

2
� �

, (25)

îñê³ëüêè q� � 0 â �1
� çà âèçíà÷åííÿì òà � º äîñòàòíüî ðåãóëÿðíèì â³äïîâ³äíî
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[19, 42], îòðèìóºìî íåð³âí³ñòü

| | | | | | | |
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g p C
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� � (26)

äëÿ 0 0
 �� � ç â³äïîâ³äíèì �0 , äå ñòàëà C ìîæå çàëåæàòè â³ä | |� . Íàäàë³,
çàì³ñòü (25) ìàºìî
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îñê³ëüêè � º äîñòàòíüî ðåãóëÿðíèì. Òîìó íåçàëåæíî â³ä � çà óìîâ òåîðåìè 7
îäåðæóºìî
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Òàêà îö³íêà º ã³ðøîþ çà îö³íêó òåîðåìè 6, äå àñèìïòîòèêà ìàº îñöèëþâàëüí³
äîäàíêè.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 10. Çà óìîâ òåîðåìè 8 ó ðîáîò³ [16, íàñë³äîê 2.7] äîâå-
äåíî, ùî
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Òóò ³ íàäàë³ âåëè÷èíà �s º äîñòàòíüî ìàëîþ äëÿ âåëèêèõ s.
Äëÿ êîæíîãî s ïîçíà÷èìî us ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1), äå f ³ g â³äïîâ³äíî

çàì³íåíî íà f s ³ gs. Äëÿ ðîçâ’ÿçêó u çàäà÷³ (1) ïîçíà÷èìî � � u us òà ïå-
ðåâ³ðèìî, ùî âèêîíàíî íåð³âí³ñòü
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äå ñòàëà C íå çàëåæèòü â³ä �, �, � ³ s. Ïîìíîæèìî íà � s ð³âíÿííÿ çàäà÷³ (1)
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Îòæå, ñêîðî÷óþ÷è ïîä³áí³ äîäàíêè òà îá÷èñëþþ÷è ñóòòºâèé ñóïðåìóì, îäåð-
æóºìî òî÷íî (28). Òàêå äîâåäåííÿ íåð³âíîñò³ (28) äàº çìîãó ç’ÿñóâàòè, ÿê
îö³íþºòüñÿ åíåðãåòè÷íà íîðìà äëÿ çàäà÷³ (1).

Àíàëîã³÷íî ïîçíà÷èìî � 0
s ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (7) äëÿ � � 0, äå f ³ g â³äïîâ³äíî
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè 12. Ïîçíà÷èìî � s ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (7), äå f ³ g â³äïî-

â³äíî çàì³íåíî íà f s ³ gs. Îòæå, äîäàòêîâî äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 11 ìàºìî
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óíàñë³äîê òåîðåìè 3. Êð³ì òîãî, âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü (28) ó ïîçíà÷åííÿõ ç
äîâåäåííÿ òåîðåìè 11. Òîìó ìîæíà ïîâòîðèòè öå äîâåäåííÿ, àëå ç îäíèì
çàóâàæåííÿì. Çà óìîâ òåîðåìè 12 ìîæóòü íå âèêîíóâàòèñÿ íåð³âíîñò³ (25) òà
(27). Àëå, ÿê ³ â (27), äëÿ t T�[ , ]0 îòðèìóºìî
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Îòæå, ³ç íåð³âíîñò³ (26) âèïëèâàº, íàïðèêëàä, îö³íêà
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó ðîáîò³ ðîçãëÿíóòî ïî÷àòêîâî-êðàéîâ³ çàäà÷³ äëÿ íåñòàö³îíàðíèõ ð³âíÿíü
ô³ëüòðàö³¿ â ïåð³îäè÷íèõ ïîðèñòèõ ñåðåäîâèùàõ, ÿê³ óòâîðåí³ âåëèêîþ ê³ëü-
ê³ñòþ «áëîê³â» ç íèçüêîþ ïðîíèêí³ñòþ, ðîçä³ëåíèõ ñïîëó÷íîþ ñèñòåìîþ
«ðîçëàì³â» ç âèñîêîþ ïðîíèêí³ñòþ. Íàâåäåíî îñåðåäíåí³ çàäà÷³, ðîçâ’ÿçêè
ÿêèõ âèçíà÷àþòü íàáëèæåíó àñèìïòîòèêó ðîçâ’ÿçê³â òàêèõ çàäà÷. Îñåðåäíåí³
çàäà÷³ ìàþòü âèãëÿä ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ³íòåãðî-äèôåðåíö³àëüíèõ
ð³âíÿíü ç³ çãîðòêàìè. Äîâåäåíî îö³íêè òî÷íîñò³ àñèìïòîòèêè òà â³äïîâ³äí³ òå-
îðåìè ïðî çá³æíîñò³. Âñòàíîâëåíî òâåðäæåííÿ ïðî ðîçâ’ÿçí³ñòü ³ ðåãóëÿðí³ñòü
äëÿ òàêèõ çàäà÷, ÿê³ º îïòèìàëüíèìè òà íå çàëåæàòü â³ä ïàðàìåòð³â.
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G.V. Sandrakov, S.I. Lyashko, V.V. Semenov
SIMULATION OF FILTRATION PROCESSES FOR INHOMOGENEOUS MEDIA
AND HOMOGENIZATION

Abstract. The investigation of the dynamic processes of filtration in porous media is essential
when planning the use of underground resources and simulation of systems in ecology. Porous
periodic media, formed by a large number of “blocks” with low permeability, and separated by
a connected system of “faults” with high permeability, will be considered here. Taking into
account the structure of such media in modeling leads to the dependence of the filtration
equations and their coefficients on a small parameter characterizing the microscale of the
porous medium and the permeability of the blocks. Thus, initial boundary value problems for
nonstationary equations of filtration in such porous media are considered. Homogenized
problems (whose solutions determine approximate asymptotics for solutions of the original
problems) are presented. The homogenized problems have the form of initial boundary value
problems for integro-differential equations in convolutions. Estimates for the accuracy of the
asymptotics and relevant convergence theorem are discussed. Statements about the solvability
and regularity for the problems and the homogenized problems are proved. The statements are
optimal and do not depend on the parameters.

Keywords: homogenized problems, parabolic problems, approximate asymptotics, solvability,
a priori estimates, Laplace transforms.
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