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ÀËÜÒÅÐÍÀÒÈÂÍÅ ÄÎÂÅÄÅÍÍß ÍÅÐ²ÂÍÎÑÒÅÉ ÃÀÓÑÀ

Àíîòàö³ÿ. Äàíî ÷³òêå ôîðìóëþâàííÿ äâîõ íåð³âíîñòåé Ãàóñà. Ïðåäñòàâëåíî ïðîçîðå ¿õíº
äîâåäåííÿ, ùî ãðóíòóºòüñÿ íà â³äîìèõ ôóíäàìåíòàëüíèõ ðåçóëüòàòàõ. Çàïðîïîíîâàíî ïðî-
ñòèé ñïîñ³á ïîáóäîâè ðîçáèòòÿ îáëàñò³ ïàðàìåòð³â çàäà÷³. Çíàéäåíî ÿâíèé âèãëÿä åêñòðå-
ìàëüíèõ ôóíêö³é ðîçïîä³ëó.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: åêñòðåìàëüí³ çíà÷åííÿ, ë³í³éí³ ôóíêö³îíàëè, êëàñè óí³ìîäàëüíèõ
ôóíêö³é ðîçïîä³ëó.

ÂÑÒÓÏ

²ñíóº âåëèêà á³áë³îãðàô³ÿ ñòîñîâíî íåð³âíîñòåé ×åáèøîâà ³ Ãàóñà ³ ¿õíº äîâåäåííÿ
ð³çíèìè ñïîñîáàìè. Íàéá³ëüø ïîâíà á³áë³îãðàô³ÿ ç³áðàíà â êíèãàõ [1, 2]. Ó êíèç³
[1, ãë. 12, ðîçä. 4] ðîçãëÿíóòî áàãàòî ïðèêëàä³â (ó òîìó ÷èñë³ íåð³âí³ñòü Ãàóñà),
äå îòðèìàíî âåðõí³ îö³íêè äëÿ ë³í³éíèõ ôóíêö³îíàë³â ó ð³çíèõ êëàñàõ
óí³ìîäàëüíèõ ðîçïîä³ë³â. Íà îñíîâ³ öèõ ïðèêëàä³â àâòîðè êíèãè [1], ðîçâèâàþ÷è
³ äåìîíñòðóþ÷è êîíñòðóêòèâíèé ï³äõ³ä äî çíàõîäæåííÿ òî÷íèõ îö³íîê òàêèõ
ôóíêö³îíàë³â, ïèøóòü: «Ýòà òåõíèêà ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ìîùíîé è, ïî-âèäèìîìó,
íîâà». (Ïðè äîâåäåíí³ íåð³âíîñò³ Ãàóñà â [1] (ðîñ³éñüêèé ïåðåêëàä) áóëè
äîïóùåí³ íåòî÷íîñò³, ÿê³ òóò âèïðàâëåíî.)

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×²

Ó ö³é ñòàòò³ àâòîð, ïîïóëÿðèçóþ÷è çãàäàíèé âèùå ìåòîä, ðîçãëÿäàº äâ³ òàê³
çàäà÷³ Ãàóñà. Çíàéòè ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ ³ìîâ³ðíîñò³ P t{ }� � , äå � ìàº
íåâ³äîìó óí³ìîäàëüíó ôóíêö³þ ðîçïîä³ëó (ô.ð.) F x� ( ) , ¿¿ ù³ëüí³ñòü f x� ( )
³ ìîäó m � 0 ó äâîõ êëàñàõ. Ïîçíà÷èìî A2 êëàñ ô.ð. F x� ( ) òàêèõ, ùî m � 0

³ ô³êñîâàíî ò³ëüêè äðóãèé ìîìåíò m x dF x2
2

0

�
�

� � ( ) . Ïîçíà÷èìî Ar êëàñ

ôóíêö³é ðîçïîä³ëó F x� ( ) òàêèõ, ùî m � 0 ³ ô³êñîâàíî ò³ëüêè r-é ìîìåíò

m x dF xr
r�

�

� � ( )

0

, r � 2 . Íåõàé â îáîõ êëàñàõ âèêîíóþòüñÿ ð³âíîñò³

F f� �( ) ( )0 0 0� � � � . Ïîçíà÷èìî ôóíêö³îíàë I F P t dF x

t

( ): ( )� ��� � �
�

�{ } .

Ó ïåðø³é çàäà÷³ çíàõîäèòüñÿ max ( ), ( )I F F x A� � � 2 , à â äðóã³é —
max ( ), ( )I F F x Ar� � � .

Ù³ëüí³ñòü f x� ( ) ìîæå ìàòè àáî îäíó ìîäó m , àáî îäèí ³íòåðâàë ìîä. Íåõàé
m — ºäèíà àáî º îäí³ºþ ç ìîä ù³ëüíîñò³ f x� ( ) . Òîä³ ô.ð. F x� ( ) çàïèøåìî
ó âèãëÿä³
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Ù³ëüí³ñòü f x� ( ) íå ñïàäàº íà â³äð³çêó [ , ]0 m ³ íå çðîñòàº íà ( , )m � , à Fm —
öå ìîæëèâèé ñòðèáîê F x� ( ) â òî÷ö³ m . Íàêëàäåìî íà ù³ëüí³ñòü òàê³
îáìåæåííÿ:

x f x x rr� � � � �1 0 2� ( ) , ; . (2)

Ö³ îáìåæåííÿ íåîáõ³äí³ äëÿ ³ñíóâàííÿ r-ãî ìîìåíòó ó ô.ð. F x� ( ) , ùî ðîçãëÿ-
äàºòüñÿ äàë³ â äîâåäåíí³ òåîðåìè 3 ³ óçàãàëüíåí³é íåð³âíîñò³ Ãàóñà.

Áóäåìî ââàæàòè, ùî f x� ( ) ìàéæå âñþäè äèôåðåíö³éîâíà, çà âèíÿòêîì
( )r �1 -¿ òî÷êè (îäíà ç ÿêèõ ìîæå áóòè ìîäîþ m), ÿêùî ó ô.ð. F x� ( ) ô³êñîâàíî
r � 2 ìîìåíòè. Êëàñè A2 ³ Ar îïèñàíî ïîâí³ñòþ.

ÄÎÏÎÌ²ÆÍ² ÐÅÇÓËÜÒÀÒÈ

Ïåðåòâîðåííÿ Äæîíñîíà–Ðîäæåðñà [3] ìàº âèãëÿä:

F x F x m x f x� � �( ) ( ) ( ) ( )� � � , (3)

äå F x� ( ) — ô.ð. áåç îáìåæåííÿ íà óí³ìîäàëüí³ñòü. Ç (3) âèïëèâàº

dF x m x df x� �( ) ( ) ( )� � . (4)

Öå ïåðåòâîðåííÿ çàäàº âçàºìíî îäíîçíà÷íó â³äïîâ³äí³ñòü ì³æ ô.ð. F x A� ( ) �
³ ô.ð. F x K� ( ) � , äå A — êëàñ óí³ìîäàëüíèõ ô.ð. ³ç çàäàíîþ ìîäîþ
³ ìîìåíòàìè, à K — êëàñ ô.ð. áåç îáìåæåííÿ íà óí³ìîäàëüí³ñòü, àëå ç âè-
çíà÷åíèìè ìîìåíòàìè, ùî îá÷èñëþþòüñÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è â³äïîâ³äí³
ìîìåíòè óí³ìîäàëüíèõ ô.ð., à ñàìå

s x dF x i m imm i r m x dFi
i

i i i
i� � � � � ��

�

� � �( ) ( ) , , , ..., ;1 1 21

0

( )x

0

�

� . (5)

Çà äîïîìîãîþ (2)–(4) ³ ³íòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè ë³í³éíèé ôóíêö³îíàë I F( )�

â³ä ô.ð. F x� ( ) ïåðåòâîðþºòüñÿ íà ë³í³éíèé ôóíêö³îíàë R F( )� â³ä ô.ð. F x� ( ) , äî
òîãî æ I F R F( ) ( )� �� . Òîìó ñïðàâåäëèâà ð³âí³ñòü

sup sup
F A F K

I F R F

� �

� �
� �

�( ) ( ) . (6)

ÒÅÎÐÅÌÀ ÌÀËÃÎËËÀÍÄÀ–ÐÎÄÆÅÐÑÀ [4]

Îçíà÷åííÿ 1. Ô.ð. F x K( ) � íàçèâàºòüñÿ êðàéíüîþ òî÷êîþ ìíîæèíè K, ÿêùî ¿¿

íåìîæëèâî ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿä³ F x F x F x( ) ( ) ( )� �
1

2

1

2
1 2 , äå F x1 ( ) ³ F x2 ( ) —

ð³çí³ ô.ð. ç ìíîæèíè K. Öå îçíà÷åííÿ íàâåäåíî â ðîáîò³ [4].
Îçíà÷åííÿ 2. Çàìèêàííÿ ìíîæèíè K ïîçíà÷àºòüñÿ [ ]K ³ º ìíîæèíîþ K ðàç-

îì ³ç ñâî¿ìè ãðàíè÷íèìè ³ êðàéí³ìè ôóíêö³ÿìè ðîçïîä³ëó.

Òåîðåìà 1 [4]. Ïîçíà÷èìî I F g x dF x( ) ( ) ( )�
�

�
0

. Íåõàé g x( ) º âèì³ðíîþ çà

Áîðåëåì ôóíêö³ºþ, ùî ìàº ñê³í÷åíí³ çíà÷åííÿ äëÿ âñ³õ ñê³í÷åííèõ x � 0 . Íåõàé

K — ìíîæèíà ô.ð. F x( ) ç ô³êñîâàíèìè ìîìåíòàìè s x dF x ii
i� �

�

� ( ), , , ...,1 2

0

à E —

ï³äìíîæèíà êðàéí³õ òî÷îê ìíîæèíè K. Òîä³ ³íô³ìóì ÷è ñóïðåìóì ë³í³éíîãî
ôóíêö³îíàëà I F( ) çà çàìèêàííÿì ìíîæèíè K äîð³âíþº ³íô³ìóìó ÷è ñóïðåìóìó çà
çàìèêàííÿì ìíîæèíè E:

inf inf
F K F E

I F I F
� �

�
[ ] [ ]

( ) ( ) . (7)
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Ìíîæèíà [ ]E êðàéí³õ òî÷îê ìíîæèíè [ ]K ñêëàäàºòüñÿ ³ç ñõ³ä÷àñòèõ ô.ð.
ßêùî ô³êñîâàíî k ìîìåíò³â, òî ê³ëüê³ñòü òî÷îê ðîñòó ó ô.ð. F x E( ) [ ]� íå ïåðå-
âèùóº k �1 (ó ö³é ðîáîò³ k �1).

Ïðèêëàä 1. ßêùî ô.ð. ìàº ò³ëüêè îäèí ô³êñîâàíèé ìîìåíò s1, òî êðàéí³ìè

òî÷êàìè ìíîæèíè K º äâîõòî÷êîâ³ ô.ð. ç òî÷êàìè ðîñòó x x1 2, ³ ñòðèáêàìè â íèõ
0 11 2	 	p p, , äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ ð³âíîñò³ p p1 2 1� � ; x p x p s1 1 2 2 1� � (s1 —
ïåðøèé ìîìåíò). Íåîáõ³äíîþ óìîâîþ ¿õíüîãî ³ñíóâàííÿ º íåð³âíîñò³
0 1 1 2	 
 
x s x . Îêð³ì öèõ ô.ð. êðàéíüîþ òî÷êîþ áóäå ô.ð. ç îäí³ºþ òî÷êîþ ðîñ-
òó â s1 ³ ñòðèáêîì â í³é, ÿêèé äîð³âíþº 1.

Çàóâàæåííÿ 1. Ç (6) ³ (7) âèïëèâàº

sup sup sup sup
F A F K F E F A

I F R F R F

� � � �

� � �
� � � �

� � �( ) ( ) ( )
[ ] [ ]

I F( )� . (8)

Çàóâàæåííÿ 2. ²ç ñï³ââ³äíîøåííÿ (4), îçíà÷åííÿ 1 ³ òåîðåìè 1 ïðî êðàéí³

òî÷êè ìíîæèíè [ ]E ëåãêî ïîáà÷èòè ñòðóêòóðó êðàéí³õ òî÷îê ìíîæèíè [ ]A .

À ñàìå, cõ³ä÷àñò³é ô.ð. F x E� ( ) [ ]� â³äïîâ³äàº ô.ð. F x A� ( ) [ ]� , ùî ìàº êóñêî-

âî-ïîñò³éíó ù³ëüí³ñòü f x� ( ) ³ç ñòðèáêàìè â òî÷êàõ ðîñòó ô.ð. F x E� ( ) [ ]� ³, ìîæ-

ëèâî, â òî÷ö³ m (ìîä³). ßêùî òî÷êà m äîð³âíþº îäí³é ³ç òî÷îê ðîñòó F x E� ( ) [ ]� ,

òî â³äïîâ³äíà ôóíêö³ÿ F x� ( ) áóäå ìàòè â m ñòðèáîê, à ù³ëüí³ñòü f �—

�-ôóíêö³þ.

ÍÅÎÁÕ²ÄÍ² ² ÄÎÑÒÀÒÍ² ÓÌÎÂÈ ÅÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÎÑÒ² ÄÅßÊÎ¯ ÔÓÍÊÖ²¯ ÐÎÇÏÎÄ²ËÓ

Òåîðåìà 2 [1, 5]. Íåõàé K — ìíîæèíà ô.ð. F x( ) ç îäíèì àáî ç äâîìà ô³êñî-

âàíèìè ìîìåíòàìè. Äëÿ òîãî ùîá ³íô³ìóì (ñóïðåìóì) ôóíêö³îíàëà

I F g x dF x( ) ( ) ( )�
�

�
0

îá÷èñëþâàâñÿ íà äåÿê³é ô.ð. F x E0 ( ) [ ]� , äå ê³ëüê³ñòü òî÷îê

ðîñòó íå á³ëüøå äâîõ, íåîáõ³äíî ³ äîñòàòíüî, ùîá ³ñíóâàâ ìíîãî÷ëåí U x0 ( ) íå âèùå
ïåðøîãî ñòóïåíÿ, äëÿ ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ òàê³ óìîâè: 1) U x g x ii i0 1 2( ) ( ), ,� � ;
2 0 0) : ( ) ( )� � 	x U x g x (äëÿ ³íô³ìóìó); 3) � �x 0 : U x g x0 ( ) ( )� (äëÿ ñóïðåìóìó).

Òåîðåìà 2 â [1, 5] äîâåäåíà äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà k � 1ô³êñîâàíèõ ìîìåíò³â.
Íàñë³äîê ç òåîðåìè 2 [6]. Ïîçíà÷èìî �0 0( ) ( ) ( )x g x U x� � . ßêùî òî÷êà

x x x� � �0 0 0, � , º îäí³ºþ ç òî÷îê ðîñòó ô.ð. F x E0 ( ) [ ]� , íà ÿê³é äîñÿãàºòüñÿ
ì³í³ìóì (ìàêñèìóì ) ôóíêö³îíàëà I F( ), ³ ôóíêö³ÿ g x( ) äâ³÷³ äèôåðåíö³éîâíà
â äåÿêîìó îêîë³ � òî÷êè x0 , � � �� � �( , )x x0 0 , òî ñïðàâåäëèâ³ òàê³ ð³âíîñò³
³ íåð³âíîñò³:

� � � �0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0( ) , ( ) , ( ) ( ( ) )x x x x� � � �� � �� 
 . (9)

(Îñòàííÿ íåð³âí³ñòü â äóæêàõ ñòîñóºòüñÿ ìàêñèìóìà.) ßêùî âèêîíàíî óìî-
âè (9), òî â òåîðåì³ 2 óìîâó 1 ìîæíà çàì³íèòè á³ëüø ³íôîðìàòèâíîþ óìî-
âîþ. Öå äàº çìîãó çàïèñàòè ìíîãî÷ëåí U x0 ( ) , ùî â³äïîâ³äàº F x E0 ( ) [ ]� çà
ôîðìóëîþ Òåéëîðà: U x g x g x x x0 0 0 0( ) ( ) ( )( )� � � � , ÿêùî ô³êñîâàíî ò³ëüêè

ïåðøèé ìîìåíò, ³ U x g x g x x x a x x0 0 0 0 0 0
2( ) ( ) ( )( ) ( )� � � � � � , ÿêùî ô³êñî-

âàíî äâà ïåðø³ ìîìåíòè. Öå çíà÷íî ñïðîùóº ïîäàëüøå äîñë³äæåííÿ.
Çàóâàæåííÿ 3. Òåîðåìà 2 äàº íàî÷íó ãåîìåòðè÷íó ³íòåðïðåòàö³þ äëÿ ïîøóêó

åêñòðåìàëüíèõ ìíîãî÷ëåí³â. Ç íå¿ âèïëèâàº, ùî äëÿ F x E0 ( ) [ ]� ç îäíèì ô³êñîâà-
íèì ìîìåíòîì â³äïîâ³äí³ ìíîãî÷ëåíè íàëåæàòü äî êëàñó ë³í³éíèõ ôóíêö³é (ïðÿ-
ìèõ), à äëÿ F x E0 ( ) [ ]� ç äâîìà ô³êñîâàíèìè ìîìåíòàìè — äî êëàñó ïàðàáîë.

66 ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2023, òîì 59, ¹ 2



Òåîðåìà 3 (Íåð³âí³ñòü Ãàóñà). Íåõàé F x A� ( ) � 2 . Ðîçãëÿíåìî ôóíêö³îíàë

I F P t dF x

t

( ): { } ( )� ��� � �
�

� . Ìàºìî äâà ïàðàìåòðè: t ³ m2 .

1. ßêùî ïàðàìåòðè t ³ m2 çàäîâîëüíÿþòü íåð³âíîñò³ t
m2 24

3
	 , òî

max ( )I F
t

mF A

�

��

� �
2

1
3 2

³ äîñÿãàºòüñÿ íà ô.ð.: F x
x

m
�1

23
( ) � (ù³ëüí³ñòü ñòàíîâèòü f x�1 ( ) �

� ( / )1 3 2m , x m�( , )0 3 2 ).

2. ßêùî ïàðàìåòðè t ³ m2 çàäîâîëüíÿþòü íåð³âíîñò³ t
m2 24

3
� , òî

max ( )I F
m

tF A

�

��

�
2

4

9

2
2

³ äîñÿãàºòüñÿ íà ô.ð.: F x p
xp

x
x x�2 1

2

2
1 2 2

1 20( ) , ( , )
/

/� � � , äå p p1 21� � ,

x
t

2
1 2 3

2
/ � , p

m

t
2

2
2

4

3
� (ù³ëüí³ñòü ñòàíîâèòü f x

p

x
�2

2

2
1 2

( )
/

� , x x�( , )/0
2
1 2 , ç ìà-

ñîþ p1 â ìîä³ m � 0).

Äîâåäåííÿ. Ïåðåéäåìî â³ä âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè � äî âèïàäêîâî¿ âåëè÷è-

íè �, âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ Äæîíñîíà — Ðîäæåðñà (3)–(5) òà ³íòåãðó-
âàííÿ ÷àñòèíàìè. Îñê³ëüêè m � 0 , òî ³ç (4) âèïëèâàº

dF x xdf x� �( ) ( )� � . (10)

Âðàõîâóþ÷è (2), (10) ³ ³íòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè, çíàõîäèìî äðóãèé ìîìåíò
ô.ð. F x� ( ) :

s x dF x2
2

0

: ( )� �
�

� �

� � � � � �
�

�
�

� �x df x x f x x f x dx x dF x3

0

3
0

2

0

23 3� � � �( ) [ ( )] ( ) ( ) �
�

�
0

23m .

Äàë³ çíàõîäèìî ôóíêö³îíàë R F( )� , ùî äîð³âíþº çàäàíîìó ôóíêö³îíàëó I F( )� .
²ç (2), (10), ³íòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè, çíàõîäèìî

I F f x dx

t

( ) ( )� �� �
�

�

� � � � � � ��

�
�

�

�

� � �

� � �tf t xdf x tdf x dF x
t

x
t t t

� � � �( ) ( ) ( ) ( ) 1 � �
�

� dF x R F

t

� �( ): ( ) .

Ïåðåéäåìî â³ä âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè � äî íîâî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè � �� 2

ç ô.ð. F x� ( ). Îòðèìàºìî F x P x P x P x� � � �( ) { } { } { }� 
 � 
 � 
2 2 2 , à òàêîæ
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F x F x� �( ) ( )� 2 , dF x dF x� �( ) ( )� 2 . Çíàéäåìî ìîìåíò ô.ð. F x� ( ) , ùî â³äïîâ³äàº ìî-

ìåíòó s2 : s x dF x x dF x udF u r m2
2 2 2

0

1

0

2

0

3� � � � �
� ��

� �� � � �( ) ( ) ( ): .

Íàñòóïíèé êðîê — çíàõîäæåííÿ ôóíêö³îíàëà J F( )� , ùî äîð³âíþº R F( )� :

R F
t

x
dF x

t

x
dF x

t t

( ) ( ) ( )� � �� ��

�
�

�

�
� � ��

�
�

�

�
�

� �

� �1 1 2 .

Çðîáèìî çàì³íó çì³ííî¿ â îñòàííüîìó ³íòåãðàë³: x u2 � , îòðèìàºìo

R F
t

u
dF u

t

( ) ( )� �� �
�

�
��

�

�
��

�

� 1
2

.

Ïîçíà÷èìî
J F g x dF x( ): ( ) ( )� ��

�

�
0

, (11)

äå

g x x t g x
t

x
x t g x

t

x x
g x( ) , [ , ]; ( ) , ; ( ) ; ( )� � � � � � � �� 
0 0 1

2
02 2 .

Âíàñë³äîê âñ³õ ïåðåòâîðåíü ìàºìî I F R F J F( ) ( ) ( ),� � �� � M r m� � �1 23 .
Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 3 ïîòð³áíî çíàéòè ìàêñèìàëüíå

çíà÷åííÿ ôóíêö³îíàëà J F( )� (äèâ. (11)) çà óìîâè, ùî ô.ð. F x� ( ) íàëåæèòü êëàñó

ðîçïîä³ë³â, ó ÿêèõ ô³êñîâàíî ò³ëüêè ïåðøèé ìîìåíò: xdF x r s m� ( ) � � �
�

� 1 2 2

0

3 .

Ç òåîðåìè 1 ³ ïðèêëàäó 1 âèïëèâàº, ùî êëàñ E1 ìîæëèâèõ åêñòðåìàëüíèõ
ô.ð. ñêëàäàºòüñÿ ³ç îäíîòî÷êîâî¿ ô.ð. F x�1 ( ) ç îäí³ºþ òî÷êîþ ðîñòó â s1
³ ñòðèáêîì â í³é, ÿêèé äîð³âíþº 1, àáî ³ç äâîõòî÷êîâèõ ô.ð. F�2 ç òî÷êàìè ðîñòó
x x1 2, . Íåîáõ³äíîþ óìîâîþ ³ñíóâàííÿ ô.ð. F�2 º íåð³âíîñò³ 0 1 1 2	 
 
x r x .

Ç òåîðåìè 2 ³ ¿¿ íàñë³äêó âèïëèâàº, ùî êëàñó ô.ð. ³ç ìíîæèíè E1 â³äïîâ³äàº

êëàñ ìíîãî÷ëåí³â, ùî º ë³í³éíèìè ôóíêö³ÿìè (ïðÿìèìè). Òàê, îäíîòî÷êîâ³é ô.ð.

F x�1 ( ) â³äïîâ³äàº ìíîãî÷ëåí U x g r g r x r�1 1 1 1( ) ( ) ( )( )� � � � . ßêùî r t1
20�( , ) , òî

g r g r U x( ) ( ) ( )1 1 10 0� � � � �� (äèâ. (11)) ³ öåé ìíîãî÷ëåí íå çàäîâîëüíÿº

óìîâó 3 òåîðåìè 2, à òîìó F x�1 ( ) íå áóäå åêñòðåìàëüíîþ. (Àíàëîã³÷íó ñèòóàö³þ

ìàºìî äëÿ F�2 , êîëè x t2
2
 .)

Íåõàé òåïåð r t1
2� . Òîä³ ô.ð. F x�1 ( ) â³äïîâ³äàº ìíîãî÷ëåíU x�1 ( ) �

� � �
�

1
21

1

1 1

t

r

t x r

r r

( )
. Ì³í³ìàëüíîþ íåîáõ³äíîþ óìîâîþ, ùîá ìíîãî÷ëåí U x�1 ( )

çàäîâîëüíÿº óìîâó 3 òåîðåìè 2 º óìîâà U g�1 0 0 0( ) ( )� � � � �r
t

1
3

2

� � � 	3
3

2

3

4
2

2
2m

t
t m . ßêùî âîíà âèêîíóºòüñÿ, òîä³ ìàòèìåìî

� � � � � � � � � �x t U g U x g x U x g( , ): { ( ) ( ) , ( ) ( ) } ( )0 0 0 0 02
1 1 1� � � ( )x � �x t( , )0 2 ,

� � � � � � � �� 
x t g r U r g r U r g r( , ): { ( ) ( ), ( ) ( ), ( )2
1 1 1 1 1 1 1 0� � ,

�� � � �U x U x g x� �1 10( ) } ( ) ( ) � �x t 2 .
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Òàêèì ÷èíîì, âñ³ óìîâè òåîðåìè 2 äëÿ ô.ð. F x�1 ( ) âèêîíàío ³ íà í³é äîñÿ-

ãàºòüñÿ ìàêñèìóì ôóíêö³îíàëà J F I F( ) ( )� �� â îáëàñò³
3

4

4

3
2

2
2 2t m t

m
	 � 	 .

Öåé ìàêñèìóì äîð³âíþº g x
t

r
( )

/1

1
1 2

1� � . Îòæå, çà ì³í³ìàëüíîþ íåîáõ³äíîþ

óìîâîþ åêñòðåìóìó ô.ð. F x�1 ( ) äîâåäåíî ¿¿ åêñòðåìàëüí³ñòü, îòðèìàíî îáëàñòü
ïàðàìåòð³â, â ÿê³é âîíà åêñòðåìàëüíà, ³ ìàêñèìóì â³äïîâ³äíîãî ôóíêö³îíàëà, ÿêèé
äîð³âíþº ìàêñèìóìó ïî÷àòêîâîãî ôóíêö³îíàëà I F( )� , îñê³ëüêè J F I F( ) ( )� �� .

Äàë³ ðîçãëÿíåìî äâîõòî÷êîâó ô.ð. F x�2 ( ) ç òî÷êàìè ðîñòó x x t1 2
20� �, ,

ç â³äïîâ³äíèìè ñêà÷êàìè â íèõ p1, p2 ³ ç ïåðøèì ìîìåíòîì r m x p1 2 2 23� � .

Îñê³ëüêè ôóíêö³ÿ g x( ) äèôåðåíö³éîâíà äëÿ x t� 2 , òî ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó

F x�2 ( ) â³äïîâ³äàº ìíîãî÷ëåí U x g x g x x x�2 2 2 2( ) ( ) ( )( )� � � � ³ U g�2 0 0 0( ) ( )� �
(ïåðøà óìîâà ³ íàñë³äîê ç òåîðåìè 2). ²ç äâîõ îñòàíí³õ ð³âíîñòåé âèïëèâàº

g x
U x U

x
U x g x x� �

�

�
� � � �( )

( ) ( )
( ) ( )2

2 2 2

2
2 2 2 2

0

0

� �
� x

t
2

3

2
� . Îòæå, òî÷êà x2

çíàéäåíà. Ñòðèáîê â ö³é òî÷ö³ çíàõîäèìî çà ôîðìóëîþ p
r

x

m

t
2

1

2

2
2

4

3
� � .

Íåîáõ³äíîþ óìîâîþ ³ñíóâàííÿ ô.ð. F x�2 ( ) º íåð³âí³ñòü r x r
t

1 2 1
3

2

 � 
 �

� 
 � � �m t m t m2
2

2
2

23 4 4 3/ / . Îñòàííÿ íåð³âí³ñòü âèçíà÷àº îáëàñòü

ïàðàìåòð³â, â ÿê³é ô.ð. F x�2 ( ) ìîæå áóòè åêñòðåìàëüíîþ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî âîíà
ä³éñíî º åêñòðåìàëüíîþ, áî äëÿ íå¿ âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1 ³ 3 òåîðåìè 2.

Â³äïîâ³äíèé ìàêñèìóì äîð³âíþº g x p m t( ) /2 2 2
24 9� . Òåîðåìó 3 äîâåäåíî.

Çàçíà÷èìî âàæëèâèé ôàêò, çã³äíî ç ÿêèì çà âèêîíàííÿì ò³ëüêè îêðåìèõ íå-

îáõ³äíèõ óìîâ òåîðåìè 2 ìîæå áóòè äîâåäåíî âèêîíàííÿ âñ³õ íåîáõ³äíèõ ³ äîñ-

òàòí³õ óìîâ òåîðåìè 2. Öå ìîæå çàëåæàòè â³ä âëàñòèâîñòåé ôóíêö³¿ g x( )

â äîñë³äæóâàíîìó ôóíêö³îíàë³ àáî â³ä ³ñíóâàííÿ ôóíêö³é ðîçïîä³ëó ³

â³äïîâ³äíèõ ¿ì ìíîãî÷ëåí³â, àáî ç âèêîíàííÿ óìîâ òåîðåìè 2 â îêðåìèõ òî÷êàõ,

àáî îêîë³â òî÷îê ðîñòó. Äëÿ á³ëüøîãî ñïðèéíÿòòÿ äîâåäåííÿ íåð³âíîñòåé Ãàóñà

¿õ ïðåäñòàâëåíî ó òàáë. 1 ³ òàáë. 2. Ï³ä «ñïåêòðîì åêñòðåìàëüíîãî ðîçïîä³ëó»

ââàæàòèìåìî òî÷êè ðîñòó ³ â³äïîâ³äí³ ¿ì ñòðèáêè åêñòðåìàëüíî¿ ô.ð.

ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÀ ÍÅÐ²ÂÍ²ÑÒÜ ÃÀÓÑÀ

Äðóãà íåð³âí³ñòü Ãàóñà º ðîçâ’ÿçêîì äðóãî¿ çàäà÷³, àíîíñîâàíî¿ íà ïî÷àòêó
ñòàòò³. ¯¿ ðîçâ’ÿçîê º àíàëîã³÷íèì äîâåäåííþ òåîðåìè 3. Öþ íåð³âí³ñòü Ãàóñà
ìîæíà çíàéòè â êíèç³ Ð. Áàðëîó ³ Ô. Ïðîøàíà [2] áåç äîâåäåííÿ ³ çíàõîäæåííÿ
åêñòðåìàëüíèõ ôóíêö³é ðîçïîä³ëó. Àâòîðè ö³º¿ êíèãè ïîñèëàþòüñÿ íà [7–10],
äå äîâåäåíî ðîçãëÿíóò³ ó ö³é ñòàòò³ îáèäâ³ íåð³âíîñò³. Íà æàëü, äæåðåëà [7–10]
çà 1880, 1922, 1950 ðîêè íåäîñòóïí³ äëÿ àâòîðêè. Ìåòîä, çàïðîïîíîâàíèé â [1],
äàòóºòüñÿ 1976 ðîêîì (ðîñ³éñüêèé ïåðåêëàä). Àâòîðêà ñïðîñòèëà éîãî ³ äîäàëà
ÿâíèé âèãëÿä åêñòðåìàëüíèõ ôóíêö³é ðîçïîä³ëó, íà ÿêèõ äîñÿãàþòüñÿ ðîçãëÿ-
íóò³ íåð³âíîñò³ Ãàóñà. Ðîçâ’ÿçîê óçàãàëüíåíî¿ íåð³âíîñò³ Ãàóñà ïðåäñòàâëåíî
â òàáë. 2. Äîäàìî ò³ëüêè äåê³ëüêà çàóâàæåíü.

1. Ðîçâ’ÿçîê îáîõ çàäà÷, ñôîðìóëüîâàíèõ íà ïî÷àòêó ñòàòò³, çâîäèòüñÿ äî
íàéïðîñò³øî¿ çàäà÷³ òèïó íåð³âíîñòåé ×åáèøîâà: çíàéòè ìàêñèìóì ôóíêö³îíàëà
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I F g x dF x( ) ( ) ( )�

�

� � �

0

, äå ôóíêö³ÿ g x( ) â³äîìà, à ô.ð. F x� ( ) íå º óí³ìîäàëüíîþ

³ ó íå¿ â³äîìèé ò³ëüêè ïåðøèé ìîìåíò s xdF x r m rr1

0

1 2� � � �
�

� � ( ) ( ) , .

Äëÿ óçàãàëüíåíî¿ íåð³âíîñò³ Ãàóñà ìàºìî

g x
x t

t x x t
r

r

r r
( )

, ( )

/ , ( )
, .

/
� 	 	

� �

�


�

�
�
�

�0 0

1
2

1
ÿêùî

ÿêùî

2. Ó ðîçãëÿíóòèõ òóò äâîõ çàäà÷àõ âèêëàäåíî ïðîñòå çíàõîäæåííÿ ðîçáèòòÿ
îáëàñò³ ïàðàìåòð³â t m rr, , � 2 , â ÿêèõ âèçíà÷åíî äâ³ ô.ð. F x F x� �1 2( ), ( ) ³ ëåãêî
äîâîäèòüñÿ ¿õíÿ åêñòðåìàëüí³ñòü.

3. Çà ñïåêòðàìè ô.ð. F x F x� �1 2( ), ( ) çíàõîäÿòüñÿ â³äïîâ³äí³ åêñòðåìàëüí³ ô.ð.
F x F x� �1 2( ), ( ) , âðàõîâóþ÷è, ùî êðàéí³ìè òî÷êàìè â êëàñ³ óí³ìîäàëüíèõ ô.ð.
ç îäíèì ô³êñîâàíèì ìîìåíòîì º êóñêîâî-ïîñò³éí³ ù³ëüíîñò³ ³ êóñêîâî-ë³í³éí³
ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó (äèâ. çàóâàæåííÿ 2 ³ òàáë. 1, 2).

Ù³ëüí³ñòü f F x� �2 2� � ( ) ìàº �-ôóíêö³þ Ä³ðàêà â ìîä³ ( )m � 0 ç ìàñîþ p1,
à ôóíêö³ÿ F�2 ìàº â ìîä³ ñòðèáîê, ÿêèé äîð³âíþº p1.
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Ò à á ë è ö ÿ 1 . Íåð³âí³ñòü Ãàóñà ³ åêñòðåìàëüí³ ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó

Ìàêñèìóì
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Ò à á ë è ö ÿ 2 . Óçàãàëüíåíà íåð³âí³ñòü Ãàóñà ³ åêñòðåìàëüí³ ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó



ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó ö³é ðîáîò³ íà ïðèêëàä³ íåð³âíîñòåé Ãàóñà äîñèòü äåòàëüíî âèêëàäåíî ìåòîä
çíàõîäæåííÿ åêñòðåìóì³â ë³í³éíèõ ôóíêö³îíàë³â â³ä êëàñ³â óí³ìîäàëüíèõ
ðîçïîä³ë³â. Çàçíà÷åíî âàæëèâ³ ìîìåíòè ùîäî ñïðîùåííÿ çíàõîäæåííÿ
ðîçáèòòÿ îáëàñò³ ïàðàìåòð³â çàäà÷³ ³ îòðèìàííÿ åêñòðåìàëüíèõ óí³ìîäàëüíèõ
ôóíêö³é ðîçïîä³ëó ³ ¿õí³õ ù³ëüíîñòåé.

Ñêëàäí³øà çàäà÷à, ôðàãìåíò ÿêî¿ ðîçâ’ÿçàíî â [11], ïîòðåáóº ïîäàëüøîãî
ðîçâ’ÿçàííÿ çà ïðîïîíîâàíèì ìåòîäîì.
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L.S. Stoikova
ALTERNATIVE PROOF OF GAUSS’S INEQUALITIES

Abstract. A clear formulation of Gauss’s inequalities is given. A transparent proof based on
the well-known fundamental results is presented. In this proof, a simple way of constructing a
partition of the domain of the problem parameters is proposed. An explicit form of the
extremum distribution functions is also formulated.
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