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Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî ³ãðîâó çàäà÷ó ïðî ì’ÿêó çóñòð³÷ êåðîâàíèõ êîëèâíèõ ñèñòåì, òîáòî
ïðî ¿õíº îäíî÷àñíå çáëèæåííÿ çà ãåîìåòðè÷íèìè êîîðäèíàòàìè ³ øâèäêîñòÿìè. Çàçíà÷å-
íî, ùî áåçïîñåðåäíº çàñòîñóâàííÿ ïåðøîãî ïðÿìîãî ìåòîäó Ë.Ñ. Ïîíòðÿã³íà äî ðîçâ’ÿçàí-
íÿ ö³º¿ çàäà÷³ º íåìîæëèâèì, îñê³ëüêè äëÿ íå¿ íå âèêîíóºòüñÿ óìîâà, íà ÿê³é áàçóºòüñÿ
öåé ìåòîä. Âîíà ïîëÿãàº ó ìèòòºâ³é ïåðåâàç³ â ðåñóðñàõ êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷à (òîãî,
õòî áàæàº òàêî¿ çóñòð³÷³) íàä âò³êà÷åì (òèì, õòî ¿¿ óíèêàº). Ó çàïðîïîíîâàíîìó ìåòîä³ çà-
ñòîñîâàíî ïðèíöèï ðîçòÿãóâàííÿ ÷àñó, ÿêèé äàº ìîæëèâ³ñòü ïîñëàáèòè çãàäàíó óìîâó òà
çàâåðøèòè ãðó çà ïîäîâæåíèé ÷àñ. Îïèñàíî ìåòîä ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³, ùî âèêîðèñòîâóº
ïåâíó ôóíêö³þ ðîçòÿãóâàííÿ ÷àñó, à òàêîæ àëãîðèòì, âàð³àíòè ïîáóäîâè êåðóâàííÿ ïåðå-
ñë³äóâà÷à òà ïðèêëàä êîìï’þòåðíî¿ ðåàë³çàö³¿ ïðîöåñó çáëèæåííÿ íà ïëîùèí³.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: äèôåðåíö³àëüíà ãðà, ì’ÿêå çáëèæåííÿ, ôóíêö³ÿ ðîçòÿãóâàííÿ ÷àñó, ìî-
äèô³êîâàíà óìîâà Ïîíòðÿã³íà, ñåëåêòîð áàãàòîçíà÷íîãî â³äîáðàæåííÿ.

ÂÑÒÓÏ

Çàäà÷³ êåðóâàííÿ ðóõîìèìè îá’ºêòàìè â óìîâàõ êîíôë³êòó òà íåâèçíà÷åíîñò³

[1–6] çàëèøàþòüñÿ àêòóàëüíèìè, îñîáëèâî â òåïåð³øí³é ÷àñ.

Ó ö³é ðîáîò³ ðîçãëÿäàºòüñÿ ³ãðîâà çàäà÷à ì’ÿêî¿ çóñòð³÷³ êåðîâàíèõ êîëèâ-

íèõ ñèñòåì, òîáòî ¿õíüîãî îäíî÷àñíîãî çáëèæåííÿ çà ãåîìåòðè÷íèìè êîîðäèíà-

òàìè òà øâèäêîñòÿìè. Êîëèâí³ ñèñòåìè çàñòîñîâóþòü äëÿ îïèñó â³áðàö³é ó ìå-

õàí³÷íèõ òà åëåêòðè÷íèõ ñèñòåìàõ, ó çàäà÷àõ ïåðåõîïëåííÿ ðóõîìèõ ö³ëåé ó âè-

ïàäêó îðá³òàëüíî¿ äèíàì³êè îá’ºêò³â.

Áåçïîñåðåäíº çàñòîñóâàííÿ îñíîâíèõ ñõåì ïðÿìèõ ìåòîä³â (ïåðøîãî ïðÿìî-

ãî ìåòîäó [5] òà ìåòîäó ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é [6]) äî ðîçâ’ÿçàííÿ çãàäàíî¿ çà-

äà÷³ º íåìîæëèâèì, îñê³ëüêè äëÿ íå¿ íå âèêîíóºòüñÿ óìîâà Ë.Ñ. Ïîíòðÿã³íà, íà

ÿê³é âîíè áàçóþòüñÿ. Öÿ óìîâà ïîëÿãàº ó ìèòòºâ³é ïåðåâàç³ ïåðåñë³äóâà÷à íàä

âò³êà÷åì ó ðåñóðñàõ êåðóâàííÿ.

Ïðîòå äî òàêî¿ çàäà÷³ ìîæå áóòè çàñòîñîâàíî ï³äõ³ä, çà ÿêèì âèêîíóºòüñÿ

ìîäèô³êîâàíà óìîâà Ïîíòðÿã³íà. Öåé ï³äõ³ä ïîëÿãàº ó çàñòîñóâàíí³ ôóíêö³¿ ðîç-

òÿãóâàííÿ ÷àñó, ùî ïîñëàáëþº óìîâó Ïîíòðÿã³íà òà äàº çìîãó ïåðåñë³äóâà÷ó ïî-

áóäóâàòè ïîòð³áíå êåðóâàííÿ. Ï³äõ³ä áóâ çàïðîïîíîâàíèé ó [7] íà îñíîâ³ àíàë³çó

çãàäàíî¿ óìîâè â [8]. Ï³çí³øå â³í áóâ ðîçâèíóòèé â [9–14].

Îïèøåìî öåé ï³äõ³ä äëÿ çàäà÷³ çáëèæåííÿ äëÿ ë³í³éíî¿ äèôåðåíö³àëüíî¿ ãðè,

îêðåìèì âèïàäêîì ÿêî¿ º çàäà÷à ì’ÿêîãî çáëèæåííÿ êåðîâàíèõ êîëèâíèõ ñèñòåì.

ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß ÔÓÍÊÖ²¯ ÐÎÇÒßÃÓÂÀÍÍß ×ÀÑÓ

Íåõàé äèíàì³êà êîíôë³êòíî-êåðîâàíîãî ïðîöåñó îïèñóºòüñÿ ñèñòåìîþ ë³í³é-

íèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü

�z Az u� � � � , (1)

äå z — âåêòîð n-âèì³ðíîãî Åâêë³äîâîãî ïðîñòîðó R n , A — êâàäðàòíà ìàòðèöÿ
ïîðÿäêó n; u òà � — êåðóâàííÿ, ùî âèáèðàþòüñÿ â êîæíèé ìîìåíò ÷àñó ç êîì-

ïàêò³â U òà V â³äïîâ³äíî, U V R n, � . Çàäàíî ïî÷àòêîâèé ñòàí ñèñòåìè z z( )0 0� .
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Ãðà ðîçãëÿäàºòüñÿ ç òî÷êè çîðó ïåðåñë³äóâà÷à, ìåòîþ ÿêîãî º ïðèâåäåííÿ

òðàºêòîð³¿ ñèñòåìè (1) íà òåðì³íàëüíó ìíîæèíó M 0 , M R n
0 � , ÿêà º ë³í³éíèì

ï³äïðîñòîðîì ó R n . Ïîçíà÷èìî � îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîºêòóâàííÿ ç R n

íà L, äå L º îðòîãîíàëüíèì äîïîâíåííÿì äî M 0 ó R n . Òîä³ âèõ³ä òðàºêòîð³¿ ãðè

íà ìíîæèíó M 0 ó äåÿêèé ìîìåíò T åêâ³âàëåíòíèé âèêîíàííþ ð³âíîñò³

�z T( ) � 0.

Äëÿ äîñÿãíåííÿ ö³ë³ ïåðåñë³äóâà÷ ó êîæíèé ìîìåíò ÷àñó áóäóº ñâîº êåðóâàí-

íÿ íà îñíîâ³ çíàííÿ ìèòòºâîãî êåðóâàííÿ ñóïðîòèâíèêà. Çà ïåðøèì ïðÿìèì ìåòî-

äîì Ë.Ñ. Ïîíòðÿã³íà ïåðåäáà÷àºòüñÿ, ùî â ïðîöåñ³ ãðè ïåðåñë³äóâà÷ âèáèðàº ñâîº

êåðóâàííÿ ç îãëÿäó íà ïîâíó ³íôîðìàö³þ ïðî ïîòî÷íå êåðóâàííÿ âò³êà÷à. Âîäíî-

÷àñ ãðàâö³ âèáèðàþòü ñâî¿ êåðóâàííÿ òàê, ùîá ¿õí³ ðåàë³çàö³¿ ó ÷àñ³ áóëè âèì³ðíè-

ìè çà Ëåáåãîì ôóíêö³ÿìè. Òàê³ êåðóâàííÿ íàçèâàþòü äîïóñòèìèìè.

Íàâåäåìî óìîâó Ë.Ñ. Ïîíòðÿã³íà, íà ÿê³é áàçóºòüñÿ öåé âèá³ð ³ ÿêà â³äîáðà-

æàº ìèòòºâó ïåðåâàãó ïåðåñë³äóâà÷à íàä âò³êà÷åì ó ðåñóðñàõ êåðóâàííÿ. Äëÿ ¿¿

ôîðìóëþâàííÿ âèêîðèñòîâóºòüñÿ îïåðàö³ÿ ãåîìåòðè÷íî¿ ð³çíèö³ Ì³íêîâñüêîãî

X Y z z Y X X y

y Y

�� � � � � �
�

{ }: ( )� , X R n� , Y R n� .

Óìîâà 1 (Ë.Ñ. Ïîíòðÿã³íà [5]): � �e U e V ttA tA
�� �	 
 � 0.

Íà âèïàäîê, êîëè öÿ óìîâà íå âèêîíóºòüñÿ âïðîäîâæ ïåâíîãî ïðîì³æêó ÷àñó,

ïðîïîíóºòüñÿ ¿¿ ìîäèô³êàö³ÿ, ÿêà ïîëÿãàº ó òîìó, ùî ïåðåñë³äóâà÷ ó ïðîöåñ³ ãðè

áóäóº ñâîº êåðóâàííÿ ç îãëÿäó íå íà ïîòî÷íå êåðóâàííÿ âò³êà÷à, à íà éîãî êåðó-

âàííÿ ó ìèíóëîìó, òàê í³áè ³íôîðìàö³ÿ ïðî êåðóâàííÿ âò³êà÷à íàäõîäèòü äî íüîãî

ç³ çì³ííèì çàï³çíåííÿì ó ÷àñ³. Öåé ìîìåíò ó ìèíóëîìó, à òàêîæ ÷àñ çàâåðøåííÿ

ãðè âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ òàê çâàíî¿ ôóíêö³¿ ðîçòÿãóâàííÿ ÷àñó.

Îçíà÷åííÿ 1. Ôóíêö³ºþ ðîçòÿãóâàííÿ ÷àñó áóäåìî íàçèâàòè íåâ³ä’ºìíó ìî-

íîòîííî çðîñòàþ÷ó íåïåðåðâíó ôóíêö³þ I t( ), t � � �[ , )0 , I ( )0 0� , I t t( ) 
 , t 
 0,

ìàéæå âñþäè äèôåðåíö³éîâàíó òà òàêó, ùî sup �( )
[ , )\t

I t
� ��

� ��
0 �

, äå � — ìíîæè-

íà òî÷îê ðîçðèâó ïîõ³äíî¿ ôóíêö³¿ �( )I t .

Ìîäèô³êîâàíîþ óìîâîþ, ÿêà äàº çìîãó ïåðåñë³äóâà÷ó äîñÿãòè ö³ë³, º òàêà.

Óìîâà 2. ²ñíóº ôóíêö³ÿ ðîçòÿãóâàííÿ ÷àñó I t( ) òàêà, ùî áàãàòîçíà÷íå â³äîá-

ðàæåííÿ W t e U I t e VtA I t A( ) �( ) ( )� �� � ìàº íåïîðîæí³ îáðàçè äëÿ t � � �[ , )0 .

Òåîðåìà 1. ßêùî äëÿ äèôåðåíö³àëüíî¿ ãðè (1) âèêîíàíà óìîâà 2 òà äëÿ çà-

äàíîãî ïî÷àòêîâîãî ñòàíó z0 ³ñíóº ñê³í÷åííèé ìîìåíò ÷àñó

t t e z e UdI t A
I t t

I t A
1 0

0

0� � �
�

�

�
�

�

�

�
�

�
�

�min : ( )
( )

( ( ) )� ��
� W d

t

( )� � �	
�

�
�

��

�

�
�

��
�
0

, (2)

òî ïåðåë³äóâà÷ ìîæå çàâåðøèòè ãðó â ìîìåíò ÷àñó I t( )1 çà áóäü-ÿêèõ äîïóñ-
òèìèõ êåðóâàíü âò³êà÷à.

Äîâåäåííÿ. Âíàñë³äîê íåïîðîæíîñò³ ïåðåòèíó â âèçíà÷åíí³ ÷àñó t1 (2) òà

íåïîðîæíîñò³ îáðàç³â áàãàòîçíà÷íîãî â³äîáðàæåííÿ W1 ( )� (óìîâà 2) ³ñíóþòü äî-

ïóñòèìå êåðóâàííÿ u
�

�0 ( ), � ��[ , )0 0 , �0 1 1� �I t t( ) , òà âèì³ðíèé ñåëåêòîð w( )� ,

w W( ) ( )� �� 1 , 0 1� �� t , áàãàòîçíà÷íîãî â³äîáðàæåííÿ W1 ( )� òàê³, ùî âèêîíóºòüñÿ

ð³âí³ñòü

� � �
� �

e z e u d w
I t A

I t t
I t A( )

( )
( ( ) )

( )1

1 1

1 0
0

0

�
�

�

�
�

�

�

�
�
�

�
�

� ( )� �

0

1t

d� . (3)
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Ïîä³ëèìî ³íòåðâàë ÷àñó [ , ( )]0 1I t íà äâ³ ÷àñòèíè: ï³â³íòåðâàë [ , )0 0� , äå

�0 1 1� �I t t( ) , òà â³äð³çîê ÷àñó [ , ( )]�0 1I t . Ïðåäñòàâèìî ïðîºêö³þ òðàºêòîð³¿ ñèñ-

òåìè (1) ó ìîìåíò I t( )1 , âèêîðèñòàâøè ôîðìóëó Êîø³

� � � �
� �

z I t e z e u d
I t A

I t t
I t A

( ( )) ( )
( )

( )
( ( ) )

1 0

0

1

1 1

1 0� �

�
�

� � �

� �

�

� �
� �

I t t

I t
I t A

I t
I t

e u d e

( )

( )
( ( ) )

( )
( ( )

( )

1 1

1

1

1

1

0

� � � �
� �

� � �
)

( )
A

d .

Çðîáèâøè çàì³íó çì³ííèõ � �� � �( ( ) )I t t1 1 1 ó äðóãîìó ³íòåãðàë³ òà çàì³íó

� ��� � �I t I t( ) ( )1 1 — ó òðåòüîìó, à ïîò³ì, çàì³íèâøè �1 íà �, ìàòèìåìî

� � � � � �
� �

�

z I t e z e u d e
I t A I t A t

( ( )) ( )
( ) ( ( ) ) (

1 0

0

1 1 0

0

� � ��
� 1

1

0

0

� � ��
�

� � �
)

( )
A

t

u d

� � � � � � ��
� �( ) ( ( ( ) ( )))

( )
I t e I t t d

I t A

t

1 0 1 1

0

1

1

� � � � � � � �
�

. (4)

Ðîçãëÿíåìî ïîáóäîâó êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷à, ÿêå äàº éîìó çìîãó çàâåð-

øèòè ãðó ó ìîìåíò I t( )1 . Íåõàé íà ï³â³íòåðâàë³ ÷àñó [ , )0 0� êåðóâàííÿ ïåðåñë³äó-

âà÷à ñòàíîâèòü u
�

�0 ( ), � ��[ , )0 0 , à íà â³äð³çêó ÷àñó [ , ]� �0 0 1� t êåðóâàííÿ ïåðå-

ñë³äóâà÷à âèçíà÷àºòüñÿ ÿê âèì³ðíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ

� � � � � � �
� �

e u I t e I t I t
t A I t A( ) ( )

( ) �( ) ( ( ) ( )1 1
0 1 1 1

� �� � � � � ) ( )� �w t1 � , � �[ , ]0 1t ,

³ñíóâàííÿ ÿêîãî çàáåçïå÷óº òåîðåìà Ô³ë³ïîâà–Êàñòåíà ïðî âèì³ðíèé âèá³ð [15].

Îòæå, ó êîæíèé ìîìåíò ÷àñó � �0 � , 0 1� �� t , ïåðåñë³äóâà÷ âèáèðàº ñâîº êå-

ðóâàííÿ ç îãëÿäó íà êåðóâàííÿ âò³êà÷à â ìîìåíò ÷àñó I t I t( ) ( )1 1� � � , ÿêèé

ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ó âèãëÿä³ I t I t t I t( ) ( ) ( )1 1 0 1 1� � � � � � �� � �

� � � � � �� � � �0 1 1( ( ) ( ))I t t . Îñê³ëüêè I t t( ) ( )1 1 0� � � �� � , òî ìîæíà ñêàçà-

òè, ùî ïåðåñë³äóâà÷ âèáèðàº ñâîº êåðóâàííÿ òàê, í³áè ³íôîðìàö³ÿ ïðî ïîòî÷-

íå êåðóâàííÿ âò³êà÷à íàäõîäèòü äî íüîãî ç çàï³çíåííÿì ó ÷àñ³ � � �( )0 � �
� � � �I t t( ) ( )1 1� � .

Ç óðàõóâàííÿì ñïîñîáó êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷à (4) ôîðìóëà äëÿ òðàºêòîð³¿

ñèñòåìè (1) íàáóâàº âèãëÿäó

� � � � �
� �

�

z I t e z e u d
I t A I t A

( ( )) ( )
( ) ( ( ) )

1 0

0

1 1 0

0

� � ��
�

� � � � � � � ��
� �( ) ( ( ( ) ( )))

( )
I t e I t t d

I t A

t

1 0 1 1

0

1

1

� � � � � � � �
�

� � � � � � � ��
� �( ) ( ( ( ) ( )))

( )
I t e I t t d

I t A

t

1 0 1 1

0

1

1

� � � � � � � �
�

w d

t

( )� �

0

1

� ,

çâ³äñè ìàºìî

� � � �
� �

z I t e z e u d
I t A

I t t
I t A

( ( )) ( )
( )

( )
( ( ) )

1 0

0

1

1 1

1 0� �

�
�

� � � �� � w d

t

( )

0

1

.

²ç (3) âèïëèâàº, ùî �z I t( ( ))1 0� { }, äå { }0 — íóëüîâèé âåêòîð ç R n , òîáòî

â ìîìåíò ÷àñó I t( )1 ãðà çàâåðøåíà.
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ÇÀÄÀ×À ÏÐÎ Ì’ßÊÓ ÇÓÑÒÐ²× ÄÂÎÕ ÊÅÐÎÂÀÍÈÕ ÊÎËÈÂÍÈÕ ÑÈÑÒÅÌ

Îïèñàíó ìåòîäèêó âèêîðèñòàíî ï³ä ÷àñ äîñë³äæåííÿ çàäà÷³ ïðî ì’ÿêó çóñòð³÷

äâîõ êåðîâàíèõ êîëèâíèõ ñèñòåì:

�� , , | | | | , ( ) , �( ) �x x u x R u x x x xn� � � � � �� �
1
2

0 01 0 0 , (5)

�� , , | | | | , ( ) , �( ) �y y y R y y y yn� � � � � �� 	� �
2
2

0 01 0 0 , (6)

äå x òà y — ãåîìåòðè÷í³ êîîðäèíàòè ãðàâö³â, u òà � — ¿õí³ êåðóâàííÿ, ïàðà-

ìåòðè �1 òà �2 — ÷àñòîòè êîëèâàíü, � òà 	 — ñèëîâ³ êîåô³ö³ºíòè,

� � � 	1 2 0, , , 
 , � �1 2
 .

Çà äîïîìîãîþ ñòàíäàðòíî¿ çàì³íè çì³ííèõ z x1 � , z x2 � �, z y3 � , z y4 � � ñèñòå-

ìè äðóãîãî ïîðÿäêó (5), (6) çâîäÿòüñÿ äî ñèñòåìè ïåðøîãî ïîðÿäêó âèãëÿäó (1)

ç âåêòîðîì çì³ííèõ z z z z z� ( , , , )1 2 3 4 , z R n� 4 , ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ z( )0 �

� ( , � , , � )x x y y0 0 0 0 , ìàòðèöåþ A

O E O O

E O O O

O O O E

O O E O

�
�

�

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

1
2

2
2

, ìíîæèíàìè U

O

S

O

O

�

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�
, V

O

O

O

S

�

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

	

,

äå E òà O — îäèíè÷íà òà íóëüîâà êâàäðàòí³ ìàòðèö³ ïîðÿäêó n, à S , S R n� , —

êóëÿ îäèíè÷íîãî ðàä³óñà ç öåíòðîì ó íóë³.

Òåðì³íàëüíîþ ìíîæèíîþ ñòàº ë³í³éíèé ï³äïðîñò³ð ó R n4 :

M z z z z z z z z z R z z z zn
0 1 2 3 4 1 2 3 4 1 3 2 4� � � � �{ }( , , , ), , , , : , ,

à îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîºêòóâàííÿ ç R n4 íà L âèçíà÷àºòüñÿ ìàòðèöåþ

1

2

E O E O

O E O E

E O E O

O E O E

�

�

�

�

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

.

Äëÿ ïîäàëüøèõ âèêëàäåíü áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêèé îïåðàòîð (ùî º åêâ³âà-

ëåíòíèì ï³ä ÷àñ ïîáóäîâè êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷à äëÿ ðîçãëÿäóâàíî¿ çàäà÷³):

� �
�

�

�

�
�

�

�
�

E O E O

O E O E
.

Çá³ã ãåîìåòðè÷íõ êîîðäèíàò òà øâèäêîñòåé ó ìîìåíò ÷àñó t t, 
 0 , åêâ³âà-

ëåíòíèé âèêîíàííþ ð³âíîñò³ � z t( ) � 0 . Ôóíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ îá’ºäíàíî¿

ñèñòåìè º òàêîþ:

e

t E t E O O

t E t E O O

O O

At �

� �

� � �

cos sin

sin cos

co

�
�

�

� � �

1
1

1

1 1 1

1

s sin

sin cos

�
�

�

� � �

2
2

2

2 2 2

1
t E t E

O O t E t E

� �

� � �

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

.

Óìîâà 2 äëÿ ö³º¿ ãðè ïîëÿãàº ó íåïîðîæíîñò³ ìíîæèíè W t( ) äëÿ âñ³õ t � 0 , äå

W t
t u I t I

u

( )
| sin | �( ) | sin (

|| || || ||

�
�

� ��

�

�
�

	

�
�

1 1

1
1

2
2

� �
t

t u I t I t

) |

| cos | �( ) | cos ( ) |

�

� � 	 � �1 2�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�
. (7)
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Çâ³äñè âèâîäèìî ð³âí³ñòü, ÿêó ìàº çàäîâîëüíÿòè ôóíêö³ÿ ðîçòÿãóâàííÿ ÷àñó I t( ):

1 1

1
1 2

2
1 2

�
� �

�
� �| sin | | cos ( ) | | cos | | sin ( ) |t I t t I t� . (8)

Ç óðàõóâàííÿì àíàë³çó ö³º¿ ð³âíîñò³ ïîåòàïíî, ïî÷èíàþ÷è ç ï³â³íòåðâàëó

÷àñó 0
2 1

,
�

�

 

!
"

�

�
�� , áóäóºòüñÿ ôóíêö³ÿ ðîçòÿãóâàííÿ ÷àñó

I t k t( ) ( )� � �
�

�
��

�

�
��

 

!
"

#

$
%

1
1

2

2

1
1

�
�

�

�
�arctg tg ,

(9)

t k k� �[( ) / , / )1 1 1� � � � , k �1 2, ,�

Òóò ï³ä ñèìâîëîì arctg ðîçóì³ºòüñÿ ãîëîâíå çíà÷åííÿ àðêòàíãåíñà. Äî òîãî æ,

âèêîðèñòîâóºòüñÿ áàãàòîçíà÷í³òü ö³º¿ ôóíêö³¿.

Ôóíêö³ÿ I t( ) (9) ìàº ïîõ³äíó

�( )
cos sin

I t
t t

�
�

�

� � � �

1
2

1
2 2

1 2
2 2

1

, t � 0 . (10)

Ìíîæèíà W t( ) (7) ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿä³

W t
t s

t ss R sn

( )
| sin |

|cos ) |, || ||

�

�

�

�
�
�

�

�

�
�

� �

� �
�

�1

1
1

1

1

�
�

��
�

� �

	 �
�

�

�( )
| sin ( ) |

|cos ( ) |, || ||

I t
I t s

I t ss R sn 1

2
2

2

1

�
�

�
�
�

�

�

�
�
�

. (11)

Âèêîðèñòàâøè (8), ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

| cos ( ) | �( ) | cos |� �2 1I t I t t� ,

1 1

2
2 1

�
� �| sin ( ) | �( ) | sin |I t

a
I t t� .

Ç óðàõóâàííÿì öèõ ð³âíîñòåé ôîðìóëà (11) íàáóâàº âèãëÿäó

W t I t S t( ) ( � ( )) ( )/� �� 	 3 2 , (12)

äå

S t
t s

t ss R sn

( )
| sin |

| cos |, || ||

�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�� �1

1
1

1

1

� �
�

�

. (13)

Çã³äíî ç (10) sup �( ) /
[ , )t

I t
� ��

�
0

1
2

2
2� � . Òîìó ìíîæèíà W t( ) ì³ñòèòü ó ñîá³ ìíî-

æèíó � 	
�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�

1
3

2
3

S t( ) . Áà÷èìî, ùî îáìåæåííÿ íà ïàðàìåòðè ãðè

� �1 2
 ,
�

�

	

�
1
3

2
3

� (14)

ãàðàíòóþòü âèêîíàííÿ óìîâè 2 ïðî íåïîðîæí³ñòü ìíîæèíè W t( ) (7).

Îïèøåìî ñïîñ³á êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷à, ùî çàáåçïå÷óº ³ñíóâàííÿ ìîìåí-

òó ÷àñó t1, âèçíà÷åíîãî ôîðìóëîþ (2).

Íà ïåðøîìó ï³â³íòåðâàë³ � ��[ , )0 0 ïåðåñë³äóâà÷ âèáèðàº êåðóâàííÿ äëÿ íà-

éøâèäøî¿ ì’ÿêî¿ çóñòð³÷³ áåç óðàõóâàííÿ ïîòî÷íîãî êåðóâàííÿ âò³êà÷à. Ïî÷èíà-

þ÷è ç ìîìåíòó �0 , ïåðåñë³äóâà÷ áóäóº êåðóâàííÿ, âðàõîâóþ÷è êåðóâàííÿ

âò³êà÷à ç ìîìåíòó 0.

ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2023, òîì 59, ¹ 3 87



Ïîçíà÷èìî êîîðäèíàòè òà øâèäêîñò³ ãðàâö³â ó ìîìåíò �0 ÿê x y� �0 0
, ,

� , �x y� �0 0
. Òîä³ çã³äíî ç (2) øóêàíèé ìîìåíò ÷àñó t1 º òèì ìîìåíòîì, êîëè âïåðøå

çä³éñíèòüñÿ âêëþ÷åííÿ

cos ( ( ))
sin ( ( ))

sin( ( )) cos( (

�
�

�

� � �

2
2

2

2 2 2

I t E
I t

E

I t E I t� ))
�

E

y

y

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�
��

�

�
�� ��

�

0

0

�

�

cos ( ( ))
sin ( ( ))

sin ( ( )) cos ( (

�
�

�

� � �

1
1

1

1 1 1

I t E
I t

E

I t E I t E

x

x
W d

t

))
�

( )

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�
��

�

�
����

�

�
� �0

0 0

. (15)

Çíàõîäæåííÿ ì³í³ìàëüíîãî ÷àñó t1 òà ïîáóäîâà êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷à äî

ìîìåíòó �0 ³ ï³ñëÿ íüîãî çä³éñíþºòüñÿ ÿê ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ îïòèìàëüíîãî êå-

ðóâàííÿ çà øâèäêîä³ºþ. Öÿ çàäà÷à òà ¿¿ ðîçâ’ÿçàííÿ îïèñàí³ äàë³.

Âåêòîð, ùî ô³ãóðóº ó ë³â³é ÷àñòèí³ âêëþ÷åííÿ (15), ç ðîñòîì t íå áóäå ïîëè-

øàòè ïåâíî¿ êóë³ rS
~

,
~
S R n� 2 , ðàä³óñà r ç öåíòðîì ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

Óíàñë³äîê óìîâ (14) ìíîæèíà ç ïðàâî¿ ÷àñòèíè âêëþ÷åííÿ (15), ì³ñòèòü êóëþ

â ïðîñòîð³ R n2 , ÿêà äëÿ t & �� ïðÿìóº äî êóë³ íåñê³í÷åííîãî ðàä³óñà ç öåíò-

ðîì ó íóë³. Òîìó â äåÿêèé ñê³í÷åííèé ìîìåíò ÷àñó t1 âîíà ïîãëèíå êóëþ rS
~

³ çä³éñíèòüñÿ âêëþ÷åííÿ (15).

Îòæå, ÿêùî âèêîíàí³ óìîâè (14) äëÿ ïàðàìåòð³â ãðè, òî çà òåîðåìîþ 1 ïåðå-

ñë³äóâà÷, âèáèðàþ÷è ïåâíèì ÷èíîì ñâîº êåðóâàííÿ, ìîæå äîñÿãòè ì’ÿêî¿

çóñòð³÷³ ç âò³êà÷åì ó ñê³í÷åííèé ìîìåíò ÷àñó I t( )1 ó âèïàäêó äîâ³ëüíîãî äîïóñ-

òèìîãî êåðóâàííÿ âò³êà÷à òà äëÿ äîâ³ëüíèõ ïî÷àòêîâèõ ïîëîæåíü òà øâèäêîñòåé

ñóïðîòèâíèê³â.

ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß ×ÀÑÓ I t( )1 ÇÀÂÅÐØÅÍÍß ÃÐÈ

Îñê³ëüêè â ðîçãëÿäóâàí³é çàäà÷³ ìíîæèíè êåðóâàíü íàëåæàòü R n , à ôóíäà-

ìåíòàëüíà ìàòðèöÿ ìàº ïîðÿäîê 4n, òî çíàäîáëÿòüñÿ äîïîì³æí³ ìàòðèö³

Bu , B� äëÿ ïåðåõîäó ç R n ó R n4 , à ñàìå B O E O Ou � ( )T , B O O O E� � ( )T .

Òîä³ êîìïàêòè â óìîâ³ 2 º òàêèìè: U B S V B S S Ru
n� � �� 	 �, , .

Ãàðàíòîâàíèé ÷àñ äîñÿãíåííÿ ïåðåñë³äóâà÷åì ö³ë³ I t( )1 âèçíà÷àºòüñÿ ÷àñîì t1,

ùî çíàõîäèòüñÿ â ðåçóëüòàò³ ðîçâ’ÿçàííÿ çàãàëüíî¿ çàäà÷³ (2).

Äëÿ êîëèâíèõ ñèñòåì (5), (6) çàäà÷ó (2) çàïèøåìî ó òàêîìó âèãëÿä³:

t t e z e B SdI t A
I t t

I t A
u1 0

0

0� � � �
�

�

�
�

��
�

�min : ( )
( )

( ( ) )� � ��

�

�
�

�	
�

�
�

��

�

�
�

��
�� W d

t

( ) .� �

0

(16)

Òóò âðàõîâàíî, ùî êåðóâàííÿ u âõîäèòü ó (5) ç³ çíàêîì ïëþñ, à íå ì³íóñ, òà

îáèäâà êåðóâàííÿ íàëåæàòü êóë³ ç öåíòðîì ó íóë³, ç ÷îãî âèò³êàº, ùî

W W( ) ( )� �� � . Çíàê ïåðåä ïðîºêö³ºþ � çì³íåíî äëÿ á³ëüø çðó÷íîãî ïîäàëü-

øîãî âèêëàäåííÿ.

Îñê³ëüêè ïðîåêö³ÿ � º àäèòèâíîþ, âèðàç (16) åêâ³âàëåíòíèé

t t e z e B S d WI t A
I t t

I t A
u1 0

0

0� � � � '
�

�
�min : ( )( )

( )
( ( ) )� � � �� ( ) ,� �d

t

0

�
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�
�

��

�

�
�

��
(17)

äå ' — çíàê ñóìè Ì³íêîâñüêîãî (àáî àëãåáðà¿÷íî¿ ñóìè) ìíîæèí.
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Ï³ä³íòåãðàëüíèé âèðàç � ��e B SI t A
u

( ( ) )� ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ìíîæèíó W ( )�

óìîâè 2 çà íóëüîâî¿ ìîæëèâîñò³ êåðóâàííÿ âò³êà÷à, òîáòî êîëè V � { }0 . Ïîçíà-

÷èìî ¿¿ W0 . Òîä³ (17) ìîæíà çàïèñàòè òàê:

t t e z W I t dtA
I t t

I t t

I t

1 0

0

00� � � � � '
�

�
� �min : ( ( ) )

( )

( )

( )

� � � W I t d( ( ) )�
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�
�

��

�

�
�

��
� � .

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàçè äëÿ ôóíäàìåíòàëüíî¿ ìàòðèö³ òà ôóíêö³¿ ðîçòÿãóâàí-

íÿ ÷àñó, êîíêðåòèçóºìî âèãëÿä ï³ä³íòåãðàëüíèõ ìíîæèí (äðóãà âèçíà÷åíà

â (12), (13))

W
E

E

s t

s R sn

0

1

1

1

1

( )

sin

cos

,

, || ||

� �

� �

�

� �

�
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

� �

� � � I t( ),

W I
E

s R sn

( ) ( �( ))

sin

co, || ||

/� �
	

�
�

� �

�� �
�

�
�

�

�
�

� �1

3 2
1

11�
s

,

� �

�

1

0

E

s t

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

� � .

Áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ W0 ( )� ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ïðîäîâæåííÿ áàãà-

òîçíà÷íîãî â³äîáðàæåííÿ W ( )� íà ÷àñîâèé ³íòåðâàë t I t� �� ( ).

Çàäà÷à (17) çíàõîäæåííÿ t1 åêâ³âàëåíòíà çàäà÷³ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ çà

øâèäêîä³ºþ: çíàéòè ì³í³ìàëüíèé ÷àñ t , âèêîðèñòîâóþ÷è çì³ííó âèì³ðíó ôóíê-

ö³þ s( )� , | | ( ) | |s � � 1, äëÿ ÿêîãî íàâåäåíà äàë³ ñèñòåìà ìàº ðîçâ’ÿçîê

y I t y
I t

x I t x
I t

0 2 0
2

2
0 1 0

1cos ( ) �
sin ( )

cos ( ) �
sin (

�
�

�
�

�
� � �

)

sin ( ) � cos ( ) sin ( ) � co

�

� � � � �

1

0 2 2 0 2 0 1 1 0� � � �y I t y I t x I t x s ( )�1I t

�

�
�

�
�

�

�

�
� � �

�

�
�

� �

�
� �

	

�
�

sin ( ( ) )
( ) ( �( ( ) ))

( )
/1

10

31
I t

s d I I t

I t t
2 1

1

0

�

�
��

�

�
��

�

�

�

�

�
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�
�1
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(18)

Ðîçâ’ÿçîê âèçíà÷àº ÷àñîâ³ ïàðàìåòðè t1, �0 êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷à òà ñåëåê-

òîð w W( ) ( )� � � , ùî âèêîðèñòîâóºòüñÿ â ð³âíÿíí³ (3) äëÿ â³äð³çêó ÷àñó [ , ( )]�0 1I t ,

à ñàìå

w I t

I I t
I t

( ( ) )

( �( ( ) ))
sin ( ( )/

1

1
3 2 1 11

� �

� �
�

�
�

�

�
�

�

� �

	

�
�

� �

�
�

	

�
� � �

)
( ) ,

( �( ( ) )) cos ( ( ) )/

1

1
3 2

1 11

s

I I t I t s� �
�

�
�

�

�
� � ( ),�

�

�

�
�

�

�
�

� ��[ , ( )]0 1I t .

Íà ÷àñîâîìó ³íòåðâàë³ � ��[ , )0 0 ñåëåêòîð w W0 0( ) ( )� � � ìàº âèãëÿä

w I t

I t
s

I t s

0 1

1 1

1

1 1

( ( ) )

sin ( ( ) )
( ),

cos ( ( ) ) (

� �

�

�

� �

� �

�
�

� � �),

�

�
�

�
�

� ��[ , ]0 0 .
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Äàë³, ðîçãëÿäàþ÷è ð³âíÿííÿ (3) íà îá’ºäíàíîìó ÷àñîâîìó ³íòåðâàë³ [ , ( )]0 1I t ,

çíàõîäèìî ñêëàäîâó êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷à us ( )� , ÿêà íå çàëåæèòü â³ä ìèò-

òºâîãî ïåðåñë³äóâàííÿ âò³êà÷à. Ìàºìî

� � � �
�

e B u w I t
I t A

u s
( ( ) )

( ) ( ( ) )1
1

� � � , ��[ , ( )]0 1I t .

Çâ³äñè

u

s

I I t ss ( )

( ), [ , ),

( �( ( ) )) ( )/�

� � �

	

�
� �

�

�

� �
�

�
�

�

�
�

0

1

0

1
3 2 , [ , ( )].� ��

�

�
�

��
0 1I t

Êîåô³ö³ºíò K I I t( ) ( �( ( ) )) /�
	

�
�� �1

3 2 (0 1� �K ( )� ) âèçíà÷àº ÷àñòèíó ðåñóðñó

êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷à, ÿêó â³í ðåçåðâóº, ïî÷èíàþ÷è ç ìîìåíòó �0 1 1� �I t t( ) ,

äëÿ «íåéòðàë³çàö³¿» íåâ³äîìîãî â ìîìåíò ÷àñó 0 êåðóâàííÿ âò³êà÷à ó ìàéáóòíüîìó.

ÏÎØÓÊ ÐÎÇÂ’ßÇÊÓ ÇÀÄÀ×² (18)

Çàäà÷à (18) íå âêëþ÷àº íåâ³äîìîãî êåðóâàííÿ âò³êà÷à ³ º çàäà÷åþ îïòèìàëüíîãî

êåðóâàííÿ. Äëÿ ñïðîùåííÿ ïîçíà÷åíü óâåäåìî ÷àñ T I t� ( ) ³ áóäåìî éîãî ðîçãëÿ-

äàòè ÿê íåçàëåæíó çì³ííó. Ìîìåíò �0 òàêîæ º çì³ííèì ³ çàëåæíèì â³ä T . Óâå-

äåìî êîåô³ö³ºíò Q K( ) ( )� �� �1 òàêèé, ùî äîð³âíþº 1 íà ³íòåðâàë³ [ , )0 0� . Ïîç-

íà÷èìî b T b T R n
1 2( ), ( ) � ñêëàäîâ³ âåêòîðà ë³âî¿ ÷àñòèíè ñèñòåìè (18), ÿê³ â³äïî-

â³äàþòü êîîðäèíàòàì ³ øâèäêîñòÿì.

Äëÿ êîæíîãî çàäàíîãî ÷àñó T ë³âà ÷àñòèíà ñèñòåìè (18) — ô³êñîâàíèé âåê-

òîð b T b T b T R n( ) ( ( ), ( ))� �1 2
2 . Âåêòîð-ôóíêö³ÿ s( )� ñòàº êåðóâàííÿì. Ïîòð³áíî

çíàéòè òàêó ôóíêö³þ s( )� , | | ( ) | |s � � 1, ��[ , ]0 T , àáè ð³âí³ñòü (18) áóëà âèêîíàíà

â ìîìåíò T .

ßêùî çà ÿêîãîñü T öå âäàºòüñÿ, òî, çìåíøóþ÷è T , ìîæíà çíàéòè ì³í³ìàëü-

íèé ÷àñ I t( )1 äîñÿãíåííÿ ö³ë³. Ðàí³øå áóëî äîâåäåíî, ùî òàêèé ì³í³ìàëüíèé ÷àñ

³ñíóº äëÿ ðîçãëÿäóâàíî¿ êîëèâíî¿ ñèñòåìè.

Îïèøåìî ïîøóê ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ (18) ñåðåä êóñêîâî-ñòàëèõ ôóíêö³é ç³

ñê³í÷åííîþ ê³ëüê³ñòþ ³íòåðâàë³â ñòàëîñò³.

Íåõàé çà ô³êñîâàíîãî T çàäàíà ìíîæèíà ³íòåðâàë³â [ , ]t ti i�1 , i m�1, ,� ,

òàêà, ùî t ti i� 
�1 0 , t0 0� , t Tm � . Òîä³ ñèñòåìà (18) íàáóâàº òàêîãî âèãëÿäó:

b T s Q T di

t

t

i

m

i

i

1
1

1

1
1

( ) ( ) sin ( )� �

�

�(
�

�

�
� � � �,

b T s Q T di

t

t

i

m

i

i

2 1

1
1

( ) ( )cos ( )� �

�

�(
�

� � � � �,

äå si — íåâ³äîì³ âåêòîðè, ïîñò³éí³ íà ³íòåðâàëàõ [ , )t ti i�1 , i m� �1 1, ,� , [ , ]t tm m�1 .

Íà çàïèòàííÿ ïðî ³ñíóâàííÿ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ (18) äëÿ ìîìåíòó T ç îáðàíèì

âèãëÿäîì ôóíêö³¿ êåðóâàííÿ ìîæíà â³äïîâ³ñòè, ðîçâ’ÿçàâøè çàäà÷ó êâàäðàòè÷-

íîãî ïðîãðàìóâàííÿ

min ( ) ( , )
s

i i

i

m

i

b T A T m s�
�
(

1

, | | | | , , ,s i mi � �1 1 � , (19)

äå ìàòðèö³ A T mi ( , ) ôîðìóþòüñÿ òàê: A T m
a T m E

a T m E
i

i

i

( , )
( , )

( , )
�
�

�
�

�

�
�1

2

, a T mi1
1

( , ) � )
�

�

) �

�

� Q T d

t

t

i

i

( )sin ( )� � � �1

1

, a T m Q T di

t

t

i

i

2 1

1

( , ) ( )cos ( )� �

�

�� � � � � .
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Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (18) ³ñíóº, ÿêùî îïòèìàëüíå çíà÷åííÿ (19) äîð³âíþº 0.

Ìîæëèâ³ ð³çí³ ñïîñîáè ðîçáèòòÿ ÷àñîâîãî ïðîì³æêó [ , ]0 T íà ³íòåðâàëè, íà-

ïðèêëàä, ðîçáèòòÿ íà ³íòåðâàëè ð³çíî¿ äîâæèíè. Ìîæëèâèé ïîøóêó ðîçâ’ÿçêó

çàäà÷³ (18) ñåðåä ³íøèõ òèï³â êåðóâàíü. Îäèí ç òàêèõ âàð³àíò³â íàâåäåíî äàë³

ó ïðèêëàä³.

ÑÊËÀÄÎÂÀ ÊÅÐÓÂÀÍÍß, ÙÎ Í²ÂÅËÞª ÊÅÐÓÂÀÍÍß ÂÒ²ÊÀ×À

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ñêëàäîâî¿ êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷à u Sp � , ÿêà çàñòîñîâóºòü-

ñÿ íèì íà ³íòåðâàë³ [ , ( )]�0 1I t òà äàº çìîãó í³âåëþâàòè êåðóâàííÿ âò³êà÷à

³ óñï³øíî çàâåðøèòè ãðó â âèçíà÷åíèé ìîìåíò ÷àñó I t( )1 , âèêîðèñòîâóºìî

òàêó ð³âí³ñòü:

� 	 � � �
�

�

�0

1

1

0

1

1

I t
I t A

I t
I t t A

u pe B d e B u

( )
( ( ) )

( )
( ( ) )

� �
� �� d�

�

�

�
�

�

�

�
�
� 0 , � �S , u Sp � .

Çàì³íîþ çì³ííèõ òà ïðèâåäåííÿì ³íòåãðàë³â äî îäíàêîâèõ ãðàíèöü ³íòåãðó-

âàííÿ â³ä 0 äî t1 âñòàíîâëþºìî ìèòòºâèé çâ’ÿçîê ì³æ ñêëàäîâîþ up ( )� �0 � òà

êåðóâàííÿì âò³êà÷à ó ìèíóëîìó � �( ( ) ( ))I t I t1 1� � , ùî â³äïîâ³äàº ð³âíÿííþ (3),

� � � � � � 	 �
� �

�e B u I t e B I t
t A

u p
I t A( ) ( )

( ) �( ) ( ( )1 1
0 1 1

� �� � � � � �I t( ))1 � , � �[ , ]0 1t .

Çíàéäåìî âèðàç äëÿ up , êîíêðåòèçóâàâøè öþ ð³âí³ñòü òà âèêîíàâøè ïðîºêö³þ,

�
� �

�
� � � 	

� �

�
�

sin ( )
( ) �( )

sin ( )
( (1 1

1
0 1

2 1

2

t
u I t

I t
Ip

�
� � �

�
t I t

t u I t Ip

1 1

1 1 0 1 2

) ( )),

cos ( ) ( ) �( ) cos (

� �

� � � �

�

� � � � � � 	 � t I t I t1 1 1� � �

�

�
�

�
� � � �) ( ( ) ( )),

� �[ , ]0 1t .

(19)

Îñê³ëüêè ôóíêö³ÿ ðîçòÿãóâàííÿ ÷àñó çàáåçïå÷óº âèêîíàííÿ ïðîïîðö³¿
sin ( )

cos ( )

sin ( )

cos (

� �

� � �

� �

� � �

1 1

1 1 1

2 1

2 2 1

t

t

I t

I t

�

�
�

�

� )
, äðóãà ïîëîâèíà ñèñòåìè ë³í³éíî çàëåæíà

â³ä ïåðøî¿.

Îòæå, up çíàõîäèìî, ðîçâ’ÿçóþ÷è ïåðøó ïîëîâèíó ñèñòåìè (19) ç n ð³âíÿí-

íÿìè òà n íåâ³äîìèìè, ³ ç óðàõóâàííÿì âëàñòèâîñòåé ôóíêö³¿ ðîçòÿãóâàííÿ ÷à-

ñó (9) òà ¿¿ ïîõ³äíî¿ (10) îòðèìóºìî

u I t I t I tp ( ) ( �( )) ( ( ) ( ))/� �
	

�
� � �0 1

3 2
1 1� � � � � , ��[ , ]0 1t .

Äëÿ � ó ÷àñîâîìó ³íòåðâàë³ [�0 , I t( )1 ] öÿ ð³âí³ñòü ìàº âèãëÿä

u I I t I t I I tp ( ) ( �( ( ) )) ( ( ) ( ( ) ))/�
	

�
� � �� � � �1

3 2
1 1 , � ��[ , ( )]0 1I t .

Ó ö³ëîìó êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷à íà ³íòåðâàë³ ÷àñó [ , ( )]0 1I t ñêëàäàºòüñÿ

ç ñóìè çíàéäåíèõ ñêëàäîâèõ, à ñàìå:

— íà ïåðøîìó ï³â³íòåðâàë³ � ��[ , )0 0 êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷à äîð³âíþº

ñêëàäîâ³é éîãî êåðóâàííÿ us ( )� , ÿêà çíàõîäèòüñÿ âíàñë³äîê ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà-

÷³ (18), u u ss( ) ( ) ( )� � �� � ;

— íà äðóãîìó ï³â³íòåðâàë³ � ��[ , ( )]0 1I t êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷à º ñóìîþ

ñêëàäîâèõ us òà up , äå up ïîáóäîâàíà çà êåðóâàííÿì âò³êà÷à,

u u u I I t I t I I tp s( ) ( ) ( ) ( �( ( ) )) ( ( ) ( ( )/� � �
	

�
� �� � � � �1

3 2
1 1 � ��))
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� � �
�

�
�

�

�
� � � � �1 3 2

1 1
	

�
� � � �( �( )) ( ) ( ) ( ( ) ( ( )/I t s K I t I I te � � �)) ( ( )) ( )� � � �1 K s

� � � � � �K K s( ) ( ( )) ( ( )) ( )� � � � � � �1 .

Òóò � �( ) — ôóíêö³ÿ çàï³çíåííÿ ÷àñó, ùî ââåäåíà ó äîâåäåíí³ òåîðåìè 1.

Ìîäóëü âåêòîðà u( )� íå ïåðåâèùóº 1, îñê³ëüêè | | | |� � 1, | | | |s � 1 òà 0 1� �K .

Îòæå, âèì³ðíà âåêòîð-ôóíêö³ÿ u( )� º äîïóñòèìèì êåðóâàííÿì ³ ðîçâ’ÿçêîì ð³â-

íÿííÿ (3) äëÿ êîëèâíî¿ ñèñòåìè (5), (6).

Ïðèêëàä 1. Íà ðèñ. 1 à, á íàâåäåíî ôàçîâ³ òðàºêòîð³¿ ïåðåñë³äóâà÷à òà

âò³êà÷à íà ïëîùèí³, à íà ðèñ. 1, â — çíàéäåíå êåðóâàííÿ, â ÿêîìó âèêîðèñòàí³
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Ðèñ. 1. Âò³êà÷ ó ñåðåäèí³ åë³ïñà ïåðåñë³äóâà÷à.
Ïåðåñë³äóâà÷ «ñòèñêàº» ñâîþ òðàºêòîð³þ ÿê çà
êîîðäèíàòàìè (à), òàê ³ çà øâèäê³ñòþ (á), òà
ì’ÿêî «ïåðåõîïëþº» âò³êà÷à, âèêîðèñòîâóþ÷è
çíàéäåíå êåðóâàííÿ (â)

à

á

â

� 0
I t( )10

Ðèñ. 2. Êåðóâàííÿ âò³êà÷à (à) òà ñêëàäîâ³ up (á),
us (â) êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷à (ìîäóë³ òà
êîìïîíåíòè)

à

á

â

0 I t( )1� 0

� 0 I t( )10

0 I t( )1� 0



ò³ëüêè äâà áàçîâ³ âåêòîðè: ñïî÷àòêó s1, à ïîò³ì s2 . Âåêòîðè çì³íþþòü íàïðÿìîê

íà ïðîòèëåæíèé çã³äíî ç³ çíà÷åííÿì ôóíêö³é sign (sin ( ))� �1 T � äëÿ s1 òà

sign (cos ( ))� �1 T � äëÿ s2 . ×àñòîòè êîëèâàíü �� � 1.7, �2 � 1.1. Çàì³íà âåêòîðà

s1 íà s2 â³äáóâàºòüñÿ â äåÿêèé ìîìåíò ÷àñó tsw òàêèé, ùî | | | | | | | |s s1 2� . Êåðóâàí-

íÿ ââàæàºòüñÿ çíàéäåíèì, êîëè | | | | | | | |s s1 2 1� � .

Êîìïîíåíòè âåêòîðà êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷à òà éîãî ìîäóëü ïîêàçàí³ íà

ðèñ. 1, â. Âò³êà÷ ìàº ïî÷àòêîâó òðàºêòîð³þ ó ôîðì³ ìàëîãî åë³ïñà (äèâ. ðèñ 1, à),

ÿêèé çì³íþºòüñÿ íà á³ëüøèé. Òðàºêòîð³ÿ ïåðåñë³äóâà÷à — âåëèêèé åë³ïñ ç öåí-

òðîì (0, 0), ÿêùî êåðóâàííÿ äîð³âíþº 0. Ó ïðîöåñ³ ïåðåñë³äóâàííÿ éîãî òðà-

ºêòîð³ÿ çì³íþºòüñÿ. Òåìíèé ³ ñâ³òëèé êðóæå÷êè — ïîëîæåííÿ âò³êà÷à ³ ïåðå-

ñë³äóâà÷à â t � 9.1 ñ. Àíàëîã³÷íî äëÿ øâèäêîñòåé (äèâ. ðèñ 1, á). Ñòð³ëêè ïîêàçó-

þòü øâèäêîñò³ òà ïðèñêîðåííÿ ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò. Õðåñòèê — òî÷êà ì’ÿêî¿

çóñòð³÷³. ×àñ äîñÿãíåííÿ ö³ë³ I t( )1 � 11.37 ñ, �0 � 4.03 c, ìîìåíò çì³íè s1 íà s2

tsw � 3.96 c (äèâ. ðèñ. 1, â).

Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíî êåðóâàííÿ âò³êà÷à òà îáèäâ³ ñêëàäîâ³ êåðóâàííÿ ïåðå-

ñë³äóâà÷à (êîìïîíåíòè âåêòîð³â òà ìîäóë³).

Ó ÷àñ t � 6 ñ âåêòîð êåðóâàííÿ âò³êà÷à (–1.1, 0.9) çì³íþºòüñÿ íà (1.5, –1.3)

(äèâ. ðèñ. 2, à). Ó ÷àñ t � �0 ïåðåñë³äóâà÷ ïî÷èíàº âðàõîâóâàòè êåðóâàííÿ

âò³êà÷à, ó ÷àñ t � 8 ñ ðåàãóº íà çì³íó éîãî êåðóâàííÿ (äèâ. ðèñ. 2, á).

Ñèëîâ³ êîåô³ö³ºíòè � � 7.9, 	 � 2. Äëÿ t� �0 ìîäóëü ñêëàäîâî¿ us äîð³â-

íþº 7.9, ùî âêàçóº íà òå, ùî ïåðåñë³äóâà÷ âèêîðèñòîâóº óâåñü ñâ³é ðåñóðñ êåðó-

âàííÿ äëÿ çáëèæåííÿ (äèâ. ðèñ. 2, â). Ï³ñëÿ öüîãî ìîìåíòó ìîäóë³ ñêëàäîâèõ up òà

us çì³íþþòüñÿ â³äïîâ³äíî äî çíà÷åííÿ K t( ) òà Q t K t( ) ( )� �1 (äèâ. ðèñ. 2, á, â).

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ³ãðîâî¿ çàäà÷³ ïðî ì’ÿêó çóñòð³÷ êåðîâàíèõ êîëèâíèõ ñèñòåì

ó ðîáîò³ çàñòîñîâàíî ïðèíöèï ðîçòÿãóâàííÿ ÷àñó. Îäåðæàíî óìîâè äëÿ ïàðà-

ìåòð³â ñèñòåì, ùî çàáåçïå÷óþòü ïåðåñë³äóâà÷ó ìîæëèâ³ñòü òàêî¿ çóñòð³÷³

ó ñê³í÷åííèé ìîìåíò ÷àñó. Âêàçàíî ñïîñ³á êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷à ç îãëÿäó

íà êåðóâàííÿ âò³êà÷à ó ìèíóëîìó, ùî çíàõîäèòüñÿ çà äîïîìîãîþ â³äïîâ³äíî¿

ôóíêö³¿ ðîçòÿãóâàííÿ ÷àñó. Ç âèêîðèñòàííÿì ïðîãðàìíèõ çàñîá³â ñòâîðåíî

â³çóàëüíó ³ëþñòðàö³þ ïðîöåñó òàêîãî çáëèæåííÿ íà ïëîùèí³ çà óìîâè îäíî-

ðàçîâî¿ çì³íè îðá³òè âò³êà÷åì. Íàâåäåíèé àëãîðèòì îá÷èñëåííÿ ôîðìóëè ïî-

òî÷íîãî êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷à ãàðàíòóº îäíî÷àñíèé çá³ã ãåîìåòðè÷íèõ êî-

îðäèíàò òà øâèäêîñòåé ïðîòèä³éíèõ ñòîð³í.
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G.Ts. Chikrii, V.M. Kuzmenko
SOLVING THE PROBLEM OF SOFT MEETING FOR CONTROLLED
OSCILLATORY SYSTEMS BASED ON THE PRINCIPLE OF TIME STRETCHING

Abstract. The game problem of a soft meeting of controlled oscillating systems, i.e., their
simultaneous coincidence of geometric coordinates and velocities, is considered. Applying
Pontryagin’s first direct method [1] to solve this problem is impossible since the condition
underlying this method is not satisfied. This condition is an instantaneous advantage of the
pursuer (the one who strives to achieve this meeting) over the evader (the one who tries to
avoid it). In the method, we apply the principle of time stretching, which weakens this
condition and makes it possible to terminate the game in a finite time. The paper outlines the
problem solution method that employs a certain time-stretching function. Also, an algorithm,
variants of constructing the pursuer control, and an example of computer implementation of the
convergence process on the plane are provided.

Keywords: differential game, soft meeting, time stretching function, modified Pontryagin’s
condition, selection of set-valued mapping.
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