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Àíîòàö³ÿ. Çàïðîïîíîâàíî ìàòåìàòè÷íå çàáåçïå÷åííÿ äëÿ äîñë³äæåííÿ òà ðîçâ’ÿçóâàííÿ íà
êîìï’þòåð³ MIMD-àðõ³òåêòóðè ç ãðàô³÷íèìè ïðîöåñîðàìè àëãåáðà¿÷íî¿ ïðîáëåìè âëàñíèõ
çíà÷åíü. Äî ñêëàäó ìàòåìàòè÷íîãî çàáåçïå÷åííÿ âõîäÿòü ïàðàëåëüí³ àëãîðèòìè òà ïðîãðà-
ìè ç ôóíêö³ÿìè àâòîìàòè÷íîãî àäàïòèâíîãî íàëàøòóâàííÿ çì³ííîãî êîìï’þòåðíîãî ñåðå-
äîâèùà (áàãàòîð³âíåâèé ïàðàëåë³çì, çì³ííà òîïîëîã³ÿ ì³æïðîöåñîðíèõ çâ’ÿçê³â, çì³øàíà
ðîçðÿäí³ñòü, êåøèçàö³ÿ òîùî) íà âèÿâëåí³ â êîìï’þòåð³ ìàòåìàòè÷í³ âëàñòèâîñò³ çàäà÷³ òà
éîãî àðõ³òåêòóðí³ îñîáëèâîñò³ äëÿ çàáåçïå÷åííÿ äîñòîâ³ðíîñò³ ðåçóëüòàò³â ðîçâ’ÿçóâàííÿ
³ åôåêòèâíîãî âèêîðèñòàííÿ îá÷èñëþâàëüíèõ ðåñóðñ³â.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: àëãåáðà¿÷íà ïðîáëåìà âëàñíèõ çíà÷åíü (ÀÏÂÇ), çì³ííå êîìï’þòåðíå ñå-
ðåäîâèùå, àäàïòèâí³ àëãîðèòìè, ìåòîä ñïðÿæåíèõ ãðàä³ºíò³â, ìåòîä ³òåðàö³é íà ï³äïðîñ-
òîð³, áàãàòîÿäåðíèé êîìï’þòåð MIMD-àðõ³òåêòóðè ç ãðàô³÷íèìè ïðîöåñîðàìè.

ÂÑÒÓÏ

Ñüîãîäí³ â áàãàòüîõ ïðåäìåòíèõ ãàëóçÿõ (ÿäåðíà åíåðãåòèêà, ìåõàí³êà, ìàøèíîáóäó-
âàííÿ, áóä³âíèöòâî, åëåêòðîçâàðþâàííÿ, õ³ì³ÿ, ìîëåêóëÿðíà á³îëîã³ÿ òîùî) ïîñò³éíî
âèíèêàþòü íîâ³ á³ëüø ñêëàäí³ ô³çèêî-òåõí³÷í³ îá’ºêòè, êîíñòðóêö³¿ òà ÿâèùà.

Ïîÿâà íîâèõ íàäâåëèêèõ çàäà÷ îá÷èñëþâàëüíî¿ ìàòåìàòèêè çìóøóº ïîñò³éíî
íàðîùóâàòè ïîòóæíîñò³ ñóïåðêîìï’þòåð³â çà ðàõóíîê óñêëàäíåííÿ àðõ³òåêòóðè
áàãàòîïðîöåñîðíèõ îá÷èñëþâàëüíèõ ñèñòåì ç ðîçïîä³ëåíîþ òà ³ºðàðõ³÷íîþ
ñï³ëüíîþ ïàì’ÿòòþ ç³ ñêëàäíîþ îðãàí³çàö³ºþ áàãàòîïîòîêîâèõ ³ âåêòîðèçîâàíèõ
îïåðàö³é, ³ç çàñòîñóâàííÿì äåñÿòê³â òèñÿ÷ ïðîöåñîð³â, ð³çíîìàí³òíèõ ïðèñêîðþ-
âà÷³â, âèä³â êåø-ïàì’ÿò³, ñèñòåì ðîçïàðàëåëþâàííÿ òîùî.

Ç ïîÿâîþ òà ïîñò³éíèì óäîñêîíàëåíÿì ñóïåðêîìï’þòåð³â ð³çíî¿ àðõ³òåêòóðè ñòà-
þòü àêòóàëüíèìè ïðîáëåìè ¿õíüîãî åôåêòèâíîãî âèêîðèñòàííÿ, çàáåçïå÷åííÿ äîñ-
òîâ³ðíîñò³ êîìï’þòåðíèõ ðåçóëüòàò³â òà ï³äâèùåííÿ ð³âíÿ ³íòåëåêòóàëüíî¿ ³íôîð-
ìàö³éíî¿ ï³äòðèìêè êîðèñòóâà÷³â — ôàõ³âö³â ó ð³çíèõ ïðåäìåòíèõ ãàëóçÿõ [1–4].
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Ó ö³é ñòàòò³ ðîçãëÿäàºòüñÿ ðîçâ’ÿçàííÿ òàêèõ çàäà÷, à ñàìå ñòâîðåííÿ àëãî-
ðèòì³÷íî-ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ äëÿ äîñë³äæåííÿ òà ðîçâ’ÿçàííÿ àëãåáðà¿÷-
íî¿ ïðîáëåìè âëàñíèõ çíà÷åíü (ÀÏÂÇ) ç ôóíêö³ÿìè àâòîìàòè÷íîãî àäàïòèâíîãî
íàëàøòóâàííÿ ìåòîäó, êîìï’þòåðíîãî àëãîðèòìó òà çì³ííîãî êîìï’þòåðíîãî
ñåðåäîâèùà (çì³ííà òîïîëîã³ÿ ïðîöåñîð³â òà ì³æïðîöåñîðíèõ çâ’ÿçê³â, áàãàòî-
ð³âíåâèé ïàðàëåë³çì, áàãàòîðîçðÿäíà àðèôìåòèêà, êåøèçàö³ÿ îá÷èñëåíü òîùî)
íà âèÿâëåí³ â êîìï’þòåð³ ìàòåìàòè÷í³ âëàñòèâîñò³ çàäà÷³ òà éîãî àðõ³òåêòóðí³
îñîáëèâîñò³ äëÿ çàáåçïå÷åííÿ äîñòîâ³ðíîñò³ ðåçóëüòàò³â ðîçâ’ÿçóâàííÿ ï³ä ÷àñ
åôåêòèâíîãî âèêîðèñòàííÿ îá÷èñëþâàëüíèõ ðåñóðñ³â [5–7].

Áàãàòî ïðàêòè÷íèõ çàäà÷, íàïðèêëàä çàäà÷à ðîçðàõóíêó ñò³éêîñò³ êîíñòðóêö³é,
ùî âêëþ÷àº óìîâè íåïåðåðâíîñò³ âåêòîð³â íàïðóãè òà çì³ùåíü íà ìåæàõ îáëàñò³
[8], ìîæóòü áóòè ïðåäñòàâëåí³ ó âèãëÿä³ çàäà÷ íà âëàñí³ çíà÷åííÿ ó íåñê³í÷åííî-
âèì³ðíîìó ïðîñòîð³. Ìàòåìàòè÷í³ ìîäåë³ òàêèõ çàäà÷ îïèñóþòücÿ ñèñòåìàìè äèôå-
ðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü àáî ð³çíèöåâèìè ð³âíÿííÿìè, ðîçâ’ÿçàííÿ ÿêèõ ïîëÿãàº â îá-
÷èñëåíí³ âëàñíèõ çíà÷åíü ³ âëàñíèõ âåêòîð³â ìàòðèöü, ùî çàçâè÷àé ìàþòü
ðîçð³äæåíó ñòðóêòóðó (ê³ëüê³ñòü íåíóëüîâèõ åëåìåíò³â ìàòðèöü ñòàíîâèòü kn, äå
k n�� , à n — ïîðÿäîê ìàòðèö³) òà íàäâåëèê³ ïîðÿäêè (äî äåñÿòê³â ì³ëüéîí³â).

Íà îñíîâ³ äîñë³äæåíü çàäà÷, ùî çâîäÿòüñÿ äî ðîçâ’ÿçàííÿ ÀÏÂÇ, ñòâîðåíî
òàê³ ³òåðàö³éí³ àäàïòèâí³ àëãîðèòìè â çì³ííîìó êîìï’þòåðíîìó ñåðåäîâèù³:

� àëãîðèòìè ïîïåðåì³ííî-òðèêóòíîãî ìåòîäó äëÿ äîñë³äæåííÿ òà ðîçâ’ÿçó-
âàííÿ ÷àñòêîâî¿ óçàãàëüíåíî¿ ÀÏÂÇ (ì³í³ìàëüíå âëàñíå çíà÷åííÿ òà â³äïîâ³äíèé
âëàñíèé âåêòîð) ñèìåòðè÷íèõ äîäàòíî âèçíà÷åíèõ ñòð³÷êîâèõ òà ðîçð³äæåíèõ
ìàòðèöü äîâ³ëüíî¿ ñòðóêòóðè [7];

� àëãîðèòìè ìåòîäó ñïðÿæåíèõ ãðàä³ºíò³â äëÿ äîñë³äæåííÿ òà ðîçâ’ÿçóâàí-
íÿ ÷àñòêîâî¿ óçàãàëüíåíî¿ ÀÏÂÇ (ì³í³ìàëüíå âëàñíå çíà÷åííÿ òà â³äïîâ³äíèé
âëàñíèé âåêòîð) ñèìåòðè÷íèõ äîäàòíî âèçíà÷åíèõ ñòð³÷êîâèõ òà ðîçð³äæåíèõ
ìàòðèöü äîâ³ëüíî¿ ñòðóêòóðè [9, 10];

� àëãîðèòìè ìåòîäó ³òåðàö³é íà ï³äïðîñòîð³ äëÿ äîñë³äæåííÿ òà ðîçâ’ÿçó-
âàííÿ ÷àñòêîâî¿ óçàãàëüíåíî¿ ÀÏÂÇ (äåê³ëüêà ì³í³ìàëüíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü òà
â³äïîâ³äíèõ âëàñíèõ âåêòîð³â) ñèìåòðè÷íèõ äîäàòíî âèçíà÷åíèõ ñòð³÷êîâèõ
òà ðîçð³äæåíèõ ìàòðèöü äîâ³ëüíî¿ ñòðóêòóðè [9–12].

ÇÌ²ÍÍÅ ÊÎÌÏ’ÞÒÅÐÍÅ ÑÅÐÅÄÎÂÈÙÅ

Ñó÷àñí³ ïàðàëåëüí³ ñóïåðêîìï’þòåðè ìîæóòü áóòè ð³çíî¿ àðõ³òåêòóðè.
Óïðîäîâæ äåñÿòê³â ðîê³â øèðîêî âèêîðèñòîâóþòü êîìï’þòåðè MIMD-àðõ³òåê-
òóðè, â ÿê³é ç’ºäíàí³ çàãàëüíîþ øèíîþ îá÷èñëþâàëüí³ âóçëè ñêëàäàþòüñÿ
ç ïåâíî¿ ê³ëüêîñò³ ïðîöåñîð³â ç ðîçïîä³ëåíîþ ïàì’ÿòòþ òà (àáî) ÿäåð ³ç
ñï³ëüíîþ ïàì’ÿòòþ. Îñòàíí³ì ÷àñîì àêòèâíî ðîçðîáëÿþòü êîìï’þòåðè ã³áðèä-
íî¿ àðõ³òåêòóðè — ïàðàëåëüí³ êîìï’þòåðè ç ð³çíèìè ñï³âïðîöåñîðàìè. Ñåðåä
íèõ íàéá³ëüø åôåêòèâíèìè º êîìï’þòåðè MIMD-àðõ³òåêòóðè (CPU)
ç ãðàô³÷íèìè ïðèñêîðþâà÷àìè (GPU).

Ñòâîðþþ÷è àëãîðèòìè äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ íà có÷àñíèõ ñóïåðêîìï’þòå-
ðàõ, ïîòð³áíî âðàõîâóâàòè áàãàòîð³âíåâó ìîäåëü ðîçïàðàëåëþâàííÿ, íàÿâí³ñòü
êîìï’þòåðíî¿ ïàì’ÿò³ ð³çíèõ âèä³â òà îáñÿã³â, ê³ëüê³ñòü ³ òèïè ïðîöåñîðíèõ åëå-
ìåíò³â òà îñîáëèâîñò³ çâ’ÿçê³â ì³æ íèìè òîùî [5–7].

Áàãàòîð³âíåâà ìîäåëü ïàðàëåëüíèõ îá÷èñëåíü. Íà ñó÷àñíèõ ñóïåðêîì-
ï’þòåðàõ ïåðåäáà÷åíî äâà îñíîâí³ ð³âí³ ïàðàëåë³çìó: âåðõí³é, íà ÿêîìó ïàðà-
ëåëüíî âèêîíóþòüñÿ ìàêðîîïåðàö³¿ (ï³äçàäà÷³ — ëîã³÷íî íåçàëåæí³ ÷àñòèíè àë-
ãîðèòì³â), òà íèæí³é, äå ðîçïàðàëåëþºòüñÿ âèêîíàííÿ êîæíî¿ ìàêðîîïåðàö³¿.
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Ïåðøèé (âåðõí³é) ð³âåíü ìîäåë³ ïàðàëåëüíèõ îá÷èñëåíü (MIMD-ìîäåëü) —
ïàðàëåë³çì ïðîöåñ³â (process level parallelism, PLP), òîáòî ïðîöåñè ïàðàëåëüíî
âèêîíóþòü ï³äçàäà÷³, âèêîðèñòîâóþ÷è ÿê ðîçïîä³ëåíó, òàê ³ ñï³ëüíó ïàì’ÿòü
CPU, ñèíõðîí³çóþ÷è îá÷èñëåííÿ òà îáì³íè äàíèìè. Äëÿ ðîçïàðàëåëþâàííÿ ïðî-
öåñ³â íà ðîçïîä³ëåí³é ïàì’ÿò³ íàéá³ëüø åôåêòèâíîþ º ³íòåðôåéñ MPI [13], à íà
ñï³ëüí³é ïàì’ÿò³ — OpenMP [14].

Äðóãèé (íèæí³é) ð³âåíü (SIMD-ìîäåëü) — ïàðàëåë³çì ïîòîê³â (thread level
parallelism, TLP) — ðîçïàðàëåëþâàííÿ ìàêðîîïåðàö³é ç âèêîðèñòàííÿì äå-
ê³ëüêîõ ïîòîê³â ³ ñï³ëüíî¿ ïàì’ÿò³. Ó öüîìó âèïàäêó êîæíà ìàêðîîïåðàö³ÿ âåðõ-
íüîãî ð³âíÿ ðîçïàðàëåëþºòüñÿ ì³æ äåÿêîþ ê³ëüê³ñòþ ïîòîê³â (íèòîê) íà ÿäðàõ
CPU ³ç ñï³ëüíîþ ïàì’ÿòòþ çà äîïîìîãîþ çàñîá³â OpenMP, à òàêîæ íà ñï³âïðîöå-
ñîðàõ, íàïðèêëàä GPU, ï³ä ÷àñ âèêîðèñòàííÿ òåõíîëîã³¿ NVIDIA CUDA [15].

Ó ðàç³ âèêîðèñòàííÿ ðîçïîä³ëåíî¿ ïàì’ÿò³ âèíèêàþòü ïåâí³ ïðîáëåìè
ç îáì³íàìè äàíèõ ì³æ ïðîöåñàìè — îïåðàö³ÿìè, ÿê³ çàëåæàòü â³ä ðåàë³çàö³¿ (âñòà-
íîâëåíî¿ íà êîìï’þòåð³) ñòàíäàðòó MPI òà òðèâàë³ñòü ÿêèõ ìîæå çíà÷íî ïåðåâè-
ùóâàòè òðèâàë³ñòü àðèôìåòè÷íèõ îïåðàö³é, à òàêîæ îïåðàö³é çâåðíåííÿ äî ïàì-
’ÿò³. Îòæå, ï³ä ÷àñ ñòâîðåííÿ àëãîðèòì³â äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ïîòð³áíî ïåðåäáà-
÷àòè òàêå ðîçì³ùåííÿ äàíèõ ó ïàì’ÿò³ ïðîöåñîð³â, çà ÿêîãî ñï³ââ³äíîøåííÿ
ïåðåñèëàííÿ äàíèõ òà àðèôìåòè÷íèõ îïåðàö³é, ùî îäíî÷àñíî âèêîíóþòüñÿ, áóäå
çáàëàíñîâàíèì ³ ì³í³ì³çóâàòèìå çàãàëüíèé ÷àñ âèêîíàííÿ ïðîãðàìè. Ç ³íøîãî
áîêó, ñåðåäîâèùå MPI ñòâîðþº äîñòàòíüî ñïðèÿòëèâ³ óìîâè äëÿ àñèíõðîííîãî
âèêîíàííÿ îáì³í³â äàíèìè (ï³ä ÷àñ âèêîíàííÿ àðèôìåòè÷íèõ îïåðàö³é).

Çà âèêîðèñòàííÿ ñï³ëüíî¿ ïàì’ÿò³ òà ñåðåäîâèùà OpenMP íå âèíèêàþòü ïðî-
áëåìè ç îáì³íàìè äàíèõ ì³æ ïîòîêàìè, àëå ñòâîðþþòüñÿ ïðîáëåìè ç êîðåêòíèì
âèêîðèñòàííÿì äàíèõ, äëÿ óíèêíåííÿ ÿêèõ ïîòð³áí³ äîäàòêîâ³ ñèíõðîí³çàö³¿ òà
îáì³íè äàíèìè ì³æ îñíîâíîþ ïàì’ÿòòþ òà êåøàìè ð³çíèõ ð³âí³â. Äî òîãî æ, ñåðå-
äîâèùå OpenMP êðàùå âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ ñèíõðîííîãî âèêîíàííÿ ïàðàëåëü-
íèìè ïîòîêàìè îäíàêîâèõ ï³äçàäà÷ ç ð³çíèìè äàíèìè, à ðåàë³çàö³ÿ àñèíõðîííîãî
âèêîíàííÿ ð³çíèõ ìàêðîîïåðàö³é ñòâîðþº çíà÷í³ òðóäíîù³. Ó öüîìó ñåðåäîâèù³
äëÿ åôåêòèâíî¿ ðåàë³çàö³¿ ïàðàëåëüíèõ îá÷èñëåíü òàêîæ ïîòð³áíî ïåðåäáà÷àòè
ð³âíîì³ðíå (çáàëàíñîâàíå) çàâàíòàæåííÿ âèêîðèñòîâóâàíèõ ïîòîê³â. Îòæå, ÿêùî
ê³ëüê³ñòü ³íôîðìàö³éíèõ çâ’ÿçê³â (êîìóí³êàö³éíèõ âçàºìîä³é) ì³æ ï³äçàäà÷àìè º
äîñòàòíüî âåëèêîþ (ïîð³âíÿíî ç âèêîíàííÿì àðèôìåòè÷íèõ îïåðàö³é) àáî ïàðà-
ëåëüíî ìàþòü âèêîíóâàòèñÿ îäíàêîâ³ ï³äçàäà÷³ ç ð³çíèìè äàíèìè, òî äîö³ëüíî
ðåàë³çîâóâàòè â³äïîâ³äí³ àëãîðèòìè ó ñåðåäîâèù³ OpenMP. ßêùî â àëãîðèòì³
ê³ëüê³ñòü ³íôîðìàö³éíèõ çâ’ÿçê³â º ì³í³ìàëüíîþ, à âèêîíóþòüñÿ ïåðåâàæíî àðèô-
ìåòè÷í³ îïåðàö³¿, òî âèêîðèñòàííÿ ñåðåäîâèùà MPI ìîæå áóòè åôåêòèâíèì.

Îñíîâíèìè ïðîáëåìàìè ïàðàëåëüíèõ îá÷èñëåíü äëÿ êîìï’þòåð³â ã³áðèäíî¿
àðõ³òåêòóðè º óçãîäæåííÿ ðîçïîä³ëó îá÷èñëþâàëüíèõ ðåñóðñ³â ì³æ CPU (ÿäðàìè
ïðîöåñîð³â) òà GPU (ãðàô³÷íèìè ïðèñêîðþâà÷àìè), à òàêîæ îïòèì³çàö³ÿ êî-
ìóí³êàö³éíèõ âèòðàò ì³æ CPU òà GPU. Äëÿ ï³äâèùåííÿ åôåêòèâíîñò³ àäàïòèâ-
íèõ àëãîðèòì³â ïîòð³áíî âèêîðèñòîâóâàòè àñèíõðîííå âèêîíàííÿ îïåðàö³é (áà-
ãàòîïîòîêîâå ðîçïàðàëåëþâàííÿ íà GPU òà êîï³þâàííÿ äàíèõ ì³æ CPU ³ GPU),
à òàêîæ âçàºìîä³þ ì³æ äåê³ëüêîìà GPU ç îäíèì CPU (çàñòîñîâóþ÷è, íàïðèêëàä,
ìåõàí³çì ïîòîê³â cudaStream) [15].

Çì³ííà òîïîëîã³ÿ ì³æïðîöåñîðíèõ çâ’ÿçê³â. Åôåêòèâí³ñòü ðîçâ’ÿçóâàííÿ
îá÷èñëþâàëüíèõ çàäà÷ íà ïàðàëåëüíèõ êîìï’þòåðàõ çíà÷íîþ ì³ðîþ çàëåæèòü
â³ä îñîáëèâîñòåé çâ’ÿçê³â ì³æ ïðîöåñîðàìè òà ì³æ ÿäðàìè âñåðåäèí³ ïðîöåñîð³â.
²ñíóº äåê³ëüêà ð³âí³â òàêèõ çâ’ÿçê³â: ì³æ îá÷èñëþâàëüíèìè âóçëàìè, ì³æ ïðîöå-
ñîðàìè îäíîãî âóçëà òà ì³æ ÿäðàìè îäíîãî ïðîöåñîðà.
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Ï³ä ÷àñ âèêîðèñòàííÿ ðîçïîä³ëåíî¿ ïàì’ÿò³ âèíèêàþòü ïåâí³ ïðîáëåìè
ç îáì³íàìè äàíèõ ì³æ ïðîöåñàìè, ÿê³ çà òðèâàë³ñòþ ìîæóòü çíà÷íî ïåðåâèùóâàòè
àðèôìåòè÷í³ îïåðàö³¿ òà îïåðàö³¿ çâåðíåííÿ äî ïàì’ÿò³. Îòæå, ïîòð³áíî ïåðåäáà-
÷àòè òàê³ êîìóí³êàö³éí³ çâ’ÿçêè ì³æ îá÷èñëþâàëüíèìè åëåìåíòàìè CPU, çà ÿêèõ
ñï³ââ³äíîøåííÿ ¿õí³õ ïåðåñèëàíü òà àðèôìåòè÷íèõ îïåðàö³é, ùî îäíî÷àñíî âèêî-
íóþòüñÿ, áóäå çáàëàíñîâàíèì ³ ì³í³ì³çóâàòèìå çàãàëüíèé ÷àñ âèêîíàííÿ ïðîãðàìè.
Ôóíêö³¿ ñåðåäîâèùà MPI íàäàþòü ìîæëèâ³ñòü ïðîãðàìíî ñòâîðþâàòè åôåêòèâí³
â³ðòóàëüí³ òîïîëîã³¿ ç âèçíà÷åíî¿ ê³ëüêîñò³ ïðîöåñ³â íà ÷àñ âèêîíàííÿ çàäà÷³ [13].

Ðîçð³çíÿþòü òàê³ âèäè òîïîëîã³é: îäíîâèì³ðíà (ë³í³éíèé ìàñèâ), äâîâèì³ð-
íà (ê³ëüöå, ç³ðêà, äåðåâî, ´ðàòè), òðèâèì³ðíà (ïîâíîçâ’ÿçíà òîïîëîã³ÿ, õîðäàëüíå
ê³ëüöå) òà ã³ïåðêóá³÷íà [4].

Êîìï’þòåðíå êåøóâàííÿ. Ïðîöåñîðè ñó÷àñíèõ ñóïåðêîìï’þòåð³â ç áàãà-
òîð³âíåâîþ êîìï’þòåðíîþ ìîäåëëþ ìàþòü êåø-ïàì’ÿòü — íàäøâèäêó ñòàòè÷íó
ïàì’ÿòü. Ó í³é çáåð³ãàºòüñÿ äåÿêà ê³ëüê³ñòü îñòàíí³õ âèêîðèñòàíèõ ³íñòðóêö³é òà äà-
íèõ òàê, ùî öèêëè ³ îïåðàö³¿ ç ìàñèâàìè áóäóòü âèêîíóâàòèñÿ çíà÷íî øâèäøå. Òîáòî
êåø º áóôåðîì, â ÿêèé çàâàíòàæóþòüñÿ äàí³, ³, íåçâàæàþ÷è íà íåâåëèêèé îáñÿã
(áëèçüêî 4–16 Ìáàéò), â³í çàáåçïå÷óº çíà÷íå çðîñòàííÿ ïðîäóêòèâíîñò³ îá÷èñëåíü.

Íàé÷àñò³øå ñó÷àñí³ êîìï’þòåðè ìàþòü äâà àáî òðè ð³âí³ êåø-ïàì’ÿò³. Ïåð-
øèé ð³âåíü (L1) — íàéá³ëüø øâèäêèé, ÿêèé ïðàöþº áåçïîñåðåäíüî ç ÿäðîì ïðî-
öåñîðà ³ º áóôåðîì ì³æ ïðîöåñîðîì òà êåø-ïàì’ÿòòþ äðóãîãî ð³âíÿ. Äðóãèé
ð³âåíü (L2) ìàñøòàáí³øèé çà ïåðøèé, àëå ìàº ìåíø³ «øâèäê³ñí³ õàðàêòåðèñòè-
êè». Â³äïîâ³äíî â³í º áóôåðîì ì³æ ð³âíÿìè L1 òà L3. Òðåò³é ð³âåíü (L3)
ïîâ³ëüí³øèé çà ïîïåðåäí³, ïðîòå ìàòåìàòè÷í³ îïåðàö³¿ âèêîíóþòüñÿ íàáàãàòî
øâèäøå, í³æ íà îïåðàòèâí³é ïàì’ÿò³. Íà â³äì³íó â³ä L1 òà L2, ÿê³ ðîçïîä³ëÿþòü-
ñÿ ì³æ ÿäðàìè, öåé ð³âåíü º çàãàëüíèì äëÿ âñüîãî ïðîöåñîðà.

Òàêèì ÷èíîì, øâèäêîä³þ îá÷èñëþâàëüíèõ àëãîðèòì³â òà ïðîãðàì ìîæíà
çíà÷íî ï³äâèùèòè, ÿêùî ðîçðîáëÿòè ¿õ ç óðàõóâàííÿì íàÿâíî¿ êåø-ïàì’ÿò³ ïðî-
öåñîð³â. Äîñë³äæåííÿ ïîêàçàëè, ùî äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ë³í³éíî¿ àëãåáðè íà
ïàðàëåëüíèõ êîìï’þòåðàõ, çîêðåìà ³ ã³áðèäíî¿ àðõ³òåêòóðè, äëÿ åôåêòèâíîãî âè-
êîðèñòàííÿ îá÷èñëþâàëüíèõ ðåñóðñ³â (êåø-ïàì’ÿò³ íà CPU ³ øâèäêîä³¿ áàãàòî-
ïîòî÷íîãî âèêîíàííÿ îäíîòèïíèõ àðèôìåòè÷íèõ îïåðàö³é íà GPU) åôåêòèâ-
í³øèìè º áëî÷í³ àëãîðèòìè [4].

Ó ïðîöåñàõ, ùî âèêîíóþþòüñÿ íà CPU, ðîçì³ð áëîêà ìàòðèö³ ìîæíà óçãîäèòè
ç ðîçì³ðîì êåø-ïàì’ÿò³, à íà ïðîöåñàõ GPU âèõ³äíèé ìàñèâ ìàòðèö³ ðîçáèòè íà
áëîêè òàê, ùîá ¿õíÿ äîâæèíà â³äïîâ³äàëà ðîçì³ðó áëîêà shared-ïàì’ÿò³, íà ÿê³é âè-
êîíóþòüñÿ îá÷èñëåííÿ. Çàçâè÷àé ðîçì³ð áëîêà ìàòðèö³ íà GPU º êðàòíèì 16 [6, 7].

ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÍÅ ÍÀËÀØÒÓÂÀÍÍß ÅÔÅÊÒÈÂÍÎÃÎ ÊÎÌÏ’ÞÒÅÐÍÎÃÎ
ÑÅÐÅÄÎÂÈÙÀ Â ÀÄÀÏÒÈÂÍÈÕ ÀËÃÎÐÈÒÌÀÕ

Ó ðåçóëüòàò³ ïðîâåäåíîãî àíàë³çó àðõ³òåêòóðíèõ òà òåõíîëîã³÷íèõ îñîáëèâîñòåé
áàãàòîÿäåðíèõ êîìï’þòåð³â ç ãðàô³÷íèìè ïðèñêîðþâà÷àìè, áàãàòîð³âíåâî¿ ìîäåë³
ïàðàëåëüíèõ îá÷èñëåíü, ôóíêö³îíàëüíîãî ïðèçíà÷åííÿ ðîçãëÿíóòèõ àäàïòèâíèõ
³òåðàö³éíèõ àëãîðèòì³â áóëî ñôîðìóëüîâàíî òàê³ âèìîãè äî ðåàë³çàö³¿ àâòîìà-
òè÷íîãî íàëàøòóâàííÿ åôåêòèâíîãî çì³ííîãî êîìï’þòåðíîãî ñåðåäîâèùà:

� äåêîìïîçèö³ÿ âèõ³äíî¿ çàäà÷³ íà îêðåì³ ï³äçàäà÷³, ÿê³ ìîæóòü áóòè ðåà-
ë³çîâàí³ çíà÷íîþ ì³ðîþ íåçàëåæíî îäíà â³ä îäíî¿;

� âèçíà÷åííÿ, ÿê³ ï³äçàäà÷³ äîö³ëüí³øå âèêîíóâàòè íà CPU, à ÿê³ — íà GPU,
òà âñòàíîâëåííÿ ³íôîðìàö³éíèõ çàëåæíîñòåé ì³æ íèìè;

� ñòâîðåííÿ åôåêòèâíî¿ ëîã³÷íî¿ òîïîëîã³¿ MIMD-êîìï’þòåðà ç ïîòð³áíî¿
ê³ëüêîñò³ ïðîöåñîðíèõ ÿäåð CPU, òîáòî ç âèêîíóâàíèõ íà íèõ îá÷èñëþâàëüíèõ
ïðîöåñ³â;
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� ð³âíîì³ðíå çàâàíòàæåííÿ ïðîöåñ³â, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ, òà ñèíõðî-
í³çàö³ÿ îáì³í³â ì³æ íèìè;

� âèêîíàííÿ íà GPU ìàòåìàòè÷íèõ îïåðàö³é, ÿê³ ïîòðåáóþòü íàéá³ëüøèõ
çàòðàò êîìï’þòåðíîãî ÷àñó;

� ì³í³ì³çàö³ÿ îáì³í³â ì³æ ïðîöåñàìè CPU òà ì³æ ÑPU ³ GPU;
� ìàñøòàáîâàí³ñòü àëãîðèòìó — çàáåçïå÷åííÿ ìîæëèâîñò³ åôåêòèâíî ðîç-

â’ÿçóâàòè çàäà÷³ ç âèêîðèñòàííÿì ð³çíî¿ ê³ëüêîñò³ ïðîöåñ³â;
� åôåêòèâí³ ñïîñîáè îáðîáëåííÿ ðîçð³äæåíèõ ìàòðèöü.
Íà îñíîâ³ ñôîðìóëüîâàíèõ âèìîã, à òàêîæ òåîðåòè÷íîãî òà åêñïåðèìåí-

òàëüíîãî äîñë³äæåííÿ åôåêòèâíîñò³ àäàïòèâíèõ àëãîðèòì³â äëÿ ðîçð³äæåíèõ
ìàòðèöü ð³çíîãî âèãëÿäó ðåàë³çîâàíî òåõíîëîã³þ àâòîìàòè÷íîãî âèçíà÷åííÿ
çì³ííîãî êîìï’þòåðíîãî ñåðåäîâèùà òà ñòðóêòóðè äàíèõ äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ
îá÷èñëþâàëüíèõ çàäà÷ íà ã³áðèäíèõ êîìï’þòåðàõ [6–12].

ßê â³äîìî, äëÿ îö³íêè ÿêîñò³ ïàðàëåëüíîãî àëãîðèòìó âèêîðèñòîâóþòü êîå-
ô³ö³ºíòè ïðèñêîðåííÿ S p òà åôåêòèâíîñò³ E p [4]:

S T Tp p� 1 / , E S pp p� / ,

äå p — ê³ëüê³ñòü âèêîðèñòàíèõ äëÿ îá÷èñëåíü ïðîöåñ³â, T1 — ÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ
çàäà÷³ îäíèì ïðîöåñîì, Tp — ÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ ò³º¿ æ çàäà÷³ p-ïàðàëåëüíèìè
ïðîöåñàìè.

Äëÿ ã³áðèäíèõ êîìï’þòåð³â, ÿêùî ïîçíà÷èòè T1 ÷àñ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ íà
àðõ³òåêòóð³ ç âèêîðèñòàííÿì îäíîãî CPU òà îäíîãî GPU, Tp — ÷àñ ðîçâ’ÿçóâàí-
íÿ ö³º¿ æ çàäà÷³ ó ðàç³ âèêîðèñòàííÿ pCPU òà pGPU, òî ÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³
ìîæíà îá÷èñëèòè çà ôîðìóëàìè [6–12]:

T Otg1 � , T Ot M t M t Q t Q tp g opg opp cpg cpp� � � � �1 2 1 2 .

Òóò O — ê³ëüê³ñòü âèêîíàíèõ àëãîðèòìîì îïåðàö³é; tg — ñåðåäí³é ÷àñ âèêîíàí-
íÿ îäí³º¿ àðèôìåòè÷íî¿ îïåðàö³¿ íà GPU; topg — ÷àñ îáì³íó ³íôîðìàö³ºþ ì³æ
CPU òà GPU; topp — ÷àñ îáì³íó îäíèì ìàøèííèì ñëîâîì ì³æ äâîìà ïðîöåñà-
ìè CPU; tcpg — ÷àñ äëÿ âñòàíîâëåííÿ çâ’ÿçêó ì³æ CPU i GPU; tcpp — ÷àñ äëÿ
âñòàíîâëåííÿ çâ’ÿçêó ì³æ äâîìà ïðîöåñàìè íà CPU; M i òà Qi — â³äïîâ³äíî
ê³ëüê³ñòü îáì³í³â òà ñèíõðîí³çàö³é ì³æ CPU òà GPU íà i-é ³òåðàö³¿ (i �1 2, ,�).

Ç âèêîðèñòàííÿì òàêèõ ôîðìóë äëÿ êîæíîãî ðîçðîáëåíîãî àäàïòèâíîãî àëãî-
ðèòìó îòðèìàíî àïð³îðí³ îö³íêè êîåô³ö³ºíò³â ïðèñêîðåííÿ òà åôåêòèâíîñò³ äëÿ
ð³çíèõ ïàðàëåëüíèõ ìîäåëåé îá÷èñëåíü. Êð³ì òîãî, ïðîâåäåíî åêñïåðèìåíòàëüíå
äîñë³äæåííÿ åôåêòèâíîñò³ ñòâîðåíèõ àëãîðèòì³â íà ïàðàëåëüíèõ êîìï’þòåðàõ
ð³çíî¿ àðõ³òåêòóðè äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ íèçêè òåñòîâèõ çàäà÷ ç ðîçð³äæåíèìè ìàòðè-
öÿìè ð³çíèõ ïîðÿäê³â òà ð³çíî¿ ñòðóêòóðè [6–12]. Îòðèìàí³ â åêñïåðèìåíòàõ ïî-
êàçíèêè åôåêòèâíîñò³ äîáðå óçãîäæóþòüñÿ ç òåîðåòè÷íèìè îö³íêàìè.

Êîìï’þòåðíå äîñë³äæåííÿ ñòðóêòóðè ðîçð³äæåíî¿ ìàòðèö³ òà ³äåí-
òèô³êàö³ÿ ¿¿ ìàòåìàòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé. Ïðîâåäåííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäå-
ëþâàííÿ ïðîöåñ³â, ÿê³ âèíèêàþòü â àíàë³ç³ ñêëàäíèõ áàãàòîêîìïîíåíòíèõ ñåðå-
äîâèù, ïîêàçàëî, ùî âîíè ÷àñòî çâîäÿòüñÿ äî ðîçâ’ÿçàííÿ ÀÏÂÇ ðîçð³äæåíèõ
ìàòðèöü íàäâåëèêèõ ïîðÿäê³â òà íåâèçíà÷åíî¿ ñòðóêòóðè. Ó íàâåäåíèõ àäàïòèâ-
íèõ àëãîðèòìàõ ó öüîìó âèïàäêó ïåðåäáà÷àºòüñÿ âèêîðèñòàííÿ â³äïîâ³äíèõ àëãî-
ðèòì³÷íî-ïðîãðàìíèõ çàñîá³â äëÿ àâòîìàòè÷íîãî ðîçï³çíàâàííÿ àïð³îð³ íåâ³äîìî¿
ñòðóêòóðè ðîçð³äæåíî¿ ìàòðèö³ ìåòîäàìè ìàøèííîãî íàâ÷àííÿ ³ øòó÷íèõ íåé-
ðîííèõ ìåðåæ, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ çä³éñíþºòüñÿ â³çóàë³çàö³ÿ ìàòðèö³ íà îñíîâ³
êëàñèô³êàö³¿ îá’ºêò³â òà äîñë³äæåííÿ âèãëÿäó («ïîðòðåòó») ìàòðèö³ [16].

Òàêîæ ó ðàç³ ïîòðåáè ìîæå áóòè ïðîâåäåíà àâòîìàòè÷íà ³äåíòèô³êàö³ÿ ìà-
òåìàòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé ìàòðèöü íà îñíîâ³ áàãàòîðîçðÿäíî¿ àðèôìåòèêè.
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Âèõ³äí³ äàí³ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé á³ëüøîñò³ ïðèêëàäíèõ çàäà÷, ÿê³ äîâîäèòüñÿ
ðîçâ’ÿçóâàòè íà êîìï’þòåðàõ, çàäàþòüñÿ íàáëèæåíî. Êð³ì òîãî, ï³ä ÷àñ ââåäåííÿ
äàíèõ â êîìï’þòåð çä³éñíþºòüñÿ ¿õíº îêðóãëþâàííÿ äî îá÷èñëþâàëüíî¿ ðîçðÿä-
íîñò³. Îäíèì ³ç ñïîñîá³â çàïîá³ãàííÿ ïîõèáîê ï³ä ÷àñ îêðóãëþâàííÿ äàíèõ â àë-
ãîðèòìàõ, ÿê³ ïðèçíà÷åí³ äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ë³í³éíî¿ àëãåáðè, º ïðîâåäåííÿ
êîìï’þòåðíîãî äîñë³äæåííÿ îáóìîâëåíîñò³ ââåäåíèõ ìàòðèöü. Ïðîòå, â êîì-
ï’þòåðíèõ îá÷èñëåííÿõ êðèòåð³é õîðîøî¿ àáî ïîãàíî¿ îáóìîâëåíîñò³ ìàòðèö³ º
âåëè÷èíîþ â³äíîñíîþ. Íàïðèêëàä, îäíà é òà ñàìà ìàòðèöÿ ìîæå êëàñèô³êóâàòè-
ñÿ äëÿ îäí³º¿ äîâæèíè ìàíòèñè ìàøèííîãî ñëîâà ÿê äîáðå îáóìîâëåíà, à äëÿ
³íøî¿ — ÿê ïîãàíî îáóìîâëåíà [4].

ßê ïðèêëàä ìîæíà íàâåñòè çàäà÷ó ÷èñåëüíîãî ìîäåëþâàííÿ íàïðóæåíî-äå-
ôîðìîâàíîãî ñòàíó íåñê³í÷åííîãî íàï³âïðîñòîðó ç äâîøàðîâèì âêëþ÷åííÿì [17].

Ó áàãàòüîõ ãàëóçÿõ ñó÷àñíî¿ òåõí³êè øèðîêî çàñòîñîâóþòü êîìïîçèö³éí³ ìà-
òåð³àëè, â ÿêèõ àðìîâàíèìè åëåìåíòàìè º ñôåðè÷í³ ÷àñòèíêè ð³çíèõ ä³àìåòð³â. Ïîò-
ðåáà ó âèçíà÷åíí³ õàðàêòåðèñòèê òàêèõ ìàòåð³àë³â çóìîâëþº ñòâîðåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ
ìîäåëåé, ùî îïèñóþòü ïðîöåñè âçàºìîä³¿ ñôåðè÷íîãî íàïîâíþâà÷à ç ñåðåäîâèùåì
(ìàòðèöåþ), â ÿêèõ ïåðøîðÿäíå çíà÷åííÿ ìàº îá÷èñëåííÿ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî
ñòàíó â ñèñòåì³ «ñôåðè÷íèé íàïîâíþâà÷–ïîë³ìåðíà ìàòðèöÿ». Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ øó-
êàþòü ó çì³ùåííÿõ ç âèêîðèñòàííÿì ðîçêëàäàííÿ Ïàïêîâè÷à–Íåéáåðà [18].

Îñîáëèâ³ñòþ ö³º¿ çàäà÷³ òà ìåòîäó ¿¿ ðîçâ’ÿçàííÿ º òå, ùî â çàëåæíîñò³ â³ä
ãåîìåòðè÷íèõ ðîçì³ð³â âêëþ÷åíü òà ¿õíüîãî ðîçòàøóâàííÿ â³äíîñíî êðàþ,
çì³íþºòüñÿ çíà÷åííÿ ÷èñëà îáóìîâëåíîñò³ ìàòðèö³ êîìï’þòåðíî¿ ìîäåë³ çàäà÷³
â³ä ïîì³ðíîãî äî êðèòè÷íîãî, êîëè ìàòðèöÿ ñòàº ìàøèííî âèðîäæåíîþ. Îòðè-
ìàòè ìàøèííèé ðîçâ’ÿçîê CËÀÐ, ùî çáåð³ãàº ô³çè÷íèé ñåíñ, íåìîæëèâî áåç
äîñë³äæåííÿ óçãîäæåíîñò³ ìàòåìàòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé êîìï’þòåðíî¿ ìîäåë³ çà-
äà÷³ òà äîâæèíè ìàøèííîãî ñëîâà. Äëÿ ïîäàëüøîãî äîñë³äæåííÿ êîìï’þòåðíî¿
ìîäåë³ çàäà÷³ äîö³ëüíî çá³ëüøóâàòè êîìï’þòåðíó ðîçðÿäí³ñòü [19, 20].

Àäàïòèâí³ àëãîðèòìè äîñë³äæåííÿ íåâ³äîìèõ ìàòåìàòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé ìà-
øèííî¿ ìîäåë³ ìàòðèö³ çàäà÷³ ìîæíà ïðîâîäèòè, âèêîðèñòîâóþ÷è áàãàòîðîçðÿäíó
àðèôìåòèêó, çà äîïîìîãîþ ñïåö³àëüíèõ àëãîðèòì³÷íî-ïðîãðàìíèõ çàñîá³â [19, 20].

Çàçíà÷èìî, ùî ï³ä ÷àñ ñòâîðåííÿ àäàïòèâíèõ àëãîðèòì³â äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ÷àñ-
òêîâî¿ ÀÏÂÇ çì³øàíó ðîçðÿäí³ñòü áóëî òàêîæ âèêîðèñòàíî äëÿ çìåíøåííÿ îá÷èñ-
ëþâàëüíèõ ðåñóðñ³â íà êîìï’þòåðàõ ç íåâåëèêîþ îïåðàòèâíîþ ïàì’ÿòòþ. ßê
â³äîìî, ï³ä ÷àñ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷ ïåðåâàæíà
á³ëüø³ñòü îá÷èñëåíü ïðîâîäèòüñÿ ç ïîäâ³éíîþ ðîçðÿäí³ñòþ. Âîäíî÷àñ âèêîðèñ-
òàííÿ äàíèõ çàäà÷³ ó ôîðìàò³ ç îäèíàðíîþ òî÷í³ñòþ äàº çìîãó çáåð³ãàòè ¿õ âäâ³÷³
á³ëüøå íà êîæíîìó ð³âí³ ³ºðàðõ³¿ ïàì’ÿò³ âêëþ÷íî ç êåø-ïàì’ÿòòþ òà ðåã³ñòðîâîþ
ïàì’ÿòòþ. ßê ïîêàçàëè äîñë³äæåííÿ, çàñòîñóâàííÿ çì³øàíî¿ ðîçðÿäíîñò³ äàº ìîæ-
ëèâ³ñòü ñêîðî÷óâàòè ÷àñ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ òà êîìï’þòåðí³ ðåñóðñè, íå
âòðà÷àþ÷è òî÷íîñò³ îòðèìóâàíèõ ðåçóëüòàò³â ðîçâ’ÿçóâàííÿ [21]. Â àäàïòèâíîìó
àëãîðèòì³ ìåòîäó ³òåðàö³é íà ï³äïðîñòîð³ äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ÀÏÂÇ áëî÷íî-ä³àãî-
íàëüíèõ ìàòðèöü ç îáðàìëåííÿì îäí³ºþ ç ï³äçàäà÷ º ðîçâ’ÿçàííÿ ÑËÀÐ, ùî ïî-
òðåáóº íàéá³ëüøîãî ÷àñó òà êîìï’þòåðíèõ ðåñóðñ³â, âèêîíóºòüñÿ äð³áíîïëèòêî-
âèì àäàïòèâíèì àëãîðèòìîì LLT -ðîçêëàäàííÿ íàä íåâåëèêèìè áëîêàìè ìàòðèöü
ç âèêîðèñòàííÿì çì³øàíî¿ ðîçðÿäíîñò³ (îäèíàðíî¿ òà ïîäâ³éíî¿) [11].

Ñòðóêòóðíà ðåãóëÿðèçàö³ÿ òà äåêîìïîçèö³ÿ ðîçð³äæåíèõ ìàòðèöü. Äëÿ
åôåêòèâíîãî âèêîðèñòàííÿ êîìï’þòåðíèõ ðåñóðñ³â òà ÷àñó ðîçâ’ÿçóâàííÿ â ïðî-
öåñ³ ñòâîðåííÿ àëãîðèòì³â äëÿ ðîçð³äæåíèõ ìàòðèöü âàæëèâî ïåðåäáà÷àòè ¿õíº
çâåäåííÿ äî ðåãóëÿðíîãî âèãëÿäó òà çáåð³ãàííÿ íåíóëüîâèõ åëåìåíò³â, çàñòîñî-
âóþ÷è ñòèñë³ ôîðìàòè äàíèõ. ²ñíóº íèçêà ìåòîä³â, ÿê³ äàþòü çìîãó ðåãóëþâàòè
çàïîâíåííÿ ìàòðèö³ ï³ä ÷àñ ðåàë³çàö³¿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ íà êîìï’þòåð³. Ðîç-
ðîáëåíî ÿê ìåòîäè çàãàëüíîãî ïðèçíà÷åííÿ [22], òàê ³ îð³ºíòîâàí³ íà ìàòðèö³
êîíêðåòíîãî âèãëÿäó [23–25].
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Ðîçãëÿíåìî çàñòîñóâàííÿ äåÿêèõ ñïîñîá³â îáðîáëåííÿ ðîçð³äæåíèõ ìàòðèöü íà
ïðèêëàä³ äâîõ àäàïòèâíèõ àëãîðèòì³â äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ íà ã³áðèäíèõ êîìï’þòåðàõ
÷àñòêîâî¿ ÀÏÂÇ ìåòîäîì ñïðÿæåíèõ ãðàä³ºíò³â äëÿ áëî÷íî-ä³àãîíàëüíèõ ìàòðèöü
ç îáðàìëåííÿì òà ìåòîäîì ³òåðàö³é íà ï³äïðîñòîð³ äëÿ ñòð³÷êîâèõ ìàòðèöü.

Çàçíà÷èìî, ùî îá÷èñëþâàëüí³ ñõåìè ïîïåðåì³ííî-òðèêóòíîãî ìåòîäó òà
ìåòîäó ñïðÿæåíèõ ãðàä³ºíò³â çá³ãàþòüñÿ â ðåàë³çàö³¿ îñíîâíèõ ï³äçàäà÷ [7], òîìó
òóò ðîçãëÿäàºòüñÿ àäàïòèâíèé àëãîðèòì ìåòîäó ñïðÿæåíèõ ãðàä³ºíò³â.

Àäàïòèâíèé àëãîðèòì ìåòîäó ñïðÿæåíèõ ãðàä³ºíò³â. Öåé àëãîðèòì ïðè-
çíà÷åíèé äëÿ çíàõîäæåííÿ ì³í³ìàëüíîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ ÀÏÂÇ âèãëÿäó

Ax x� � (1)

íåÿâíèì ìåòîäîì ñïðÿæåíèõ ãðàä³ºíò³â, ðåàë³çóºòüñÿ çà ôîðìóëàìè [4, 9, 10]:
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Ïàðàìåòð ak ìîæå áóòè âèáðàíèé ÿê òî÷êà ëîêàëüíîãî ì³í³ìóìó ôóíêö³îíàëà

�( )x apk k� , N — ìîìåíò â³äíîâëåííÿ, Z x k( ) — äåÿêà ìàòðèöÿ, ÿêó âèáèðàþòü

ç óìîâ ïðèñêîðåííÿ çá³æíîñò³ ³òåðàö³éíîãî ïðîöåñó. Íàïðèêëàä, Z ìîæíà âèáðàòè
íà îñíîâ³ ìåòîäó âåðõíüî¿ ñèìåòðè÷íî¿ ðåëàêñàö³¿. Ó öüîìó âèïàäêó, ÿêùî âèõ³äíó

ìàòðèöþ ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿä³ A I L L� � � T ÷åðåç îäèíè÷íó, íèæíþ òà âåðõíþ
òðèêóòí³ ìàòðèö³, òî ìàòðèöÿ Z áóäå ìàòè âèãëÿä
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 � ��M òà N � ��, òî ³òåðàö³éíèé ïðîöåñ çá³ãàºòüñÿ äëÿ áóäü-ÿêîãî ïî÷àòêî-

âîãî íàáëèæåííÿ x ( )0 , ïðè÷îìó lim � �( )x k
i� , lim x k

i� � , äå � i , � i — îäíå ³ç

âëàñíèõ çíà÷åíü òà â³äïîâ³äíèé éîìó âëàñíèé âåêòîð.
Äëÿ åôåêòèâíîãî âèêîðèñòàííÿ ðîçð³äæåíèõ ìàòðèöü äîâ³ëüíîãî âèãëÿäó

íà ã³áðèäíîìó êîìï’þòåð³ ìàòðèöÿ A çàäà÷³ (1) çâîäèòüñÿ ìåòîäîì ïàðàëåëüíèõ
ïåðåð³ç³â äî áëî÷íî-ä³àãîíàëüíîãî âèãëÿäó ç îáðàìëåííÿì [26]:
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äå P — ìàòðèöÿ ïåðåñòàíîâîê, à áëîêè Di i Ci çáåð³ãàþòü ðîçð³äæåí³ñòü. Ïðè-
ðîäíèì äëÿ ìåòîäó ïàðàëåëüíèõ ïåðåð³ç³â º òå, ùî ïîðÿäîê îñòàííüîãî ä³àãîíàëü-
íîãî áëîêà ìàòðèö³ íàáàãàòî ìåíøèé, í³æ ïîðÿäêè ³íøèõ ä³àãîíàëüíèõ áëîê³â.

Ó ðåçóëüòàò³ çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ïàðàëåëüíèõ ïåðåð³ç³â âèõ³äíà çàäà÷à (1)
çâîäèòüñÿ äî åêâ³âàëåíòíî¿ çàäà÷³

~
Ay y� � ,

äå y P x� T ,
~
A — áëî÷íî-ä³àãîíàëüíà ìàòðèöÿ ç îáðàìëåííÿì. Îñê³ëüêè òóò

âèêîðèñòàíî ïåðåòâîðåííÿ ïîä³áíîñò³, âëàñí³ çíà÷åííÿ îòðèìàíî¿ ìàòðèö³
~
A

³ âèõ³äíî¿ A çá³ãàþòüñÿ.
Ç óðàõóâàííÿì ñòðóêòóðè îòðèìàíî¿ ìàòðèö³

~
A (5) áóëî âèêîðèñòàíî ðîçïîä³ë

áëîê³â ì³æ ïðîöåñàìè íà CPU, ïðè÷îìó ê³ëüê³ñòü áëîê³â âèçíà÷àëàñü â³äïîâ³äíî äî
ê³ëüêîñò³ âèêîðèñòàíèõ ïðîöåñ³â, à ñàìå ïðîöåñè ç íîìåðàìè 1 
 �i p çáåð³ãàþòü
áëîêè Di òà Ci , à ïðîöåñ ç íîìåðîì p çáåð³ãàº áëîê Dp .

Îòæå, áóäåìî ðîçâ’ÿçóâàòè çàäà÷ó (1) ç îòðèìàíîþ áëî÷íî-ä³àãîíàëüíîþ
ìàòðèöåþ ç îáðàìëåííÿì. Ðåàë³çàö³ÿ àëãîðèòìó ìåòîäó ñïðÿæåíèõ ãðàä³ºíò³â íà
îñíîâ³ ìåòîäó ñèìåòðè÷íî¿ âåðõíüî¿ ðåëàêñàö³¿ äëÿ ðîçð³äæåíî¿ áëî÷íî-ä³àãî-
íàëüíî¿ ìàòðèö³ ç îáðàìëåííÿì âèçíà÷àºòüñÿ çã³äíî ç (2)–(4) â îñíîâíîìó ðîçâ’ÿ-

çóâàííÿì äâîõ ñèñòåì: (
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Òóò ðîçãëÿäàºòüñÿ áàãàòîÿäåðíèé MIMD-êîìï’þòåð ç ëîã³÷íîþ òîïîëîã³ºþ
ì³æ ÑPU-ïðîöåñàìè «ã³ïåðêóá» òà â³äïîâ³äíèìè GPU-ïðîöåñîðàìè. Ïðîöåñ
CPU( )q âèêîíóºòüñÿ íà ÿäð³ CPU ç ëîã³÷íèì íîìåðîì q (q p�1 2, , ,� ) ç âèêî-
ðèñòàííÿì â³äïîâ³äíîãî GPU( )q , äå p — ê³ëüê³ñòü çàä³ÿíèõ ïðîöåñ³â ÑPU òà
ïðîöåñîð³â GPU.

Àäàïòèâíèé àëãîðèòì ìåòîäó ³òåðàö³é íà ï³äïðîñòîð³. Òåîðåòè÷í³ àñïåê-
òè öüîãî àëãîðèòìó âèêëàäåíî â [25]. Â³í ïðèçíà÷åíèé äëÿ îá÷èñëåííÿ r

ì³í³ìàëüíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü ³ â³äïîâ³äíèõ äî íèõ âëàñíèõ âåêòîð³â çàäà÷³

Ax Bx� � , (6)

äå A, B — ñèìåòðè÷í³ ñòð³÷êîâ³ ìàòðèö³ ïîðÿäêó n, ìàòðèöÿ À — äîäàòíî
âèçíà÷åíà.

Öåé ìåòîä º óçàãàëüíåííÿì ìåòîäó îáåðíåíèõ ³òåðàö³é ³ ïîëÿãàº ó ïîáóäîâ³
äëÿ çàäà÷³ (6) ïîñë³äîâíîñò³ ï³äïðîñòîð³â Et (t �1 2, ,�), ÿêà çá³ãàºòüñÿ ç ï³äïðîñ-
òîðîì E

�
, ùî ì³ñòèòü øóêàí³ âëàñí³ âåêòîðè [4, 25]. Íà t-é ³òåðàö³¿ îá÷èñ-

ëþºòüñÿ îðòîãîíàëüíèé áàçèñ ï³äïðîñòîðó Et ³, ÿêùî äîñÿãíóòî ïîòð³áíó
òî÷í³ñòü íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó, âèçíà÷àþòüñÿ øóêàí³ âëàñí³ ïàðè.

Òàêèì ÷èíîì, ðåàë³çàö³ÿ ìåòîäó ³òåðàö³é íà ï³äïðîñòîð³ çàäà÷³ (6) çâîäèòüñÿ
äî âèêîíàííÿ äëÿ t �1 2, ,� òàêèõ êðîê³â:
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� çíàõîäæåííÿ ðîçâ’ÿçêó ÑËÀP

AX Yt t� �1; (7)

� îá÷èñëåííÿ ïðîºêö³¿ ìàòðèö³ A íà ï³äïðîñò³ð Et

A X Y X AXt t t t t� ��
T T

1 ; (8)

� îá÷èñëåííÿ ïðÿìîêóòíî¿ ìàòðèö³

W BXt t� ; (9)

� îá÷èñëåííÿ ïðîºêö³¿ ìàòðèö³ B íà ï³äïðîñò³ð Et

B X W X BXt t t t t� �T T ; (10)

� ðîçâ’ÿçóâàííÿ ïîâíî¿ ïðîáëåìè âëàñíèõ çíà÷åíü äëÿ ïðîºêö³é

A Z B Zt t t t t� � , äå � t i� diag ( )� ; (11)

� îá÷èñëåííÿ íàáëèæåííÿ
Y W Zt t t� . (12)

ßêùî ï³ñëÿ t ³òåðàö³é âèêîíóþòüñÿ óìîâè çàê³í÷åííÿ ³òåðàö³éíîãî ïðîöåñó, íà-

ïðèêëàä
� �

�
�i

t
i
t

i
t

( ) ( )

( )

�



�1

, òî ïðîâîäèòüñÿ äîäàòêîâà ³òåðàö³ÿ ³ íàáëèæåí³ ðîçâ’ÿç-

êè çàäà÷³ (6) íàáóâàþòü âëàñíèõ çíà÷åíü � �i i
c� �� ( )1 , äå i r�1 2, , ,� , òà ìàþòü

âëàñí³ âåêòîðè — ïåðø³ r ñòîâï÷èê³â ìàòðèö³ X X Zc c
�

� �� 1 1 . Ìîâà éäå ïðî òå,

ùî âëàñí³ çíà÷åííÿ óïîðÿäêîâàí³ çà çðîñòàííÿì, òîáòî 0 1 2� 
 
 
 
� � �� �r

²òåðàö³éíèé ïðîöåñ çá³ãàºòüñÿ ë³í³éíî, ïðè÷îìó øâèäê³ñòü çá³æíîñò³ � i

âèçíà÷àºòüñÿ â³äíîøåííÿì � �q / 1, äå q — ðîçì³ð ï³äïðîñòîðó Eq , ùî
³òåðóºòüñÿ. Ó ïîñë³äîâíèõ ðåàë³çàö³ÿõ àëãîðèòìó ðåêîìåíäóºòüñÿ âèáèðàòè
q r r� �min ( , )2 8 [26].

Àíàë³çóþ÷è ñõåìó ðåàë³çàö³¿ ìåòîäó ³òåðàö³é íà ï³äïðîñòîð³, ìîæíà çàçíà-
÷èòè, ùî íàéá³ëüø âèòðàòíîþ îïåðàö³ºþ ùîäî âèêîðèñòàííÿ îá÷èñëþâàëüíèõ

ðåñóðñ³â òà êîìï’þòåðíîãî ÷àñó º ðîçâ’ÿçóâàííÿ ÑËÀÐ àëãîðèòìîì LLT -ðîçêëà-
äàííÿ ñòð³÷êîâî¿ ìàòðèö³. Îñê³ëüêè â îá÷èñëþâàëüí³é ñõåì³ (7)–(12) íà êîæí³é
³òåðàö³¿ âèêîíóºòüñÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ÑËÀÐ (7) ç îäí³ºþ ³ ò³ºþ æ ìàòðèöåþ A , òî

LLT -ðîçêëàäàííÿ äîö³ëüíî âèêîíàòè äî ïî÷àòêó ³òåðàö³éíîãî ïðîöåñó. Òîä³ íà
êîæí³é ³òåðàö³¿ ðîçâ’ÿçóºòüñÿ çàäà÷à (7) ³ç ôàêòîðèçîâàíîþ ìàòðèöåþ, ùî çíà÷-
íî çìåíøóº ÷àñ âèêîíàííÿ îá÷èñëåíü.

Îòðèìàâøè â êîìï’þòåð³ ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³, íåîáõ³äíî äîñë³äèòè, ùî çíàéäå-
íî âñ³ ïîòð³áí³ âëàñí³ çíà÷åííÿ òà â³äïîâ³äí³ âëàñí³ âåêòîðè. Àäæå ï³ä ÷àñ îá-
÷èñëåííÿ k ì³í³ìàëüíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü ìîæå âèíèêíóòè ñèòóàö³ÿ, êîëè
çàì³ñòü îäíîãî ç íèõ îá÷èñëåíî ( )k �1 -å âëàñíå çíà÷åííÿ. Çîêðåìà, ïîä³áí³ ñèòó-
àö³¿ ìîæóòü âèíèêàòè ó âèïàäêó, êîëè ïî÷àòêîâèé ï³äïðîñò³ð E0 âèÿâèòüñÿ
B-îðòîãîíàëüíèì äî ïðèíàéìí³ îäíîãî ç øóêàíèõ âëàñíèõ âåêòîð³â. Äî òîãî æ,
á³ëüø ñêëàäíî çàáåçïå÷èòè àïð³îðíó B-îðòîãîíàëüí³ñòü ïî÷àòêîâîãî ï³äïðîñòî-
ðó äî âñ³õ øóêàíèõ âåêòîð³â, ðîçâ’ÿçóþ÷è çàäà÷ó íà MIMD-êîìï’þòåð³ àáî íà
ã³áðèäíîìó êîìï’þòåð³. Àäæå â ïðîöåñ³ ðåàë³çàö³¿ ïàðàëåëüíîãî àëãîðèòìó ìå-
òîäó ³òåðàö³é íà ï³äïðîñòîð³ ìàòðèöÿ âåêòîð³â, íà ÿê³ íàòÿãíóòî ïî÷àòêîâèé ï³ä-
ïðîñò³ð, ôîðìóºòüñÿ ç ðîçïîä³ëåíèõ ¿¿ ÷àñòèí ì³æ ïàðàëåëüíèìè îá÷èñëþâàëü-
íèìè ïðèñòðîÿìè. Âèÿâèòè ñèòóàö³þ, êîëè ÷åðåç îðòîãîíàëüí³ñòü äî ïî÷àòêîâî-
ãî ï³äïðîñòîðó íå çíàéäåíî îäíó (àáî á³ëüøå) ç øóêàíèõ âëàñíèõ ïàð, ìîæíà çà
âëàñòèâ³ñòþ ïîñë³äîâíîñò³ Øòóðìà [4] äëÿ çàäà÷³ (7).
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Â àäàïòèâíîìó àëãîðèòì³ ìåòîäó ³òåðàö³é íà ï³äïðîñòîð³, ÿê ³ â àäàïòèâíî-
ìó àëãîðèòì³ ìåòîäó ñïðÿæåíèõ ãðàä³ºíò³â, ðîçãëÿäàºìî ã³áðèäíèé êîìï’þòåð,
àðõ³òåêòóðà ÿêîãî ñêëàäàºòüñÿ ç áàãàòîÿäåðíîãî êîìï’þòåðà MIMD-àðõ³òåêòó-
ðè ç òîïîëîã³ºþ êîìóí³êàö³éíèõ çâ’ÿçê³â ì³æ ïðîöåñàìè — «ã³ïåðêóá»
òà äåê³ëüêîõ ãðàô³÷íèõ ïðîöåñîð³â. Òîáòî ìàºìî ã³áðèäíèé êîìï’þòåð ç pCPU
òà pGPU, p — çàãàëüíà ê³ëüê³ñòü ïðîöåñ³â, ùî âèêîíóþòüñÿ íà öåíòðàëüíîìó
ïðîöåñîð³ (CPU).

Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ (7) íà ã³áðèäíîìó êîìï’þòåð³ ìàòðèöÿ A ðîçáèâàºòüñÿ
íà êâàäðàòí³ áëîêè AI J, ïîðÿäêó s. Åëåìåíòè ãîëîâíî¿ ä³àãîíàë³ òà íèæíüîãî àáî
âåðõíüîãî òðèêóòíèêà (â çàëåæíîñò³ â³ä âèêîðèñòàíèõ àëãîðèòì³â) íåíóëüîâèõ
áëîê³â ö³º¿ ñòð³÷êîâî¿ ñèìåòðè÷íî¿ ìàòðèö³ ðîçïîä³ëÿþòüñÿ ì³æ ïðîöåñàìè CPU
â³äïîâ³äíî äî îäíîì³ðíî¿ áëî÷íî-öèêë³÷íî¿ ñõåìè [4, 9]. Çà ö³ºþ ñõåìîþ áëîê AI J,
çáåð³ãàºòüñÿ â ïðîöåñ³ íà CPU ç ëîã³÷íèì íîìåðîì ( )I l p� mod (ðåçóëüòàò îïåðàö³¿
k jmod — çàëèøîê â³ä ä³ëåííÿ k íà j , � 
 
 �1 2l p — çñóâ, çàçâè÷àé l � �1).

Ó ðåçóëüòàò³ âèêîíàííÿ LLT -ðîçêëàäàííÿ ìàòðèö³ A áëîêè íèæíüî¿ òðèêóò-
íî¿ ìàòðèö³ L àáî âåðõíüî¿ òðèêóòíî¿ ìàòðèö³ LT áóäóòü ðîçïîä³ëåí³ áëî÷-
íî-öèêë³÷íèì ñïîñîáîì [27]. Òàêà æ ñõåìà äåêîìïîçèö³¿ ì³æ ïðîöåñîðàìè âèêî-
ðèñòîâóºòüñÿ äëÿ åëåìåíò³â ìàòðèö³ B òà ïðÿìîêóòíèõ ìàòðèöü ³òåðîâàíèõ âåê-
òîð³â X t , Yt , Wt . Ïðè öüîìó äîñòàòíüî ðîçïîä³ëÿòè òà çáåð³ãàòè ëèøå íåíóëüîâ³
åëåìåíòè ìàòðèö³ B ó òàê³é ïîñë³äîâíîñò³: ï³ää³àãîíàëüí³, ä³àãîíàëüí³ òà
íàää³àãîíàëüí³. Öå çíà÷íî ñïðîùóº àëãîðèòì ïåðåìíîæåííÿ òàêî¿ ìàòðèö³ íà
ïðÿìîêóòíó ìàòðèöþ, íåñóòòºâî çá³ëüøóþ÷è çàãàëüíèé îáñÿã äàíèõ. Ó ïàì’ÿò³
ïðîöåñîð³â GPU ïîòð³áíî çáåð³ãàòè (â³äïîâ³äíî äî ðîçïîä³ëó ì³æ ïðîöåñàìè íà
CPU) êîï³¿ òèõ áëîê³â ìàòðèöü A, B , X t , Yt , Wt , ÿê³ âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ âèêî-
íàííÿ â³äïîâ³äíèõ ìàòåìàòè÷íèõ îïåðàö³é.

Ç àíàë³çó ïðåäñòàâëåíîãî àäàïòèâíîãî àëãîðèòìó áà÷èìî, ùî â³í çâîäèòüñÿ
äî âèêîíàííÿ ð³çíèõ îá÷èñëåíü íàä ðîçð³äæåíèìè ìàòðèöÿìè âåëèêèõ ïîðÿäê³â.
Åôåêòèâí³ñòü îá÷èñëåíü íà CPU ìîæíà çàáåçïå÷èòè ïàðàëåëüíèì âèêîíàííÿì
ïîòîê³â ³íñòðóêö³é íà ÿäðàõ òà ïðîöåñîðàõ, à òàêîæ âèêîðèñòàííÿì âåëèêî¿
êåø-ïàì’ÿò³, à íà GPU — ðîçïàðàëåëåëþþ÷è íà áåçë³÷ ïîòîê³â ìàòðè÷íî-âåê-
òîðí³ îá÷èñëåííÿ.

Åêñïåðèìåíòàëüíå äîñë³äæåííÿ àäàïòèâíèõ àëãîðèòì³â äëÿ ðîçâ’ÿçó-
âàííÿ ÷àñòêîâî¿ ÀÏÂÇ. Äîñë³äæåííÿ öèõ àëãîðèòì³â äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ÷àñòêî-
âî¿ ÀÏÂÇ ðîçð³äæåíèõ ñèìåòðè÷íèõ äîäàòíî âèçíà÷åíèõ ìàòðèöü ð³çíî¿ ñòðóê-
òóðè ìåòîäîì ñïðÿæåíèõ ãðàä³ºíò³â òà ìåòîäîì ³òåðàö³é íà ï³äïðîñòîð³ ïðîâî-
äèëîñü ó çì³ííîìó êîìï’þòåðíîìó ñåðåäîâèù³ ã³áðèäíîãî êîìï’þòåðà ÑÊ²Ò-4.
Éîãî òåõí³÷í³ õàðàêòåðèñòèêè: CPU — Intel(R) Xeon(R) CPU E5-26700, òàêòîâà
÷àñòîòà — 2.60 GHz, øâèäê³ñòü — 8 GT/s, êåø-ïàì’ÿòü — 20 MB; ó âóçë³: 2 CPU
ïî 8 ÿäåð � Hyperthrefding � 32 ÿäðà, Max Memory Size — 384 GB; GPU —
Nvidia Tesla M2050, ïàì’ÿòü — 3 GB, ï³êîâà ïðîäóêòèâí³ñòü — 515 Gflops [28].
Âèêîðèñòîâóâàëèñÿ ñèìåòðè÷í³ ðîçð³äæåí³ ìàòðèö³ ð³çíèõ ïîðÿäê³â ç Ôëîðè-
äñüêî¿ êîëåêö³¿ [29] (òàáë. 1).

Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíî ïðèñêîðåííÿ àëãîðèòìó ìåòîäó ñïðÿæåíèõ ãðàä³ºíò³â
ï³ä ÷àñ çíàõîäæåííÿ íàéìåíøîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ ðîçð³äæåíèõ ìàòðèöü
ð³çíîãî ïîðÿäêó.

ßê áà÷èìî ç ãðàô³ê³â (äèâ. ðèñ 1), îòðèìàíå ïðèñêîðåííÿ îá÷èñëåíü ï³ä ÷àñ
ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ àäàïòèâíèì àëãîðèòìîì íà êîìï’þòåðí³é àðõ³òåêòóð³
1CPU � 1GPU ïîð³âíÿíî ç ïîñë³äîâíîþ âåðñ³ºþ àëãîðèòìó (1CPU) áóäå â³ä 6.5 äî
7.5 ðàç á³ëüøå, à ó âèïàäêó âèêîðèñòàííÿ àðõ³òåêòóðè 8CPU � 8GPU — äî 45 ðàç.

Íà ðèñ. 2 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè äîñë³äæåííÿ çàëåæíîñò³ ïðèñêîðåííÿ àäàï-
òèâíîãî àëãîðèòìó ìåòîäó ñïðÿæåíèõ ãðàä³ºíò³â â³ä ðîçì³ðó áëîê³â ó ïðèâå-
äåíí³ âèõ³äíî¿ ìàòðèö³ äî âèãëÿäó áëî÷íî-ä³àãîíàëüíî¿ ìàòðèö³ ç îáðàìëåííÿì.
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Ðîçâ’ÿçóâàëàñü ÷àñòêîâà ÀÏÂÇ äëÿ ìàòðèöü Bone010 ïîðÿäêó 986703 òà
ç ê³ëüê³ñòþ íåíóëüîâèõ åëåìåíò³â 47851783.

Ç ðèñ. 2 âèäíî, ùî âèá³ð ðîçì³ðó áëîêà, óçãîäæåíîãî ç êåø-ïàì’ÿòòþ öåíòðàëü-
íîãî ïðîöåñîðà òà ç ê³ëüê³ñòþ âèêîðèñòàíèõ ïðîöåñ³â, ñïðèÿº ï³äâèùåííþ ïðèñêî-
ðåííÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³. Íà îäíîâóçëîâ³é ã³áðèäí³é àðõ³òåêòóð³ áóëî îòðèìàíî
íàéá³ëüøå ïðèñêîðåííÿ çà çá³ëüøåííÿ ðîçì³ð³â áëîêà ìàòðèöü äî 512 ³ á³ëüøå, à íà
áàãàòîâóçëîâ³é ã³áðèäí³é àðõ³òåêòóð³ — çà ðîçì³ðó áëîêà 1024 ³ á³ëüøå.

Ïðèñêîðåííÿ àäàïòèâíîãî àëãîðèòìó ìåòîäó ³òåðàö³é íà ï³äïðîñòîð³ äëÿ
ð³çíèõ ìàòðèöü ïîêàçàíî íà ãðàô³êàõ ðèñ. 3. Òóò ðîçðîáëåíèé àäàïòèâíèé àëãî-
ðèòì äëÿ ñòð³÷êîâèõ ìàòðèöü äîáðå ìàñøòàáîâàíèé, ïðèñêîðåííÿ çà çá³ëüøåííÿ
ê³ëüêîñò³ ïðîöåñ³â CPU òà â³äïîâ³äíèõ GPU çíà÷íî çðîñòàº äëÿ âñ³õ íàâåäåíèõ
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Ò à á ë è ö ÿ 1. Òåñòîâ³ ðîçð³äæåí³ ìàòðèö³ ç Ôëîðèäñüêî¿ êîëåêö³¿

Íàçâà çàäà÷³ Ïðîáëåìíà ãàëóçü
Ïîðÿäîê ìàòðèö³

(íàï³âøèðèíà ñòð³÷êè)

G2_circuit Structural problem 150102 (65956)

Bone010 Model reduction problem 986703 (26572)

Emila_923 Structural problem 923136 (34175)

Ðèñ. 1. Ïðèñêîðåííÿ àëãîðèòìó ìåòîäó ñïðÿæåíèõ ãðàä³ºíò³â

Ðèñ. 2. Çàëåæí³ñòü ïðèñêîðåííÿ àëãîðèòìó ìåòîäó ñïðÿæåíèõ ãðàä³ºíò³â â³ä ðîçì³ðó áëîê³â



çàäà÷. Êð³ì òîãî, ìîæíà çàçíà÷èòè, ùî äëÿ ìàòðèöü íåâåëèêîãî ðîçì³ðó
(Dubcova3) ó ðàç³ âèõîäó çà ìåæ³ îá÷èñëþâàëüíîãî âóçëà (êîëè ê³ëüê³ñòü âèêî-
ðèñòàíèõ GPU á³ëüøà äâîõ) íàñòóïàº íàñè÷åííÿ ïðîöåñó îá÷èñëþâàëüíèìè ðå-
ñóðñàìè. Âîäíî÷àñ äëÿ ìàòðèöü âåëèêîãî ïîðÿäêó bmwcra_1 òà Bone010 ç³
çá³ëüøåííÿì ê³ëüêîñò³ CPU òà GPU ïðèñêîðåííÿ çðîñòàº.

Íà ðèñ. 4 íàâåäåíî çàëåæí³ñòü ïðèñêîðåííÿ àäàïòèâíîãî àëãîðèòìó â³ä
íàï³âøèðèíè ñòð³÷êè ìàòðèö³ òà ê³ëüêîñò³ âèêîðèñòàíèõ GPU. Ðîçâ’ÿçóâàëàñÿ
÷àñòêîâà óçàãàëüíåíà ÀÏÂÇ ñòð³÷êîâèõ ñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó 250000
ç ð³çíîþ íàï³âøèðèíîþ ñòð³÷êè. Ìàòðèö³ îòðèìàíî äèñêðåòèçàö³ºþ ìåòîäîì
ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â çì³øàíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â ïðÿìî-
êóòíîìó ïàðàëåëåï³ïåä³. Ç ãðàô³ê³â (äèâ. ðèñ. 4) áà÷èìî, ùî çà çá³ëüøåííÿ
íàï³âøèðèíè ñòð³÷êè ìàòðèö³ â³ä 3000 ³ á³ëüøå îòðèìàíî íàéá³ëüøå ïðèñêîðåí-
íÿ íà áàãàòîâóçëîâîìó ã³áðèäíîìó êîìï’þòåð³ (ê³ëüê³ñòü GPU á³ëüøà äâîõ).

Ó âèïàäêó âèêîðèñòàííÿ ìàòðèö³ ç ìåíøîþ íàï³âøèðèíîþ ñòð³÷êè îòðèìà-
íå ïðèñêîðåííÿ íàáàãàòî ìåíøå. Öå çóìîâëåíî íåäîñòàòíüîþ çàâàíòàæåí³ñòþ
îá÷èñëþâàëüíèõ ïðèñòðî¿â òà âåëèêîþ ê³ëüê³ñòþ ì³æïðîöåñîðíèõ îáì³í³â.
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Ðèñ. 3. Ïðèñêîðåííÿ àäàïòèâíîãî àëãîðèòìó ìåòîäó ³òåðàö³é íà ï³äïðîñòîð³

Ðèñ. 4. Çàëåæí³ñòü ïðèñêîðåííÿ àëãîðèòìó ìåòîäó ³òåðàö³é íà ï³äïðîñòîð³ â³ä íàï³âøèðèíè
ñòð³÷êè ìàòðèö³



Âèêîðèñòàííÿ çì³ííî¿ ðîçðÿäíîñò³ äëÿ îòðèìàííÿ äîñòîâ³ðíèõ ðîç-
â’ÿçê³â ÀÏÂÇ. ßê â³äîìî (äèâ., íàïðèêëàä, [25]), ó âèïàäêó êðàòíèõ âëàñíèõ çíà-
÷åíü âñòàíîâëåíî, ùî êîæíèé íàáëèæåíèé âëàñíèé âåêòîð (ÿêèé â³äïîâ³äàº êðàò-
íèì âëàñíèì çíà÷åííÿì) º íàáëèæåííÿì äî âåêòîðà, ùî ëåæèòü â ³íâàð³àíòíîìó
ï³äïðîñòîð³, áàçèñîì ÿêîãî º âëàñí³ âåêòîðè, ÿê³ â³äïîâ³äàþòü êðàòíèì âëàñíèì
çíà÷åííÿì âèõ³äíî¿ çàäà÷³. ßêùî âëàñí³ çíà÷åííÿ íå º êðàòíèìè, à áëèçüêèìè, òî
êîæíèé îá÷èñëåíèé âëàñíèé âåêòîð (ÿêèé â³äïîâ³äàº îäíîìó ç áëèçüêèõ âëàñíèõ
çíà÷åíü) º íàáëèæåííÿì äî îäíîãî ç âëàñíèõ âåêòîð³â âèõ³äíî¿ çàäà÷³.

Àïàðàò áàãàòîðîçðÿäíî¿ àðèôìåòèêè äàº çìîãó ³äåíòèô³êóâàòè âèïàäêè
êðàòíèõ ³ «ïàòîëîã³÷íî» áëèçüêèõ âëàñíèõ çíà÷åíü. Äëÿ ïðèêëàäó ðîçãëÿíåìî
ÀÏÂÇ ñèìåòðè÷íî¿ ìàòðèö³ 3-ãî ïîðÿäêó
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Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ âèêîðèñòàíî ìåòîä ßêîá³.
Ó âèïàäêó âèêîðèñòàííÿ îäèíàðíî¿ ðîçðÿäíîñò³ (real*4) ó ìåæàõ òî÷íîñò³

îá÷èñëåíü (matheps � � �19 10 7, ) îòðèìàíî òàê³ íàáëèæåííÿ äî âëàñíèõ çíà÷åíü
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ðè z1, z2 . Îòæå, çà ðåçóëüòàòàìè ðîçâ’ÿçàííÿ íåìîæëèâî âèçíà÷èòè: ïåðø³
äâà îá÷èñëåí³ âëàñí³ çíà÷åííÿ º êðàòíèìè àáî º áëèçüêèìè.

Ó ðàç³ âèêîðèñòàííÿ ïîäâ³éíî¿ ðîçðÿäíîñò³ (real*8) îá÷èñëåíî òàê³ íàáëè-
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Òóò îá÷èñëþâàëüí³ ïîõèáêè âëàñíèõ çíà÷åíü íå ïåðåâèùóþòü

matheps � � �2 2 10 16, . Îòæå, ïåðø³ äâà âëàñí³ çíà÷åííÿ íå º êðàòíèìè, à º áëèçü-

êèìè, à íîðìè ïîõèáîê âëàñíèõ âåêòîð³â ñêëàäàþòü � �(~ ) (~ ) .z z1 2
82 769 10� � � � ,

�(~ ) .z3
101 491 10� � � . Öåé âèñíîâîê ï³äòâåðäæóºòüñÿ ³ äëÿ ïîäàëüøîãî çá³ëüøåí-

íÿ ðîçðÿäíîñò³.
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ïðè÷îìó ïåðø³ äâà âåêòîðè (âîíè â³äïîâ³äàþòü êðàòíîìó âëàñíîìó çíà÷åííþ)
âèçíà÷àþòü ³íâàð³àíòíèé ï³äïðîñò³ð. Ðåçóëüòàòè íà îäèíàðí³é ðîçðÿäíîñò³ àíà-
ëîã³÷í³ äî â³äïîâ³äíèõ ðåçóëüòàò³â ó ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàä³. Íà ïîäâ³éí³é ðîç-
ðÿäíîñò³
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â ìåæàõ òî÷íîñò³ îá÷èñëåíü çá³ãàþòüñÿ ç òî÷íèìè âëàñíèìè çíà÷åííÿìè. Îòðè-
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Òóò ~ . ( )z z z1 1 20 5� � � , ~ . ( )z z z2 1 20 5� � � , à íîðìè ïîõèáîê äîð³âíþþòü 0

â ìåæàõ òî÷íîñò³ îá÷èñëåíü. Ï³ä ÷àñ çá³ëüøåííÿ ðîçðÿäíîñò³ äâà âëàñí³ çíà-
÷åííÿ çàëèøàþòüñÿ êðàòíèìè. Ïðè÷îìó öåé ðåçóëüòàò íå çì³íþºòüñÿ ç ïîä-
àëüøèì íàðîùóâàííÿì ðîçðÿäíîñò³.

Îòæå, âèêîðèñòàííÿ áàãàòîðîçðÿäíî¿ àðèôìåòèêè äàº çìîãó âèçíà÷èòè, ÷è º
äîñë³äæóâàí³ âëàñí³ çíà÷åííÿ êðàòíèìè, ÷è º «ïàòîëîã³÷íî» áëèçüêèìè.

Çàóâàæåííÿ. Â óìîâàõ íàáëèæåíèõ âèõ³äíèõ äàíèõ, ÿêùî º ãðóïà äóæå
áëèçüêèõ âëàñíèõ çíà÷åíü, òî íàáàãàòî á³ëüøèé ñåíñ ìàº îá÷èñëåííÿ äîâ³ëüíîãî
îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ³íâàð³àíòíîãî ï³äïðîñòîðó, ùî â³äïîâ³äàº ö³é ãðóï³,
í³æ îá÷èñëåííÿ îêðåìèõ âëàñíèõ âåêòîð³â äëÿ êîæíîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó ðîáîò³ çàïðîïîíîâàíî àäàïòèâí³ êîìï’þòåðí³ ìåòîäè òà àëãîðèòìè äëÿ
äîñë³äæåííÿ òà ðîçâ’ÿçóâàííÿ ÷àñòêîâî¿ àëãåáðà¿÷íî¿ ïðîáëåìè âëàñíèõ çíà-
÷åíü ç ôóíêö³ÿìè àäàïòèâíîãî íàëàøòóâàííÿ ìåòîäó, àëãîðèòìó òà çì³ííîãî
êîìï’þòåðíîãî ñåðåäîâèùà íà âèÿâëåí³ â êîìï’þòåð³ ìàòåìàòè÷í³ âëàñòè-
âîñò³ çàäà÷³ òà éîãî àðõ³òåêòóðí³ îñîáëèâîñò³ äëÿ çàáåçïå÷åííÿ äîñòîâ³ðíîñò³
ðåçóëüòàò³â ðîçâ’ÿçóâàííÿ ³ åôåêòèâíîãî âèêîðèñòàííÿ îá÷èñëþâàëüíèõ ðå-
ñóðñ³â. Çàñòîñóâàííÿ ñòâîðåíîãî ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ íà îñíîâ³ àäàïòèâ-
íèõ àëãîðèòì³â çâ³ëüíÿº êîðèñòóâà÷³â ç ð³çíèõ ïðåäìåòíèõ ãàëóçåé â³ä
äîñë³äæåííÿ ÀÏÂÇ ç ðîçð³äæåíèìè ìàòðèöÿìè ð³çíî¿ ñòðóêòóðè, åôåêòèâíîãî
ðîçïàðàëåëþâàííÿ îá÷èñëåíü òà äàíèõ íà ïîòð³áí³é ïàðàëåëüí³é àðõ³òåêòóð³,
çíà÷íî ñêîðî÷óþ÷è ÷àñ ³ êîøòè íà ïðîâåäåííÿ åêñïåðòíèõ ³ ïðîãíîçíèõ
îö³íþâàíü ó íàóö³ òà ³íæåíåð³¿.

154 ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2023, òîì 59, ¹ 3



Ïîäàëüø³ äîñë³äæåííÿ àâòîð³â áóäóòü çîñåðåäæåí³ íà ðîçðîáëåíí³ ³íòåëåê-
òóàëüíîãî ³íòåðôåéñó äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñ³â ç âèêîðèñòàí-
íÿì ðîçðîáëåíèõ àäàïòèâíèõ àëãîðèòì³â òà ïðîãðàìíèõ çàñîá³â.
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Î.Ì. Khimich, O.V. Popov, O.V. Chistyakov, V.O. Kokhanovskyi
ADAPTIVE ALGORITHMS FOR SOLVING EIGENVALUE PROBLEMS
IN A VARIABLE COMPUTER ENVIRONMENT OF SUPERCOMPUTERS

Abstract. The authors propose software for the analysis and solution of the algebraic
eigenvalue problem using a MIMD computer with GPUs, which includes parallel algorithms
and programs with the functions of adaptive configuration of the variable computer
environment (multilevel parallelism, variable topology of interprocessor communications, mixed
word length, caching, etc.) on the mathematical properties of the problem identified in the
computer and the architectural features of the computer to ensure the reliability of the solution
results with the efficient use of computing resources.

Keywords: algebraic eigenvalue problem (APEV), changeable computing environment,
adaptive algorithms, gradient conjugation method, subspace iteration method, multi-core
computers of MIMD-architecture with graphic processors.
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