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ÐÅÊÓÐÑÈÂÍ² ÊË²ÒÈÍÍ² ÌÅÒÎÄÈ ÌÍÎÆÅÍÍß ÌÀÒÐÈÖÜ

Àíîòàö³ÿ. Çàïðîïîíîâàíî äâà ðåêóðñèâí³ êë³òèíí³ ìåòîäè ìíîæåííÿ ìàòðèöü ïàðíîãî òà

íåïàðíîãî ïîðÿäêó, à ñàìå: n rq� 2 òà n rq� 3 (q � 1, r – ïîðÿäîê êë³òèíè, n r m/ � ), ÿê³

ïîáóäîâàíî íà îñíîâ³ â³äîìèõ øâèäêèõ êë³òèííèõ ìåòîä³â ìíîæåííÿ ìàòðèöü ïîðÿäêó

n r� �2 1� �( ) òà n r� �3 1� �( ), ùî çàñòîñîâóþòüñÿ ÿê áàçîâ³, êîëè � � �2 0q q( ) òà

� � �3 0q q( ) . Íàäàí³ ìåòîäè ìíîæåííÿ êë³òèííèõ (m m� )-ìàòðèöü îïåðóþòü ÷èñåëüíèìè

( )r r� )-êë³òèíàìè, âàð³þþòü ¿õí³é ïîðÿäîê òà õàðàêòåðèçóþòüñÿ íàéìåíøîþ íà â³äì³íó â³ä
â³äîìèõ êë³òèííèõ ìåòîä³â ìóëüòèïë³êàòèâíîþ ñêëàäí³ñòþ, ÿêà äîð³âíþº â³äïîâ³äíî

O m( , ).1 14 2 807 òà O m( , ).1 17 2 854 êë³òèííèì îïåðàö³ÿì ìíîæåííÿ. Íîâ³ ìåòîäè äàþòü çìîãó

îòðèìàòè êë³òèíí³ àíàëîãè â³äîìèõ àëãîðèòì³â ìíîæåííÿ ìàòðèöü ³ç ìàêñèìàëüíî
ì³í³ì³çîâàíîþ ìóëüòèïë³êàòèâíîþ ñêëàäí³ñòþ, îö³íêó ÿêî¿ ïîäàíî íà ïðèêëàä³ òðà-
äèö³éíîãî àëãîðèòìó ìíîæåííÿ ìàòðèöü.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ë³í³éíà àëãåáðà, ñ³ì’ÿ êë³òèííèõ ìåòîä³â ìíîæåííÿ ìàòðèöü, êë³òèíí³
àíàëîãè àëãîðèòì³â ìíîæåííÿ ìàòðèöü.

ÂÑÒÓÏ

Ìàòðè÷í³ îá÷èñëåíÿ º ïðåäìåòîì ³íòåíñèâíèõ òåîðåòè÷íèõ òà ïðàêòè÷íèõ

äîñë³äæåíü. Ïåðåõ³ä äî âåëèêîìàñøòàáíîãî ïàðàëåë³çìó íà ð³âí³ êë³òèííèõ

îïåðàö³é äàº çìîãó äîñÿãòè íàéâèùîãî ñòóïåíþ ïàðàëåë³çìó îá÷èñëåíü,

á³ëüø âèã³äíîãî ñï³âââ³äíîøåííÿ ì³æ îáñÿãàìè îá÷èñëåíü ³ íàêëàäíèìè

âèòðàòàìè íà ¿õíþ îðãàí³çàö³þ, îñîáëèâî íà îáì³í äàíèìè [1].

Êë³òèíí³ ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ âåëèêèõ ðîçì³ð³â øèðîêî

âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ë³í³éí³é àëãåáð³. Â³äîìî, ùî äî ñ³ì’¿ êë³òèííèõ ìåòîä³â

ìíîæåííÿ ìàòðèöü íàëåæàòü øâèäê³ [2, 4], çì³øàí³ [3, 4], îá’ºäíàíèé [5] òà

óëüòðàøâèäêèé (óçàãàëüíåíèé) [6] êë³òèíí³ ìåòîäè, ùî äàþòü çìîãó îòðèìàòè

êë³òèíí³ àíàëîãè â³äîìèõ àëãîðèòì³â ìíîæåííÿ ìàòðèöü ç ì³í³ì³çîâàíîþ

ìóëüòèïë³êàòèâíîþ, àäèòèâíîþ òà çàãàëüíîþ ñêëàäí³ñòþ.

Øâèäê³ êë³òèíí³ ìåòîäè ìíîæåííÿ ìàòðèöü ïîðÿäêó n r� �2 1� �( ) [2] òà

n r� �3 1� �( ) [4] îïåðóþòü ÷èñåëüíèìè (r r� )-êë³òèíàìè, âàð³þþ÷è ¿õí³é

ïîðÿäîê, òà ìàþòü ìóëüòèïë³êàòèâíó ñêëàäí³ñòü, ÿêà ñòàíîâèòü â³äïîâ³äíî

O m( . )0875 3 òà O m( . )0851 3 êë³òèííèõ îïåðàö³é ìíîæåííÿ, äå m n r� / .

Çì³øàí³ êë³òèíí³ ìåòîäè ÿâëÿþòü ñîáîþ ã³áðèäè äâîõ ìåòîä³â. Ïåðøèé

çì³øàíèé êë³òèííèé ìåòîä ìíîæåííÿ ìàòðèöü ïîðÿäêó n r qq� � �2 1 1� �( , ) [3]

îá’ºäíóº ðåêóðñèâíèé ìåòîä Øòðàññåíà [7] äëÿ ìíîæåííÿ ìàòðèöü òà øâèäêèé

êë³òèííèé ìåòîä ìíîæåííÿ ìàòðèöü ïîðÿäêó n r� �2 1� �( ) [2]. Äðóãèé

çì³øàíèé êë³òèííèé ìåòîä ìíîæåííÿ ìàòðèöü ïîðÿäêó n r qq� � �3 1 1� �( , ) [4]

ñïîëó÷àº ðåêóðñèâíèé ìåòîä Ëåéäåðìàíà [8] äëÿ ìíîæåííÿ ìàòðèöü òà øâèäêèé

êë³òèííèé ìåòîä ìíîæåííÿ ìàòðèöü ïîðÿäêó n r� �3 1� �( ) [4]. Âçàºìîä³ÿ äâîõ

ìåòîä³â äàº ìîæëèâ³ñòü îòðèìàòè ì³í³ì³çîâàíó ïîð³âíÿíî ç³ øâèäêèì êë³òèííèì

ìåòîäîì ìóëüòèïë³êàòèâíó ñêëàäí³ñòü, ÿêà õàðàêòåðèçóº çì³øàí³ ìåòîäè òà

äîð³âíþº â³äïîâ³äíî O m( . )0 763 3 òà O m( . )0 724 3 êë³òèííèì îïåðàö³ÿì ìíîæåííÿ.
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Îá’ºäíàíèé êë³òèííèé ìåòîä ìíîæåííÿ ìàòðèöü ïîðÿäêó n rq� �2 3�
�

( , , )� �� � �0 1 1q [5] ÿâëÿº ñîáîþ ã³áðèä òðüîõ ìåòîä³â: ðåêóðñèâíîãî ìåòîäó

Øòðàññåíà [7], ìåòîäó Ëåéäåðìàíà [8] òà øâèäêîãî êë³òèííîãî ìåòîäó ìíîæåííÿ

ìàòðèöü ïîðÿäêó n r� �3 1� �( ) [4]. Âçàºìîä³ÿ òðüîõ ìåòîä³â çàáåçïå÷óº

ìóëüòèïë³êàòèâíó ñêëàäí³ñòü, ÿêà ñòàíîâèòü O m( . )0627 3 êë³òèííèõ îïåðàö³é ìíîæåííÿ.

Óëüòðàøâèäêèé êë³òèííèé ìåòîä ìíîæåííÿ ìàòðèöü ïîðÿäêó n � 4�, äå �

ïðèéìàº çíà÷åííÿ 2 3 2 3 2 3 1 1 0� � � � � � �
�r r r r r qq q q, , , , ( , , )� � � � , îïåðóº

êë³òèííèìè ï³äìàòðèöÿìè, âàð³þº ¿õí³é ïîðÿäîê òà âçàºìîä³º ç â³äîìèìè êë³òèííèìè

ìåòîäàìè ìíîæåííÿ ìàòðèöü, ì³í³ì³çóþ÷è íà 12,5% îá÷èñëþâàëüíó ñêëàäí³ñòü

îòðèìàíèõ íà ¿õí³é îñíîâ³ êë³òèííèõ àíàëîã³â â³äîìèõ àëãîðèòì³â ìíîæåííÿ ìàòðèöü.

Ìåòîþ ö³º¿ ðîáîòè º îïòèì³çàö³ÿ ìóëüòèïë³êàòèâíî¿ ñêëàäíîñò³ â³äîìèõ

êë³òèííèõ ìåòîä³â ìíîæåííÿ ìàòðèöü. Òóò âïåðøå çàïðîïîíîâàíî äâà ðåêóðñèâí³

êë³òèíí³ ìåòîäè ìíîæåííÿ ìàòðèöü ïàðíîãî òà íåïàðíîãî ïîðÿäêó, à ñàìå: n rq� 2

òà n rq� 3 , ÿê³ ïîáóäîâàíî íà îñíîâ³ â³äîìèõ øâèäêèõ êë³òèííèõ ìåòîä³â ìíîæåííÿ

ìàòðèöü ïîðÿäêó n r� �2 1� �( ) òà n r� �3 1� �( ), ùî çàñòîñîâóþòüñÿ ÿê áàçîâ³,

êîëè � � �2 0q q( ) òà � � �3 0q q( ). Íàäàí³ ìåòîäè ìíîæåííÿ êë³òèííèõ (m m� )-

ìàòðèöü îïåðóþòü ÷èñåëüíèìè (r r� )-êë³òèíàìè, âàð³þþòü ¿õí³é ïîðÿäîê òà

õàðàêòåðèçóþòüñÿ íàéìåíøîþ ïîð³âíÿíî ç â³äîìèìè êë³òèííèìè ìåòîäàìè

ìóëüòèïë³êàòèâíîþ ñêëàäí³ñòþ, ÿêà äîð³âíþº â³äïîâ³äíî O m( , ) ~
log

1 14 2 7

~ ( , ).O m1 14 2 807 òà O m m( . ) ~ ( . )
log .117 1173 23 2 854 êë³òèííèì îïåðàö³ÿì ìíîæåííÿ.

Íîâ³ ìåòîäè äàþòü çìîãó îòðèìàòè êë³òèíí³ àíàëîãè â³äîìèõ àëãîðèòì³â ìíîæåííÿ

ìàòðèöü ç ìàêñèìàëüíî ì³í³ì³çîâàíîþ ìóëüòèïë³êàòèâíîþ ñêëàäí³ñòþ, îö³íêó ÿêî¿

ïîäàíî íà ïðèêëàä³ òðàäèö³éíîãî àëãîðèòìó ìíîæåííÿ ìàòðèöü.

ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÈÉ ÊË²ÒÈÍÍÈÉ ÌÅÒÎÄ ÌÍÎÆÅÍÍß ÌÀÒÐÈÖÜ

ÏÎÐßÄÊÓ n r
q� 2 (q r� �1, ÏÎÐßÄÎÊ ÊË²ÒÈÍÈ)

Äëÿ ïîáóäîâè ðåêóðñèâíèõ êë³òèííèõ ìåòîä³â ìíîæåííÿ ìàòðèöü ÿê ïàðíîãî, òàê

³ íåïàðíîãî ïîðÿäêó âèõ³äí³ ìàòðèö³ A òà B, ÿê³ íàâåäåíî íà ðèñ. 1, äåêîìïîçóþòüñÿ

íà êë³òèíè Aij òà Bij çà çàäàíèì ïîðÿäêîì r . Óíàñë³äîê äåêîìïîçèö³¿ óòâîðþþòüñÿ

êë³òèíí³ (m m� )-ìàòðèö³ A Aij� ( ) òà B Bij� ( ), äå m n r� / , i j m, , , ...,�1 2 .

Çîâí³øí³é (êë³òèííèé) ìåòîä îïåðóº ÷èñåëüíèìè (r r� )-êë³òèíàìè, âàð³þþ÷è ¿õí³é

ïîðÿäîê, à ÿê âíóòð³øí³ àëãîðèòìè âèêîðèñòîâóþòüñÿ â³äîì³ àëãîðèòìè ìíîæåííÿ

ìàòðèöü, ùî îïåðóþòü ÷èñëàìè. Äîáóòêîì êë³òèííèõ (m m� )-ìàòðèöü A Aij� ( ) òà

B Bij� ( ) º êë³òèííà ìàòðèöÿ C Cij� ( ), ÿêà ìàº ³äåíòè÷íó êîæíîìó ñï³âìíîæíèêó

êë³òèííó ñòðóêòóðó.
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Ó öüîìó ðåêóðñèâíîìó êë³òèííîìó ìåòîä³ çàñòîñîâàíî â³äîìèé øâèäêèé

êë³òèííèé ìåòîä ìíîæåííÿ ìàòðèöü ïîðÿäêó n r� �2 1� �( ) [2] ÿê áàçîâèé ìåòîä,

êîëè � � �2 0q q( ) . Çã³äíî ç áàçîâèì ìåòîäîì, ùî ñêëàäàºòüñÿ ç òðüîõ åòàï³â, íà

ïåðøîìó åòàï³ îá÷èñëþþòüñÿ êë³òèíí³ ìàòðèö³ R A R Aij ij
1 5� �( ), ..., ( ) òà

F B F Bij ij
1 5� �( ), ..., ( ) ïîðÿäêó m / 2, ÿê³ ñêëàäàþòüñÿ ç ÷èñåëüíèõ êë³òèí, ùî

ÿâëÿþòü ñîáîþ ìàòðè÷í³ êîåô³ö³ºíòè, òà âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

R A A
ik i k i k
1

2 1 2 1 2 2� �� �( ),, , F B B
kj k j k j
1

2 1 2 1 2 2� �� �( ),, ,

R A A
ik i k i k
2

2 2 1 2 2� ��( ),, , F B B
kj k j k j
2

2 1 2 2 2� ��( ),, ,

R A A
ik i k i k
3

2 1 2 1 2 1 2� �� � �( ),, , F B B
kj k j k j
3

2 2 1 2 1 2 1� �� � �( ),, ,
(1)

R A A
ik i k i k
4

2 2 1 2 1 2 1� �� � �( ),, , F B B
kj k j k j
4

2 1 2 1 2 1 2� �� � �( ),, ,

R A A
ik i k i k
5

2 1 2 2 2� ��( ),, , F B B
kj k j k j
5

2 2 1 2 2� ��( ),, ,

äå i j k m, , , , ..., /�1 2 2 ; m n r� / .

Íà äðóãîìó åòàï³ îá÷èñëþþòüñÿ ñ³ì äîáóòê³â Q Q Q Qij ij
1 1 7 7� �( ), ..., ( ) äâîõ

êë³òèííèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó m / 2 çà ôîðìóëàìè

Q R Fij ik kj
k

m
1 1 1

1

2

�
�
	

/

, Q R Bij ik k j

k

m
2 2

2 1 2 1

1

2

� � �
�
	 ,

/

,

Q A Fij i k kj
k

m
3

2 1 2 1
2

1

2

� � �
�
	 ,

/

, Q A Fij i k kj
k

m
4

2 2
3

1

2

�
�
	 ,

/

, (2)

Q R Bij ik k j

k

m
5 3

2 2

1

2

�
�
	 ,

/

, Q R Fij ik kj
k

m
6 4 4

1

2

�
�
	

/

, Q R Fij ik kj
k

m
7 5 5

1

2

�
�
	

/

,

äå i j k m, , , , ..., /�1 2 2 .

Íà òðåòüîìó åòàï³ îá÷èñëþºòüñÿ êë³òèííà (m m� )-ìàòðèöÿ C Cij� ( ), ÿêà

ñêëàäàºòüñÿ ç ÷èñåëüíèõ êë³òèí, ùî âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

C Q Q Q Qi j ij ij ij ij2 1 2 1
1 4 5 7

� � � � � �, ,

C Q Qi j ij ij2 1 2
3 5

� � �, , (3)

C Q Qi j ij ij2 2 1
2 4

, � � � ,

C Q Q Q Qi j ij ij ij ij2 2
1 2 3 6

, � � � � ,

äå i j m, , , ..., /�1 2 2 .

Ðîçãëÿíåìî ðåàë³çàö³þ áàçîâîãî êë³òèííîãî ìåòîäó (1)–(3) ó ðåêóðñèâíîìó

ðåæèì³, äå íà ïåðøîìó êðîö³ ðåêóðñ³¿ ôîðìóþòüñÿ ñ³ì ïàð êë³òèííèõ ìàòðèöü

ïîðÿäêó m / 2 äëÿ âèêîíàííÿ îïåðàö³¿ äîáóòêó äëÿ êîæíî¿ ïàðè. Ïðè öüîìó

îá÷èñëþþòüñÿ êë³òèíí³ ìàòðèö³, ÿê³ ì³ñòÿòü ÷èñåëüí³ êë³òèíè-êîåô³ö³ºíòè, ùî

âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè (1). Ðàçîì ç òèì ôîðìóþòüñÿ ìàòðèö³, ùî ì³ñòÿòü

÷èñåëüí³ êë³òèíè, ÿê³ íàëåæàòü âèõ³äíèì ìàòðèöÿì A Aij� ( ), B Bij� ( ) òà
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âèçíà÷àþòüñÿ çà çàçíà÷åíèìè ³íäåêñàìè â³äïîâ³äíî äî ôîðìóë (2). Ñôîðìîâàí³

íà ïåðøîìó ðåêóðñèâíîìó êðîö³ ñ³ì ïàð êë³òèííèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó m / 2

º ïðîì³æíèìè ³ ââàæàþòüñÿ âèõ³äíèìè êë³òèííèìè ìàòðèöÿìè äëÿ íàñòóïíîãî

ðåêóðñèâíîãî êðîêó, äå äëÿ êîæíî¿ ïàðè ôîðìóþòüñÿ íîâ³ ñ³ì ïàð êë³òèííèõ

ìàòðèöü ïîðÿäêó m / 4 àíàëîã³÷íî ïåðøîìó ðåêóðñèâíîìó êðîêó. Íà êîæíîìó

íàñòóïíîìó êðîö³ ðåêóðñ³¿ ïîðÿäîê îïåðóâàëüíèõ êë³òèííèõ ìàòðèöü

çìåíøóºòüñÿ âäâ³÷³. Íà îñòàííüîìó êðîö³ ìåòîä îïåðóº êë³òèííèìè

( )4 4� -ìàòðèöÿìè, îñòàòî÷íî ôîðìóþ÷è äëÿ êîæíî¿ ïàðè ïðîì³æíèõ êë³òèííèõ

ìàòðèöü öüîãî ïîðÿäêó íîâ³ ñ³ì ïàð êë³òèííèõ (2 2� )-ìàòðèöü äëÿ âèêîíàííÿ

â ïîäàëüøîìó îá÷èñëåííÿ çã³äíî ç ôîðìóëàìè (2), (3). Äëÿ ðåàë³çàö³¿ ïîâíîãî

ðåêóðñèâíîãî îá÷èñëþâàëüíîãî ïðîöåñó êë³òèííèé ìåòîä ïîòðåáóº log 2 1m �
ðåêóðñèâíèõ êðîê³â.

ÎÖ²ÍÞÂÀÍÍß ÌÓËÜÒÈÏË²ÊÀÒÈÂÍÎ¯ ÑÊËÀÄÍÎÑÒ² ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÎÃÎ ÊË²ÒÈÍÍÎÃÎ

ÌÅÒÎÄÓ ÌÍÎÆÅÍÍß ÌÀÒÐÈÖÜ ÏÎÐßÄÊÓ n r
q� 2 ( , / )q n r m� �1

Îñê³ëüêè áàçîâèé êë³òèííèé ìåòîä (1)–(3) ìàº ìóëüòèïë³êàòèâíó ñêëàäí³ñòü,

ÿêà äîð³âíþº W
m

m m
Ì
áàç � �




�
�




�
� � �7

2

7

8
0875

3
3 3. êë³òèííèì îïåðàö³ÿì

ìíîæåííÿ, ìóëüòèïë³êàòèâíà ñêëàäí³ñòü ðåêóðñèâíîãî êë³òèííîãî ìåòîäó,

ÿêèé ïîáóäîâàíî íà éîãî îñíîâ³, âèçíà÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ

W m
Ì

m mðåê � � � � ��
7 2 7

8

7
1142 21 3 2 807(log ) log .. êë³òèííèõ îïåðàö³é ìíîæåííÿ.

Âðàõîâóþ÷è, ùî äëÿ êîæíî¿ êë³òèííî¿ îïåðàö³¿ ìíîæåííÿ âíóòð³øí³é àëãîðèòì

ïîòðåáóº W
Ì
âíóòð ñêàëÿðíèõ îïåðàö³é ìíîæåííÿ, ìóëüòèïë³êàòèâíà ñêëàäí³ñòü áàçîâîãî

òà ðåêóðñèâíîãî êë³òèííèõ ìåòîä³â ñêëàäàº W m
Ì
áàç � �0875 3. 0875

3

3
. � �

n

r
W

Ì
âíóòð

ñêàëÿðíèõ îïåðàö³é ìíîæåííÿ, W m
n

r
W

Ì
m

Ì
ðåê âíóòð� � ��

0875 2 1
3

3
.

(log )
ñêàëÿðíèõ

îïåðàö³é ìíîæåííÿ.

ßêùî òðàäèö³éíèé àëãîðèòì ìíîæåííÿ ìàòðèöü, ùî ïîòðåáóº r 3 ñêàëÿðíèõ

îïåðàö³é ìíîæåííÿ, âèêîðèñòîâóºòüñÿ ÿê âíóòð³øí³é àëãîðèòì, òî îòðèìàíèé

íà îñíîâ³ öüîãî ðåêóðñèâíîãî ìåòîäó êë³òèííèé àíàëîã òðàäèö³éíîãî àëãîðèòìó

ìàº ìóëüòèïë³êàòèâíó ñêëàäí³ñòü, ÿêà äîð³âíþº

W
n

r
r n

Ì
m mòðàä � � � � � �� �

0875 0875 02 21
3

3

3 1 3. . .
(log ) (log )

875 1 3( )q n� �

ñêàëÿðíèì îïåðàö³ÿì ìíîæåííÿ.

Àíàëîã³÷íî âèçíà÷àºòüñÿ ìóëüòèïë³êàòèâíà ñêëàäí³ñòü êë³òèííèõ àíàëîã³â

³íøèõ â³äîìèõ àëãîðèòì³â ìíîæåííÿ ìàòðèöü.

×ÈÑÅËÜÍÈÉ ÏÐÈÊËÀÄ

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä êë³òèííîãî ìåòîäó ìíîæåííÿ ìàòðèöü ïîðÿäêó n rq� 2 ,

äå q r m n r� � � � �2 3 12 3 4, , / / , ÿêèé ãàðàíòóº òî÷í³ñòü îá÷èñëåííÿ äîáóòêó

êë³òèííèõ ìàòðèöü. Ðåàë³çàö³ÿ öüîãî ïðèêëàäó ïîòðåáóº îäèí ðåêóðñèâíèé

êðîê (log )24 1 1� � .

Âèõ³äí³ ìàòðèö³ A òà B ïîðÿäêó n �12, ÿê³ äåêîìïîçîâàíî íà ÷èñåëüí³

êë³òèíè çàäàíîãî ïîðÿäêó r � 3, íàâåäåíî íà ðèñ. 2. Óíàñë³äîê äåêîìïîçèö³¿

óòâîðåíî êë³òèíí³ (m m� )-ìàòðèö³ A Aij� ( ) òà B Bij� ( ), äå m � 4, i j, , ...,�1 4 .
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Ôîðìóºìî ñ³ì ïàð êë³òèííèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó m / 2 2� , ÿê³ íàâåäåíî íà

ðèñ. 3. Äî òîãî æ îá÷èñëþºìî äåñÿòü êë³òèííèõ ìàòðèöü-êîåô³ö³ºíò³â

R A R Aij ij
1 5� �( ), ..., ( ) òà F B F Bij ij

1 5� �( ), ..., ( ) çà ôîðìóëàìè (1), äå

i j k, , ,�1 2, òà ôîðìóºìî ÷îòèðè êë³òèíí³ ìàòðèö³, ÿê³ ì³ñòÿòü ÷èñåëüí³ êë³òèíè,

ùî íàëåæàòü äî âèõ³äíèõ ìàòðèöü A Aij� ( ) òà B Bij� ( ) ³ âèçíà÷àþòüñÿ çà

çàçíà÷åíèìè ³íäåêñàìè â³äïîâ³äíî äî ôîðìóë (2), à ñàìå: A A i k
3

2 1 2 1� � �( ), ,

A A B B B Bi k k j k j
4

2 2
2

2 1 2 1
5

2 2� � �� �( ), ( ), ( ), , , , äå i j k, , ,�1 2 .

Âðàõîâóþ÷è, ùî öåé ïðèêëàä ñêëàäàº îäèí ðåêóðñèâíèé êðîê, äàë³ ðåàë³çóºìî

îïåðàö³þ äîáóòêó äëÿ êîæíî¿ ñôîðìîâàíî¿ ïàðè çà ôîðìóëàìè (2) (ðèñ. 3).

Ó ðàç³, ÿêùî q � 2 , ïðèêëàä ñêëàäàº äâà àáî á³ëüøå ðåêóðñèâí³ êðîêè.

Íàïðèêëàä, ÿêùî q � 3, ñôîðìîâàí³ íà ïåðøîìó ðåêóðñèâíîìó êðîö³ ñ³ì ïàð

êë³òèííèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó m / /2 8 2 4� � º ïðîì³æíèìè ³ ââàæàþòüñÿ

âèõ³äíèìè äëÿ íàñòóïíîãî êðîêó ðåêóðñ³¿, äå äëÿ êîæíî¿ ïàðè ôîðìóþòüñÿ íîâ³

ñ³ì ïàð êë³òèííèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó m / /4 8 4 2� � àíàëîã³÷íî ïåðøîìó

ðåêóðñèâíîìó êðîêó.

Äëÿ öüîãî ïðèêëàäó ó ïîäàëüøîìó çíàõîäèìî ÷èñåëüí³ êë³òèíè Cij

êë³òèííî¿ ìàòðèö³ C Cij� ( ) çà ôîðìóëîþ (3), äå i j, ,�1 2 . Ïðàâèëüí³ñòü

îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü åëåìåíò³â ÷èñåëüíèõ êë³òèí ìàòðèö³ C Cij� ( ) , ÿêà

ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 2, ïîêàæåìî íà ïðèêëàä³ ¿õíüîãî ôîðìóâàííÿ äëÿ i j, �1:

C C

Q

i j11 2 1 2 1

11
1

109 127 56

103 134 58

38 48 24

� �

�

�

�
�
�

�

�

�
�� �,

�

�

Q
11
4

15 18 0

24 16 0

7 6 0

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

Q
11
5

48 63 26

47 65 27

20 26 12

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

Q
11
7

8 8 4

14 20 4

0 0 0

� � �

� � �

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

C

r

11

68 74 26

66 65 27

25 28 12

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

�
�

,

C C

Q

i j12 2 1 2

11
3

4 3 0

3 2 0

1 0 0

� �

�

�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�� ,

Q
11
5

48 63 26

47 65 27

20 26 12

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

C

r

12

52 60 26

50 63 27

21 26 12

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

�
�

,

C C

Q

i j21 2 2 1

11
2

51 58 27

54 64 30

18 22 12

� �

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

��,

Q
11
4

15 18 0

24 16 0

7 6 0

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

C

r

21

66 76 27

78 80 30

25 28 12

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

�
�

,
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C C

Q

i j22 2 2

11
1

109 127 56

103 134 58

38 48 24

� �

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�,

Q
11
2

51 58 27

54 64 30

18 22 12

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

Q
11
3

4 3 0

3 2 0

1 0 0

�

�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

Q
11
6

12 6 2

10 8 2

0 0 0

� � ��

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

C

r

22

50 60 27

62 76 30

21 26 12

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

�
�

.

Àíàëîã³÷íî çíàõîäèìî çíà÷åííÿ åëåìåíò³â ³íøèõ ÷èñåëüíèõ êë³òèí ìàòðèö³

C Cij� ( ), ÿêà º ðîçâ’ÿçàííÿì çàäà÷³ îá÷èñëåííÿ äîáóòêó êë³òèííèõ ìàòðèöü

A Aij� ( ) òà B Bij� ( ) ïîðÿäêó m � 4.
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ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÈÉ ÊË²ÒÈÍÍÈÉ ÌÅÒÎÄ ÌÍÎÆÅÍÍß ÌÀÒÐÈÖÜ

ÏÎÐßÄÊÓ n r
q� 3 (q r� 1, — ïîðÿäîê êë³òèíè)

Âèõ³äí³ ìàòðèö³ A òà B ïîðÿäêó n, ÿê³ äåêîìïîçîâàíî íà ÷èñåëüí³ êë³òèíè Aij

òà Bij çàäàíîãî ïîðÿäêó, íàâåäåíî íà ðèñ. 1. Öåé ðåêóðñèâíèé êë³òèííèé

ìåòîä ïîáóäîâàíî íà îñíîâ³ â³äîìîãî øâèäêîãî êë³òèííîãî ìåòîäó ìíîæåííÿ

ìàòðèöü ïîðÿäêó n r� �3 1� �( ) [4], ÿêèé âèêîðèñòîâóºòüñÿ ÿê áàçîâèé, êîëè

� � �3 0q q( ) .

Áàçîâèé êë³òèííèé ìåòîä ñêëàäàº òðè åòàïè. Íà ïåðøîìó åòàï³ âèçíà÷àþòüñÿ

28 êë³òèííèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó m / 3, ÿê³ ñêëàäàþòüñÿ ç ÷èñåëüíèõ êë³òèí, ùî ÿâëÿþòü

ñîáîþ ìàòðè÷í³ êîåô³ö³ºíòè òà îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

R A A A A A
ik i k i k i k i k i
1

3 2 3 2 3 2 3 1 3 2 3 3 1 3 2 3� � � � �� � � � � � �, , , , � � �1 3 1, k

� ��A Ai k i k3 3 1 3 3, , ,

R A A
ik i k i k
2

3 2 3 2 3 1 3 2� �� � � �, , ,

R A A A
ik i k i k i k
3

3 2 3 2 3 1 3 2 3 1 3 1� � � �� � � � � �, , , ,

R A A
ik i k i k
4

3 1 3 2 3 1 3 1� �� � � �, , ,

R A A A
ik i k i k i k
5

3 2 3 2 3 3 2 3 3 1� � � �� � � �, , , ,

R A A
ik i k i k
6

3 2 3 2 3 3 2� � �� � �, , ,

R A A
ik i k i k
7

3 3 2 3 3 1� �� �, , , (4)

R A A A A A
ik i k i k i k i k i
8

3 2 3 2 3 2 3 1 3 2 3 3 1 3 1 3� � � � �� � � � � � �, , , , � �1 3, k

� �� �A Ai k i k3 3 2 3 3 1, , ,

R A A A
ik i k i k i k
9

3 2 3 3 3 1 3 3� � � �� �, , , ,

R A A
ik i k i k
10

3 2 3 3 3� �� , , ,

R A A
ik i k i k
11

3 3 1 3 3� ��, , ,

R A A A
ik i k i k i k
12

3 2 3 3 1 3 1 3 1 3� � � �� � � �, , , ,

R A A
ik i k i k
13

3 2 3 3 1 3� �� �, , ,

R A A
ik i k i k
14

3 1 3 1 3 1 3� �� � �, , ,

äå i j k m, , , , ..., / ;�1 2 3 m n r� / ;

F B B
kj k j k j
1

3 2 3 1 3 1 3 1� � �� � � �, , ,

F B B B B
kj k j k j k j k j
2

3 2 3 2 3 2 3 1 3 1 3 2 3 1 3 1� � � � � �� � � � � � � �, , , , B k j3 1 3� �,

� ��B Bk j k j3 3 2 3 3, , ,

F B B B
kj k j k j k j
3

3 2 3 2 3 2 3 1 3 1 3 1� � �� � � � � �, , , ,

F B B
kj k j k j
4

3 2 3 2 3 2 3 1� � �� � � �, , ,

F B B B
kj k j k j k j
5

3 2 3 2 3 2 3 3 1 3� � �� � � �, , , ,

F B B
kj k j k j
6

3 2 3 3 1 3� �� �, , ,

F B B
kj k j k j
7

3 2 3 2 3 2 3� � �� � �, , , (5)

F B B B B B
kj k j k j k j k j
8

3 2 3 2 3 2 3 3 1 3 2 3 1 3 1 3� � � � � �� � � � � � �, , , , k j k jB� �� �1 3 3 3 2, ,

� �B k j3 3 1, ,
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F B B B
kj k j k j k j
9

3 1 3 1 3 3 2 3 3 1� � �� � � �, , , ,

F B B
kj k j k j
10

3 1 3 1 3 3 1� �� � �, , ,

F B B
kj k j k j
11

3 3 2 3 3 1� � �� �, , ,

F B B B
kj k j k j k j
12

3 1 3 3 3 2 3 3� � �� �, , , ,

F B B
kj k j k j
13

3 1 3 3 3� �� , , ,

F B B
kj k j k j
14

3 3 2 3 3� � ��, , ,

äå i j k m, , , , ..., / ;�1 2 3 m n r� / .

Íà äðóãîìó åòàï³ îá÷èñëþþòüñÿ 23 äîáóòêè Q Q Q Qij ij
1 1 23 23� �( ), ..., ( )

äâîõ êë³òèííèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó m / 3 çà ôîðìóëàìè

Q R Bij ik
k

m

k j
1 1

1

3

3 1 3 1� �
�

� �	
/

, , Q R Fij ik
k

m

kj
2 2

1

3
1� �

�
	

/

, Q A Fij i k

k

m

kj
3

3 1 3 1

1

3
2� �� �

�
	 ,

/

,

Q R Fij ik
k

m

kj
4 3

1

3
3� �

�
	

/

, Q R Fij ik
k

m

kj
5 4

1

3
4� �

�
	

/

, Q A Bij i k

k

m

k j
6

3 2 3 2

1

3

3 2 3 2� �� �
�

� �	 ,

/

, ,

Q R Fij ik
k

m

kj
7 5

1

3
5� �

�
	

/

, Q R Fij ik
k

m

kj
8 6

1

3
6� �

�
	

/

, Q R Fij ik
k

m

kj
9 7

1

3
7� �

�
	

/

,

Q R Bij ik
k

m

k j
10 8

1

3

3 1 3� �
�

�	
/

, , Q A Fij i k

k

m

kj
11

3 3 1

1

3
8� ��

�
	 ,

/

, Q R Fij ik
k

m

kj
12 9

1

3
9� �

�
	

/

, (6)

Q R Fij ik
k

m

kj
13 10

1

3
10� �

�
	

/

, Q A Bij i k

k

m

k j
14

3 2 3

1

3

3 3 2� ��
�

�	 ,

/

, ,

Q R Fij ik
k

m

kj
15 11

1

3
11� �

�
	

/

, Q R Fij ik
k

m

kj
16 12

1

3
12� �

�
	

/

,

Q R Fij ik
k

m

kj
17 13

1

3
13� �

�
	

/

, Q R Fij ik
k

m

kj
18 14

1

3
14� �

�
	

/

, Q A Bij i k

k

m

k j
19

3 2 3 1

1

3

3 1 3 2� �� �
�

� �	 ,

/

, ,

Q A Bij i k

k

m

k j
20

3 1 3

1

3

3 3 1� ��
�

�	 ,

/

, , Q A Bij i k

k

m

k j
21

3 1 3 2

1

3

3 2 3� �� �
�

�	 ,

/

, ,

Q A Bij i k

k

m

k j
22

3 3 2

1

3

3 2 3 1� ��
�

� �	 ,

/

, ,

Q A Bij i k

k

m

k j
23

3 3

1

3

3 3� �
�
	 ,

/

, , äå i j k m, , , , ..., / .�1 2 3

Íà òðåòüîìó åòàï³ âèçíà÷àºòüñÿ êë³òèííà (m m� )-ìàòðèöÿ C Cij� ( ),

÷èñåëüí³ êë³òèíè ÿêî¿ îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

C Q Q Qi j ij ij ij3 2 3 2
6 14 19

� � � � �, ,

C Q Q Q Q Q Q Qi j ij ij ij ij ij ij ij3 2 3 1
1 4 5 6 12 14 15

� � � � � � � � �, ,

C Q Q Q Q Q Q Qi j ij ij ij ij ij ij ij3 2 3
6 7 9 10 14 16 18

� � � � � � � �, ,
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C Q Q Q Q Q Q Qi j ij ij ij ij ij ij ij3 1 3 2
2 3 4 6 14 16 17

� � � � � � � � �, ,

C Q Q Q Q Qi j ij ij ij ij ij3 1 3 1
2 4 5 6 20

� � � � � � �, , (7)

C Q Q Q Q Qi j ij ij ij ij ij3 1 3
14 16 17 18 21

� � � � � �, ,

C Q Q Q Q Q Q Qi j ij ij ij ij ij ij ij3 3 2
6 7 8 11 12 13 14

, � � � � � � � � ,

C Q Q Q Q Qi j ij ij ij ij ij3 3 1
12 13 14 15 22

, � � � � � � ,

C Q Q Q Q Qi j ij ij ij ij ij3 3
6 7 8 9 23

, � � � � � ,

äå i j m, , , ..., / .�1 2 3

Ðîçãëÿíåìî ðåàë³çàö³þ áàçîâîãî êë³òèííîãî ìåòîäó (4)–(7) ó ðåêóðñèâíîìó

ðåæèì³, äå íà ïåðøîìó êðîö³ ðåêóðñ³¿ ôîðìóþòüñÿ 23 ïàðè êë³òèííèõ ìàòðèöü

ïîðÿäêó m / 3 äëÿ âèêîíàííÿ îïåðàö³¿ äîáóòêó äëÿ êîæíî¿ ïàðè. Ðàçîì ç òèì

îá÷èñëþþòüñÿ êë³òèíí³ ìàòðèö³, ÿê³ ñêëàäàþòüñÿ ç ÷èñåëüíèõ êë³òèí-êîåô³ö³ºíò³â,

ùî âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè (4) ³ (5). Äî òîãî æ ôîðìóþòüñÿ ìàòðèö³, ÿê³ ì³ñòÿòü

÷èñåëüí³ êë³òèíè, ùî íàëåæàòü âèõ³äíèì ìàòðèöÿì A Aij� ( ), B Bij� ( ) òà

âèçíà÷àþòüñÿ çà çàçíà÷åíèìè ³íäåêñàìè â³äïîâ³äíî äî ôîðìóë (6). Ñôîðìîâàí³ íà

ïåðøîìó ðåêóðñèâíîìó êðîö³ 23 ïàðè êë³òèííèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó m / 3 º

ïðîì³æíèìè ³ ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê âèõ³äí³ êë³òèíí³ ìàòðèö³ äëÿ íàñòóïíîãî

ðåêóðñèâíîãî êðîêó, äå äëÿ êîæíî¿ ç öèõ ïàð ôîðìóþòüñÿ íîâ³ 23 ïàðè êë³òèííèõ

ìàòðèöü ïîðÿäêó m / 9 àíàëîã³÷íî ïåðøîìó ðåêóðñèâíîìó êðîêó. Íà êîæíîìó

íàñòóïíîìó êðîö³ ðåêóðñ³¿ ïîðÿäîê îïåðóâàëüíèõ êë³òèííèõ ìàòðèöü çìåíøóºòüñÿ

âòðè÷³. Íà îñòàííüîìó êðîö³ ìåòîä îïåðóº êë³òèííèìè (9 9� )-ìàòðèöÿìè, îñòàòî÷íî

ôîðìóþ÷è äëÿ êîæíî¿ ïàðè ïðîì³æíèõ êë³òèííèõ ìàòðèöü çàäàíîãî ïîðÿäêó íîâ³ 23

ïàðè êë³òèííèõ (3 3� )-ìàòðèöü òà âèêîíóþ÷è äàë³ îá÷èñëåííÿ â³äïîâ³äíî äî ôîð-

ìóë (6), (7). Äëÿ ðåàë³çàö³¿ ïîâíîãî ðåêóðñèâíîãî îá÷èñëþâàëüíîãî ïðîöåñó

êë³òèííèé ìåòîä ïîòðåáóº log 3 1m � ðåêóðñèâíèõ êðîê³â.

Ïðàâèëüí³ñòü öüîãî êë³òèííîãî ìåòîäó ñòâåðäæóºìî çà ñóêóïí³ñòþ

òåñòîâèõ ïðèêëàä³â.

ÎÖ²ÍÞÂÀÍÍß ÌÓËÜÒÈÏË²ÊÀÒÈÂÍÎ¯ ÑÊËÀÄÍÎÑÒ² ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÎÃÎ ÊË²ÒÈÍÍÎÃÎ

ÌÅÒÎÄÓ ÌÍÎÆÅÍÍß ÌÀÒÐÈÖÜ ÏÎÐßÄÊÓ n r
q� 3 ( , / )q n r m� �1

Îñê³ëüêè áàçîâèé êë³òèííèé ìåòîä (1)–(3) ìàº ìóëüòèïë³êàòèâíó ñêëàäí³ñòü,

ÿêà äîð³âíþº W
m

m m
Ì
áàç � �




�
�




�
� � �23

3

23

27
0851

3
3 3. êë³òèííèì îïåðàö³ÿì

ìíîæåííÿ, ìóëüòèïë³êàòèâíà ñêëàäí³ñòü ðåêóðñèâíîãî êë³òèííîãî ìåòîäó,

ÿêèé ïîáóäîâàíî íà éîãî îñíîâ³, âèçíà÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ

W m
Ì

m mðåê � � � � ��
23 3 23

27

23
117 1173 3 31 3 23(log ) log log
. ~ . m2 854.

êë³òèííèõ îïåðàö³é ìíîæåííÿ.

Âðàõîâóþ÷è, ùî äëÿ êîæíî¿ êë³òèííî¿ îïåðàö³¿ ìíîæåííÿ âíóòð³øí³é àëãîðèòì ïî-

òðåáóº W
Ì
âíóòð

ñêàëÿðíèõ îïåðàö³é ìíîæåííÿ, ìóëüòèïë³êàòèâíà ñêëàäí³ñòü áàçîâîãî òà

ðåêóðñèâíîãî êë³òèííèõ ìåòîä³â ñêëàäàº W m
Ì
áàç � 0851 3. � � �0851

3

3
.

n

r
W

Ì
âíóò ð

ñêàëÿð-

íèõ îïåðàö³é ìíîæåííÿ, W m
n

r
W

Ì
m

Ì
ðåê âíóò ð� � ��

0851 3 1
3

3
.

(log )
ñêàëÿðíèõ îïåðàö³é

ìíîæåííÿ.
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ßêùî òðàäèö³éíèé àëãîðèòì ìíîæåííÿ ìàòðèöü, ùî ïîòðåáóº r 3 ñêàëÿðíèõ

îïåðàö³é ìíîæåííÿ, âèêîðèñòîâóºòüñÿ ÿê âíóòð³øí³é àëãîðèòì, òî îòðèìàíèé

íà îñíîâ³ öüîãî ðåêóðñèâíîãî ìåòîäó êë³òèííèé àíàëîã òðàäèö³éíîãî àëãîðèòìó

ìàº ìóëüòèïë³êàòèâíó ñêëàäí³ñòü, ÿêà äîð³âíþº

W
n

r
r n

Ì
m mòðàä � � � � � �� �

0851 0851 03 31
3

3

3 1 3. . .
(log ) (log )

851 1 3( )q n� �

ñêàëÿðíèì îïåðàö³ÿì ìíîæåííÿ.

Àíàëîã³÷íî âèçíà÷àºòüñÿ ìóëüòèïë³êàòèâíà ñêëàäí³ñòü êë³òèííèõ àíàëîã³â

³íøèõ â³äîìèõ àëãîðèòì³â ìíîæåííÿ ìàòðèöü.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó ðîáîò³ âïåðøå íàâåäåíî äâà ðåêóðñèâí³ êë³òèíí³ ìåòîäè ïàðíîãî òà íå-
ïàðíîãî ïîðÿäêó, ÿê³ îïåðóþòü ÷èñåëüíèìè êë³òèíàìè, âàð³þþ÷è ¿õí³é ïîðÿ-
äîê, òà â³äð³çíÿþòüñÿ â³ä â³äîìèõ êë³òèííèõ ìåòîä³â íàéìåíøîþ ìóëüòè-
ïë³êàòèâíîþ ñêëàäí³ñòþ.

Çàïðîïîíîâàí³ ìåòîäè ðîçðîáëåíî ó ìåæàõ íîâîãî ï³äõîäó äî ïîáóäîâè
ðåêóðñèâíèõ êë³òèííèõ ìåòîä³â ìíîæåííÿ ìàòðèöü. Îñíîâîþ äëÿ ï³äõîäó º çà-
ñòîñóâàííÿ â³äîìèõ øâèäêèõ êë³òèííèõ ìåòîä³â ìíîæåííÿ ìàòðèöü ïàðíîãî òà
íåïàðíîãî ïîðÿäêó ÿê áàçîâèõ, ùî äàº çìîãó îòðèìàòè êë³òèíí³ àíàëîãè â³äîìèõ
àëãîðèòì³â ìíîæåííÿ ìàòðèöü ç ìàêñèìàëüíî ì³í³ì³çîâàíîþ ìóëüòèïë³êà-
òèâíîþ ñêëàäí³ñòþ.

Íîâ³ ðåêóðñèâí³ ìåòîäè ðîçøèðþþòü ñ³ì’þ êë³òèííèõ ìåòîä³â ìíîæåííÿ ìàò-
ðèöü òà ìîæóòü åôåêòèâíî ðåàë³çîâóâàòèñÿ ó ìàòðè÷íèõ ìàøèíàõ òà ñèñòåìàõ.
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L.D. Jelfimova
RECURSIVE CELLULAR METHODS OF MATRIX MULTIPLICAION

Abstract. Two recursive cellular methods for multiplying matrices of even and odd order,

namely: n rq� 2 andà n rq� 3 (q � 1, r is the order of the cellules, n r m/ � ) are proposed. These

methods are based on the well-known fast cellular methods for multiplying matrices of order

n r� �2 1� �( ) for � � �2 0q q( ) and n r� �3 1� �( ) for � � �3 0q q( ). New methods for

multiplying cellular (m m� )-matrices operate by numerical (r r� )-cellules, variate their order, and
are characterized by the lowest (compared to the well-known cellular methods) multiplicative

complexity, which equal, respectively, to O ( , ),1 14 2 807m and O ( , ),1 17 2 854m cellular operations

of multiplication. These methods allow obtaining cellular analogs of the well-known matrix
multiplication algorithms with maximally minimized multiplicative complexity, whose estimation
is illustrated by the example of the traditional matrix multiplication algorithm.

Keywords: linear algebra, family of cellular matrix multiplication methods, cellular analogs of
matrix multiplication algorithms.
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