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Àíîòàö³ÿ. Ó ðîáîò³ íàâåäåíî îãëÿä äåÿêèõ øèðîêî â³äîìèõ íàóêîâèõ ðåçóëüòàò³â ç òåîð³¿
ñòîõàñòè÷íî¿ îïòèì³çàö³¿ òà òåîð³¿ ðèçèêó, îäåðæàíèõ àêàäåì³êîì ÍÀÍ Óêðà¿íè
Þ.Ì. ªðìîëüºâèì, éîãî êîëåãàìè òà ó÷íÿìè. Ðîçãëÿíóòî ïðèêëàäè ç òåîð³¿ ïàðàìåò-
ðè÷íîãî òà íåïàðàìåòðè÷íîãî îö³íþâàííÿ.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ñòîõàñòè÷íà îïòèì³çàö³ÿ, îö³íþâàííÿ, ðîçïîä³ë, ðèçèê.

ÂÑÒÓÏ

1 æîâòíÿ 2022 ðîêó ï³øîâ ç æèòòÿ âèäàòíèé ìàòåìàòèê ³ ê³áåðíåòèê

ñó÷àñíîñò³, àêàäåì³ê ÍÀÍ Óêðà¿íè Þð³é Ìèõàéëîâè÷ ªðìîëüºâ. Â³í áóâ

ñï³âçàñíîâíèêîì ñëàâåòíî¿ óêðà¿íñüêî¿ øêîëè îïòèì³çàö³¿ ³, çîêðåìà, òàêîãî

âàæëèâîãî ¿¿ ðîçä³ëó, ÿê òåîð³ÿ ñòîõàñòè÷íî¿ îïòèì³çàö³¿. Ðîçðîáëåí³ ïðÿì³

ìåòîäè ñòîõàñòè÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ çàïî÷àòêóâàëè íîâèé íàóêîâèé íàïðÿì ³

ïðèíåñëè Þ.Ì. ªðìîëüºâó ñâ³òîâå âèçíàííÿ. Öÿ ñòàòòÿ âèñâ³òëþº äåÿê³

àêòóàëüí³ çàäà÷³ ñòîõàñòè÷íî¿ îïòèì³çàö³¿, ÿê³ ñòàëè ïðåäìåòîì äîñë³äæåíü

Þ.Ì. ªðìîëüºâà, éîãî êîëåã òà ó÷í³â. Îäí³ºþ ³ç àêòóàëüíèõ ïðîáëåì ñó÷àñíî¿

òåîð³¿ îïòèì³çàö³¿ º íåîáõ³äí³ñòü ïðèéíÿòòÿ ð³øåíü â óìîâàõ ðèçèêó òà íåâèçíà-

÷åíîñò³. Îñîáëèâ³ñòü öüîãî êëàñó çàäà÷ — â³äñóòí³ñòü ïîâíî¿ ³íôîðìàö³¿ ïðî

ôóíêö³¿ ö³ë³, ôóíêö³¿ îáìåæåíü òà ¿õí³ ïîõ³äí³. Òàê³ çàäà÷³ ìîæíà ôîðìàë³çóâàòè

â ìåæàõ çàãàëüíî¿ òåîð³¿ ñòîõàñòè÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ, äå â ÿâíîìó âèãëÿä³

âðàõîâóºòüñÿ ³ìîâ³ðí³ñíèé õàðàêòåð äîñë³äæóâàíèõ ïðîöåñ³â, à òàêîæ ðèçèê,

çóìîâëåíèé íåâèçíà÷åí³ñòþ, ÿê íåâ³ä’ºìíîþ ðèñîþ ïðîöåñó ïðèéíÿòòÿ ð³øåíü.

ÇÀÃÀËÜÍÀ ÇÀÄÀ×À ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÍÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÓÂÀÍÍß

Öÿ çàäà÷à ôîðìóëþºòüñÿ ÿê çàäà÷à ì³í³ì³çàö³¿ íåë³í³éíî¿ ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿

F x0 ( ) çà óìîâ îáìåæåíü

F xi ( ) � 0 , i m�1, ..., ; x X R n� � ,

äå ôóíêö³¿ ìàþòü âèãëÿä ìàòåìàòè÷íîãî ñïîä³âàííÿ F x Åf xi i( ) ( , )� ��

� � f x P di ( , ) ( )� � â³ä äåÿêî¿ âèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿ f xi ( , )� , � — âèïàäêîâèé

ïàðàìåòð çàäà÷³.
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Þ.Ì. ªðìîëüºâ ðîçðîáèâ ñòîõàñòè÷íèé êâàç³ãðàä³ºíòíèé ìåòîä ðîçâ’ÿçàííÿ

çàäà÷ ñòîõàñòè÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ äëÿ äîñòàòíüî øèðîêèõ êëàñ³â ö³ëüîâèõ ôóíêö³é

òà ôóíêö³é îáìåæåíü [1–11]. Ìè íå ìàºìî ìîæëèâîñò³ äåòàëüíî çóïèíèòèñÿ íà âñ³õ

ïðîáëåìàõ, äîòè÷íèõ äî òåîð³¿ ñòîõàñòè÷íî¿ îïòèì³çàö³¿, ³ ðåçóëüòàòàõ, îäåðæàíèõ

Þ.Ì. ªðìîëüºâèì, éîãî ó÷íÿìè òà êîëåãàìè, òîìó çóïèíèìîñü íà äåÿêèõ íàóêîâèõ

ðåçóëüòàòàõ ç ö³º¿ ïðîáëåìàòèêè. Ñòîõàñòè÷í³ êâàç³ãðàä³ºíòí³ ìåòîäè ìîæíà

ðîçãëÿäàòè ÿê óçàãàëüíåííÿ ìåòîä³â ñòîõàñòè÷íî¿ àïðîêñèìàö³¿ íà çàäà÷³

ç îáìåæåííÿìè, ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî íà çàäà÷³ îïòèì³çàö³¿, à òàêîæ ÿê ðîçâèòîê

ìåòîä³â âèïàäêîâîãî ïîøóêó. Îñíîâíà îñîáëèâ³ñòü êâàç³ãðàä³ºíòíèõ ìåòîä³â ïîëÿãàº

â òîìó, ùî âîíè íå ïîòðåáóþòü îá÷èñëåííÿ òî÷íèõ çíà÷åíü ôóíêö³é ö³ë³ é îáìåæåíü,

à âèêîðèñòîâóþòü ðåàë³çàö³¿ ï³ä³íòåãðàëüíèõ ôóíêö³é òà ¿õí³õ óçàãàëüíåíèõ

ãðàä³ºíò³â. Îäí³ºþ ç àêòóàëüíèõ ïðîáëåì º äîñë³äæåííÿ øâèäêîñò³ çá³æíîñò³

³òåðàòèâíèõ ïðîöåäóð ìåòîä³â ñòîõàñòè÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ, äîñë³äæåííÿ

àñ³ìïòîòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé ñòîõàñòè÷íèõ êâàç³ãðàä³ºíòíèõ ìåòîä³â (SQM), ÿê³

äàþòü çìîãó äîñë³äèòè øâèäê³ñòü çá³æíîñò³ ³òåðàòèâíèõ ïîñë³äîâíîñòåé òà çíàéòè

¿õí³é àñèìïòîòè÷íèé ðîçïîä³ë.

ÌÅÒÎÄ ÅÌÏ²ÐÈ×ÍÈÕ ÑÅÐÅÄÍ²Õ

Îñòàíí³ì ÷àñîì íàáóëè øèðîêîãî çàñòîñóâàííÿ é ³íø³ ìåòîäè ñòîõàñòè÷íîãî

ïðîãðàìóâàííÿ. Îäíèì ³ç òàêèõ ìåòîä³â º ìåòîä åìï³ðè÷íèõ ñåðåäí³õ. Â³í

ïîëÿãàº â àïðîêñèìàö³¿ ôóíêö³é ìàòåìàòè÷íîãî ñïîä³âàííÿ F x Ef xi i( ) ( , )� �

¿õí³ìè åìï³ðè÷íèìè îö³íêàìè F x N N f xi i k
N

( , ) ( / ) ( , )� �1

0

� ³ â ðîçâ’ÿçóâàíí³

íàáëèæåíèõ äåòåðì³íîâàíèõ çàäà÷ îïòèì³çàö³¿ âèãëÿäó

min ( , ) / ( , ) , , , ; }{F x N F x N i m x X Ri n0 0 1� � � � � .

Ìåòîä åìï³ðè÷íèõ ñåðåäí³õ ïîâ’ÿçàíèé ç ìåòîäàìè òåîð³¿ ³äåíòèô³êàö³¿ òà

ðîáàñòíîãî îö³íþâàííÿ. Ö³ äîñë³äæåííÿ ïðîâåäåí³ ó ðîáîòàõ [12–17].

Ó ïîäàëüøîìó ðîçãëÿäàòèìåìî òàê³ ìåòîäè ñòîõàñòè÷íî¿ îïòèì³çàö³¿ òà

îö³íþâàííÿ:

— åìï³ðè÷í³ ïàðàìåòðè÷í³ ìåòîäè îïòèì³çàö³¿ òà ³äåíòèô³êàö³¿ ñòîõàñòè÷-

íèõ ñèñòåì;

— íåïàðàìåòðè÷í³ ìåòîäè îïòèì³çàö³¿ òà ³äåíòèô³êàö³¿ ñòîõàñòè÷íèõ

ñèñòåì.

Ïåðø³ ìåòîäè âèêîðèñòîâóþòü äëÿ øèðîêîãî êëàñó òàê çâàíèõ Ì-îö³íîê,

âò³ì ÿê ñïîñòåðåæåííÿ âèáèðàºòüñÿ ñòàö³îíàðíèé âèïàäêîâèé ïðîöåñ

ç äèñêðåòíèì àáî íåïåðåðâíèì ÷àñîì, à íåâ³äîì³ ïàðàìåòðè çàäîâîëüíÿþòü

äåÿê³ àïð³îðí³ îáìåæåííÿ. Äðóã³ ìåòîäè ïðèñâÿ÷åíî äîñë³äæåííþ ñòîõàñòè÷íèõ

ñèñòåì, ó ÿêèõ íåâ³äîìèì ïàðàìåòðîì º åëåìåíò äåÿêîãî ôóíêö³îíàëüíîãî

ïðîñòîðó. Äëÿ äîñë³äæåííÿ öèõ çàäà÷ äîâîäèòüñÿ ðîçðîáèòè, ç îäíîãî áîêó, íîâ³

ìåòîäè íåïàðàìåòðè÷íî¿ ñòîõàñòè÷íî¿ îïòèì³çàö³¿; ç ³íøîãî áîêó, äëÿ

àñèìïòîòè÷íîãî àíàë³çó îö³íîê ïîòð³áíî âèêîðèñòîâóâàòè ñó÷àñíèé àïàðàò

àñèìïòîòè÷íîãî ñòîõàñòè÷íîãî àíàë³çó äëÿ ôóíêö³îíàëüíèõ ïðîñòîð³â. Ìè

òàêîæ çóïèíèìîñÿ íà äåÿêèõ ïðîáëåìàõ çàñòîñóâàííÿõ òåîð³¿ ñòîõàñòè÷íî¿

îïòèì³çàö³¿ òà òåîð³¿ ðîáàñòíîãî îö³íþâàííÿ ó ñó÷àñí³é òåîð³¿ ðèçèêó.

Ïåðåéäåìî äî ñòèñëîãî âèêëàäåííÿ ðîçãëÿíóòèõ âèùå ïèòàíü ³ îòðèìàíèõ

ðåçóëüòàò³â. Äåòàëüí³øå ö³ ðåçóëüòàòè íàâåäåíî ó ðîáîòàõ [12–17].

Åìï³ðè÷í³ ïàðàìåòðè÷í³ ìîäåë³ îïòèì³çàö³¿ òà ³äåíòèô³êàö³¿ ñòîõàñòè÷íèõ

ñèñòåì. Ðîçãëÿíåìî òàêó çàäà÷ó. Íåõàé {� i i Z, � } — ñòàö³îíàðíèé ó âóçüêîìó ñåíñ³
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åðãîäè÷íèé âèïàäêîâèé ïðîöåñ ç äèñêðåòíèì ïàðàìåòðîì, ÿêèé âèçíà÷åíî íà

ïîâíîìó éìîâ³ðí³ñíîìó ïðîñòîð³ ( , )	 F . Â³í ïðèéìàº çíà÷åííÿ ó äåÿêîìó

ìåòðè÷íîìó ïðîñòîð³ ( , ( ))Y B Y , äå J — çàìêíåíà ï³äìíîæèíà R l , l 
 1; f J Y R: � �
º íåâ³ä’ºìíîþ íåïåðåðâíîþ çà ïåðøèì àðãóìåíòîì é âèì³ðíîþ çà äðóãèì.

Ìàºìî ñïîñòåðåæåííÿ

{ , , ..., },� i i n n� 
1 1.

Ïîòð³áíî çíàéòè òî÷êè ì³í³ìóìó òà ì³í³ìàëüíå çíà÷åííÿ ôóíêö³¿

F u Ef u u Ji( ) ( , ),� �� .

Âèçíà÷èìî òàêó åìï³ðè÷íó îö³íêó ôóíêö³¿

F u
n

f un

i

n

i( ) ( , )�
�
�1

1

� .

Òîä³ ìàº ì³ñöå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíàíî òàê³ óìîâè:

1) äëÿ âñ³õ c 
 0

E f u
u c

i{ max ( , )} ;
|| ||�

� ��

2) äëÿ âñ³õ z Y� f u z( , ) � �, || ||u � � ;

3) ³ñíóº ºäèíà òî÷êà ì³í³ìóìó u0 ôóíêö³¿ F u( ) .

Òîä³ ³ñíóº ùîíàéìåíøå îäíà òî÷êà un ( )� , ÿêà ì³í³ì³çóº F un ( ) ³ ìîæå áóòè

âèáðàíà Gn -âèì³ðíîþ, äå G i nn i� �� �{ , , ..., }1 , òà

P u u F u F u nn n n{ , ( ) ( ), }� � � � �0 0 1.

Òåîðåìà 2. Ïðèïóñòèìî, ùî

Ef u u Ji( , ) ,� � � � ,

³ íåõàé u0 òà un— òî÷êè ì³í³ìóìó ôóíêö³é F u( ) òà F un ( ) â³äïîâ³äíî. Íåõàé

P u u nn{ , }� � � �0 1

òà âèêîíàíî òàê³ óìîâè:

1) u0 º âíóòð³øíüîþ òî÷êîþ J;

2) ³ñíóº çàìêíåíèé îê³ë S òî÷êè u0 òàêèé, ùî äëÿ âñ³õ z Y� ôóíêö³ÿ f u z( , ) ,

u S� , º äâ³÷³ íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâàíîþ íà S;

3) E f u
u S

{max || ( , ) ||}
�

� � ��1 ,

äå

� �
�
�

�

�
�
�

�

�
�
�

�

f u z
f

u
u z

j j

l

( , ) ( , ) ;

1

4) E u
u S
max || ( , ) ||

�
���

���
� �� �1 ,

äå

�( , ) ( , ) ;

,

u z
f

u u
u z

j k j k

l

�
�

� �

�

�
�
�

�

�
�
�

�

2

1

5) det A0 0� , äå A E u0 1� { ( , )}� � ;

6) ïîñë³äîâí³ñòü � i çàäîâîëüíÿº óìîâó ñèëüíîãî ïåðåì³øóâàííÿ ç êîå-

ô³ö³ºíòîì ïåðåì³øóâàííÿ
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7) äëÿ äåÿêîãî �
�


 4

E f u{|| ( , ) || } ;� � �"
0 1

2� �

8) g( )0 0� , äå g g jk j k
l( ) ( ( ))

,
� �� �1

— ñïåêòðàëüíà ù³ëüí³ñòü { ( , )�f u0 1� ,

i Z� };

9) det A0 0� .

Òîä³ n u un( )! 0 çá³ãàºòüñÿ çà ðîçïîä³ëîì äî N A g A( , ( ) ( )( ) )0 2 00
1

0
1	 ! ! ,

n � � , äå A E u0 0 1� �( , )� .

ßêùî òàêîæ âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

10) äëÿ äåÿêîãî �
�

1
4
 , � 
 0

E f u{ ( , ) } ;0 1
2 1� �" � �

11) g1 0 0( ) � , äå g1 ( )� — ñïåêòðàëüíà ù³ëüí³ñòü f u( , )0 1� ,

òî n F u F un n( ( ( )))! 0 çá³ãàºòüñÿ çà ðîçïîä³ëîì äî N g( , ( ))0 2 01	 , n � �.

Çóïèíèìîñÿ òåïåð íà âèïàäêó, êîëè ÷àñ º íåïåðåðâíèì, à ñàìå: íåõàé

ó ìîäåë³, ÿêà ðîçãëÿäàëàñÿ âèùå, çàì³ñòü äèñêðåòíîãî ÷àñó i ìàºìî íåïåðåðâíèé

ïàðàìåòð t ³ ñ³ìåéñòâî { , [ , ]}� t t T� 0 çàäîâîëüíÿº óìîâè, àíàëîã³÷í³ äî

äèñêðåòíîãî ÷àñó.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêö³îíàëè

F u Ef u( ) ( , )� �0 , u J� , òà F u
T

f u dtT

T

t( ) ( , )� �
1

0
� , u J� .

Íåõàé u0 òà uT — â³äïîâ³äíî òî÷êè ì³í³ìóìó F u( ) òà F uT ( ) . Òîä³ äëÿ uT òà

F uT T( ) ìàþòü ì³ñöå òâåðäæåííÿ, àíàëîã³÷í³ äî òåîðåì 1 òà 2.

Äëÿ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷ îñîáëèâèé ³íòåðåñ ñòàíîâëÿòü ìîäåë³, â ÿêèõ

îáìåæåííÿ íà ïàðàìåòð u çàäàþòüñÿ äåÿêîþ ñèñòåìîþ íåð³âíîñòåé, à ñàìå

J u R g u g u g ul
m� � � �{ : ( ) ( ( ), ..., ( )) }1 0 ,

äå íåð³âí³ñòü � 0 ñë³ä ðîçóì³òè ïîêîìïîíåíòíî.

Ïðèïóñòèìî, ùî ìàº ì³ñöå ñèëüíà êîíñèñòåíòí³ñòü îö³íîê un òà uT (â³äïîâ³äíî

äëÿ äèñêðåòíîãî òà íåïåðåðâíîãî ÷àñó), òî âèíèêàº ïèòàííÿ: ÿêèì áóäå àñèìïòî-

òè÷íèé ðîçïîä³ë: n u un( )! 0 ÷è T u uT( )! 0 , n � � , T � � .

Äîâåäåíî, ùî ó ðàç³, êîëè u0 áóäå âíóòð³øíüîþ òî÷êîþ J, òî àñèìï-

òîòè÷íèé ðîçïîä³ë áóäå Ãàóñ³â. Îäíàê íàéá³ëüø ö³êàâèì º âèïàäîê, êîëè u0

º ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ J. Òîä³ çà äåÿêèõ óìîâ â³äíîñíî êîåô³ö³ºíò³â ïåðå-

ì³øóâàííÿ �( )k òà ìîìåíò³â äîâåäåíî, ùî 
 n nn u u� !( )0 ç äèñêðåòíèì ÷àñîì

òà T u uT( )! 0 ç íåïåðåðâíèì ÷àñîì çá³ãàºòüñÿ çà ðîçïîä³ëîì äî òàêî¿ çàäà÷³

êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ:

1

2
0# " # �x u x x�( ) min� , (1)

� �"g u ui ( ) ,0 (2)

äå � � N B( , )0 , B E f u f u� � � #{ ( , ) ( , ) }0 0 0 0� � .
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Ìîäåë³, ÿê³ ðîçãëÿäàëèñÿ âèùå, ìîæíà óçàãàëüíþâàòè íà øèðøèé êëàñ

çàäà÷, à ñàìå íà âèïàäîê íåñòàö³îíàðíèõ ìîäåëåé îïòèì³çàö³¿ òà ³äåíòèô³êàö³¿.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâèé ïðîöåñ ç äèñêðåòíèì ÷àñîì { , , , }�n n � 0 1 � íà

³ìîâ³ðí³ñíîìó ïðîñòîð³ ( , , )	 F P , �n
mR� , m 
 1, J — çàìêíåíà ï³äìíîæèíà â

R p , p 
 1, || || — íîðìà â R p . Íåõàé ôóíêö³ÿ f i x y N J R Rm( , , ): � � � " ,

R � �( , )0 , º íåïåðåðâíîþ çà äðóãèì àðãóìåíòîì òà âèì³ðíîþ çà òðåò³ì.

Íåîáõ³äíî ðîçâ’ÿçàòè òàêó çàäà÷ó:

F x
n

f i xn

i

n

i
x J

( ) ( , , ) min� �
� �
�1

1

� .

ßêùî ³ñíóº ºäèíà òî÷êà x J* � òàêà, ùî

lim [ ( ) ( )]*

n
n nE F x F x

��
! 
 0 ,

òî çà óìîâ ñèëüíîãî ïåðåì³øóâàííÿ íà âèïàäêîâó ôóíêö³þ f i x i( , , )� òà

ñê³í÷åíí³ñòü ìîìåíò³â f i x i( , , )� äîâåäåíî, ùî

P x x
n

n{ lim || || }*

��
! � �0 1,

äå xn= arg min ( )
x J

nF x
�

.

Òàêîæ ìàº ì³ñöå öåíòðàëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà äëÿ âåëè÷èí n x xn( )*! ,

àíàëîã³÷íà äî ñôîðìóëüîâàíî¿ âèùå äëÿ ñòàö³îíàðíîãî âèïàäêó.

ßêùî îáìåæåííÿ íà íåâ³äîìèé ïàðàìåòð çàäàíî ó âèãëÿä³ íåð³âíîñòåé, òî,

ÿê ³ ðàí³øå, çíàõîäæåííÿ àñèìïòîòè÷íîãî ðîçïîä³ëó n x xn( )*! çâîäèòüñÿ äî

çàäà÷³ êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ ó âèãëÿä³ (1), (2).

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ó ðàç³ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ îïòèì³çàö³¿

F x
T

f t x t dtT
x J

T
( ) ( , , ( )) min� �

��
1

0
�

ìàþòü ì³ñöå òâåðäæåííÿ, àíàëîã³÷í³ äî âèïàäêó ç äèñêðåòíèì ÷àñîì.

Ïàðàìåòðè÷í³ ìîäåë³ ³äåíòèô³êàö³¿ äëÿ äåÿêèõ êîíêðåòíèõ ðåãðåñ³éíèõ

ìîäåëåé. Íàâåäåìî íèçêó ïðèêëàä³â âèêîðèñòàííÿ ñôîðìóëüîâàíèõ âèùå

ðåçóëüòàò³â äëÿ äåÿêèõ ðåãðåñ³éíèõ ìîäåëåé âèïàäêîâèõ ïðîöåñ³â òà ïîë³â.

1. Íåõàé ( , )x yi i , i 
 1, — íåçàëåæí³ îäíàêîâî ðîçïîä³ëåí³ âèïàäêîâ³

âåêòîðè íà ïîâíîìó ³ìîâ³ðí³ñíîìó ïðîñòîð³ ( , , )	 F P ç³ çíà÷åííÿìè â R k m" ,

x Ri
k� , y Ri

m� , k m, 
 1. Íåõàé òàêîæ

|| || | |a ap
i

p

j

k

�
�
�

1

, ( )a Rj j
k k

� �
1

, p �1 2, , f f J R Rj j
k m k� � ��( ) :

1

— äåÿêà â³äîìà ôóíêö³ÿ, ÿêà º íåïåðåðâíîþ çà ïåðøèì àðãóìåíòîì òà

âèì³ðíîþ çà äðóãèì, à òàêîæ

F u
n

x f u yn i i

i

n

( ) || ( , ) || ,� !
�
�1

1

u J� .

Íåîáõ³äíî ðîçâ’ÿçàòè çàäà÷ó: çíàéòè min ( )F un òà äîñë³äèòè éîãî

àñèìïòîòè÷íó ïîâåä³íêó.
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Íåõàé ³ñíóº ºäèíà òî÷êà u0 , ùî º ìåä³àíîþ äëÿ x f u yj j1 1! ( , ) . Íåîáõ³äíî

íà ï³äñòàâ³ ñïîñòåðåæåíü {( , ), , ..., }x y i ni i �1 çíàéòè âåëè÷èíó un , ÿêà ì³í³ì³çóº

F un ( ) . Ç âèêîðèñòàííÿì îäåðæàíèõ ðåçóëüòàò³â ïðåäñòàâëåíî óìîâè ñèëüíî¿

êîíñèñòåíòíîñò³ un òà F un n( ) .

2. Àíàëîã³÷íà çàäà÷à ðîçãëÿäàëàñÿ äëÿ ôóíêö³îíàëà

F u
n

x f u y u Jn i i

i

n

( ) || ( , ) || ,� ! �
�
�1 2

1

.

Íåõàé

z s t x s t E x s t F( , ) ( , ) { ( , ) \ }� ! ,

E x s t F a s t y s t{ ( , ) \ } ( , ) ( , )� #� ç ³ìîâ³ðí³ñòþ 1,

äå � �R m — íåâ³äîìèé ïàðàìåòð, # �a a am{ , , }1 � — íåïåðåðâíà âåêòîðíà

ôóíêö³ÿ, ( ( , ), ( , ))x s t y s t — âèïàäêîâå äâîâèì³ðíå Ãàóñîâå ïîëå. ßêùî çà

îö³íêó ïàðàìåòðà � ïðèéíÿòè îö³íêó íàéìåíøèõ êâàäðàò³â �T , òî ìîæíà

äîâåñòè, ùî çà äåÿêèõ óìîâ �T áóäå ñèëüíî êîíñèñòåíòíîþ îö³íêîþ � , à äëÿ

äåÿêîãî íîðìóâàííÿ — é àñèìïòîòè÷íî íîðìàëüíîþ.

3. Ðîçãëÿíåìî íåçàëåæí³ Ãàóñîâ³ âåëè÷èíè y Ni i i� ( , )� � 2 òà íåïåðåðâí³

ñòðîãî ìîíîòîíí³ ôóíêö³¿ g1 òà g2 , äî òîãî æ

g x g zi i

j

k

ij j i i

j

l

ij j1

1

0
2

2

1

0( ) , ( )� 
 � � � �� � �
� �
� � ,

äå äëÿ íåâ³äîìèõ ïàðàìåòð³â âèêîíóºòüñÿ � � �� � �( , ..., )
1
0 0

k
kB R òà

� � �0
1
0 0� � �( , ..., )

k
lR$ .

Ïîòð³áíî îö³íèòè ïàðàìåòðè � 0 òà � 0 ç âèêîðèñòàííÿì ñïîñòåðåæåíü

( , , )y x zi i i . Ôóíêö³ÿ êðèòåð³þ âèáèðàºòüñÿ ó âèãëÿä³

F
n

y g x

g z
n

i

n i j

k
ij j

j

l
ij

( , )
[ ( )]

(
� �

�
�

!

�

!
�

!
�

�
�

�
1

1

1
1

1
2

2
1

1
� i )

" 1
2

2
1

11n
g z

j

l

ij j

i

n

log 	 �!

��
��

�

�

�
�

�

�

�
�

.

²ç çàãàëüíèõ íàâåäåíèõ òâåðäæåíü ìîæíà ñôîðìóëþâàòè óìîâè ñèëüíî¿

êîíñèñòåíòíîñò³ âåëè÷èí � �n n, , ÿê³ ì³í³ì³çóþòü ôóíêö³îíàë Fn ( , )� � .

Åìï³ðè÷í³ íåïàðàìåòðè÷í³ ìåòîäè ³äåíòèô³êàö³¿ ñòîõàñòè÷íèõ ñèñòåì.

Ðîçãëÿíåìî âàæëèâèé êëàñ çàäà÷ ³äåíòèô³êàö³¿, ÿêèé ïîâ’ÿçàíèé ç âèçíà÷åííÿì

íåâ³äîìî¿ ôóíêö³¿, ÿêà ñïîñòåð³ãàºòüñÿ ç ïîõèáêàìè ó ñê³í÷åííîìó ÷èñë³ òî÷îê.

Ñôîðìóëþºìî á³ëüø çàãàëüíèé ðåçóëüòàò, ç ÿêîãî âèïëèâàòèìå ³ ð³øåííÿ

çàçíà÷åíî¿ çàäà÷³.

Íåõàé { ( ) ( , ), [ , ]� � �t t t l� � 0 1 } , l 
 1, — äåÿêå âèïàäêîâå ïîëå, ÿêå âèçíà-

÷åíî íà ³ìîâ³ðí³ñíîìó ïðîñòîð³ ( , , )	 F P , ïðèéìàº çíà÷åííÿ ó ìåòðè÷íîìó

ïðîñòîð³ ( , ( ))Y B Y ³ ìàº íåïåðåðâí³ ç ³ìîâ³ðí³ñòþ 1 òðàºêòîð³¿.

Ïîçíà÷èìî C k[ , ]0 1 ïðîñò³ð ä³éñíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêö³é íà [ , ]0 1 k

ç íîðìîþ

|| || max | ( )|
[ , ]

� ��
�t k

t
0 1

.

Ïðèïóñòèìî, ùî K — äåÿêà êîìïàêòíà ï³äìíîæèíà íà C m l[ , ]0 1 " , m 
 1.

Íåõàé â³äîìà äåÿêà íåïåðåðâíà ôóíêö³ÿ f J Y Rl: [ , ]0 1 � � � , J c c� ![ , ] , òàêà,
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ùî

sup | ( , , ( , ), ( ))| ,
[ , ] , [ , ]s tm l

E f s t s t t K
� �

� � �
0 1 0 1

� � � .

Çàçíà÷èìî, ùî

{ ( , , ), , , [ , ] },
 i n t i Z i n t n Nm l m� � � �" 0 1 ,

³ íåõàé äëÿ öüîãî âèïàäêîâîãî ïîëÿ âèêîíàíî óìîâè:

à) äëÿ âñ³õ i n� 
( , , )i n t òà �( )t ìàþòü îäíàêîâ³ ñê³í÷åííîâèì³ðí³ ðîç-

ïîä³ëè;

á) äëÿ êîæíîãî i n� 
( , , )i n t ìàº íåïåðåðâí³ ç ³ìîâ³ðí³ñòþ 1 òðàºêòîð³¿.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêö³îíàë

F E f s t s t t dsdt Km( ) ( , , ( , ), ( )) ,
[ , ]

� � � �� �"� 0 1

2
1 ,

äëÿ ÿêîãî ³ñíóº ºäèíèé åëåìåíò � 0 �K òàêèé, ùî

F F
K

( ) min ( )� �
�

0 �
�

.

Öþ çàäà÷ó àïðîêñèìóºìî òàêîþ çàäà÷åþ. Íåõàé

% &F
n

f s i n t s i n t i n t dtn

jj

m
( ) ( , ), , ( ( , ), ), ( , , )

[ ,
� � 
�

�'
1

1

0 1]l

i n
��

�
,

äå � �K , n n j j
m� �( )

1
, i i j j

m� �( )
1
, s i n

i

n

j

j j

m

( , ) �
�

�
�
�

�

�
�
�

�1

³ � �
�

n
K

nF�
�

arg min ( ) .

Ìàº ì³ñöå òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3. Íåõàé

E f s t s t t
K

max ( , , ( , ), ( ))
�

� �
�

�
�
�

�
�
�

� �2 .

Òîä³

|| || , ( ) ( )� � � �n n nF F! � �0 00

çà ³ìîâ³ðí³ñòþ.

ßêùî äîäàòêîâî

E f s t s t t
K

{ }max ( , , ( , ), ( ))
�

� �
�

� �4 ,

òî ìàºìî çá³æí³ñòü || ||� �n � �0 0 ³ Fn n( )� äî F ( )� 0 ç ³ìîâ³ðí³ñòþ 1.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð òàêó çàäà÷ó.

Íåõàé � — åëåìåíò ³ìîâ³ðíîñíîãî ïðîñòîðó ( , , )	 F P , ùî ïðèéìàº çíà÷åííÿ íà

ïðîñòîð³ ( , ( ))Y B Y , ³ ôóíêö³ÿ f J Y Rm:[ , ]0 1 � � � , äëÿ ÿêî¿ âèêîíàíî òàê³ óìîâè:

à) äëÿ äåÿêîãî y Y� f t x y( , , ) º íåïåðåðâíîþ;

á) äëÿ êîæíîãî t m�[ , ]0 1 ôóíêö³ÿ f t x y( , , ) º B Y( )-âèì³ðíîþ;

â) E f t t| ( , ( ), )|� � � � .

Íåõàé {�( , ), ,i n i Z i nm� �" } — íåçàëåæí³ ñïîñòåðåæåííÿ � , à òàêîæ

F E f t t dtl( ) ( , ( ), )
[ , ]

� � �� � 0 1
,

� 0 — ºäèíà íà K òî÷êà ì³í³ìóìó F ( )� .
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Çàäà÷ó ì³í³ì³çàö³¿ F ( )� àïðîêñèìóºìî òàêîþ çàäà÷åþ. Ì³í³ì³çóâàòè

F
n

f t i n t i tn

jj

m
i n

( ) ( ( , ), ( ( , ), )),� � ��

� �'
�1

1

äå n n j j
m� �( )

1
, i i j j

m� �( )
1
, t i n

i

n

j

j j

m

( , ) �
�

�
�
�

�

�
�
�

�1

³ � �
�

n
K

nF�
�

arg min ( ) . Ìàº ì³ñöå

òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4. Íåõàé

E f t t
K

max ( , ( ), )
�

� �
�

� �2 .

Òîä³

|| ||� �n ! �0 0 , F Fn n( ) ( )� �� 0

çà ³ìîâ³ðí³ñòþ.

ßêùî

E f t tmax ( ( , ( ), ))� � 4 � � ,

òî

|| ||� �n ! �0 0 , F Fn n( ) ( )� �� 0

ç ³ìîâ³ðí³ñòþ 1.

Ç òåîðåì 3 òà 4 âèïëèâàþòü òàê³ ðåçóëüòàòè, ùî ïîâ’ÿçàí³ ç ïðîáëåìàìè

â³äíîâëåííÿ ôóíêö³¿ f .

Íåõàé

x i n t s i n t i n t( , , ) ( ( , ), ) ( , , )� "� 
0 , t l�[ , ]0 1 , i n� ,

äå �( , , )i n t — ciìåéñòâî âèïàäêîâèõ ïîë³â íà ( , , )	 F P .

Ïîòð³áíî çà ñïîñòåðåæåííÿìè x i n t( , , ) â³äíîâèòè ôóíêö³þ � 0 ( , )s t . ßêùî çà

Fn ( )� îáðàòè ôóíêö³îíàë

F
n

x i n t s i n t dtn

j

m
j i n

l( ) | ( , , ) ( ( , ), )|
[ , ]

� �� !

� �'
� �

1

1

0 1
(3)

³ � �
�

n
K

nF�
�

arg min ( ) , òî ç òåîðåìè 4 âèïëèâàþòü çá³æíîñò³ � n äî � 0 òà

Fn n( )� äî F ( )� 0 . Çàóâàæèìî, ùî çàì³ñòü (3) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ³íø³

ôóíêö³îíàëè, íàïðèêëàä ôóíêö³îíàë ìàêñèìàëüíî¿ ïðàâäîïîä³áíîñò³ àáî

ôóíêö³îíàë ìåòîäó íàéìåíøèõ êâàäðàò³â i, íàðåøò³, ìîæíà ðîçãëÿíóòè

ìîäåëü ñïîñòåðåæåííÿ

x i n s i n i n( , ) ( , , ) ( , )� "� �0

òà ôóíêö³îíàë

F
n

x i n s i nn

j

m
j i n

( ) | ( , ) ( ( , ))|� �� !

� �'
�1

1

.

Íåõàé òàêîæ � �
�

n
K

nF�
�

arg min ( ) .

Òîä³ ç òåîðåìè 3 âèïëèâàº, ùî äëÿ � n òà Fn n( )� ìàþòü ì³ñöå òâåðäæåííÿ

ïðî çá³æí³ñòü, ÿê³ àíàëîã³÷í³ äî ïîïåðåäí³õ òâåðäæåíü.
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ÒÅÎÐ²ß ÂÅËÈÊÈÕ Â²ÄÕÈËÅÍÜ ÄËß ÌÅÒÎÄÓ ÅÌÏ²ÐÈ×ÍÈÕ ÑÅÐÅÄÍ²Õ

Îäí³ºþ ç âàæëèâèõ ïðîáëåì ñòîõàñòè÷íî¿ îïòèì³çàö³¿ º äîñë³äæåííÿ øâèä-

êîñò³ çá³æíîñò³ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ äî ñïðàâæíüîãî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷³.

Îñîáëèâî ö³êàâèì º âèïàäîê, êîëè ñïîñòåðåæåííÿ º çàëåæíèìè. Äî òîãî æ

³ñòîòíîþ âèÿâèëàñÿ óìîâà ã³ïåðïåðåì³øóâàííÿ [12, 15], ÿêà õàðàêòåðèçóº

ñòóï³íü çàëåæíîñò³ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Ïåðø í³æ ââîäèòè ïîíÿòòÿ

ã³ïåðïåðåì³øóâàííÿ, äàìî òàê³ âèçíà÷åííÿ.
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ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÍÀ ÎÏÒÈÌ²ÇÀÖ²ß ² ÒÅÎÐ²ß ÐÈÇÈÊÓ

Þ.Ì. ªðìîëüºâ çðîáèâ âàãîìèé âíåñîê ó ñó÷àñíó òåîð³þ ðèçèêó, çàñòîñóâàíí³

ìåòîä³â ñòîõàñòè÷íî¿ îïòèì³çàö³¿ äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ïðèêëàäíèõ çàäà÷, ùî

ç’ÿâëÿþòüñÿ ó íîâèõ ãàëóçÿõ äîñë³äæåíü, à ñàìå ó ñôåð³ áåçïåêè, ô³íàíñ³â,

åêîíîì³êè, åêîëîã³¿, óïðàâë³ííÿ âîäíèìè ðåñóðñàìè, åíåðãåòèêè, àãðîïðîìèñ-

ëîâîãî êîìïëåêñó, à òàêîæ ó ïðèêëàäíèõ ì³æãàëóçåâèõ, ì³æäèñöèïë³íàðíèõ òà

³íòåãðîâàíèõ ïðîáëåìàõ òà ³í. Ö³ ìåòîäè ðîçâèâàëèñÿ äëÿ âèð³øåííÿ

ïðèêëàäíèõ çàäà÷ çà êîíêðåòíèõ äàíèõ Óêðà¿íè òà ³íøèõ êðà¿í ç âè-

êîðèñòàííÿì ãëîáàëüíèõ äàíèõ. Îñîáëèâå çíà÷åííÿ SQM ìàþòü äëÿ àíàë³çó

áåçïåêè òà åôåêòèâíîñò³ ïðîöåñ³â ãëîáàë³çàö³¿, ÿê³ âèíèêàþòü çà óìîâ

äåðåãóëÿö³¿ òà àñèìåòðè÷íî¿ ³íôîðìàö³¿ ó÷àñíèê³â. Ôîðìóëþâàííÿ, ìîäåëþ-

âàííÿ ³ ðîçâ’ÿçàííÿ òàêèõ çàäà÷ ïîòðåáóþòü øèðîêîãî ì³æíàðîäíîãî

ñï³âðîá³òíèöòâà, ùî çóìîâèëî íà ïî÷àòêó 1970-õ ðîê³â çàñíóâàííÿ Ì³æ-

íàðîäíîãî ³íñòèòóòó ïðèêëàäíîãî ñèñòåìíîãî àíàë³çó (IIASA). Â éîãî ðîáîò³

ç ÷àñó ñòâîðåííÿ áåðóòü àêòèâíó ó÷àñòü ²íñòèòóò ê³áåðíåòèêè ³ì. Â.Ì. Ãëóø-

êîâà ÍÀÍ Óêðà¿íè òà Àêàäåì³ÿ íàóê Óêðà¿íè â ö³ëîìó. Ïî÷èíàþ÷è ç 1970-õ

ðîê³â Þ.Ì. ªðìîëüºâ çä³éñíþâàâ âàãîìó îðãàí³çàö³éíî-ìåòîäîëîã³÷íó

ï³äòðèìêó ùîäî ñï³âðîá³òíèöòâà IIASA ç áàãàòüìà ñïåö³àë³ñòàìè Íàö³îíàëüíî¿

Àêàäåì³¿ íàóê Óêðà¿íè. Â³í çðîáèâ ñóòòºâèé âíåñîê ó ïîäàëüøèé ðîçâèòîê

ìåòîä³â òà àëãîðèòì³â ñèñòåìíîãî àíàë³çó ³ ê³áåðíåòèêè äëÿ ïðîºêòóâàííÿ òà

óïðàâë³ííÿ ñêëàäíèìè âçàºìîçàëåæíèìè ñèñòåìàìè çà óìîâ íåïîâíî¿

³íôîðìàö³¿, íåâèçíà÷åíîñòåé ³ ðèçèê³â. Äåòàëüí³øå ö³ ïðîáëåìè ðîçãëÿäàëèñü

ó ðîáîòàõ [18–29].

30 ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2023, òîì 59, ¹ 3



ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó ðîáîò³ íàâåäåíî îãëÿä àêòóàëüíèõ ïðîáëåì òåîð³¿ ñòîõàñòè÷íî¿ îïòèì³çàö³¿

òà äåÿêèõ íàóêîâèõ ðåçóëüòàò³â, îäåðæàíèõ Þ.Ì. ªðìîëüºâèì, éîãî ó÷íÿìè

òà êîëåãàìè. Âîíè ìàþòü ñâ³òîâå âèçíàííÿ íàóêîâî¿ ñï³ëüíîòè ³ çàêëàëè

îñíîâó øèðîêî â³äîìî¿ óêðà¿íñüêî¿ øêîëè ñòîõàñòè÷íî¿ îïòèì³çàö³¿ òà òåîð³¿

ðèçèêó.
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P.S. Knopov

OPTIMIZATION AND IDENTIFICATION OF STOCHASTIC SYSTEMS

Abstract. The author overviews some well-known scientific results from the theory of
stochastic optimization and theory of risk, obtained by the academician of the National
Academy of Sciences of Ukraine Y. M. Ermoliev, his colleagues, and students. Examples from
the theory of parametric and non-parametric estimation are considered.
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