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Àíîòàö³ÿ. Äîñë³äæåíî ïèòàííÿ ³ñíóâàííÿ òà ºäèíîñò³ óçàãàëüíåíèõ ðîçâ’ÿçê³â ãðàíè÷íèõ
çàäà÷ äëÿ ð³âíÿíü ïàðàáîë³÷íî-ã³ïåðáîë³÷íîãî òèïó ç óçàãàëüíåíèìè ôóíêö³ÿìè ñê³í÷åí-
íîãî ïîðÿäêó ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ. Ìîòèâàö³ºþ º àíàë³ç çàäà÷ òðàºêòîðíî¿ òà ô³íàëüíî¿ êå-
ðîâàíîñò³ ñèñòåì, ùî âèçíà÷àþòüñÿ öèìè ãðàíè÷íèìè çàäà÷àìè ³ çàçíàþòü çîñåðåäæåíèõ
âïëèâ³â òèïó ³ìïóëüñíèõ àáî òî÷êîâèõ. Ðîçãëÿíóò³ ñèñòåìè ìîæíà ââàæàòè «³ãðàøêîâèìè
ìîäåëÿìè» âçàºìîä³¿ òâåðäîãî ò³ëà òà ð³äèíè. Îòðèìàíî àïð³îðí³ îö³íêè â íåãàòèâíèõ
íîðìàõ. Äîâåäåíî òåîðåìè ³ñíóâàííÿ òà ºäèíîñò³ óçàãàëüíåíèõ ðîçâ’ÿçê³â òà òåîðåìè òðà-
ºêòîðíî-ô³íàëüíî¿ êåðîâàíîñò³ ñèñòåì ç ñèíãóëÿðíèìè âïëèâàìè.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: êåðîâàí³ñòü, ð³âíÿííÿ ïàðàáîë³÷íî-ã³ïåðáîë³÷íîãî òèïó, àïð³îðí³ îö³íêè,
íåãàòèâí³ íîðìè, óçàãàëüíåíèé ðîçâ’ÿçîê, ³ìïóëüñíå êåðóâàííÿ.

ÂÑÒÓÏ

Áàãàòî ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì ô³çèêè, åêîëîã³¿, ìåäèöèíè òà ³íøèõ ãàëóçåé ðîçâ’ÿ-

çóþòüñÿ ÿê çàäà÷³, ùî ì³ñòÿòü ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ ð³âíÿííÿ ñòàíó ñèñòåìè ñèíãó-

ëÿðí³ óçàãàëüíåí³ ôóíêö³¿ (³ìïóëüñíå, òî÷êîâå, ðóõîìå êåðóâàííÿ òîùî) [1–4].

Íàðàç³ ³ñíóº âåëèêà ê³ëüê³ñòü ðîá³ò ç òåîð³¿ óçàãàëüíåíîãî êåðóâàííÿ, ùî â³äð³ç-

íÿþòüñÿ ÿê òèïîì äîñë³äæóâàíî¿ ñèñòåìè, òàê ³ ìàòåìàòè÷íîþ ïîñòàíîâêîþ òà

ï³äõîäàìè äî ðîçâ’ÿçàííÿ. Ïðîñòîðîâî-÷àñîâà ñèíãóëÿðí³ñòü óñêëàäíþº äîñë³ä-

æåííÿ ìîäåëåé êëàñè÷íèìè ìåòîäàìè òåîð³¿ êåðóâàííÿ [5, 6].

Ñ.². Ëÿøêî çàïðîïîíóâàâ ðîçâ’ÿçóâàòè çàäà÷³ ³ìïóëüñíîãî êåðóâàííÿ ë³í³é-

íèìè ñèñòåìàìè ç ðîçïîä³ëåíèìè ïàðàìåòðàìè, ´ðóíòóþ÷èñü íà òåîð³¿ îñíàùå-

íèõ ïðîñòîð³â [7] òà ìåòîä³ àïð³îðíèõ îö³íîê ó íåãàòèâíèõ íîðìàõ Â.Ï. Ä³äåí-

êà [8, 9]. Öå äàëî çìîãó ñòâîðèòè çàãàëüíó òåîð³þ ñèíãóëÿðíîãî (óçàãàëüíåíîãî)

îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ë³í³éíèìè ñèñòåìàìè [10] òà ðîçâ’ÿçàòè ÷èìàëî ïðîá-

ëåì ³ñíóâàííÿ ñëàáêèõ ðîçâ’ÿçê³â íåêëàñè÷íèõ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ [11–14], ³ñíó-

âàííÿ îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü [15–17], êåðîâàíîñò³ [18–20], ïîáóäîâè íåîáõ³äíèõ

óìîâ îïòèìàëüíîñò³ òà ÷èñåëüíèõ ìåòîä³â îïòèì³çàö³¿ [21–24].

Âàæëèâîþ ³ ñêëàäíîþ º çàäà÷à ô³íàëüíî¿ êåðîâàíîñò³ äëÿ ðîçïîä³ëåíèõ ñèñ-

òåì ç óçàãàëüíåíèì êåðóâàííÿì. Ïðîáëåìà ïîëÿãàº ó âèçíà÷åíí³ åôåêòèâíî¿

³íòåðïðåòàö³¿ ñë³äó u t T| � ôóíêö³¿ ñòàíó àáî ó äîâåäåíí³ òåîðåìè ïðî ï³äâèùåíó

ðåãóëÿðí³ñòü. Äëÿ ñèñòåì, ùî îïèñóþòü õâèëüîâ³ ïðîöåñè, îäåðæàíî íèçêó

ðåçóëüòàò³â [18–20, 25].

Ó ðîáîòàõ [26, 27] ðîçãëÿíóòî ñëàáê³ ïîñòàíîâêè ãðàíè÷íèõ çàäà÷, â ÿêèõ

ïîòð³áíî øóêàòè ôóíêö³¿, ùî çàäîâîëüíÿþòü íà ð³çíèõ ÷àñòèíàõ ïðîñòîðîâî¿ îá-

ëàñò³ ð³âíÿííÿì ïàðàáîë³÷íîãî (àáî åë³ïòè÷íîãî) ³ ã³ïåðáîë³÷íîãî òèï³â, à íà

ìåæ³ ðîçä³ëó — óìîâàì ñïðÿæåííÿ äèôðàêö³éíîãî òèïó. Çàçíà÷èìî, ùî â³äêðè-

òèì çàëèøèëîñü ïèòàííÿ ùîäî êëàñó óçàãàëüíåíèõ ðîçâ’ÿçê³â, ó ÿêîìó äëÿ ïàðà-

áîë³÷íî-ã³ïåðáîë³÷íî¿ çàäà÷³ ç íåñàìîñïðÿæåíèìè åë³ïòè÷íèìè ÷àñòèíàìè ñïðà-
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âåäëèâîþ º òåîðåìà ³ñíóâàííÿ òà ºäèíîñò³ äëÿ äîâ³ëüíî¿ ³íòåãðîâíî¿ ç êâàäðàòîì

ïðàâî¿ ÷àñòèíè. Òàêîæ â³äïîâ³äíî äî â³äîìèõ ðåçóëüòàò³â íåìîæëèâî êîðåêòíî

ñôîðìóëþâàòè çàäà÷ó ô³íàëüíî¿ êåðîâàíîñò³ ïàðàáîë³÷íî-ã³ïåðáîë³÷íèõ ñèñòåì

ç ³ìïóëüñíî-òî÷êîâèìè êåðóâàííÿìè.

Ó ïðîïîíîâàí³é ðîáîò³ äîñë³äæóºòüñÿ ïèòàííÿ ³ñíóâàííÿ òà ºäèíîñò³ óçà-

ãàëüíåíèõ ðîçâ’ÿçê³â ãðàíè÷íèõ çàäà÷ ç óìîâàìè ñïðÿæåííÿ äëÿ ð³âíÿíü ïàðà-

áîë³÷íî-ã³ïåðáîë³÷íîãî òèïó ç óçàãàëüíåíèìè ôóíêö³ÿìè ñê³í÷åííîãî ïîðÿäêó

â ïðàâèõ ÷àñòèíàõ. Öå ïîòð³áíî äëÿ àíàë³çó çàäà÷ òðàºêòîðíî¿ òà ô³íàëüíî¿ êåðî-

âàíîñò³ ñèñòåì, ùî âèçíà÷àþòüñÿ òàêèìè ãðàíè÷íèìè çàäà÷àìè ³ çàçíàþòü çîñå-

ðåäæåíèõ âïëèâ³â òèïó ³ìïóëüñíèõ àáî òî÷êîâèõ. Ðîçãëÿíóò³ ñèñòåìè ìîæíà

ââàæàòè «³ãðàøêîâèìè ìîäåëÿìè» âçàºìîä³¿ òâåðäîãî ò³ëà òà ð³äèíè. Á³ëüø

ñêëàäí³ ìîäåë³, ó òîìó ÷èñë³ íåë³í³éí³, àíàë³çóþòüñÿ â [28–30]. Îòðèìàíî àï-

ð³îðí³ îö³íêè â íåãàòèâíèõ íîðìàõ, äîâåäåíî òåîðåìè ³ñíóâàííÿ òà òåîðåìè

òðàºêòîðíî-ô³íàëüíî¿ êåðîâàíîñò³.

ÎÑÍÎÂÍ² ÏÎÇÍÀ×ÅÍÍß ÒÀ ÏÐÎÑÒÎÐÈ

Íåõàé îáìåæåíó îáëàñòü � � R n ç ðåãóëÿðíîþ ìåæåþ �� ðîçä³ëåíî ã³ïåðïî-

âåðõíåþ � � R n íà äâ³ ï³äîáëàñò³ �1, � 2 òàê, ùî � � �� 1 2� �� . Óâåäåìî

ïîçíà÷åííÿ:

� � �( , )0 T �, � �k kT� � �( , ) ( \ )0 � , Q Tk k� �( , )0 � , Q Q Q� 1 2� (k �1 2, ).

Ââàæàòèìåìî, ùî â ï³äîáëàñò³ Q1 çàäàíî ã³ïåðáîë³÷íå ð³âíÿííÿ
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à â ï³äîáëàñò³ Q2 — ïàðàáîë³÷íå ð³âíÿííÿ
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Íåõàé ôóíêö³ÿ ñòàíó ñèñòåìè ( , ) ( , )t x u t x� º ðîçâ’ÿçêîì ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³:

çíàéòè ôóíêö³þ u, ùî çàäîâîëüíÿº â îáëàñò³ Q1 ð³âíÿííÿ (1), à â îáëàñò³ Q2 —

ð³âíÿííÿ (2), â îáëàñò³ �1 äëÿ t � 0 — ïî÷àòêîâ³ óìîâè

u t| � �0 0, ut t| � �0 0, (3)

â îáëàñò³ � 2 äëÿ t � 0 — ïî÷àòêîâó óìîâó

u t| � �0 0, (4)

íà ïîâåðõí³ � �1 2� — îäíîð³äíó óìîâó Ä³ð³õëe

u |� �1 2
0� � , (5)

³ íà � — óìîâè ñïðÿæåííÿ äèôðàêö³éíîãî òèïó [31]
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äå ñèìâîë [ ]� îçíà÷àº ñòðèáîê ôóíêö³¿ � äëÿ ïåðåõîäó ÷åðåç �, òîáòî
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;
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�

�
� ��u

N
a u nij x ji j

n

i

�

, 1
— êîíîðìàëüíà ïîõ³äíà,

� �
�

�
n n nn� � �( )1 — îäèíè÷íèé

âåêòîð íîðìàë³ äî �, çîâí³øíüî¿ ñòîñîâíî îáëàñò³ �1.

Íåõàé D0 — ë³í³éíèé ïðîñò³ð íåñê³í÷åííî äèôåðåíö³éîâíèõ â Q ôóíêö³é,

ÿê³ äîïóñêàþòü ïðîäîâæåííÿ çà íåïåðåðâí³ñòþ ç Q1 â Q1 ³ ç Q2 â Q2 ³ç çáåðåæåí-

íÿì C 1-ãëàäêîñò³ ³ çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (3)–(6); DT — àíàëîã³÷íèé ë³í³éíèé

ïðîñò³ð, àëå ôóíêö³¿ çàäîâîëüíÿþòü ñïðÿæåí³ óìîâè:

� | t T� � 0 â � , (7)
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� |� �1 2
0� � , (9)

[ ]� � 0 íà �, (10)

�

�

�

�
�

��


�

�

�
�

�

�

�
�

�



�
�

�

�

�
�
�

�
��

�
N

a ni i

i

n �

1

0 íà �. (11)

Ïîçíà÷èìî W0 Ã³ëüáåðò³â ïðîñò³ð — ïîïîâíåííÿ D0 çà íîðìîþ
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Çàçíà÷èìî, ùî W0 ñêëàäàºòüñÿ ç åëåìåíò³â ïðîñòîðó W Q
2
1 ( ), ùî ÿê ñë³äè çà-

äîâîëüíÿþòü óìîâè (3)–( 5) (ïî÷àòêîâà óìîâà ut t�
�

0
0 «âòðà÷àºòüñÿ» ó ðàç³

ïîïîâíåííÿ), WT — Ã³ëüáåðò³â ïðîñò³ð, îòðèìàíèé ïîïîâíåííÿì ë³í³éíîãî ïðî-

ñòîðó DT çà íîðìîþ (12), H0 — Ã³ëüáåðò³â ïðîñò³ð — ïîïîâíåííÿ ë³í³éíîãî

ïðîñòîðó D0 çà íîðìîþ

|| | | (| | | | | | | | )
( ) ( )

/|u u uH L Q t T L0 2 2 1

2 2 1 2� 
 � �
,

HT — Ã³ëüáåðò³â ïðîñò³ð — ïîïîâíåííÿ ë³í³éíîãî ïðîñòîðó DT çà íîðìîþ

|| | | (| | | | | | | | )
( ) ( )

/|� � �H L Q t LT
� 
 �

2 2 1

2
0

2 1 2

�
.

Ìàþòü ì³ñöå ù³ëüí³ òà íåïåðåðâí³ âêëàäåííÿ W L Q0 2� ( ), W L QT � 2 ( ).

Îòæå, çà ïàðàìè ïðîñòîð³â (W0 , L Q2 ( )) ³ (WT , L Q2 ( )) ìîæíà ïîáóäóâàòè íåãà-

òèâí³ ïðîñòîðè ( )W0
� ³ ( )WT

� â³äïîâ³äíî. Íåõàé �� ��, 0 , �� ��, T — êàíîí³÷í³

á³ë³í³éí³ ôîðìè íà âêëàäåííÿõ W W0 0� �( ) ³ ( )W WT T
� � â³äïîâ³äíî, îòðèìàí³

ïðîäîâæåííÿì çà íåïåðåðâí³ñòþ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó ( , ) ( )� � L Q2
.

Ëåìà 1. Ìàþòü ì³ñöå ù³ëüí³ íåïåðåðâí³ êàíîí³÷í³ âêëàäåííÿ W H0 0� ,

W HT T� .

Äîâåäåííÿ çä³éñíþºòüñÿ àíàëîã³÷íî äîâåäåííþ ëåìè 4.17 ç ðîáîòè [32].

Ïîòð³áíî ïîð³âíÿòè â³äïîâ³äí³ íîðìè íà D0 (DT ) òà ïåðåâ³ðèòè âèêîíàííÿ óìî-

âè �) [32]. �

Õî÷à íåð³âí³ñòü | | | | | | | |( )u uL Q H2 0
 ñïðàâäæóºòüñÿ äëÿ âñ³õ u D� 0 , êà-

íîí³÷íå âêëàäåííÿ H L Q0 2� ( ) â³äñóòíº (òàê ñàìå ³ äëÿ ïðîñòîðó HT ), îñê³ëüêè
äëÿ ö³º¿ ïàðè íå âèêîíóºòüñÿ óìîâà �).
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Ëåìà 2. Ïðîñò³ð H0 ³çîìåòðè÷íî ³çîìîðôíèé ïðîñòîðó L Q L2 2 1( ) ( )� � .

Îïåðàòîð ³çîìåòð³¿ O H L Q L: ( ) ( )� �2 2 1� — íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ îïåðàòî-

ðà u u u t T� ( , )|��1 � , ùî ä³º íà ïðîñòîð³ D0 .

Äîâåäåííÿ. Âî÷åâèäü, îïåðàòîð O u u u t T: ( , )|� ��1 � ë³í³éíèé ³ äëÿ u D� 0

ìàºìî | | | | | | | | | | | | |
( ) ( ) ( ) ( )

|Ou u u
L Q L L Q t T L2 2 1 2 2 1

2 2 2
� �� 
 �

� �
| | |u H

2 . Äëÿ äîâåäåííÿ ëåìè

äîñòàòíüî âñòàíîâèòè ù³ëüí³ñòü ìíîæèíè O D( )0 ó ïðîñòîð³ L Q L2 2 1( ) ( )� � . Ïî-

êàæåìî, ùî ìàþòü ì³ñöå âêëàäåííÿ O D u u L Q( ) ( , ) : ( )0 20! �{ } ³ O D( )0 !

! �{ }( , ) : ( )0 2 1g g L � . Àëå òîä³ O D L Q L( ) ( ) ( )0 2 2 1� � � .

Ðîçãëÿíåìî ôóíêö³þ u D� 0 òàêó, ùî u C QQ| ( )
1 0 1� " . Âî÷åâèäü, Ou u� ( , )0 .

Îñê³ëüêè ìíîæèíà óñ³õ òàêèõ ôóíêö³é ù³ëüíà â L Q2 ( ), ñïðàâäæóºòüñÿ ïåðøå

âêëàäåííÿ, òîáòî çàìèêàííÿ ìíîæèíè O D( )0 ó ïðîñòîð³ L Q L2 2 1( ) ( )� � ì³ñòèòü

âñ³ åëåìåíòè âèãëÿäó ( , )u 0 , äå u L Q� 2 ( ).
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Äîïóñòèìî, ùî êîåô³ö³ºíòè ð³âíÿíü (1), (2) çàäîâîëüíÿþòü òàê³ óìîâè:
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0 íà �.

ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÀ ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ

Äëÿ ôóíêö³é u D� 0 , � �DT , f ( )1 , f ( )2 , ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü (1), (2), ìàº ì³ñöå

òîòîæí³ñòü

	 
 
 
� � �
� �

u dxdt u dxdt a u a ut t

Q

t

Q i j

n

ij x x i x

i
i j i

� � � �

1 2
1 1,

n

Q

au dxdt�� 

�

�

�
�

�

�

�
�

��

� 
� �f dxdt f dxdt

Q Q

( ) ( )1 2

1 2

� � .

Ë³âà ÷àñòèíà ö³º¿ òîòîæíîñò³ ìàº ñåíñ äëÿ ôóíêö³é u W� 0 , � �WT . Âèçíà÷èìî

íà W WT0 � á³ë³í³éíó ôîðìó
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b u u dxdt u dxdt a u at t

Q

t

Q i j

n

ij x x ii j
( , )
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� � � �� 	 
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u au dxdtx
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Q
i
� �

�
�� 


�

�

�
�

�

�

�
�

1

,

äëÿ ÿêî¿ ìàº ì³ñöå íåð³âí³ñòü | ( , ) | | | | | | | | |b u c u W WT
� � 

0
. Îòæå, ôîðìà b íåïå-

ðåðâíà íà W WT0 � . Òîìó ³ñíóþòü òàê³ ë³í³éí³ íåïåðåðâí³ îïåðàòîðè

� : ( )W WT0 � � , �
� ��: ( )W WT 0 , ùî b u u uT( , ) , ,� � �� � � � � ��

� � 0 (u W� 0 ,

� �WT ).

Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîðíå ð³âíÿííÿ

�u F� , F WT� �( ) . (13)

Ïàðó ôóíêö³é f L Q( ) ( )1
2 1� ³ f L Q( ) ( )2

2 2� îòîòîæíèìî ç ôóíêö³ºþ f L Q� 2 ( )

òàêîþ, ùî �Q
k

k
f f� ( ) . Äëÿ f L Q� 2 ( ) ðîçãëÿíåìî ë³í³éíèé ôóíêö³îíàë

W fT L Q) � �� ( , ) ( )2
, (14)

ÿêèé íàëåæèòü ( )WT
� . Ðîçâ’ÿçîê u W� 0 îïåðàòîðíîãî ð³âíÿííÿ (13) ç ïðàâîþ

÷àñòèíîþ F WT� �( ) âèãëÿäó (14) íàçèâàòèìåìî óçàãàëüíåíèì ðîçâ’ÿçêîì çà-

äà÷³ (1)–(6) ç ïðîñòîðó W0 . Óçàãàëüíåíèé ðîçâ’ÿçîê ç ïðîñòîðó W0 — öå
ôóíêö³ÿ u W� 0 , ùî çàäîâîëüíÿº ³íòåãðàëüíó òîòîæí³ñòü

	 
 
 
� � �
� �

u dxdt u dxdt a u a ut t

Q

t

Q i j

n

ij x x i x

i
i j i

� � � �

1 2
1 1,

n

Q

au dxdt�� 

�

�

�
�

�

�

�
�

��

� �� f dxdt

Q

� ( �� WT .

Äàë³ âèçíà÷èìî óçàãàëüíåí³ ðîçâ’ÿçêè ç á³ëüø øèðîêîãî êëàñó.

ÀÏÐ²ÎÐÍ² ÍÅÐ²ÂÍÎÑÒ²

Äîâåäåìî äëÿ îïåðàòîð³â � ³ �
� àïð³îðí³ îö³íêè â íåãàòèâíèõ íîðìàõ.

Ëåìà 3. Äëÿ âñ³õ u W� 0 ìàº ì³ñöå íåð³âí³ñòü

| | | | | | | |
( )

u c uH WT
 �� . (15)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ îö³íêè (15) ðîçãëÿíåìî âèðàç
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� �1
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2 1�
. (18)

Çàñòîñîâóþ÷è äî ë³âî¿ ÷àñòèíè (18) íåð³âí³ñòü Øâàðöà, îòðèìóºìî
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|�u c u c
W W t T L WT T T
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ìî ñïðàâåäëèâ³ñòü (15) äëÿ âñ³õ u W� 0 . �

Ëåìà 4. Äëÿ âñ³õ � �WT ìàº ì³ñöå íåð³âí³ñòü
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Äîâåäåííÿ. Óâåäåìî äëÿ � �DT äîïîì³æíó çàäà÷ó Êîø³

e uN t
t

	 � � �, u t| � �0 0, (21)

äå N ' 0 — äîñòàòíüî âåëèêà ñòàëà. Âî÷åâèäü, u W� 0 . Ðîçãëÿíåìî çíà÷åííÿ

ë³í³éíîãî ôóíêö³îíàëà �
� ��� ( )W0 íà åëåìåíò³ u W� 0 , ÿêèé º ðîçâ’ÿçêîì çà-

äà÷³ (21). Ìàºìî
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Çàñòîñîâóþ÷è äî ë³âî¿ ÷àñòèíè (23) íåð³âí³ñòü Øâàðöà, îòðèìóºìî
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t L Q W2 02 îòðèìàºìî îö³íêó (20) äëÿ � �DT . Çà äîïîìîãîþ

ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó äîâîäèìî íåð³âí³ñòü (20) äëÿ âñ³õ � �WT . �

ÒÅÎÐÅÌÈ ²ÑÍÓÂÀÍÍß ÒÀ ªÄÈÍÎÑÒ² ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÈÕ ÐÎÇÂ’ßÇÊ²Â

Äîâåäåìî îäíîçíà÷íó ù³ëüíó ðîçâ’ÿçí³ñòü îïåðàòîðíèõ ð³âíÿíü

�
� �u F , F WT� �( ) , (25)

�
� �� G , G W� �( )0 . (26)

Òåîðåìà 1. Äëÿ äîâ³ëüíîãî åëåìåíòà F L Q� 2 ( ) (G L Q� 2 ( )) ³ñíóº ºäèíèé

ðîçâ’ÿçîê u W� 0 (� �WT ) îïåðàòîðíîãî ð³âíÿííÿ (25) (ð³âíÿííÿ (26)), ïðè öüîìó

âèêîíóºòüñÿ îö³íêà | | | | | | | | ( )u c FW L Q0 2
 (| | | | | | | | ( )� W L QT

c G 
2

).

Äîâåäåííÿ àíàëîã³÷íå äîâåäåííþ òåîðåìè 4.4 ç ðîáîòè [32]. �
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— äèôåðåíö³àëüíèé âèðàç äðóãîãî

ïîðÿäêó, ôîðìàëüíî ñïðÿæåíèé äî A.
Ðîçøèðèìî ïîíÿòòÿ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ (1)–(6).

Îçíà÷åííÿ 1. Óçàãàëüíåíèì ðîçâ’ÿçêîì îïåðàòîðíîãî ð³âíÿííÿ (25) ç ïðàâîþ

÷àñòèíîþ F WT� �( ) íàçèâàºìî åëåìåíò u H� 0 , äëÿ ÿêîãî ³ñíóº òàêà ïîñë³äîâí³ñòü

ôóíêö³é u Wm � 0 , ùî | | | |u um H	 �
0

0 ³ | | | |
( )

�u Fm WT
	 �� 0 äëÿ m �".

Çàóâàæåííÿ 2. Àíàëîã³÷íî âèçíà÷èìî äëÿ ð³âíÿííÿ (26) óçàãàëüíåíèé ðîç-

â’ÿçîê ç HT .

Òåîðåìà 2. Äëÿ äîâ³ëüíîãî åëåìåíòà F WT� �( ) (G W� �( )0 ) ³ñíóº ºäèíèé óçà-

ãàëüíåíèé ðîçâ’ÿçîê u H� 0 (� �HT ) îïåðàòîðíîãî ð³âíÿííÿ (25) (ð³âíÿííÿ (26)),
ïðè öüîìó ñïðàâäæóºòüñÿ îö³íêà | | | | | | | |

( )
u c FH WT0

 � (| | | | | | | |
( )*

� H WT
c G 

0
).

Äîâåäåííÿ àíàëîã³÷íå äîâåäåííþ òåîðåìè 4.8 ç ðîáîòè [32]. �

Äàìî ³íòåðïðåòàö³þ óçàãàëüíåíîãî ðîçâ’ÿçêó îïåðàòîðíîãî ð³âíÿííÿ (25) ÿê

åëåìåíòà ïðîñòîðó H0 , ùî çàäîâîëüíÿº äåÿêó ³íòåãðàëüíó òîòîæí³ñòü.

Íåõàé OT — ìíîæèíà íåñê³í÷åííî äèôåðåíö³éîâíèõ â Q ôóíêö³é, äëÿ ÿêèõ

ìîæëèâå ïðîäîâæåííÿ çà íåïåðåðâí³ñòþ ç Q1 â Q1 ³ ç Q2 â Q2 ç³ çáåðåæåííÿì

C 1-ãëàäêîñò³ ³ âèêîíóþòüñÿ óìîâè (7), (9)–(11).
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Îçíà÷åííÿ 2. Óçàãàëüíåíèì ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (25) ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ

F WT� �( ) íàçèâàºìî åëåìåíò u H� 0 , ùî çàäîâîëüíÿº òîòîæí³ñòü
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Ëåìà 5. Îçíà÷åííÿ 1 ³ 2 óçàãàëüíåíîãî ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ (25) ð³âíîñèëüí³.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ôóíêö³ÿ u H� 0 — óçàãàëüíåíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (25)

çà îçíà÷åííÿì 1. Òîä³ ³ñíóº ïîñë³äîâí³ñòü u Dm � 0 òàêà, ùî

| | | |u um H	 �
0

0, | | | |
( )

�u Fm WT
	 �� 0 äëÿ m �" . (27)

Ïðîñòîðè H0 òà L Q L2 2 1( ) ( )� � ³çîìåòðè÷í³, òîìó u L Q L� �2 2 1( ) ( )� òà

| | | | ( ) ( )u um L Q L	 ��2 2 1
0� äëÿ m �".
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Îòæå, u L Q L� �2 2 1( ) ( )� — óçàãàëüíåíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (25) çà îçíà-

÷åííÿì 2.

Íåõàé òåïåð u u u L Q Lt T� � ��( , ) ( ) ( )| 2 2 1� — óçàãàëüíåíèé ðîçâ’ÿçîê ð³â-

íÿííÿ (25) çà îçíà÷åííÿì 2. Âèáåðåìî òàêó ïîñë³äîâí³ñòü �um , u Dm � 0 ,

m �1 2, ,� , ùî | | | |
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�u Fm WT
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| | | |u um H	 �
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0, òîáòî u — óçàãàëüíåíèé ðîçâ’ÿçîê çà îçíà÷åííÿì 1. ²ç äîâåäå-

íîãî âèïëèâàº, ùî u — óçàãàëüíåíèé ðîçâ’ÿçîê çà îçíà÷åííÿì 2. Ïîêàæåìî, ùî
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Ï³äñòàâèâøè â öþ ð³âí³ñòü äîâ³ëüíó ôóíêö³þ � �DT , îòðèìàºìî
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ÒÐÀªÊÒÎÐÍÎ-Ô²ÍÀËÜÍÀ ÊÅÐÎÂÀÍ²ÑÒÜ

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó, ôóíêö³îíóâàííÿ ÿêî¿ îïèøåìî ð³âíÿííÿì

�u F h� ( ), h U� , (28)

äå � : ( )W WT0 � � — ââåäåíèé ³ äîñë³äæåíèé ó ïîïåðåäí³õ ðîçä³ëàõ îïåðà-

òîð, àñîö³éîâàíèé ç ãðàíè÷íîþ çàäà÷åþ (1)–(6), U — ìíîæèíà äîïóñòèìèõ

êåðóâàíü ç ïðîñòîðó êåðóâàíü Y , F Y WT: ( )� � — êåðóâàëüíå â³äîáðàæåííÿ,

u u h H� �( ) 0 — ñòàí ñèñòåìè (óçàãàëüíåíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (28)), ùî

â³äïîâ³äàº êåðóâàííþ h U� .

²ç òåîðåì 1 òà 2 âèïëèâàþòü òàê³ òåîðåìè êåðîâàíîñò³. Äîâåäåííÿ öèõ òåî-

ðåì ñòàíäàðòí³ (äèâ. [10, 18]).

Òåîðåìà 3. ßêùî F U L Q( ) ( )! 2 , òî ñèñòåìà (28) òî÷íî êåðîâàíà â W0 ìíî-

æèíîþ U , òîáòî H u h h U W0 0! � !{ }( ): .

Îñê³ëüêè íîðìà ïðîñòîðó H0 «óòðèìóº» çíà÷åííÿ u t T| � íà �1, òî îòðèìàí³

àïð³îðí³ îö³íêè äàþòü çìîãó äîñë³äèòè äëÿ ïàðàáîë³÷íî-ã³ïåðáîë³÷íî¿ ñèñòåìè (28)

ïèòàííÿ ô³íàëüíî¿ êåðîâàíîñò³ ó êëàñ³ óçàãàëüíåíèõ êåðóâàëüíèõ âïëèâ³â.

Òåîðåìà 4. ßêùî ìíîæèíà F U( ) ù³ëüíà â ( )WT
� , òî ñèñòåìà (28) àñèìïòî-

òè÷íî êåðîâàíà â H0 ìíîæèíîþ U , òîáòî ìíîæèíà { }u h h U( ) : � º ù³ëüíîþ â H0 .

Çîêðåìà:

1) ìíîæèíà { }u h h U( ) : � º ù³ëüíîþ â L Q2 ( ) (òðàºêòîðíà êåðîâàí³ñòü);

2) ìíîæèíà { ��1
u h h Ut T( ) : }| � � º ù³ëüíîþ â L2 1( )� (ô³íàëüíà êåðî-

âàí³ñòü).

Ìíîæèíà

c t t g n N c R t T g Lj j j j j j

j

n


( ) : , , [ , ], ( )	 + � � � �
#
$
,

%,

-

�
� 0 2

1

� .
,

/,

ù³ëüíà ó ïðîñòîð³ ( )WT
� [10, 18]. Îòæå, ñèñòåìà (28) º àñèìïòîòè÷íî òðàºê-

òîðíî-ô³íàëüíî êåðîâàíîþ â L Q L2 2 1( ) ( )� � êëàñîì ³ìïóëüñíèõ êåðóâàíü.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äëÿ ïàðàáîë³÷íî-ã³ïåðáîë³÷íèõ ñèñòåì îòðèìàíî àïð³îðí³ íåð³âíîñò³ ó íåãàòèâíèõ

íîðìàõ òà äîâåäåíî òåîðåìó òðàºêòîðíî-ô³íàëüíî¿ êåðîâàíîñò³. Ìîòèâàö³ºþ º àíà-

ë³ç çàäà÷ òðàºêòîðíî¿ òà ô³íàëüíî¿ êåðîâàíîñò³ ñèñòåì, ùî çàçíàþòü çîñåðåäæåíèõ

âïëèâ³â òèïó ³ìïóëüñíèõ àáî òî÷êîâèõ. Ðîçãëÿíóò³ ñèñòåìè ìîæíà ââàæàòè «³ã-

ðàøêîâèìè ìîäåëÿìè» âçàºìîä³¿ òâåðäîãî ò³ëà òà ð³äèíè. Çàóâàæèìî, ùî çàì³ñòü

ïåðøî¿ óìîâè â (6) ìîæíà ðîçãëÿíóòè ñïðÿæåííÿ u ut

 		 � 0 íà �. Çàäà÷à ç òà-

êîþ óìîâîþ ö³êàâ³øà äëÿ çàñòîñóâàíü òà áóäå ðîçãëÿíóòà ó ìàéáóòíüîìó.
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V.V. Semenov, S.V. Denisov
IMPULSE TRAJECTORY AND FINAL CONTROLLABILITY

OF PARABOLIC-HYPERBOLIC SYSTEMS

Abstract. The authors investigate the existence and uniqueness of generalized solutions of
boundary-value problems for equations of the parabolic-hyperbolic type with generalized
functions of finite order on the right-hand sides. The motivation is the analysis of the problems
of trajectory and final controllability of systems described by these boundary-value problems
and subjected to concentrated influences of the impulse or point type. The systems can be
considered «toy models» of the interaction of a solid body and a liquid. A priori inequalities
in negative norms are obtained. The theorems of existence and uniqueness of generalized
solutions and theorems of trajectory and final controllability of systems with singular
influences are proved.

Keywords: controllability, equations of parabolic-hyperbolic type, a priori inequalities,
negative norms, generalized solution, impulse control.
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