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Àíîòàö³ÿ. Ïîáóäîâàíî ãðàíè÷í³ ãåíåðàòîðè äëÿ ñèñòåìè ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíö³àëüíèõ
ð³âíÿíü ç íàï³âìàðêîâñüêèìè ïåðåìèêàííÿìè òà äèôóç³éíèì çáóðåííÿì â óìîâàõ ³ñíóâàí-
íÿ ºäèíî¿ òî÷êè ð³âíîâàãè êð³òåð³þ ÿêîñò³. Ðîçâ’ÿçàíî äâîð³âíåâó çàäà÷ó çà ïðèïóùåííÿ
³ñíóâàííÿ ºäèíîãî êåðóâàííÿ íà êîæíîìó ³íòåðâàë³. Äîñë³äæåíî çàëåæí³ñòü ïîâåä³íêè
ãðàíè÷íîãî ïðîöåñó â³ä äîãðàíè÷íîãî íîðìóâàííÿ ñòîõàñòè÷íî¿ ñèñòåìè â åðãîäè÷íîìó
íàï³âìàðêîâñüêîìó ñåðåäîâèù³.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: âèïàäêîâà åâîëþö³ÿ, ñòîõàñòè÷íà îïòèì³çàö³ÿ, íàï³âìàðêîâñüê³ ïåðåìè-
êàííÿ.

ÂÑÒÓÏ

Âèïàäêîâ³ åâîëþö³¿ º åôåêòèâíèì ³íñòðóìåíòîì äëÿ ìîäåëþâàííÿ ðåàëüíèõ

ïðîöåñ³â. Íàïðèêëàä, ìîäåëþâàííÿ âèïàäêîâîãî ñåðåäîâèùà çà äîïîìîãîþ

íàï³âìàðêîâñüêèõ ïðîöåñ³â äàº çìîãó äîñë³äæóâàòè øèðîêèé ñïåêòð ïðàêòè÷-

íèõ çàñòîñóâàíü, çîêðåìà, ó âèâ÷åíí³ äèíàì³êè íàñåëåííÿ òà òðàíñïîðòíèõ

ìîäåëåé, åêîíîì³ö³, ñèñòåìàõ ìàñîâîãî îáñëóãîâóâàííÿ (íàïðèêëàä, [1]) òîùî.

Ïîâåä³íêà âèïàäêîâèõ åâîëþö³é, ÿê³ º ðîçâ’ÿçêàìè ñòîõàñòè÷íèõ ð³íÿíü ç âè-

êîðèñòàííÿì àïðîêñèìàö³éíèõ ñõåì ³ ìàðêîâñüêèìè ïåðåìèêàííÿìè, º äîáðå

âèâ÷åíîþ, òîä³ ÿê ïðî á³ëüø çàãàëüí³, íàï³âìàðêîâñüê³ ïåðåìèêàííÿ, ³íôîð-

ìàö³¿ áðàêóº.

Âñòàíîâëåííÿ çá³æíîñò³ ïðîöåäóðè ñòîõàñòè÷íî¿ îïòèì³çàö³¿ º âàæëèâèì

êðîêîì ó ñèñòåìíîìó àíàë³ç³ íåâèçíà÷åíîñòåé, ÿê³ ìîæíà ìîäåëþâàòè çà äîïî-

ìîãîþ åðãîäè÷íîãî íàï³âìàðêîâñüêîãî ñåðåäîâèùà. Ïðî àêòóàëüí³ñòü âèçíà÷åí-

íÿ íîâèõ âëàñòèâîñòåé ³ óçàãàëüíåíü àëãîðèòì³â îïòèì³çàö³¿, ÿê³ âèêîðèñòîâó-

þòü âèïàäêîâ³ñòü ó ïðîöåñ³ ïîøóêó îïòèìóìó, ñâ³ä÷àòü ÷èñëåíí³ çàñòîñóâàííÿ

â òåîð³¿ êåðóâàííÿ, òåîð³¿ ïåðåäà÷³ ³íôîðìàö³¿, à òàêîæ äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ

íåïàðàìåòðè÷íèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¿ ñòàòèñòèêè.

Ó ö³é ñòàòò³ ðîçãëÿäàºòüñÿ åâîëþö³éíà ìîäåëü êåðóâàííÿ ç ìàëèì ïàðàìåòðîì

íîðìàë³çàö³¿. Âñòàíîâëåííÿ äîñòàòí³õ óìîâ çá³æíîñò³ âèõ³äíî¿ çàäà÷³ äî ãðàíè÷íîãî

ïðîöåñó çä³éñíþºòüñÿ çà äîïîìîãîþ ìîäåëüíèõ òåîðåì Êîðîëþêà [2, 3]. Ç óðàõó-

âàííÿì äîñë³äæåíü, ðîçïî÷àòèõ ó [4–10], âèâ÷àºòüñÿ åâîëþö³éíà ñèñòåìà ó âèãëÿä³

çáóðåíî¿ êåðîâàíî¿ ñèñòåìè — äèôóç³éíîãî ïðîöåñó ³ç íàï³âìàðêîâñüêèì ïåðåìè-

êàííÿì çà óìîâè ³ñíóâàííÿ ºäèíî¿ òî÷êè åêñòðåìóìó ôóíêö³¿ êåðóâàííÿ.

Çàçíà÷èìî, ùî îñíîâíèì àïàðàòîì äëÿ ïîáóäîâè ãðàíè÷íîãî ãåíåðàòîðà çà-

äà÷³ êåðóâàííÿ º ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðà. Êëàñèô³êàö³þ çàäà÷ çàñòîñóâàííÿ ìà-
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ëîãî ïàðàìåòðà â óìîâàõ óñåðåäíåííÿ òà äèôóç³¿ íàâåäåíî â [3]. Ó çàäà÷àõ êåðó-

âàííÿ ç âèêîðèñòàííÿì ïðîöåäóðè ñòîõàñòè÷íî¿ îïòèì³çàö³¿ [11] ìåòîä óñåðåä-

íåííÿ âïåðøå âèêîðèñòàíî äëÿ çàäà÷ ³ç íàï³âìàðêîâñüêèì ïåðåìèêàííÿì.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×²

Íåõàé äèôóç³éíèé ïðîöåñ ïåðåíîñó y t R d( )� çàäàíèé ñòîõàñòè÷íèì åâî-

ëþö³éíèì ð³âíÿííÿì [2, 12]

dy t a y t x t dt y t x t u t dW t( ) ( ( ), ( )) ( ( ), ( ), ( )) ( )� � � , (1)

äe W t( ) — ïðîöåñ Â³íåðà, x t t( ), � 0, — íàï³âìàðêîâñüêèé ïðîöåñ íà ñòàíäàð-

òíîìó ôàçîâîìó ïðîñòîð³ ( , )X X , ÿêèé âèçíà÷åíî ç äîïîìîãîþ íàï³âìàðêî-

âñüêîãî ÿäðà [2, 3]

Q t x B P x B G tx( , , ) ( , ) ( )� . (2)

Ó ôîðìóë³ (2) ñòîõàñòè÷íå ÿäðî ìàº âèãëÿä P x B P x B x xn n( , ) { | }� � ��1 ,

B �X, ïðè÷îìó âîíî îïèñóº âêëàäåíèé ëàíöþã Ìàðêîâà x xn n: ( )� � ó ìîìåí-

òè â³äíîâëåííÿ � � �n k

k

n

n� � �
�
�

1

00 0, , , òà â ³íòåðâàëàõ � � �k k k� �� �1 1 ì³æ

ìîìåíòàìè â³äíîâëåííÿ �n . Âåëè÷èíè ³íòåðâàë³â �n âèçíà÷àþòüñÿ ôóíêö³ºþ

ðîçïîä³ëó

G t P t x x P tx n n x( ) { | } : { }� � � � ��� �1 .

Äàë³ âèêîðèñòîâóâàòèìåìî òàê³ âëàñòèâîñò³ ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó G tx ( ):

G t G tx x( ) ( )� �1 , G s G t dtx x

s

( ) ( ) ( )2 �
	


 , g x G t dtx( ) ( )�
	



0

.

Òàêèì ÷èíîì, íàï³âìàðêîâñüêèé ïðîöåñ x t t( ), � 0, ìîæå áóòè âèçíà÷åíèé

â³äíîøåííÿì x t x tt( ) ,( )� �� 0, äå ë³÷èëüíèé ïðîöåñ � �( ): { : }t n tn� � �max 1 ,

t � 0.

Ïîêëàäåìî äàë³, ùî íàï³âìàðêîâñüêèé ïðîöåñ x t t( ), � 0, º ðåãóëÿðíèì,

òîáòî P t{ ( ) }� � 	 �1[13] òà ð³âíîì³ðíî åðãîäè÷íèì ç³ ñòàö³îíàðíèì ðîçïîä³ëîì

� �( ): { ( ) } ( )
( )

,B P x t B dx
g x

q
B

t
B

� � � �
�	


lim X,

äe �( )B , B �X, º ñòàö³îíàðíèì ðîçîä³ëîì âêëàäåíîãî ëàíöþãà Ìàðêîâà xn ,

n � 0 [3], ³ äëÿ êîæíîãî ñåðåäíüîãî ÷àñó ïåðåáóâàííÿ ïðîöåñó â ñòàí³ x º îá-

ìåæåííÿ g x C( ) � � �	 .

Ãåíåðàòîð àñîö³éîâàíîãî ìàðêîâñüêîãî ïðîöåñó x t0 ( ) äëÿ ïðîöåñó x t( ) ìàº

âèãëÿä [3]

Q P� �q x I( )[ ],

äe q x g x( ) / ( )�1 , P� � �( ) ( , ) ( ), ( ) ( ), /x P x dz z g dx g x q g

X X

� � �
 
 1 .

Âèçíà÷èìî R 0 ÿê ïîòåíö³àëüíèé îïåðàòîð äëÿ ãåíåðàòîðà Q ñï³ââ³äíîøåí-

íÿì [3]: R Q0
1� � � �
 
( ) , äe 
 — ïðîºêòîð íà ï³äïðîñò³ð íóë³â ãåíåðàòîðà

Q [3]. Ïðèïóñòèìî òàêîæ âèêîíàííÿ óìîâ äëÿ ôóíêö³¿ a y x( , ), �( , , )y x u , x X� :

a y C R y u C R R( , ) ( ), ( , , ) ( ),� � � � �1 1 1� . (A1)

Óìîâà (A1) ãàðàíòóº ³ñíóâàííÿ ãëîáàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó äëÿ åâîëþö³éíèõ

ð³âíÿíü
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dy t a y t x dt y t x u t dW tx x x x( ) ( ( ), ) ( ( ), , ( )) ( )� � �

äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ íàï³âìàðêîâñüêîãî ïðîöåñó x t t( ), � 0, òîáòî äëÿ

x x t t k k� � �( ), [ , ]� � 1 .

Íåõàé ôóíê³ÿ êåðóâàííÿ u t( ) äëÿ ïðîöåñó (1) îö³íþºòüñÿ êðèòåð³ºì ÿêîñò³,

îïèñàíèì ôóíêö³ºþ G y x u( , , ) ç ºäèíîþ òî÷êîþ ð³âíîâàãè íà êîæíîìó ³íòåðâàë³

[ , ]� �k k�1 .

Ìàºìî êåðóâàííÿ äëÿ ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ

�

�
�

G y x u

u

* ( , , )
0, (3)

êîëè óìîâà

G u C R( , , ) ( )� � � 1 (A2)

çàäîâîëüíÿºòüñÿ.

Çàäà÷à êåðóâàííÿ (1), (3) ó ñõåì³ óñåðåäíåííÿ ç ìàëèì ïàðàìåòðîì 	 ìàº

âèãëÿä [4, 10]

dy t a y t x t dt y t x t u t dW t	 	 	 		 � 	( ) ( ( ), ( / )) ( ( ), ( / ), ( )) (� � ), (4)

³ ôóíêö³ÿ êåðóâàííÿ u t	 ( ) âèçíà÷àºòüñÿ ïðîöåäóðîþ ñòîõàñòè÷íî¿ àïðîêñè-

ìàö³¿ [9]

du t t G y t x t u tt
	



	 	� 	( ) ( ) ( ( ), ( / ), ( ))( )� � , (5)

äe

� � � �
� � � � � � �




 




( ) ( , , )

( ( , , ( )) ( , , ( )))

( )
t G u

G u t G u t

t2
.

Ïî÷àòêîâ³ óìîâè äëÿ çàäà÷³ (4), (5) ìàþòü âèãëÿä

y y x x u u( ) , ( ) , ( )0 0 00 0 0� � � . (6)

Ïðèïóñêàºìî òàêîæ, ùî ôóíêö³¿ � 
( ), ( ),t t t � 0, çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

� 
( ) , ( )t t� �0 0 äëÿ t �	 .

ÃÎËÎÂÍ² ÐÅÇÓËÜÒÀÒÈ

Ìåòîþ äîñë³äæåíü º âòàíîâëåííÿ âèãëÿäó ãðàíè÷íîãî ãåíåðàòîðà äëÿ ïðîöåñó

ïåðåíîñó ³ çàäà÷³ êåðóâàííÿ (4)–(6) äëÿ 	 � 0.

Tåîðåìà 1. Íeõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A1), (A2) äëÿ çàäà÷³ êåðóâàííÿ (4),

(5), à òàêîæ òàê³ óìîâè:

� 
( ) , ( ) ( )t t C R� � �0 0 1 ,
� 	


 	

�



	

( )

( )
,

( )

( )

t s

t s
C

z

z
C

z t s

�

�
� � �	

�

�
�
�

�

�
�
�

�

�
� �

3 4 ; (Ð1)

G y x u C R R( , , ) ( , , ), ,� 1 0 1 X ; (Ð2)

óìîâà Êðàìåðà sup ( ) ,
x X

lt
xe G t dt K l

�

	


 � � �	 �

0

0. (Ð3)

Òîä³ ñïðàâåäëèâîþ º ñëàáêà çá³æí³ñòü

( ( ), ( )) ( � ( ), �( )),y t u t y t u t	 	 	� � 0. (7)

Ãåíåðàòîð ãðàíè÷íîãî ïðîöåñó ( � ( ), � ( ))y t u t íà òåñòîâèõ ôóíêö³ÿõ

�( , ) ( ),y u C R� 4 2 ìàº âèãëÿä
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L D D� � �( , ) ( , ) ( , ),y u y u y uy u t� � ,

äe

D y y yyy u a y y u y u y u� � � �( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )� � � ��
1

2

2 ,

Du t t uy u t G y u y u, ( )( , ) ( ) ( , ) ( , )� � �
� � � ,

a y dx a x y

X

( ) ( ) ( , )� 
 � , � � �2 2( , ) ( ) ( , , ),y u dx y x u

X

� 
 G y u dx G y x u

X

( , ) ( ) ( , , ).� 
 �

Íàñë³äîê 1. Óñåðåäíåíà çàäà÷à êåðóâàííÿ äëÿ ïðîöåñó ( � ( ), � ( ))y t u t âèçíà-

÷àºòüñÿ ³ç ñèñòåìè

d y t a y t dt y t u t dW t� ( ) ( � ( )) ( � ( ), � ( )) ( )� � � ,

du t t G y t u t dtt
� ( ) ( ) ( � ( ), � ( ))( )� �� 
 .

Ðîçãëÿíåìî ðîçøèðåíèé ïðîöåñ ìàðêîâñüêîãî â³äíîâëåííÿ (ÐÏÌÂ) äëÿ çà-

äà÷³ (4)–(6):

y y u un n n n n n
	 	 	 	 	 	 	� � � 	�� � �( ), ( ), . (8)

Îçíà÷åííÿ 1. Êîìïåíñóþ÷èé îïåðàòîð äëÿ ÐÏÌÂ (8) âèçíà÷àºòüñÿ

ç³ ñï³ââ³äíîøåííÿ

L Et n n n n
x y x u t y x u	 	 	 	 	� 	 � �( ) ( , , , ) [ { ( , , , )|� �

� � � �
1

1 1 1 1
y yn

	 � ,

x x u u t y x u t g xn n n
	 	 	� �� � � �, , } ( , , , )] / ( ),

äe

� ( , , , ) ( , , , ), , ,y x u t C R R R� �
2 0 2 0 X .

Äàë³ ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó íåîäíîð³äíèõ íàï³âãðóï C t s
t x t x X� � �	 ( ), ,0 ,

äëÿ çàäà÷³ (4)–(6), ÿê³ íà òåñòîâèõ ôóíêö³ÿõ � ( , ) ( ),y u C R R� �2 2 ìàþòü ïðåä-

ñòàâëåííÿ

Ct s
t

x xx y u y t s u t s� � � �( ) ( , ) ( ( ), ( ))� � , (9)

äe y t y u t ux x( ) , ( )� � . Òîä³ çã³äíî ç (6) ìàºìî y y u ux x( ) , ( )0 00 0� � . Òàêèì

÷èíîì, äëÿ y t y y t u t y u tx x x x( , ): ( ), ( , ): ( )� � ìàºìî

y t s y y s y t yx x x( , ): ( , ( , ))� � ; u t s y u s u t ux x x( , ): ( , ( , ))� � .

Ëåìà 1. Êîìïåíñóþ÷èé îïåðàòîð Lt x	 ( ) íà òåñòîâèõ ôóíêö³ÿõ � ( , , )y x u ìàº

ïðåäñòàâëåííÿ

Lt x y x u	 �( ) ( , , ) �

� ��
� 
	 � �� 
	

1

0

q x G ds x P x dz y z u y x ux t s
t

X

( ) ( ) ( ) ( , ) ( , , ) , ,C
	



�
�
�

��

�
 
�

!�
, (10)

äe q x g x( ) / ( )�1 .
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Äîâåäåííÿ. Ó òî÷ö³ ( , )y u1 1 ìàºìî

E EC C� �� 

�

( , , ) , , ( ) ( ) ( ,y x u y x u G ds x P xt t t

t
x t s

t

x

� �
� �

	



0

0

d z y z u

X

) ( , , )�
 ,

çâ³äêè âèïëèâàº (10).

Ëåìa 2. Êîìïåíñóþ÷èé îïåðàòîð Lt x	 ( ) ìàº ïðåäñòàâëåííÿ

L Q Dt x t s
t yx y x u y x u G ds	

	� 	 � 	( ) ( , , ) ( , , ) ( )[ (,� �� �
	

�

1 1

0

x I y x u) ] ( , , )� �Q0 �

� ��
�

	


	 �	
1

0

0G ds x I y x ux t s
t u( )[ ( ) ] ( , , ),D Q , (11)

Q P0� �( ) ( ) ( )x q x x� ,

äå ìíîæèíà íàï³âãðóï D t s
t y x�
, ( ) ìàº ãåíåðàòîð D y x( ) òàêèé, ùî âèêîíóºòüñÿ

ñï³ââ³äíîøåííÿ

d x x x ds
t s
t y

y t s
t yD D D� ��, ,( ) ( ) ( ) , (12)

³ ìíîæèíà íàï³âãðóï D t s
t u x�
, ( ) ìàº ãåíåðàòîð Du t s x, ( )� òàêèé, ùî âèêîíóºòüñÿ

ñ³ââ³äíîøåííÿ

dD D D
t s
t u

u t s t s
t ux x x ds� � ��,

,
,( ) ( ) ( ) . (13)

Çà âèêîíàííÿ íàâåäåíèõ óìîâ (À1) òà (Ð1) äëÿ � ( ) ( )y C R� 2 ìàòèìåìî

ïðåäñòàâëåííÿ

D y x y a y x y y x u y( ) ( ) ( , ) ( ) ( , , ) ( )� � � �� � � ��
1

2

2 , (14)

³ äëÿ �( ) ( )y C R� 1 ìàòèìåìî ïðåäñòàâëåííÿ

Du t tx u t G y x u u, ( )( ) ( ) ( ) ( , , ) ( )� � �
� � � . (15)

Äîâåäåííÿ. Íàñàìïåðåä çàóâàæèìî, ùî çã³äíî ç (10) îòðèìóºìî

Lt x y x u	 �( ) ( , , ) �

� � ��
	

�
 
	 � 		
1

0

q x G ds P x dz x y t s z ux

X

t s
t( ) ( ) ( , ) [ ( ) ( ( ), ,C ( )) ( , , )]t s y z u� �

"

#

$
$

%

&

'
'
�	 �

� ��
	

�
 
	 � 		
1

0

q x G ds P x dz x y t s z ux

X

t s
t( ) ( ) ( , ) ( ) ( ( ( ), , (C t s y z u� � �	 �)) ( , , ))

� � ��
	


 
	 � �1

0

q x G ds P x dz y z u y x ux

X

( ) ( ) ( , ) ( ( , , ) ( , , ))

� � �� �
	

�
	 � 	 � 		
1 1

0

q x y x u G ds y t sx t s
t x( ) ( , , ) ( ) [ ( ( ),( )Q C z u t s, ( ))� �	
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� � ��C Qt s
t x x y z u t s	 � 	( ) ( ) ( , , ( ))] 0

� � ��
	

� �
	 � 		 	
1

0

G ds x y z u t sx t s
t x

t s
t x( )[ ( ) ( , , ( ))( ) ( )C C ( ) ( , , )]x y z u� Q0 ,

çâ³äêè ìàºìî (11).

Ëåìa 3. Êîìïåíñóþ÷èé îïåðàòîð (11) íà ïðîñòîð³ Áàíàõà B R R( , , )X

ä³éñíîçíà÷íèõ ôóíêö³é � ( , , ) ( ), ,y x u R R� � �C2 0 1 X ìàº âèãëÿä

L Qt x x	 � 	 � � �( ) ( )*� ��1
1 , (16)

äe

� 	1

0

0
* ,( ) ( ) ( ) ( )x x G s x dsy x t s

t y� �
	

�
D D Q G s x x dsx u t s t s
t u( ) ( ) ( ),
,D D Q�

	

�
 	 	
0

0 . (17)

Òàêîæ ìàºìî ðîçêëàä

L Q D Qt yx y x u y x u x g x y x u	 � 	 � �( ) ( , , ) ( , , ) ( ) ( ) ( , , )� � ��1
0

� �g x x y x u x y x uu t( ) ( ) ( , , ) ( ) ( , , ),D Q Q0 2 0� 	 � � , (18)

äe

� �	
2

2
2 2( ) ( ( )) ( ) ( )

,
*x x x xy t

� �D G , G D
t x t s

t yx G s x ds
,

,( ) ( ) ( )
2

2

0

	
	�

	

�
 ;

� �	2
2

0

*
, ,( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )x x G s x ds x G su t x t s

u
u t x� ��

	


D D D 1

0

* ( , ) ( )x s x dst s
uD �

	


 	 .

Òóò

� � 
 	1
*

( )( , ) ( ) ( , , )x s s t G y x ut s� � � ��

�
�

�
� � � � �

� 



 	

 


( ) ( )

( )
[ ( , , ( )) ( , , ( )

t t s

t s
G y x u t G y x u tu u

2
) ( , , )] ( )� � �2G y x u ou 	 .

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó îá÷èñëèìî àñèìïòîòèêó äëÿ äðóãîãî ³ òðåòüîãî äî-

äàíê³â ³ç (11). Äëÿ äðóãîãî äîäàíêà ç óðàõóâàííÿì (12) ³ (13) ³íòåãðóâàííÿì ÷àñ-

òèíàìè îòðèìóºìî

	 	
	�

	

�
�
 � �

� � �1

0

G ds x I
u x I dv G d

x t s
t y t s

t y
x( )[ ( ) ]

( ) (,
,

D
D s

du x x ds v G sy t s
t y

x

)

( ) ( ) ( ),� � �

"

#
$
$

%

&
'
'
�

�	 	D D

� � � ��
�

	
	

�
	 		 	
1

0

0

[ ( ) ( ( ) ) | ( ) [ ( ),G s x I G s xx t s
t y

x y t sD D D t y x ds, ( )] �

�
	

�
D Dy x t s
t yx G s x ds( ) ( ) ( ),

0

	 . (19)

Ç óðàõóâàííÿì óìîâè Êðàìåðà (P3) ³ç òåîðåìè 1 äëÿ òðåòüîãî äîäàíêà

ìàºìî
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	�

	

�
�
 � �

� � �1

0

G ds x I
u x I dv G d

x t s
t u t s

t u
x

( )[ ( ) ]
( ) (,

,

D
D s

du x x ds v G su t s
t u

x

)

( ) ( ) ( ),� � �

"

#
$
$

%

&
'
'
�

�	 	D D

�
	

� �
G s x x dsx u t s t s
t u( ) ( ) ( ),
,

0

D D	 	 . (20)

Îòæå, âðàõîâóþ÷è (17), (19) òà (20), äëÿ (11) îòðèìóºìî ïðåäñòàâëåííÿ (16).

Äàë³ äîñë³äèìî ïåðåòâîðåííÿ äëÿ ³íòåãðàëà â (19)

G D
D

t x t s
t y t s

t y
x

x G ds x ds
u x dv G

,
,

,

( ) ( ) ( )
( )

1
0

	
	

	� �
� �	

�
�


( )

( ) ( ) ( ), ( )

s

du x x ds v G sy t s
t y

x� � �

"

#
$
$

%

&
'
'
�

�	 	D D 2

� � ��
	

�G s x x G s xx t s
t y

y x t s
t y( ) , ( ) ,( ) ( )| ( ) ( ) ( )2

0
2D D D	 		 ds

0

	


 �

� �g x I x xy t
( ) ( ) ( )

,
	 	D G

2
. (21)

Òàêèì ÷èíîì, ìàºìî ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ (20)

G s x x ds x G sx u t s t s
u

u t x t s( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,

0 0

	

� �

	

�
 
�D D D D	 	 	
u x ds( ) �

�
	

�
	 � 	G s x s x dsx t s
u( ) ( , ) ( )*

0

1 D . (22)

Äëÿ ïåðøîãî äîäàíêà â (22) ìàºìî

G s x ds
u x dv G ds

du
x t s

u t s
u

x

u t

( ) ( )
( ) ( )

,0

	

�
�

�

 �

� �

�
D

D

D
	

	

		 s t s
u

xx x ds v G s( ) ( ) ( )( )D � � �

"

#
$
$

%

&
'
'
�

	
2

� � ��
	

�

	

�
G s x x x Gx t s
u

u t s t s
u

x
( )

,
(( ) ( ) | ( ) ( )2

0

0

2D D D	 	 		 ) ( )s ds�

� � ��

	

�
	 	 	D D Dt s
u

x u t t s
u

xx G s ds g x I x x G( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
,

(2

0

2

0

) ( )s ds

	


 �

� �

	


	 �	
2 2

1

0

Dt s
u

xx G s x s ds( ) ( ) ( , )( ) * . (23)

Âðàõîâóþ÷è (22) ³ (23), îòðèìóºìî äëÿ (20)

D Du t s t s
u

xx x G s ds,
( )( ) ( ) ( )�

	

�
 �	 	

0

2

� � ��

	


g x x x x G s dsu t u t t s
u

x( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ), ,
( )D D D	 	

2

0

2

� �

	


	 �	
2 2

0

1D Du t t s
u

xx x G s x s ds,
( ) *( ) ( ) ( ) ( , )

àáî

G s x x ds g x x xx u t s t s
u

u t u t( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( (, , ,D D D D�

	

�
 � �	 	 	

0

)) ( )*2
2� x ,
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äe

� 	2
2 2

0

*
,

( )( ) ( ( )) ( ) ( )x x G s x dsu t x t s
u� �

	

�
D D

�
	

�
	 � 	D Du t x t s
ux G s x s x ds,

( ) *( ) ( ) ( , ) ( )2

0

1 . (24)

Ñï³ââ³äíîøåííÿ (21) òà (24) äàþòü ìîæëèâ³ñòü îòðèìàòè ðîçêëàä äëÿ �1
* ( )x

ó âèãëÿä³

� 
 �1 2
*

,( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x t x xy u t� � �D D , (25)

äe � �2
2

2 2( ) ( ( )) ( ) ( ),
*x x x xy t� �D G .

Äëÿ çàê³í÷åííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè âñòàíîâèìî ðîçâ’ÿçêè çàäà÷³ ñèíãóëÿð-

íîãî çáóðåííÿ äëÿ êîìïåíñóþ÷îãî îïåðàòîðà (16), (18) íà çáóðåí³é òåñòîâ³é

ôóíêö³¿

� � 	 �	 ( , , ) ( , ) ( , , )y x u y u y x u� � 1 . (26)

Ëåìa 4. Ãåíåðàòîð Lt x	 ( ) íà çáóðåí³é òåñòîâ³é ôóíêö³¿ (26) ìàº ãðàíè÷íå

ïðåäñòàâëåííÿ

L D Dt y u t Lx y x u y u y u x y u	 	� � � 	 � �( ) ( , , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ),� � � , (27)

äe

D y y u a y u y u y u u� � � �( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( )� � � ��
1

2

2 , (28)

a y dx a x y

X

( ) ( ) ( , )� 
 � , � � �2 2( , ) ( ) ( , , )y u dx y x u

X

� 
 ,

Du t tu t G y u, ( )( ) ( ) ( , )� � 
� � , (29)

� � � � � �L tx y u x y u x y x u y u( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )
~

( , , ) ( , )*� �2 1 L , (30)

~
( , , ) ( , , ) ( , ), ( , , ) ( ) (,L L L L D Dt t t t y y ty x u y x u y u y x u x� � � � x),

L D Dt y u ty u( , ) ,� � .

Äîâåäåííÿ. Ðîçâèíåìî îïåðàòîð Lt x	 ( ) íà òåñòîâ³é ôóíêö³¿ �	 ( , , )y x u , âèêî-

ðèñòîâóþ÷è (16) òà (18)

L Q D Q D Qt y u tx y x u x g x g x x	 	� 	( ) ( , , ) [ ( ) ( ) ( ) ( ),� � � ��1
0 0

� � � ��	 � 	 � 	 �Q Q2
1

1 1( )] ( , ) ( )] ( , , )*x y u x y x u

� � ��	 � � �1
0 0Q D Q D Q( , ) [ ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ),y u x g x y u g x x y uy u t � �Q�1 ( , , )]y x u

� � �	 � � � �[ ( ) ( , ) ( ) ( , , )]2 1 1x y u x y x u

� � � ��	 � � �1Q D D( , ) [ ( ) ( , ) ( ) ( , ),y u x y u x y uy u tP P

� �Q� 	 �	
1 ( , , )] ( )y x u x

L
,

äå

� � � � �L x x y u x y x u( ) ( ) ( , ) ( ) ( , , )*� �2 1 1 . (31)
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Ðîçãëÿíåìî îòðèìàí³ êîìîíåíòè îêðåìî. Îñê³ëüêè � ( , )y u íå çàëåæèòü â³ä

x �X , òî Q ( ) ( , )x y u� � 0. Çíàéäåìî �1 ( , , )y x u , ðîçâ’ÿçàâøè ïðîáëåìó ñèíãó-

ëÿðíîãî çáóðåííÿ

Q D D L( ) ( , , ) [ ( ) ( )] ( , ) ( , ) ( , ),x y x u x x y u y u y uy u t t� � �1 � � � , (32)

äå

L Lt ty u y x u( , ) ( , , )� 
 
, L D Dt y u ty x u x x( , , ) ( ) ( ),� � .

Ñêîðèñòàâøèñü âëàñòèâîñòÿìè Q ³ R 0 , îòðèìàºìî

� �1 0( , , )
~

( , , ) ( , )y x u y x u y ut� R L , (33)

äe
~

( , , ) ( , , ) ( , )L = L Lt t ty x u y x u y u� . (34)

Âðàõîâóþ÷è (33), îñòàòî÷íî îòðèìóºìî ïðåäñòàâëåííÿ çàëèøêîâîãî ÷ëåíà

�	
L

x( ) ó (31):

� � � � �	
�
�

L tx x y u x y x u y u( ) ( ) ( , ) ( ) � ( , , ) ( , )� �2 L . (35)

Äàë³ îá÷èñëèìî ïðåäñòàâëåííÿ â (32):

L D D D Dt y u t y u ty u y u x x y u( , ) ( , ) [ ( ) ( ) ] ( , ) [ ], ,� � �� � � �
 
 
 
 ( , )y u ,

äe

D y

X

y dx a y x y y x u y� � � � �( ) ( )[ ( , ) ( ) ( , , ) ( )]� � � �� �

1

2

2

� � � ��a y y y u y( ) ( ) ( , ) ( )� � �
1

2

2 ,

Du t tu t G y u u, ( )( ) ( ) ( , ) ( )� � �
� � � .

Ç îñòàííüî¿ ð³âíîñò³ òà (35) âèïëèâàº (27).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâàº ç ìîäåëüíî¿ òåîðåìè

Êîðîëþêà [3] äëÿ êîìïåíñóþ÷îãî îïåðàòîð Lt x	 ( ) âèãëÿäó (27).

Êëþ÷îâîþ óìîâîþ º îáìåæåíí³ñòü çàëèøêîâîãî ÷ëåíà �L x( ) (35). Îá÷èñëè-

ìî ïðàâó ÷àñòèíó (35), à ïîò³ì îö³íèìî ïåðøó êîìïîíåíòó, à ñàìå

( ( )) ( ) ( , )
,

D Gy t
x x y u2

2
	 � .

Çàóâàæèìî, ùî îïåðàòîð G
t

x
,

( )
2

	 çà âèêîíàííÿ óìîâè Êðàìåðà äëÿ ôóíêö³¿

ðîçïîä³ëó G t tx ( ), � 0, º ð³âíîì³ðíî îáìåæåíèì äëÿ x �X ³ íàï³âãðóïà D t s
t y x� 	
, ( )

º òàêîæ ð³âíîì³ðíî îáìåæåíîþ íà X äëÿ � ( , , ) ( ), ,y x u C R R� � �4 0 2 X . Äàë³

ïîä³ºìî îïåðàòîðîì ( ( ))D y x 2 íà ôóíêö³þ � ( , )y u . Âèêîðèñòîâóþ÷è (14), ìàºìî

D y x a y x y y x u y( )[ ( , ) ( ) ( , , ) ( )]� � �� �� � �
1

2

2

� � � �� � �a y x a y x y y x u y y( , ) [ ( , ) ( ) ( , , ) ( )]� � �
1

2

2

� � � �� ��
1

2

1

2

2 2� � � �( , , ) [ ( , ) ( ) ( , , ) ( )]y x u a y x y y x u y yy .
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Ç îñòàííüîãî ñï³ââ³äíîøåííÿ ìàºìî ð³âíîì³ðíó îáìåæåí³ñòü äëÿ ïåðøîãî

äîäàíêà äëÿ a y x C R( , ) ( ),� �2 0 X

| ( ( )) ( ) ( , ) |
,

D Gy t
x x y u C x2

2 1
	 � � � �	 ( � X . (36)

Àíàëîã³÷íî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî äëÿ (25) ìàºìî

| ( ) ( , ) |*� �2 2x y u C x� � �	 ( � X (37)

çà âèêîíàííÿ óìîâ (P1) ³ (P2) òåîðåìè 1. Â³äïîâ³äíî, âðàõîâóþ÷è (36) ³ (37),

ìàºìî

| ( ) ( , )|� �2 4x y u C x� � �	 ( �X (38)

çà óìîâ, íàêëàäåíèõ íà ôóíêö³¿ � 
( ), ( ), ( , , )t t G y x u .

Âðàõîâóþ÷è âèêîíàííÿ óìîâ (Ð1) òà (Ð2), îòðèìóºìî çã³äíî ç (25) îö³íêè

| ( ) ( , )|� �1 5x y u C x� � �	 ( � X , (39)

|
~

( , , ) ( , )|Lt y x u y u C x� � � �	 ( �6 X . (40)

Îòæå, âèêîðèñòîâóþ÷è (35), (38)–(40), îäåðæóºìî ð³âíîì³ðíó îáìåæåí³ñòü

çàëèøêîâîãî ÷ëåíà �	
L

x( ):

| ( ) ( , )|� �	
L

x y u C x� � �	 ( �7 X . (41)

Äàë³ ïîâåðíåìîñü äî ìîäåëüíî¿ òåîðåìè Êîðîëþêà [3], à ñàìå äî âèêîíàííÿ

óìîâ ö³º¿ òåîðåìè: Ñ1, Ñ2, Ñ3, Ñ4 ([3], ñòîð. 197). Âèêîíàííÿ óìîâè C1 äåòàëüíî

ðîçãëÿíóòî â [2]. Óìîâà C2 âèêîíóºòüñÿ çã³äíî ç ïðåäñòàâëåííÿì �	 ( , , )y x u .

Âðàõîâóþ÷è (41), îòðèìóºìî óìîâó C3. Âèêîíàííÿ óìîâè C4 âèïëèâàº ç ïîñòà-

íîâêè çàäà÷³. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìóºìî òâåðäæåííÿ òåîðåìè 1.

Òåîðåìà 2. Íåõàé âèêîíàíî óìîâè (A1), (A2), (P1), (P3) äëÿ çàäà÷³ êåðóâàí-

íÿ (4), (5). Êð³ì öüîãî, ôóíêö³ÿ Ëÿïóíîâà V y u( , ) ð³âíÿííÿ

du

dt
G y uu� � ( , ) (42)

çàäîâîëüíÿº óìîâó åêñïîíåíö³éíî¿ ñò³éêîñò³

� � � �G y u V y u cV y uu u( , ) ( , ) ( , ), c � 0, (Ñ1)

òà óìîâó

| ( , , ) [
~

( , , ) ( , )] | (( ) ( )� � � � � �
 
t t u uG y x u G y x u V y u c VR0 1 1 ( , ))y u . (Ñ2)

Ïðèïóñòèìî äîäàêîâî âèêîíàííÿ óìîâ Ë³ïøèöÿ

| ( , , ) ( , )| ( ),( )� � � � �
 
t uG y x u G y u c t c2 2 0, (L)

òà

� � 
( ) , ( ) ( ) ,t dt t t dt t

t t0 0

0 0

	 	


 
� 	 � 	 � , (F)

äëÿ �( )t òà 
( )t . Òîä³ äëÿ êîæíîãî äîñòàòíüî ìàëîãî 	 äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³

êåðóâàííÿ (5), (6) ³ äîâ³ëüíîãî çíà÷åííÿ ïðîöåñó y âèêîíóºòüñÿ

P lim{ ( ) ( )}
	

	

�
� �

0
1u t u y .
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Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ãåíåðàòîð Du t x, ( ) ó âèãëÿä³ (15) íà çáóðåí³é

ôóíêö³¿ Ëÿïóíîâà

V y x u V y u V y x u	 	( , , ) ( , ) ( , , )� � 1 .

Ðîçâ’ÿçàííÿ ïðîáëåìè ñèíãóëÿðíîãî çáóðåííÿ â ñõåì³ ëåìè 4 äàº ãðàíè÷íå

ïðåäñòàâëåííÿ

D D R Du t u t u tx V y x u V y u x y x u, , ,( ) ( , , ) ( , ) ( )
~

( , , )	 	 		 �� � 2 0 V y u( , ) , (43)

äe
~

( , , ) ( ), , ,D D Du t u t u ty x u x	 	� � .

Âðàõîâóþ÷è óìîâè (C1), (C2), (L) òåîðåìè 2, îòðèìóºìî îö³íêè äëÿ (43)

Du t x V y u c t V y u t t c V y u,
*( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ( , ))	 � � 
� � � �0 1 .

Êðàéíÿ íåð³âí³ñòü ³ óìîâà (F) äàº ìîæëèâ³ñòü çàñòîñóâàòè òåîðåìó Íåâåëü-

ñîíà–Õàñüì³íñüêîãî [11] ³ öèì äîâåäåííÿ òåîðåìè 2 çàâåðøåíå.

Íàñë³äîê 1. Òåîðåìà 2 âèçíà÷àº àëãîðèòì çàäà÷³ êåðóâàííÿ (1), (3), à ñàìå:

äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ ïðîöåñó y ³ äëÿ êîæíîãî ñòàíó íàï³âìàðêîâñüêîãî ïðîöå-

ñó x çíàõîäèìî êåðóâàííÿ â óìîâàõ ñòîõàñòè÷íî¿ îïòèì³çàö³¿ (5).

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ãîëîâíèì ðåçóëüòàòîì äîñë³äæåííÿ º òåîðåìà 1, â ÿê³é âñòàíîâëåíî ñëàáêó

çá³æí³ñòü åâîëþö³éíî¿ ñèñòåìè ó âèãëÿä³ äèôóç³éíîãî ïðîöåñó â óìîâàõ âè-

ïàäêîâîãî ñåðåäîâèùà — íàï³âìàðêîâñüêîãî ïðîöåñó, à òàêîæ âèãëÿä ãðàíè÷-

íîãî ãåíåðàòîðà. Íà â³äì³íó â³ä âèïàäêîâîãî ñåðåäîâèùà ó âèãëÿä³ ìàðêî-

âñüêîãî ïðîöåñó, çàñòîñîâàíî ³íø³ òåõí³êè, ÿê³ ´ðóíòóþòüñÿ íà âèêîðèñòàíí³

àñèìïòîòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé êîìïåíñóþ÷îãî îïåðàòîðà. Êð³ì òîãî, ç’ÿâ-

ëÿºòüñÿ ìîæëèâ³ñòü çàñòîñóâàííÿ öèõ òåõí³ê äî åâîëþö³éíî¿ ñèñòåìè ç ³ìïó-

ëüñíèìè çáóðåííÿìè ó íåêëàñè÷íèõ ñõåìàõ àïðîêñèìàö³¿. Îòðèìàí³ ðåçóëüòà-

òè º ÷åðãîâèì âàæëèâèì êðîêîì ðîçâèòêó òåîð³¿ âèïàäêîâèõ åâîëþö³é ç âèêî-

ðèñòàííÿì âèïàäêîâîãî ñåðåäîâèùà òà ñõåì àïðîêñèìàö³¿.
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Y.M. Chabanyuk, A.V. Nikitin, U.T. Khimka
AVERAGING IN THE CONTROL PROBLEM FOR THE DIFFUISON
TRANSFER PROCESS WITH SEMI-MARKOV SWITCHES

Abstract. The limit generators were constructed for the system of stochastic differential
equations with semi-Markov switches and diffusion perturbance under the conditions of the
existence of a single equilibrium point of the performance criterion. Assuming the existence of
a single control on each interval, we solve a two-level problem. The article examines how the
behavior of the limit process depends on the pre-limit normalization of the stochastic system in
the ergodic semi-Markov environment.
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