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×ÅÁÈØÎÂÑÜÊÅ ÍÀÁËÈÆÅÍÍß ÔÓÍÊÖ²¯ ÁÀÃÀÒÜÎÕ ÇÌ²ÍÍÈÕ
Ç Â²ÄÒÂÎÐÅÍÍßÌ ÇÍÀ×ÅÍÜ ÔÓÍÊÖ²¯ ÒÀ ¯¯ ×ÀÑÒÈÍÍÈÕ ÏÎÕ²ÄÍÈÕ

Àíîòàö³ÿ. Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ïîáóäîâè ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ äèñêðåòíî¿ ôóíêö³¿
áàãàòüîõ çì³ííèõ ç â³äòâîðåííÿì ¿¿ çíà÷åíü ³ çíà÷åíü ¿¿ ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ ó çàäàíèõ
òî÷êàõ. Ìåòîä ´ðóíòóºòüñÿ íà ïîáóäîâ³ ãðàíè÷íîãî ñåðåäíüîñòåïåíåâîãî íàáëèæåííÿ
ç â³äïîâ³äíèìè ³íòåðïîëÿö³éíèìè óìîâàìè. Äëÿ ïîáóäîâè ñåðåäíüîñòåïåíåâîãî íàáëèæåí-
íÿ âèêîðèñòàíî ³òåðàö³éíó ñõåìó íà îñíîâ³ ìåòîäó íàéìåíøèõ êâàäðàò³â ç³ çì³ííîþ âàãî-
âîþ ôóíêö³ºþ. Ïîäàí³ ðåçóëüòàòè íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ îäí³º¿ çì³ííî¿ ï³äòâåðäæóþòü âè-
êîíàííÿ õàðàêòåðèñòè÷íî¿ âëàñòèâîñò³ ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ ç â³äòâîðåííÿì çíà÷åíü
ôóíêö³¿ òà çíà÷åíü ¿¿ ïîõ³äíèõ ó çàäàíèõ òî÷êàõ. Íàâåäåí³ òåñòîâ³ ïðèêëàäè çàñâ³ä÷óþòü
øâèäêó çá³æí³ñòü çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ÷åáèøîâñüêå íàáëèæåííÿ, ÷åáèøîâñüêå íàáëèæåííÿ ç óìîâîþ, ôóíêö³¿
áàãàòüîõ çì³ííèõ, ñåðåäíüîñòåïåíåâå íàáëèæåííÿ, ìåòîä íàéìåíøèõ êâàäðàò³â, çì³ííà
âàãîâà ôóíêö³ÿ, ÷àñòèíí³ ïîõ³äí³.

ÂÑÒÓÏ

×åáèøîâñüêå íàáëèæåííÿ ôóíêö³é ç â³äòâîðåííÿì çíà÷åíü ïîõ³äíèõ ðîçãëÿíóòî
ó ïðàöÿõ [1–4]. Ó ïðàö³ [5] âñòàíîâëåíî õàðàêòåðèñòè÷íó âëàñòèâ³ñòü ÷åáèøî-
âñüêîãî íàáëèæåííÿ ôóíêö³é îäí³º¿ çì³ííî¿ ç â³äòâîðåííÿì çíà÷åíü ôóíêö³¿ òà
ïîõ³äíèõ â çàäàíèõ òî÷êàõ, à òàêîæ íàâåäåíî åôåêòèâí³ àëãîðèòìè îá÷èñëåííÿ
ïàðàìåòð³â öüîãî íàáëèæåííÿ çà ñõåìîþ Ðåìåçà. Ó ö³é ïðàö³ çàïðîïîíîâàíî
ìåòîä ïîáóäîâè ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ áàãàòüîõ çì³ííèõ óçàãàëü-
íåíèì ïîë³íîìîì ³ç â³äòâîðåííÿì çíà÷åíü ôóíêö³¿ òà ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ ó çà-
äàíèõ òî÷êàõ. Öåé ìåòîä ´ðóíòóºòüñÿ íà ïîáóäîâ³ ãðàíè÷íîãî ñåðåäíüîñòåïåíå-
âîãî íàáëèæåííÿ ç â³äïîâ³äíèìè ³íòåðïîëÿö³éíèìè óìîâàìè.

Çàäà÷à ïîáóäîâè ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ ôóíêö³é ç â³äòâîðåííÿì çíà÷åíü

ôóíêö³¿ òà ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ âèíèêàº òîä³, êîëè ÷åðåç òåõí³÷í³ âèìîãè ïîòð³áíî, ùîá

àïðîêñèìàö³éíèé âèðàç ó ïåâíèõ òî÷êàõ â³äòâîðþâàâ çíà÷åííÿ äåÿêî¿ çàäàíî¿

ôóíêö³îíàëüíî¿ çàëåæíîñò³ òà øâèäê³ñòü çì³íè ¿¿ çíà÷åíü. Òàê³ çàäà÷³ òðàïëÿþòüñÿ,

çîêðåìà, ï³ä ÷àñ ïðîºêòóâàííÿ âèì³ðþâàëüíèõ ïðèëàä³â, ó ÿêèõ ïåâíîìó çíà÷åííþ

âèõ³äíîãî ñèãíàëó ñåíñîðà ìàº â³äïîâ³äàòè êîíêðåòíå çíà÷åííÿ âèì³ðþâàíî¿ âåëè÷èíè é

çàáåçïå÷óºòüñÿ â³äïîâ³äíà ÷óòëèâ³ñòü [5], ó ðàç³ îïèñó ïåðåäàâàëüíèõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåì

àâòîìàòèçîâàíîãî êåðóâàííÿ [6, 7] òîùî. Ïîòðåáà ó íàáëèæåíí³ ôóíêö³é ç â³äòâîðåííÿì

çíà÷åíü ôóíêö³¿ òà ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ âèíèêàº òàêîæ ï³ä ÷àñ âñòàíîâëåííÿ

ôóíêö³îíàëüíèõ çàëåæíîñòåé äëÿ ïî÷àòêîâèõ óìîâ ó çàäà÷àõ ³ç çàï³çíåííÿìè [8, 9].

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×²
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äå � i X( ) , i m� 0, , — ñèñòåìà ë³í³éíî íåçàëåæíèõ íåïåðåðâíèõ òà äèôå-

ðåíö³éîâíèõ íà D ä³éñíèõ ôóíêö³é, ai , i m� 0, , — íåâ³äîì³ ïàðàìåòðè:
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º íàéìåíøîþ ìîæëèâîþ íà ìíîæèí³ òî÷îê �.

Êëàñ ïîë³íîì³â F a Xm ( ; ) , ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (3), (4), õàðàêòåðè-

çóºòüñÿ äåÿêîþ ìíîæèíîþ ïàðàìåòð³â ( )*A A� , äëÿ ÿêèõ öÿ óìîâà

ñïðàâäæóºòüñÿ. ßêùî ³ñíóº òî÷êà a A* *� , äëÿ ÿêî¿ äîñÿãàºòüñÿ òî÷íà íèæíÿ

ìåæà íàéá³ëüøî¿ ïîõèáêè àïðîêñèìàö³¿ � ( )a

� �( ) ( )*

*
a a

A
� inf ,

òî âèðàç F a Xm ( ; )* íà ìíîæèí³ òî÷îê � º ÷åáèøîâñüêèì íàáëèæåííÿì

ôóíêö³¿ f X( ) , ÿêå ó òî÷êàõ ï³äìíîæèíè U â³äòâîðþº çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ òà ¿¿

÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ (3).

Çàäà÷³ íàáëèæåííÿ ôóíêö³é ç ³íòåðïîëÿö³éíèìè óìîâàìè áóëè ïðåäìåòîì
äîñë³äæåííÿ áàãàòüîõ â÷åíèõ [2–4]. Ó ìîíîãðàô³¿ [10] ðîçãëÿíóòî çàäà÷³ àïðîê-
ñèìàö³¿ ôóíêö³é ç óìîâàìè ó âèãëÿä³ íåð³âíîñòåé. ×åáèøîâñüêå íàáëèæåííÿ ç
³íòåðïîëÿö³éíîþ óìîâîþ ìàº ïåâí³ îñîáëèâîñò³. Ó ðàç³ íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿
îäí³º¿ çì³ííî¿ àëüòåðíàíñíà âëàñòèâ³ñòü ùîäî ÷åðãóâàííÿ çì³íè çíàêó â òî÷êàõ
àëüòåðíàíñó íå çàâæäè âèêîíóºòüñÿ. Íà öþ îñîáëèâ³ñòü âêàçàíî ó íèçö³ ïðàöü,
çîêðåìà â [3, 11–14]. Ó [15] âñòàíîâëåíî, ùî ÷åáèøîâñüêå íàáëèæåííÿ ç ³íòåðïî-
ëÿö³éíîþ óìîâîþ õàðàêòåðèçóºòüñÿ çá³ãîì çíàê³â ïîõèáêè íàáëèæåííÿ â òî÷êàõ
àëüòåðíàíñó, ñóñ³äí³õ ç òî÷êîþ ³íòåðïîëþâàííÿ. Öÿ õàðàêòåðèñòè÷íà âëàñòèâ³ñòü
÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ ç ³íòåðïîëþâàííÿì ï³äòâåðäæåíà ïîáóäîâîþ òàêîãî
÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ äëÿ ôóíêö³é áàãàòüîõ çì³ííèõ [16–18].

Õàðàêòåðèñòè÷íó âëàñòèâ³ñòü ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ ôóíêö³é îäí³º¿

çì³ííî¿ ç ³íòåðïîëþâàííÿì çíà÷åíü ôóíêö³¿ òà ¿¿ ïîõ³äíèõ âñòàíîâëåíî

ó ïðàö³ [5]. Ó í³é òàêîæ çàïðîïîíîâàíî ìåòîäè ïîáóäîâè òàêîãî ÷åáèøîâñüêîãî
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íàáëèæåííÿ ç âèêîðèñòàííÿì ñõåìè Ðåìåçà [19] ç â³äïîâ³äíî ìîäèô³êîâàíèì

àëãîðèòìîì óòî÷íåííÿ íàáëèæåííÿ äî òî÷îê ÷åáèøîâñüêîãî àëüòåðíàíñó.

Ó ö³é ñòàòò³ çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ïîáóäîâè ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ

ôóíêö³é áàãàòüîõ çì³ííèõ ç ³íòåðïîëþâàííÿì çíà÷åíü ôóíêö³¿ òà ¿¿ ÷àñòèííèõ

ïîõ³äíèõ ÿê ãðàíè÷íîãî íàáëèæåííÿ ó íîðì³ ïðîñòîðó L p çà óìîâè p � �. Öåé

ìåòîä ïîëÿãàº ó ïîñë³äîâí³é ïîáóäîâ³ ñåðåäíüîñòåïåíåâèõ íàáëèæåíü ç â³ä-

òâîðåííÿì çíà÷åíü ôóíêö³¿ òà ¿¿ ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ ó çàäàíèõ òî÷êàõ. Ãðàíè÷íå

çíà÷åííÿ íîðìè || ||�
E

p çà óìîâè p � �, àíàëîã³÷íî äî íîðìè ïðîñòîðó L p çà

óìîâè p � �, â³äïîâ³äàº íîðì³ ó ïðîñòîð³ íåïåðåðâíèõ ôóíêö³é || ||� Ñ [2, 19].

ÎÁ×ÈÑËÅÍÍß ÏÀÐÀÌÅÒÐ²Â ×ÅÁÈØÎÂÑÜÊÎÃÎ ÍÀÁËÈÆÅÍÍß ÔÓÍÊÖ²É ÁÀÃÀÒÜÎÕ
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Ìåòîä ïîáóäîâè ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ òàáëè÷íî çàäàíèõ ôóíêö³é

áàãàòüîõ çì³ííèõ ç ³íòåðïîëþâàííÿì çíà÷åíü ôóíêö³¿ òà ¿¿ ÷àñòèííèõ

ïîõ³äíèõ ´ðóíòóºòüñÿ íà ³äå¿ ïîñë³äîâíîãî îá÷èñëåííÿ ñåðåäíüîñòåïåíåâîãî

íàáëèæåííÿ ç â³äïîâ³äíîþ óìîâîþ ùîäî â³äòâîðåííÿ çíà÷åíü ôóíêö³¿ òà ¿¿

÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ ó ïðîñòîð³ E p äëÿ p � 2 3 4, , , . . . [17, 20]. Ïîêàæåìî ñóòü

öüîãî ìåòîäó íà ïðèêëàä³ îá÷èñëåííÿ ïàðàìåòð³â íàáëèæåííÿ âèðàçîì

F a Xm ( ; ) ç ³íòåðïîëþâàííÿì çíà÷åíü ôóíêö³¿ òà ¿¿ ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ ëèøå

â îäí³é òî÷ö³ U1 ç óðàõóâàííÿì çíà÷åííÿ ÷àñòèííî¿ ïîõ³äíî¿ çà çì³ííîþ x1.

Íåõàé äëÿ ôóíêö³¿ f X( ) íà ìíîæèí³ òî÷îê � ³ñíóº ÷åáèøîâñüêå

íàáëèæåííÿ ïîë³íîìîì F a Xm ( ; ) ç â³äòâîðåííÿì çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ òà ¿¿

÷àñòèííî¿ ïîõ³äíî¿ çà çì³ííîþ x1 â òî÷ö³ U1. Äëÿ ïîáóäîâè òàêîãî

÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ çàñòîñóºìî ìåòîä ïîñë³äîâíèõ ñåðåäíüîñòåïåíåâèõ
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Âèðàç F à Õm ( ; ) îòðèìàíî ç ïîë³íîìà (1) ç óðàõóâàííÿì ³íòåðïîëÿö³éíî¿ óìî-

âè (2), (3) ùîäî â³äòâîðåííÿ çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ f X( ) ³ çíà÷åííÿ ¿¿ ÷àñòèííî¿

ïîõ³äíî¿ çà çì³ííîþ x1 ó òî÷ö³ U1. Âðàõóâàííÿ ö³º¿ óìîâè ïîëÿãàº ó âèëó÷åíí³

ïàðàìåòð³â a0 ³ a1 ç ïîë³íîìà (1). Âèëó÷åííÿ ïàðàìåòðà a0 çä³éñíåíî çà ïðè-

ïóùåííÿ, ùî �0 1( )U íå äîð³âíþº íóëåâ³, à âèëó÷åííÿ a1 — çà ïðèïóùåííÿ,

ùî çíà÷åííÿ ÷àñòèííî¿ ïîõ³äíî¿ çà çì³ííîþ x1 ó òî÷ö³ U1 íå äîð³âíþº íóëåâ³.

Ï³ä ÷àñ ïðàêòè÷íî¿ ðåàë³çàö³¿ âèëó÷åííÿ ïàðàìåòð³â a0 ³ a1, àíàëîã³÷íî äî ìå-

òîäó Ãàóñà ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñèñòåì ë³í³éíèõ ð³âíÿíü ç âèáîðîì ãîëîâíîãî åëå-

ìåíòà, äëÿ çàáåçïå÷åííÿ ñò³éêîñò³ îá÷èñëþâàëüíîãî ïðîöåñó äîö³ëüíî âèëó÷àòè

ïàðàìåòð ( , )i m� 0 , êîåô³ö³ºíò á³ëÿ ÿêîãî º íàéá³ëüøèì çà ìîäóëåì.

Âèêîðèñòàííÿ ïîë³íîìà âèãëÿäó (5) äàº ìîæëèâ³ñòü çâåñòè çàäà÷ó

÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ âèðàçîì (1) ç ³íòåðïîëþâàííÿì çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ òà

¿¿ ÷àñòèííî¿ ïîõ³äíî¿ äî çàäà÷³ ïîáóäîâè ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿

f X( ) íà ìíîæèí³ òî÷îê � �u U� \ 1 ïîë³íîìîì F à Õm ( ; ) â³äíîñíî íåâ³äîìèõ
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ïàðàìåòð³â ai ( , )i m� 2 . Äëÿ îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü öèõ ïàðàìåòð³â âèêîðèñòàºìî

³òåðàö³éíó ñõåìó íà îñíîâ³ ìåòîäó íàéìåíøèõ êâàäðàò³â

� p m p

X
à À

Õ f Õ F à Õ

u



�

�

 � ���� 2

2( )( ( ) ( ; )) min,

�

, p � 2 3 4, , , . . . (6)

ç ïîñë³äîâíèì óòî÷íåííÿì çíà÷åíü âàãîâî¿ ôóíêö³¿ [20]

�0 1( )X � , � � �r r r i

i

r

X X X X X( ) ( )| ( ) | ( ) | ( ) |� �

�

�1 0

1

� � , (7)

r p� 
1 2, ,� ,

äå � k m kÕ f X F à Õ( ) ( ) ( ; ),� 
 �1 , k r�1, , F à Õm k, ( ; ) — íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿

f X( ) âèðàçîì (5) ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó íàéìåíøèõ êâàäðàò³â ç âàãîâîþ

ôóíêö³ºþ � k X
2 ( ) íà ìíîæèí³ òî÷îê � u , ÿêå â³äïîâ³äàº ñåðåäíüîñòåïåíåâî-

ìó íàáëèæåííþ ñòåïåíÿ k.

Ïîáóäîâà ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ f X( ) ïîëÿãàº ó ïîñë³äîâíîìó

îá÷èñëåíí³ ñåðåäíüîñòåïåíåâèõ íàáëèæåíü f X( ) âèðàçîì F à Õm ( ; ) äëÿ

p � 2 3 4, , , . . . . ²òåðàö³éíèé ïðîöåñ (6) ç âàãîâîþ ôóíêö³ºþ (7) çàáåçïå÷óº

ïîñë³äîâíå îòðèìàííÿ ñåðåäíüîñòåïåíåâèõ íàáëèæåíü F à Õm p, ( ; ) , p � 2 3 4, , , . . . ,

ôóíêö³¿ f X( ) ó ïðîñòîð³ E p , ÿê³ â³äïîâ³äíî äî [19, 20] çá³ãàþòüñÿ äî

÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ.

Çàâåðøåííÿ ³òåðàö³é (6) ìîæíà êîíòðîëþâàòè äîñÿãíåííÿì äåÿêî¿ çàäàíî¿

òî÷íîñò³ �

| |� � ��p p p
 
 �1 , (8)

äå

� p
X

m p
u

f Õ F à Õ� 

�

max | ( ) ( ; ) |,
�

.

Ó ðàç³ âèêîíàííÿ óìîâè (8) ÷åáèøîâñüêå íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ f X( ) , çàäàíî¿

íà ìíîæèí³ òî÷îê X ��, ç â³äòâîðåííÿì çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ f X( ) ³ çíà÷åííÿ ¿¿

÷àñòèííî¿ ïîõ³äíî¿ çà çì³ííîþ x1 ó òî÷ö³ U1 ïîë³íîìîì (1) áóäå ìàòè âèãëÿä

F à Õ F à Õm m p( ; ) ( ; ),� . (9)

Â³äïîâ³äíî äî [20] ïîñë³äîâíå óòî÷íåííÿ çíà÷åíü âàãîâî¿ ôóíêö³¿ (7) ç óðà-
õóâàííÿì ïîõèáîê â³äòâîðåííÿ çíà÷åíü ôóíêö³¿ f X( ) çà ðåçóëüòàòàìè âñ³õ ïî-
ïåðåäí³õ íàáëèæåíü ìåòîäîì íàéìåíøèõ êâàäðàò³â (6) çàáåçïå÷óº çá³æí³ñòü ³òå-
ðàö³éíî¿ ñõåìè (6), (7) ï³ä ÷àñ îá÷èñëåííÿ ñåðåäíüîñòåïåíåâèõ íàáëèæåíü
ç ³íòåðïîëþâàííÿì ó òî÷ö³ U1 çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ òà ¿¿ ÷àñòèííî¿ ïîõ³äíî¿. Øëÿ-
õîì çàäàííÿ çíà÷åííÿ � ó (8) ìîæíà äîñÿãíóòè ïîòð³áíî¿ òî÷íîñò³ îá÷èñëåííÿ
ïàðàìåòð³â òàêîãî ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ.

Îá÷èñëåííÿ ïàðàìåòð³â ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ óçàãàëüíåíèì ïîë³íî-
ìîì (1) ç ³íòåðïîëþâàííÿì çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ òà ¿¿ ÷àñòèííî¿ ïîõ³äíî¿
â äåê³ëüêîõ òî÷êàõ ðåàë³çóþòü çà àíàëîã³÷íîþ ñõåìîþ. Çà òàêîþ ñàìîþ ñõåìîþ
ðåàë³çóþòü ³ ïîáóäîâó ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ ç â³äòâîðåííÿì çíà÷åíü ÷àñ-
òèííèõ ïîõ³äíèõ âèùîãî ïîðÿäêó, à òàêîæ çì³øàíèõ ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ. Ó öèõ
âèïàäêàõ ï³ä ÷àñ ôîðìóâàííÿ ïîë³íîìà âèãëÿäó (5) ³ç ïîë³íîìà (1) ïîòð³áíî âè-
ëó÷èòè ïåâíó ê³ëüê³ñòü ïàðàìåòð³â â³äïîâ³äíî äî ê³ëüêîñò³ òî÷îê
³íòåðïîëþâàííÿ ³ çàäàíèõ çíà÷åíü ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ.

ÎÁ×ÈÑËÅÍÍß ÏÀÐÀÌÅÒÐ²Â ×ÅÁÈØÎÂÑÜÊÎÃÎ ÍÀÁËÈÆÅÍÍß ÔÓÍÊÖ²¯ ÁÀÃÀÒÜÎÕ
ÇÌ²ÍÍÈÕ Ç ²ÍÒÅÐÏÎËÞÂÀÍÍßÌ ÇÍÀ×ÅÍÜ ÔÓÍÊÖ²¯ ÒÀ ¯¯ ×ÀÑÒÈÍÍÈÕ ÏÎÕ²ÄÍÈÕ
Ç Â²ÄÍÎÑÍÎÞ ÏÎÕÈÁÊÎÞ

ßêùî íåïåðåðâíà ôóíêö³ÿ f X( ) íà ìíîæèí³ òî÷îê � íå íàáóâàº çíà÷åíü, ð³âíèõ

íóëåâ³, ³ äëÿ íå¿ ³ñíóº íåïåðåðâíà ÷àñòèííà ïîõ³äíà çà çì³ííîþ x1 ó òî÷ö³ U1,
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òî àíàëîã³÷íèì ìåòîäîì ìîæíà îá÷èñëèòè ÷åáèøîâñüêå íàáëèæåííÿ f X( )

ç ³íòåðïîëþâàííÿì çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ òà ¿¿ ÷àñòèííî¿ ïîõ³äíî¿ çà çì³ííîþ x1

ó òî÷ö³ U1 âèðàçîì (1) ç â³äíîñíîþ ïîõèáêîþ. Äëÿ ïîáóäîâè òàêîãî ÷åáè-

øîâñüêîãî íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ f X( ) çàñòîñîâóþòü ³òåðàö³éíó ñõåìó íà

îñíîâ³ ìåòîäó íàéìåíøèõ êâàäðàò³â (6) ç âàãîâîþ ôóíêö³ºþ

� � �r r r i

i

r

Õ Õ Õ X Õ( ) ( ) | ( ) | ( ) | ( ) |� �

�

�1 0

1

� � , r p� 
1 2, ,� , (10)

äå

�0 2

1
( )

( )
X

f X
� , �k

m k
X

f X F à Õ

f Õ
( )

( ) ( ; )

( )

,
�


 �1
, k r�1, , (11)

à F à Õm k, ( ; ) — íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ f X( ) âèðàçîì (5) ç âèêîðèñòàííÿì

ìåòîäó íàéìåíøèõ êâàäðàò³â ç âàãîâîþ ôóíêö³ºþ � k X
2 ( ) .

Ï³ä ÷àñ ïîáóäîâè íàáëèæåííÿ ç â³äíîñíîþ ïîõèáêîþ çàâåðøåííÿ ³òåðàö³é

çà ñõåìîþ (6) ç âàãîâîþ ôóíêö³ºþ (10) ìîæíà êîíòðîëþâàòè äîñÿãíåííÿì

äåÿêî¿ íåîáõ³äíî¿ òî÷íîñò³ � â³äïîâ³äíî äî óìîâè (8), â ÿê³é

� p
X

pX X
u

( ) max | ( ) |�
��

� ,

äå � p X( ) — ïîõèáêà (11) íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ f X( ) âèðàçîì F à Õm p, ( ; ) ,

îòðèìàíèì ìåòîäîì íàéìåíøèõ êâàäðàò³â (6) íà ( )p 
1 -é ³òåðàö³¿.

Ó ðåçóëüòàò³ øóêàíå íàáëèæåííÿ íåïåðåðâíî¿ ôóíêö³¿ f X( ) , çàäàíî¿ íà

ìíîæèí³ òî÷îê X �� , âèðàçîì (5) ç â³äíîñíîþ ïîõèáêîþ òà ³íòåðïîëþâàííÿì

çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ òà ¿¿ ÷àñòèííî¿ ïîõ³äíî¿ çà çì³ííîþ x1 ó òî÷ö³ U1 çá³ãàºòüñÿ ç

F à Õm p, ( ; ):

F a Õ F à Õm m p( ; ) ( ; ),� .

Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåííÿ ïàðàìåòð³â ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ ç â³ä-

òâîðåííÿì çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ f X( ) ³ çíà÷åíü ¿¿ ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ ó çàäàíèõ

òî÷êàõ óçàãàëüíåíèì ïîë³íîìîì (1) äëÿ òåñòîâèõ ïðèêëàä³â ï³äòâåðäæóþòü

øâèäêó çá³æí³ñòü ³òåðàö³éíîãî ïðîöåñó (6) ç âàãîâèìè ôóíêö³ÿìè (7) ³ (10) ï³ä

÷àñ íàáëèæåííÿ ôóíêö³é îäí³º¿, äâîõ òà òðüîõ çì³ííèõ.

Ïðèêëàä 1. Îá÷èñëèìî ïàðàìåòðè ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿

y x x x x x( ) .� � �0 11 + 2 + 3 2.5 .753 4 5 , çàäàíî¿ â òî÷êàõ xi , i � 0 40, , äå x ii � 005. ,

ïîë³íîìîì ÷åòâåðòîãî ñòåïåíÿ ç â³äòâîðåííÿì çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ òà ¿¿ ïîõ³äíî¿

ó òî÷ö³U x1 29 14� � . , â ÿê³é çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ äîð³âíþº 5.490712158, à çíà÷åííÿ ¿¿

ïîõ³äíî¿ ñòàíîâèòü 7.348227125.

Ç âèêîðèñòàííÿì çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó äëÿ � � 0003. çà 11 ³òåðàö³é (6)

äëÿ ôóíêö³¿ y x( ) îòðèìàíî ïîë³íîì

P a x x x4
20 1 0( ; ) � � 
.3459997278 .795836978 .4746464649 +

+1.67982163 .2729547137x x3 40
 , (12)

ÿêèé çàáåçïå÷óº àáñîëþòíó ïîõèáêó íàáëèæåííÿ 0.0312740427. Àíàëîã³÷íå

÷åáèøîâñüêå íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ y x( ) ïîë³íîìîì ÷åòâåðòîãî ñòåïåíÿ,

îá÷èñëåíå çà ³òåðàö³éíîþ ñõåìîþ Ðåìåçà ç óòî÷íåííÿì òî÷îê àëüòåðíàíñó çà

ìîäèô³êîâàíèì àëãîðèòìîì Âàëëå-Ïóññåíà [5]

P a x x x4
20( ; ) � � 
 �0.346964491 1.792646244 .4724033922 (13)

� 
1.6800949026 .2733826156x x3 40 ,
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çàáåçïå÷óº àáñîëþòíó ïîõèáêó

0.030736727. Ïåðåâèùåííÿ ïîõèáêè

íàáëèæåííÿ ïîë³íîìîì (12), ïî-

ð³âíÿíî ç ïîõèáêîþ íàáëèæåííÿ,

îòðèìàíîãî çà ñõåìîþ Ðåìåçà (13),

äîð³âíþº 0.00053731549, ùî ñòà-

íîâèòü 1.72%.

Êðèâó ïîõèáêè àïðîêñèìàö³¿

ôóíêö³¿ y x( ) ïîë³íîìîì (12) íàâå-

äåíî íà ðèñ. 1.

Íàâåäåíà íà ðèñ. 1 êðèâà ïî-

õèáêè íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ y x( )

ïîë³íîìîì (12) â³äïîâ³äàº õàðàê-

òåðèñòè÷í³é âëàñòèâîñò³ ÷åáèøîâ-

ñüêîãî íàáëèæåííÿ ç ³íòåðïîëþâàííÿì çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ òà ¿¿ ïîõ³äíî¿ â çàäàí³é

òî÷ö³ [5]. Â³äïîâ³äíî äî õàðàêòåðèñòè÷íî¿ âëàñòèâîñò³ ÷åáèøîâñüêîãî íàáëè-

æåííÿ ç â³äòâîðåííÿì çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ òà çíà÷åííÿ ¿¿ ïîõ³äíèõ [5] ê³ëüê³ñòü

òî÷îê àëüòåðíàíñó t âèçíà÷àºòüñÿ ôîðìóëîþ

t m u� � 
2 , (14)

äå ( )m �1 — ê³ëüê³ñòü íåâ³äîìèõ ïàðàìåòð³â ïîë³íîìà (1), à u — ê³ëüê³ñòü

â³äòâîðþâàíèõ çíà÷åíü ôóíêö³¿ òà ¿¿ ïîõ³äíèõ. Çíàêè ïîõèáêè íàáëèæåííÿ

â òî÷êàõ àëüòåðíàíñó, ñóñ³äí³õ ç òî÷êîþ óìîâè, çá³ãàþòüñÿ ó òîìó ðàç³, êîëè

çä³éñíþþòü â³äòâîðåííÿ ëèøå çíà÷åííÿ ôóíêö³¿. Ó ðàç³ â³äòâîðåííÿ çíà÷åííÿ

ôóíêö³¿ òà çíà÷åííÿ ¿¿ ïîõ³äíî¿ çíàêè ïîõèáîê áóäóòü ð³çíèìè. Ï³ä ÷àñ

â³äòâîðåííÿ çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ òà ¿¿ ïåðøî¿ ³ äðóãî¿ ïîõ³äíèõ çíàêè ïîõèáêè

â òî÷êàõ àëüòåðíàíñó, ñóñ³äí³õ ç òî÷êîþ óìîâè, çíîâó çá³ãàòèìóòüñÿ òîùî.

Îòæå, â³äïîâ³äíî äî (14) êðèâà ïîõèáêè ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿

y x( ) ïîë³íîìîì (12) ìàº ÷îòèðè åêñòðåìàëüí³ òî÷êè, â ÿêèõ äîñÿãàº íàéá³ëüøîãî

çà ìîäóëåì â³äõèëåííÿ. Çíà÷åííÿ ìîäóë³â öèõ â³äõèëåíü çá³ãàþòüñÿ â ìåæàõ

çàäàíî¿ òî÷íîñò³ îá÷èñëåííÿ. Çíàê â³äõèëåíü ó öèõ òî÷êàõ ÷åðãóºòüñÿ:

(0, – 0.0302258228), (0.15, 0.0312740427),

(0.7, – 0.030915442), (2, 0.02963250). (15)

Ó òî÷ö³ óìîâè U1 14� . çíà÷åííÿ ïîõèáêè äîð³âíþº íóëåâ³. Åêñòðåìàëüí³

òî÷êè (15) çá³ãàþòüñÿ ç òî÷êàìè àëüòåðíàíñó, îòðèìàíèìè ï³ä ÷àñ íàáëè-

æåííÿ (13) ôóíêö³¿ y x( ) çà ñõåìîþ Ðåìåçà. Ó äðóã³é åêñòðåìàëüí³é òî÷ö³ (15)

ñïîñòåð³ãàºòüñÿ äåùî á³ëüøå çà ìîäóëåì çíà÷åííÿ ïîõèáêè íàáëèæåííÿ. Äëÿ

äîñÿãíåííÿ êðàùîãî âèð³âíþâàííÿ çíà÷åíü ìîäóë³â ïîõèáîê íàáëèæåííÿ

â åêñòðåìàëüíèõ òî÷êàõ ìîæíà ï³äâèùèòè òî÷í³ñòü îá÷èñëåííÿ

÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ, çìåíøèâøè çíà÷åííÿ � â óìîâ³ (8).

×åáèøîâñüêå íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ y x( ) ç òî÷í³ñòþ � � 0000003. îòðèìàíî çà

161 ³òåðàö³þ çà ñõåìîþ (6)

P a x x x4
203469479955 179293401 0 4728956472( ; ) . . .� � 
 �

� 
1680381463 027343677833 4. .x x . (16)

Öåé ïîë³íîì çàáåçïå÷óº àáñîëþòíó ïîõèáêó íàáëèæåííÿ 0.03076581. Ïîõèáêà

íàáëèæåííÿ (16) â åêñòðåìàëüíèõ òî÷êàõ íàáóâàº òàêèõ çíà÷åíü:

(0, – 0.0307202295), (0.15, 0.0.0307201814),

(0.7, – 0.03076581), (2, 0.03072127).
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Ðèñ. 1. Ãðàô³ê ïîõèáêè ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ
ôóíêö³¿ y x( ) ïîë³íîìîì (12) ç ³íòåðïîëþâàííÿì
çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ òà ¿¿ ïîõ³äíî¿ ó òî÷ö³ U1 14� .



Ç ï³äâèùåííÿì òî÷íîñò³ � îá÷èñëåííÿ íàáëèæåííÿ ïîë³íîìîì ÷åòâåðòîãî

ñòåïåíÿ åêñòðåìàëüí³ òî÷êè íå çì³íèëèñÿ, à çíà÷åííÿ ìîäóë³â ïîõèáêè

íàáëèæåííÿ â öèõ òî÷êàõ ìàéæå âèð³âíÿëèñÿ. Ïåðåâèùåííÿ ïîõèáêè

íàáëèæåííÿ ïîë³íîìîì (16) ïîð³âíÿíî ç ïîõèáêîþ íàáëèæåííÿ, îòðèìàíîãî

çà ñõåìîþ Ðåìåçà (13), äîð³âíþº 0.000029083, ùî ñòàíîâèòü 0.095%.

×åáèøîâñüêå íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ y x( ) ïîë³íîìîì ÷åòâåðòîãî ñòåïåíÿ ç

â³äòâîðåííÿì çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ òà ¿¿ ïîõ³äíî¿ ó òî÷ö³ U1 14� . ç â³äíîñíîþ

ïîõèáêîþ ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó (6) ç âàãîâîþ ôóíêö³ºþ (10) äëÿ � � 0003.

îòðèìàíî çà 11 ³òåðàö³é. Ïîë³íîì

P a x x x4
20 1( ; ) .� � 
325307492 2.247495549 .674641846 +

+2.732950235 .5721591318x x3 40
 (17)

çàáåçïå÷óº â³äíîñíó ïîõèáêó íàáëèæåííÿ 3.08656%. Àíàëîã³÷íå íàáëèæåííÿ

ôóíêö³¿ y x( ) , îòðèìàíå çà ³òåðàö³éíîþ ñõåìîþ Ðåìåçà ç óòî÷íåííÿì òî÷îê

àëüòåðíàíñó çà ìîäèô³êîâàíèì àëãîðèòìîì Âàëëå–Ïóññåíà [5]

P a x x x4
2032560630186 225435001 1717400858( ; ) . . .� � 
 � (18)

� 
2 783107668 058874576593 4. .x x ,

çàáåçïå÷óº â³äíîñíó ïîõèáêó 2.96575%.

Ãðàô³ê â³äíîñíî¿ ïîõèáêè íàáëèæåííÿ (17) òàêîæ â³äïîâ³äàº õàðàêòåðíèì

îçíàêàì ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ ç â³äòâîðåííÿì ôóíêö³¿ òà ¿¿ ïîõ³äíî¿ â

òî÷ö³ U1 14� . [5]. Â åêñòðåìàëüíèõ òî÷êàõ â³äíîñíà ïîõèáêà íàáëèæåííÿ (17)

íàáóâàëà òàêèõ çíà÷åíü (ó â³äñîòêàõ):

(0, – 2.871261469), (0.05, 3.086562116), (19)

(0.45, – 3.073698013), (2, 2.775857107).

Ïðè öüîìó íå âñ³ åêñòðåìàëüí³ òî÷êè (19) íàáëèæåííÿ (17) çá³ãàþòüñÿ

ç òî÷êàìè àëüòåðíàíñó íàáëèæåííÿ (18), à ñàìå, òðåòÿ òî÷êà àëüòåðíàíñó

çíàõîäèòüñÿ â x9 0 4� . , òîä³ ÿê òðåòÿ åêñòðåìàëüíà òî÷êà íàáëèæåííÿ (17)

çàõîäèòüñÿ â x10 0 45� . .

Äëÿ çìåíøåííÿ ðîçêèäó çíà÷åíü ìîäóë³â â³äõèëåíü â åêñòðåìàëüíèõ

òî÷êàõ (19) îá÷èñëåíî íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ y x( ) ç òî÷í³ñòþ � � 0000007. . Çà 132

³òåðàö³¿ (6) îòðèìàíî ïîë³íîì

P a x x x4
20 1( ; ) .� � 
32560630186 2.25435001 .717400858 + (20)

+2.783107668 .5887457659x x3 40
 ,

ÿêèé çàáåçïå÷óº â³äíîñíó ïîõèáêó íàáëèæåííÿ 2.96649%. Â åêñòðåìàëüíèõ

òî÷êàõ â³äíîñíà ïîõèáêà öüîãî íàáëèæåííÿ íàáóâàëà òàêèõ çíà÷åíü

(ó â³äñîòêàõ):

(0, – 2.966318587), (0.05, 2.966229551),

(0.4, – 2.966492412), (2, 2.963889389).

Åêñòðåìàëüí³ òî÷êè íàáëèæåííÿ (20) çá³ãàþòüñÿ ç òî÷êàìè àëüòåðíàíñó

íàáëèæåííÿ (18), îòðèìàíîãî çà ³òåðàö³éíîþ ñõåìîþ Ðåìåçà ç óòî÷íåííÿì òî÷îê

àëüòåðíàíñó çà ìîäèô³êîâàíèì àëãîðèòìîì Âàëëå-Ïóññåíà [5].

Ïðèêëàä 2. Îá÷èñëèìî ïàðàìåòðè ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ y x( )

ç ïðèêëàäó 1 ïîë³íîìîì ÷åòâåðòîãî ñòåïåíÿ ç â³äòâîðåííÿì çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ òà

¿¿ ïåðøî¿ ³ äðóãî¿ ïîõ³äíèõ ó òî÷ö³ U x1 29 14� � . . Ó ö³é òî÷ö³ çíà÷åííÿ ôóíêö³¿

äîð³âíþº 5.490712158, çíà÷åííÿ ïåðøî¿ ïîõ³äíî¿ ñòàíîâèòü 7.348227125,

à äðóãî¿ ïîõ³äíî¿ — 6.560817088.
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Ç âèêîðèñòàííÿì çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó äëÿ � � 0003. çà 5 ³òåðàö³é (6) äëÿ

ôóíêö³¿ y x( ) îòðèìàíî íàáëèæåííÿ

P a x x x4
20 0( ; ) � �.365996339 +1.468967513 .74325605 + (21)

+1.366736653 215494133x x3 40
 . ,

ÿêå çàáåçïå÷óº àáñîëþòíó ïîõèáêó

0.0536693518.

Êðèâó ïîõèáêè íàáëèæåííÿ

ôóíêö³¿ y x( ) ïîë³íîìîì (21) íàâå-

äåíî íà ðèñ. 2.

Êðèâà ïîõèáêè íàáëèæåííÿ

ôóíêö³¿ y x( ) ïîë³íîìîì (21) â³ä-

ïîâ³äàº õàðàêòåðèñòè÷í³é âëàñòè-

âîñò³ ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ

ç â³äòâîðåííÿì çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ òà ¿¿

ïåðøî¿ ³ äðóãî¿ ïîõ³äíèõ [5].

Â³äïîâ³äíî äî (14) öÿ êðèâà ìàº òðè

åêñòðåìàëüí³ òî÷êè:

(0, – 0.049768573), (0.2, 0.0536693518), (2, 0.05279707), (22)

â ÿêèõ äîñÿãàº íàéá³ëüøîãî çà ìîäóëåì â³äõèëåííÿ. Çíà÷åííÿ ìîäóë³â öèõ

â³äõèëåíü çá³ãàþòüñÿ â ìåæàõ çàäàíî¿ òî÷íîñò³. Â åêñòðåìàëüíèõ òî÷êàõ,

ñóñ³äí³õ ç òî÷êîþ ³íòåðïîëþâàííÿ U1 14� . , à ñàìå â äðóã³é ³ òðåò³é åêñòðå-

ìàëüí³é òî÷ö³ (22), çíàêè â³äõèëåíü çá³ãàþòüñÿ. Â ïåðø³é åêñòðåìàëüí³é

òî÷ö³ (22) ñïîñòåð³ãàºòüñÿ äåùî ìåíøå çà ìîäóëåì çíà÷åííÿ ïîõèáêè

íàáëèæåííÿ. Äëÿ äîñÿãíåííÿ êðàùîãî âèð³âíþâàííÿ çíà÷åíü ìîäóë³â ïîõèáîê

íàáëèæåííÿ â åêñòðåìàëüíèõ òî÷êàõ äëÿ � � 000003. îòðèìàíî íàáëèæåííÿ

P a x x x4
20 1( ; ) � 
 �.3523318686 + 2.086566788 .279891574 (23)

+2.291027573 4144033331x x3 40
 .

çà 62 ³òåðàö³¿ ç àáñîëþòíîþ ïîõèáêîþ 0.052543666. Â åêñòðåìàëüíèõ òî÷êàõ

íàáëèæåííÿ (23) ñïîñòåð³ãàëèñÿ òàê³ çíà÷åííÿ ïîõèáîê:

(0, – 0.052380553), (0.2, – 0.052543666), (2, 0.05235371).

Îòæå, ç ï³äâèùåííÿì òî÷íîñò³ � îá÷èñëåííÿ íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ y x( )

ïîë³íîìîì ÷åòâåðòîãî ñòåïåíÿ åêñòðåìàëüí³ òî÷êè íå çì³íèëèñÿ, à çíà÷åííÿ

ìîäóë³â ïîõèáêè íàáëèæåííÿ â öèõ òî÷êàõ ìàéæå âèð³âíÿëèñÿ.

×åáèøîâñüêå íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ y x( ) ïîë³íîìîì ÷åòâåðòîãî ñòåïåíÿ

ç â³äòâîðåííÿì çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ òà ¿¿ ïåðøî¿ ³ äðóãî¿ ïîõ³äíèõ ó òî÷ö³ U1 14� .

ç â³äíîñíîþ ïîõèáêîþ äëÿ � � 0003. áóëî îòðèìàíî çà 7 ³òåðàö³é. Ïîë³íîì

P a x x x4
20 1( ; ) .� � 
327440849 2.14241456 .250748203 + (24)

+2.285116276 .4308105112x x3 40


çàáåçïå÷óº â³äíîñíó ïîõèáêó íàáëèæåííÿ 3.592%. Êðèâó ïîõèáêè íàáëèæåííÿ

ôóíêö³¿ y x( ) ïîë³íîìîì (24) íàâåäåíî íà ðèñ. 3.

Íàâåäåíà íà ðèñ. 3 êðèâà ïîõèáêè íàáëèæåííÿ â³äïîâ³äàº õàðàêòåðèñòè÷í³é

âëàñòèâîñò³ ÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ ç â³äòâîðåííÿì çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ òà ¿¿

ïåðøî¿ ³ äðóãî¿ ïîõ³äíèõ [5]. Â³äïîâ³äíî äî (14) âîíà ìàº òðè åêñòðåìàëüí³ òî÷êè, â

ÿêèõ ïî÷åðãîâî çì³íþº çíàê. Âèìîãà ùîäî çá³ãó çíàêó ïîõèáêè â òî÷êàõ åêñòðå-

ìóìó, ñóñ³äí³õ ç òî÷êîþ óìîâè, çàäîâîëüíÿºòüñÿ íåÿâíî, îñê³ëüêè âñ³ åêñòðåìàëüí³

òî÷êè ðîçòàøîâàí³ ë³âîðó÷ â³ä òî÷êè óìîâè U1 1 4� . . Â åêñòðåìàëüíèõ òî÷êàõ íà-
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Ðèñ. 2. Ãðàô³ê ïîõèáêè íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ y x( )
ïîë³íîìîì (21) ç â³äòâîðåííÿì çíà÷åííÿ ôóíêö³¿
òà ¿¿ ïåðøî¿ ³ äðóãî¿ ïîõ³äíèõ ó òî÷ö³ U1 14� .



áëèæåííÿ (24) ñïîñòåð³ãàëèñÿ òàê³

çíà÷åííÿ ïîõèáîê (ó â³äñîòêàõ):

(0, – 3.460433326),

(0.1, 3.488372961),

(0.5, – 3.592149931) .

Ïðèêëàä 3. Ïîáóäóºìî

÷åáèøîâñüêå íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿

z x y( , ) � � � �1 2 2 4 4x y x y , çàäàíî¿

â òî÷êàõ ( , )x yi j , i � 0 20, , j � 0 20, , äå

x ii � 005. , y jj � 005. , ïîë³íîìîì

P x y a a x a y a x y a xy a x y3 3 0 1 2 3
2 2

4 5
3 3

, ( , ) ( ) ( )� � � � � � � � (25)

çà çì³ííèìè x òà y ç àáñîëþòíîþ ïîõèáêîþ é ³íòåðïîëþâàííÿì çíà÷åííÿ

ôóíêö³¿ ó òî÷ö³ ( . , . )0 3 0 3 òà ¿¿ ÷àñòèííî¿ ïîõ³äíî¿ çà çì³ííîþ x.

Ç âèêîðèñòàííÿì çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó äëÿ � � 0003. çà 9 ³òåðàö³é (6) ç

âàãîâîþ ôóíêö³ºþ (7) äëÿ z x y( , ) îòðèìàíî ïîë³íîì

P x y x3 3 1 0 0, ( , ) � 
 
.011614557 .02259728775 .02110846424 y 
 (26)


 � � �0 0 02 2 3. ( ) . . (2225902564 2134504065 637591667x y xy x � y3 ) ,

ÿêèé çàáåçïå÷óº íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ z x y( , ) ç àáñîëþòíîþ ïîõèáêîþ

0.011862596. Ó ïðîöåñ³ ³òåðàö³é ïîõèáêà íàáëèæåííÿ íàáóâàëà òàêèõ çíà÷åíü:

0.018145539, 0.014416268, 0.012857721, 0.012649105, 0.012431550,
0.012210566, 0.012023069, 0.011877396, 0.011862596.

Ïîâåðõíþ ïîõèáêè íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ z x y( , ) ïîë³íîìîì (26) íàâåäåíî íà ðèñ. 4.

Íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ z x y( , ) ïîë³íîìîì âèãëÿäó (25) äëÿ � � 000003.

îòðèìàíî çà 71 ³òåðàö³þ (6). Ïîë³íîì

P x y3 3 1, ( , ) � 
.011601943 0 0.02278518305 .02108309553x y
 



 � �0 2 2. ( )2227674844 x y 0.2145979815xy � 0 3 3. ( )6374063322 x y�

çàáåçïå÷óº íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ z x y( , ) ç â³äòâîðåííÿì çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ òà

÷àñòèííî¿ ïîõ³äíî¿ çà çì³ííîþ x ó òî÷ö³ ( . , . )0 3 0 3 ç àáñîëþòíîþ ïîõèáêîþ

0.011684458. Àíàëîã³÷íå ÷åáèøîâñüêå íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ z x y( , ) ç

â³äíîñíîþ ïîõèáêîþ äëÿ � � 0003. îòðèìàíî çà 11 ³òåðàö³é (6) ç âàãîâîþ

ôóíêö³ºþ (10) ïîë³íîìîì

P x y x3 3 1 0 0, ( , ) � 
 
.00877763 .01031423504 .009932408089 y 
 (27)


 � � �0 0 02 2. ( ) . . (2496404643 2094109698 6566987156x y xy x 3 3� y ) .

Öåé ïîë³íîì çàáåçïå÷óº â³äíîñíó ïîõèáêó íàáëèæåííÿ 0.897%. Ó ïðîöåñ³

³òåðàö³é (6) ç âàãîâîþ ôóíêö³ºþ (10) â³äíîñíà ïîõèáêà íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿

z x y( , ) ïîë³íîìîì (27) íàáóâàëà òàêèõ çíà÷åíü (ó â³äñîòêàõ):

1.8145539, 1.2057151, 1.0026065, 0.9756832, 0.9588898783, 0.9416442435,

0.9265121391, 0.9142422957, 0.9048377739, 0.8979119304, 0.8971420051.

×åáèøîâñüêå íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ z x y( , ) ïîë³íîìîì âèãëÿäó (25) ç ³íòåðïîëþ-

âàííÿì ó òî÷ö³ ( . , . )0 3 0 3 çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ òà ¿¿ ÷àñòèííî¿ ïîõ³äíî¿ çà çì³ííîþ x äëÿ

� � 000003. îòðèìàíî çà 104 ³òåðàö³¿ (6) ç â³äíîñíîþ ïîõèáêîþ 0.885%.
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Ðèñ. 3. Ãðàô³ê ïîõèáêè íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ y x( )
ïîë³íîìîì (24) ç â³äòâîðåííÿì çíà÷åííÿ ôóíêö³¿
òà ¿¿ ïåðøî¿ ³ äðóãî¿ ïîõ³äíèõ ó òî÷ö³ U1 14� . ç
â³äíîñíîþ ïîõèáêîþ



Ïðèêëàä 4. Çíàéäåìî ÷åáèøîâñüêå íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ z x y( , ) ïîë³íîìîì

âèãëÿäó (25) ç àáñîëþòíîþ ïîõèáêîþ òà ³íòåðïîëþâàííÿì ó òî÷ö³ ( . , . )0 3 0 3 çíà-

÷åííÿ ôóíêö³¿ òà ¿¿ ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ çà çì³ííèìè x òà y.

Ç âèêîðèñòàííÿì çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó äëÿ � � 0003. çà 15 ³òåðàö³é (6)

îòðèìàíî ïîë³íîì

P x y x3 3 1 0 0, ( , ) � 
 
.017032766 .04432459848 .04317454105 y 
 (28)


 � � �0 0 02 2. ( ) . . (1453875537 1715231526 5930874643x y xy x 3 3� y ) ,

ÿêèé çàáåçïå÷óº íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ z x y( , ) ç â³äòâîðåííÿì çíà÷åííÿ ôóíêö³¿

òà ¿¿ ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ çà çì³ííèìè x òà y ç àáñîëþòíîþ ïîõèáêîþ

0.017081356. Ïîâåðõíþ ïîõèáêè íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ z x y( , ) ïîë³íîìîì (28)

íàâåäåíî íà ðèñ. 5.

Àíàëîã³÷íå íàáëèæåííÿ ç â³äíîñíîþ ïîõèáêîþ äëÿ � � 0003. îòðèìàíî çà 13

³òåðàö³é ïîë³íîìîì

P x y3 3 1, ( , ) � 
.012014878 0.0267601486x 
 0.02424062703 y 
 (29)


 �0 2 2. ( )1856997229 x y �0.1715231526xy � �0 3 3. ( )6176165445 x y .

Íàáëèæåííÿ (29) çàáåçïå÷óº â³äíîñíó ïîõèáêó 1.21%.

Ïðèêëàä 5. Çíàéäåìî ÷åáèøîâñüêå íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ z x y t e xyt
3 ( , , ) � 
 ,

çàäàíî¿ â òî÷êàõ ( , , )x y ti j r , i � 0 10, , j � 0 10, , r � 0 10, , äå x ii � 01. , y jj � 01. ,

t rr � 01. , ïîë³íîìîì ïåðøîãî ñòåïåíÿ çà çì³ííèìè x, y òà t ç àáñîëþòíîþ ïî-

õèáêîþ òà ³íòåðïîëþâàííÿì ó òî÷ö³ ( , , )0 0 0 çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ òà ¿¿ ÷àñòèííî¿

ïîõ³äíî¿ çà çì³ííîþ x.

Ç âèêîðèñòàííÿì çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó äëÿ � � 0003. çà 8 ³òåðàö³é îòðè-

ìàíî íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ z x y t3 ( , , ) ïîë³íîìîì

P a x y t y t1 1 0 00 0( ; , , ) . .� 
 
 
03433746055 3433865145 .006854905875xy 



 � 
0 0 0. . .006854905875 02819199884 6190301664xt yt xyt

ç àáñîëþòíîþ ïîõèáêîþ 0.043041667. Àíàëîã³÷íå íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿

z x y t3 ( , , ) äëÿ � � 000003. îòðèìàíî çà 136 ³òåðàö³é ç àáñîëþòíîþ ïîõèáêîþ

0.0412510837 ïîë³íîìîì

P a x y t y t1 1 0 00 0( ; , , ) . .� 
 
 
03433746055 3433865145 .006854905875xy 



 � 
0 0 0. . . .006854905875 02819199884 6190301664xt yt xyt
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Ðèñ. 5. Ãðàô³ê ïîõèáêè íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿
z x y( , ) ïîë³íîìîì (28) ç â³äòâîðåííÿì çíà÷åííÿ
ôóíêö³¿ òà ¿¿ ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ çà çì³ííèìè x
òà y ó òî÷ö³ ( . , . )0 3 0 3

Ðèñ. 4. Ãðàô³ê ïîõèáêè íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿
z x y( , ) ïîë³íîìîì (26) ç ³íòåðïîëþâàííÿì ôóíêö³¿
òà ¿¿ ÷àñòèííî¿ ïîõ³äíî¿ çà çì³ííîþ x â òî÷ö³
( . , . )0 3 0 3



Íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ z x y t3 ( , , ) ïîë³íîìîì ïåðøîãî ñòåïåíÿ ç â³äíîñíîþ

ïîõèáêîþ òà ³íòåðïîëþâàííÿì ó òî÷ö³ ( , , )0 0 0 çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ òà ¿¿

÷àñòèííî¿ ïîõ³äíî¿ çà çì³ííîþ x äëÿ � � 0003. îòðèìàíî çà 18 ³òåðàö³é

P a x y t y t1 1 0 00 0( ; , , ) . .� 
 
 
04741963329 4741973017 .01511050257xy 



 � 
0 0 0. . .0151103877 03437989145 5636678726xt yt xyt

ç ïîõèáêîþ 6.756629%. Àíàëîã³÷íå íàáëèæåííÿ äëÿ � � 000003. îòðèìàíî çà

136 ³òåðàö³é ç â³äíîñíîþ ïîõèáêîþ 6.470431886% ïîë³íîìîì

P a x y t y t1 1 0 00 0( ; , , ) . .� 
 
 
04741963329 4741973017 .01511050257xy 



 � 
0 0 0. . .0151103877 03437989145 5636678726xt yt xyt .

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

×åáèøîâñüêå íàáëèæåííÿ ôóíêö³é áàãàòüîõ çì³ííèõ óçàãàëüíåíèì ïî-

ë³íîìîì (1) ç â³äòâîðåííÿì çíà÷åíü ôóíêö³¿ òà ¿¿ ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ ìîæíà

îá÷èñëèòè çà ³òåðàö³éíîþ ñõåìîþ (6). Öåé ìåòîä ïîëÿãàº ó ïîñë³äîâí³é

ïîáóäîâ³ ñåðåäíüîñòåïåíåâèõ íàáëèæåíü ç â³äïîâ³äíèìè ³íòåðïîëÿö³éíèìè

óìîâàìè ùîäî çíà÷åíü ôóíêö³¿ òà ¿¿ ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ. Ñåðåäíüîñòåïåíåâ³

íàáëèæåííÿ îá÷èñëåíî çà ³òåðàö³éíîþ ñõåìîþ íà îñíîâ³ ìåòîäó íàéìåíøèõ

êâàäðàò³â (6) ç âàãîâîþ ôóíêö³ºþ (7) äëÿ íàáëèæåííÿ ç àáñîëþòíîþ

ïîõèáêîþ ³ ç âàãîâîþ ôóíêö³ºþ (10) äëÿ íàáëèæåííÿ ç â³äíîñíîþ ïîõèáêîþ.

Çíà÷åííÿ öèõ âàãîâèõ ôóíêö³é ôîðìóþòü ç óðàõóâàííÿì ðåçóëüòàò³â íàáëè-

æåííÿ íà ïîïåðåäí³õ ³òåðàö³ÿõ. Çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä äàº çìîãó îá÷èñëèòè

íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ áàãàòüîõ çì³ííèõ ç â³äòâîðåííÿì çíà÷åíü ôóíêö³¿ òà ¿¿

÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ ³ç ïîòð³áíîþ òî÷í³ñòþ. Òåñòîâ³ ïðèêëàäè ï³äòâåðäæóþòü

øâèäêó çá³æí³ñòü çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó ï³ä ÷àñ ïîáóäîâè íàáëèæåííÿ ÿê ç

àáñîëþòíîþ, òàê ³ ç â³äíîñíîþ ïîõèáêàìè.
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P.S. Malachivskyy, L.S. Melnychok, Ya.V. Pizyur
CHEBYSHEV APPROXIMATION OF MULTIVARIABLE FUNCTIONS WITH
REPRODUCTION OF THE VALUES OF THE FUNCTION AND ITS PARTIAL DERIVATIVES

Abstract. A method for constructing the Chebyshev approximation of a discrete multivariable
function with reproduction of function’s values and partial derivatives at given points is
proposed. The idea of the method is based on the construction of the boundary mean-power
approximation with the appropriate interpolation conditions. An iterative scheme based on the
least squares method with a variable weight function is used to construct the mean-power
approximation. The results of the approximation of the function of one variable confirm the
fulfillment of the characteristic property of the Chebyshev approximation with the reproduction
of the values of the function and the values of its derivatives at the given points. The test
examples confirm the fast convergence of the proposed method.

Keywords: Chebyshev approximation, Chebyshev approximation with the condition, multiva-
riable functions, mean-power approximation, least squares method, variable weight function,
partial derivatives.
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