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Àíîòàö³ÿ. Ñòàòòÿ ïðèñâÿ÷åíà íîâèì ðåçóëüòàòàì ùîäî ðåãóëÿðèçàö³¿ âåêòîðíèõ
(áàãàòîêðèòåð³éíèõ) çàäà÷ îïòèì³çàö³¿ íà äîïóñòèì³é ìíîæèí³ äîâ³ëüíî¿ ñòðóêòóðè çà
ìîæëèâèõ çáóðåíü âõ³äíèõ äàíèõ âåêòîðíîãî êðèòåð³þ. Ðîçðîáëåíî ³ îá´ðóíòîâàíî ï³äõ³ä
äî ðåãóëÿðèçàö³¿ çàäà÷ ç êâàäðàòè÷íèìè êðèòåð³àëüíèìè ôóíêö³ÿìè ïîøóêó ìíîæèíè
Ïàðåòî.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: âåêòîðíà çàäà÷à, âåêòîðíèé êðèòåð³é, îïòèìàëüí³ñòü çà Ïàðåòî, ìíîæèíà
Ñëåéòåðà, ñò³éê³ñòü çàäà÷³, çáóðåííÿ âõ³äíèõ äàíèõ, êâàäðàòè÷í³ êðèòåð³àëüí³ ôóíêö³¿,
ðåãóëÿðèçàö³ÿ.

ÂÑÒÓÏ

Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü âåêòîðíî¿ (áàãàòîêðèòåð³éíî¿) îïòèì³çàö³¿ º îäí³ºþ
ç íàéïîøèðåí³øèõ ìîäåëåé, îñê³ëüêè âîíà îïèñóº åêîíîì³÷í³, âîºíí³,
ñîö³àëüí³ ïðîöåñè (ðîçïîä³ë äåðæàâíèõ êîíòðàêò³â ³ äåô³öèòíèõ ðåñóðñ³â,
ôîðìóâàííÿ áþäæåòó, àíàë³ç ðèçèêó â ìåíåäæìåíò³ ùîäî ïðèéíÿòòÿ
³ííîâàö³éíèõ, ³íâåñòèö³éíèõ ð³øåíü ó ïðîöåñ³ ìàðêåòèíãîâèõ äîñë³äæåíü
òîâàð³â òà ïîñëóã, ïðîãíîç ïîïèòó, ïîâåä³íêó ñïîæèâà÷³â, âèçíà÷åííÿ
ñòðàòåã³÷íî¿ ñòàá³ëüíîñò³ òîùî) [1–7].

Íà ñüîãîäí³ äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ âàæëèâèõ àêòóàëüíèõ çàäà÷ ïðèéíÿòòÿ ð³øåíü,
ùî âèíèêàþòü çà ìîæëèâèõ çáóðåíü âõ³äíèõ äàíèõ òà îïèñóþòüñÿ âåêòîðíèìè
ìîäåëÿìè îïòèì³çàö³¿, âñå á³ëüøîãî çíà÷åííÿ íàáóâàþòü ïèòàííÿ ñò³éêîñò³ òà
ðåãóëÿðèçàö³¿ âêàçàíèõ ìîäåëåé. ²ñíóâàííÿ íåñò³éêèõ (íåêîðåêòíî ïîñòàâëåíèõ
çà Àäàìàðîì [8]) âåêòîðíèõ çàäà÷ ïðèðîäíî çóìîâëþº íåîáõ³äí³ñòü ñòâîðåííÿ
ðåãóëÿðèçóâàëüíîãî îïåðàòîðà, ùî âêàçóº êîíêðåòíèé âèãëÿä çáóðåíü âõ³äíèõ
äàíèõ çàäà÷³ ç ìåòîþ çàì³íè ìîæëèâî íåñò³éêî¿ çàäà÷³ ñåð³ºþ ñò³éêèõ çáóðåíèõ.
Âàæëèâèé ðåçóëüòàò ó öüîìó íàïðÿì³ îòðèìàíî ó ðîáîò³ [9], äå ç óðàõóâàííÿì
òåîð³¿ êîíóñ³â ïåðñïåêòèâíèõ íàïðÿì³â [5] çàïðîïîíîâàíî ðåãóëÿðèçàö³þ çà
âåêòîðíèì êðèòåð³ºì ³ çà îáìåæåííÿìè âåêòîðíî¿ çàäà÷³ ö³ëî÷èñëîâîãî
ë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ ïîøóêó ìíîæèíè Ïàðåòî íà îáìåæåí³é äîïóñòèì³é
ìíîæèí³.

×èñëåíí³ ðîáîòè ïðèñâÿ÷åíî àíàë³çó óìîâ, çà ÿêèõ çàäà÷à ìàº òó ÷è ³íøó
âëàñòèâ³ñòü ñò³éêîñò³ [5, 6, 9–23]. Ñò³éê³ñòü îïòèì³çàö³éíî¿ çàäà÷³ çàçâè÷àé
âèçíà÷àºòüñÿ ÿê âëàñòèâ³ñòü íåïåðåðâíîñò³ àáî íàï³âíåïåðåðâíîñò³ áàãàòî-
çíà÷íîãî â³äîáðàæåííÿ, ÿêå êîæíîìó íàáîðó âõ³äíèõ äàíèõ çàäà÷³ ³ç ïðîñòîðó
âñ³õ ìîæëèâèõ òàêèõ íàáîð³â ñòàâèòü ó â³äïîâ³äí³ñòü âèçíà÷åíó ìíîæèíó
îïòèìàëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â [5, 10]. Ó âèïàäêó, êîëè ìíîæèíà äîïóñòèìèõ ðîçâ’ÿç-
ê³â ñê³í÷åííà, îçíà÷åííÿ íåïåðåðâíîñò³ (íàï³âíåïåðåðâíîñò³) ñïðîùóºòüñÿ ³ çâî-
äèòüñÿ äî âëàñòèâîñò³ ³íâàð³àíòíîñò³ ìíîæèíè ðîçâ’ÿçê³â çà «ìàëèõ» çáóðåíü
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ïî÷àòêîâèõ äàíèõ, à ñêëàäí³ñòü äèñêðåòíî¿ ñòðóêòóðè ìíîæèíè äîïóñòèìèõ
ðîçâ’ÿçê³â ðîáèòü ïîâåä³íêó ìíîæèíè îïòèìàëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â äèñêðåòíî¿ çàäà÷³
íåïåðåäáà÷óâàíîþ çà óìîâ çì³íè ¿¿ ïàðàìåòð³â. Öÿ ñòàòòÿ ïðîäîâæóº
äîñë³äæåííÿ ð³çíèõ àñïåêò³â àíàë³çó ñò³éêîñò³ òà ðåãóëÿðèçàö³¿ äëÿ âåêòîðíèõ
çàäà÷ îïòèì³çàö³¿ íà äîïóñòèì³é ìíîæèí³ äîâ³ëüíî¿ ñòðóêòóðè, ìîæëèâî
äèñêðåòíî¿, ç ð³çíèìè êðèòåð³àëüíèìè ôóíêö³ÿìè òà ïðèíöèïàìè îïòèìàëüíîñò³
[5, 6, 9, 17–23]. Íàâåäåíî íîâ³ ðåçóëüòàòè ùîäî ðåãóëÿðèçàö³¿ âåêòîðíèõ çàäà÷
êâàäðàòè÷íî¿ îïòèì³çàö³¿ çà ìîæëèâèõ çáóðåíü âõ³äíèõ äàíèõ âåêòîðíîãî
êðèòåð³þ. Çä³éñíèòè ïðîöåäóðó ðåãóëÿðèçàö³¿ çàïðîïîíîâàíî íà îñíîâ³
âèêîðèñòàííÿ âëàñòèâîñòåé âåêòîðíî¿ çàäà÷³ îïòèì³çàö³¿ çà Ñëåéòåðîì.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×². ÎÑÍÎÂÍ² ÎÇÍÀ×ÅÍÍß ÒÀ ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ²

Ðîçãëÿíåìî âåêòîðíó çàäà÷ó îïòèì³çàö³¿ âèãëÿäó

Q F X F x x X( , ):max{ ( )| }� ,

äå X — ìíîæèíà ç R n äîâ³ëüíî¿ ñòðóêòóðè, ìîæëèâî äèñêðåòíî¿, R n —

n-âèì³ðíèé ä³éñíèé ïðîñò³ð, X � � , F x f x f x f x( ) ( ), ( ), ..., ( )� { }1 2 � ,

f R Ri n: � 1 — êâàäðàòè÷í³ ôóíêö³¿ âèãëÿäó f x x D x c xi
i i( ) , ,� � � 	 � � ,

c c c c Ri i i in
n� 
 
 �( , )1 2 � , D d Ri jk

i n n� � �[ ] , i N� �� �{ }1 2, , ..., , j k N n, � �

� { , ..., }1 n .

Çàäà÷ó Q F X( , ) ðîçãëÿäàòèìåìî ÿê çàäà÷ó ïîøóêó äåÿêî¿ ï³äìíîæèíè
ìíîæèíè P F X( , ) îïòèìàëüíèõ çà Ïàðåòî ðîçâ’ÿçê³â [5, 24]:

P F X x X x F X( , ) | ( , , )� � � �{ }� , (1)

äå �( , , ) | ( ) ( ), ( ) ( )x F X y X F y F x F y F x� � � �{ } .

ßêùî éòèìåòüñÿ ïðî çàäà÷ó ïîøóêó òî÷îê ìíîæèíè Ñëåéòåðà [5]:

S F X x X x F X�( , ) | ( , , )� � � �{ }� , (2)

äå �( , , ) | ( ) ( )x F X y X F y F x� � 
{ }, òî òàêó çàäà÷ó ïîçíà÷àòèìåìî Q F XSl ( , ) .
Çàäà÷ó íà â³äøóêàííÿ òî÷îê ìíîæèíè Ïàðåòî ïîçíà÷àòèìåìî Q F XP ( , ) .

Î÷åâèäí³ òàê³ ñï³ââ³äíîøåííÿ:

� �x X � �( , , ) ( , , )x F X x F X� ³ P F X S F X( , ) ( , )� � .

Äëÿ çàäà÷³ Q F X( , ) ÿê âõ³äí³ äàí³, ùî ìîæóòü çàçíàòè çáóðåíü, ðîç-
ãëÿäàòèìåìî êîåô³ö³ºíòè âåêòîðíîãî êðèòåð³þ F . Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè
ïîçíà÷åííÿ, íàâåäåí³ ó [23]. Íàá³ð âõ³äíèõ äàíèõ ïîçíà÷èìî u D C� �( , )

� � �� � �U R Rn n n� � , äå U — ïðîñò³ð âõ³äíèõ äàíèõ çàäà÷³, ùîäî âåêòîðíîãî

êðèòåð³þ, D D D R n n� 
 
 � � �( )1 � �

� , C c Rij
n� � �[ ] � . Äàë³, äëÿ óòî÷íåííÿ, ÿêèé

ñàìå åëåìåíò u ³ç ïðîñòîðó U âõ³äíèõ äàíèõ â³äïîâ³äàº çàäà÷³, ùî

ðîçãëÿäàºòüñÿ, çàì³ñòü ïîçíà÷åíü F x f x f x f x( ) ( ), ( ), ..., ( )� { }1 2 � äëÿ

âåêòîðíî¿ ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿ ³ ÷àñòêîâèõ êðèòåð³¿â áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè

ïîçíà÷åííÿ F x f x f x f xu u u u( ) ( ( ), ( ), ..., ( ))� 1 2 � .

Äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà q ä³éñíèé âåêòîðíèé ïðîñò³ð R q

ðîçãëÿäàòèìåìî ÿê íîðìîâàíèé. Íîðìó â R q çàäàìî ôîðìóëîþ || || | |z zi

i N q

�

�

� , äå

z z z z Rq
q� 
 
 �( , )1 2 � . Íîðìîþ äåÿêî¿ ìàòðèö³ B b Rij

m k� � �[ ] áóäåìî ââàæàòè
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íîðìó âåêòîðà ( , )b b bmk11 12 
 
� . Çàçíà÷èìî [25], ùî ó ñê³í÷åííîâèì³ðíîìó

ïðîñòîð³ R q áóäü-ÿê³ äâ³ íîðìè: || || ( )� 1 , || || ( )� 2 , º åêâ³âàëåíòíèìè, òîáòî ³ñíóþòü

òàê³ ÷èñëà � 
 0 òà � 
 0 , ùî � �z R q âèêîíóþòüñÿ íåð³âíîñò³

� �|| || || || || ||( ) ( ) ( )z z z1 2 1� � . Ç óðàõóâàííÿì ö³º¿ åêâ³âàëåíòíîñò³ ñòâåðäæóºìî, ùî

âèêëàäåí³ äàë³ ðåçóëüòàòè º ñïðàâåäëèâèìè é äëÿ ³íøèõ íîðì, óâåäåíèõ
ó ñê³í÷åííîâèì³ðíîìó ïðîñòîð³.

Äëÿ íàáîðó âõ³äíèõ äàíèõ u U� ³ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà �
 0 âèçíà÷èìî
ìíîæèíó O u� ( ) çáóðåíèõ âõ³äíèõ äàíèõ ÿê îê³ë òî÷êè u ó ïðîñòîð³

R Rn n n� � ��� � âõ³äíèõ äàíèõ:

O u u U u u� � � �( ) ( ) | || ( ) ||� � � �{ } .

Çàäà÷à ç³ çáóðåíèìè âõ³äíèìè äàíèìè äëÿ âåêòîðíîãî êðèòåð³þ ìàòèìå
âèãëÿä

Q F X F x x Xu u( , ): max ( )|( ) ( )� �{ }� ,

äå u O u( ) ( )� �� , F x f x f x f xu u u u( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ), ( ), ..., ( )� � � �

� { }1 2 � .

Îçíà÷åííÿ 1. Çàäà÷ó Q F XSl u( , ) (Q F XP u( , )) íàçâåìî ñò³éêîþ çà

âåêòîðíèì êðèòåð³ºì, ÿêùî � 
� 0 � 
� 0 òàêå, ùî � �u O u( ) ( )� � âèêîíàíî óìîâó
Sl F X O Sl F Xu u( , ) ( ( , ))( )� �� (â³äïîâ³äíî P F X O P F Xu u( , ) ( ( , ))( )� �� .

Òóò ³ äàë³ O B x R x yn

y B
� �( ) | || ||� � � �

�
{ inf } — �-îê³ë áóäü-ÿêî¿ ìíîæèíè

B R n� .

Çàçíà÷èìî, ùî ñò³éê³ñòü çà âåêòîðíèì êðèòåð³ºì çàäà÷³ Q F XSl u( , )
( ( , ))Q F XP u , äå u U� , îçíà÷àº, ùî òî÷êîâî-ìíîæèííå â³äîáðàæåííÿ

Sl U u Sl u Sl F XX
u: , ( ) ( , )� � �2 (â³äïîâ³äíî â³äîáðàæåííÿ P U X: � 2 ,

u P u� �( ) P F Xu( , )) º íàï³âíåïåðåðâíèì çâåðõó çà Õàóñäîðôîì ó òî÷ö³ u .
Ó ðîáîò³ [23] äîâåäåíî òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 1. ßêùî ìíîæèíà X º êîìïàêòîì, òî � 
� 0 � 
� 0 òàêå, ùî
� �u O u( ) ( )� � , äå u U� , ìàº ì³ñöå âêëþ÷åííÿ Sl F X O Sl F Xu u( , ) ( ( , ))( )� �� ,
òîáòî çàäà÷à Q F XSl u( , ) ïîøóêó òî÷îê ìíîæèíè Ñëåéòåðà º ñò³éêîþ çà
âåêòîðíèì êðèòåð³ºì.

Äàë³ ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ ðåãóëÿðèçàö³¿ çàäà÷³ Q F XP u( , ) îïòèì³çàö³¿ çà Ïàðåòî,
ÿêà º ìîæëèâî íåñò³éêîþ äî çáóðåíü âõ³äíèõ äàíèõ äëÿ âåêòîðíîãî êðèòåð³þ. Ï³ä ÷àñ
ðîçâ’ÿçàííÿ òàêî¿ çàäà÷³ çà óìîâè ìîæëèâèõ ïîìèëîê ÷è íåòî÷íîñòåé ó ïîäàíí³
êîåô³ö³ºíò³â âåêòîðíîãî êðèòåð³þ ³ñíóº â³ðîã³äí³ñòü îòðèìàòè ðîçâ’ÿçêè, ÿê³ íå º ¿¿
Ïàðåòî-îïòèìàëüíèìè ðîçâ’ÿçêàìè ³ íàâ³òü íå º äîñòàòíüî áëèçüêèìè äî íèõ. Ä³éñíî,
ó âèïàäêó, êîëè çàäà÷à Q F XP u( , ) íå º ñò³éêîþ, çã³äíî ç îçíà÷åííÿì 1 çíàéäåòüñÿ
� 
 0 òàêå, ùî � 
� 0 ³ñíóº íàá³ð çáóðåíèõ âõ³äíèõ äàíèõ u O u( ) ( )� �� , äëÿ ÿêîãî
ìíîæèíà P F X O P F Xu u( , ) \ ( , )( )� � íå º ïîðîæíüîþ. Ó çâ’ÿçêó ç öèì âèíèêàº
íåîáõ³äí³ñòü ó ðåãóëÿðèçàö³¿ çàäà÷³ Q F XP u( , ) , ùî äàº çìîãó îòðèìàòè ¿¿ ³ñòèíí³
ðîçâ’ÿçêè, òîáòî ðîçâ’ÿçêè ç ìíîæèíè P F Xu( , ) . Çä³éñíèòè ïðîöåäóðó ðåãóëÿðèçàö³¿
çàäà÷³ Q F XP u( , ) çàïðîïîíîâàíî íà îñíîâ³ âèêîðèñòàííÿ çàäà÷³ îïòèì³çàö³¿ çà
Ñëåéòåðîì, ÿêà çã³äíî ç òåîðåìîþ 1 º ñò³éêîþ çà âåêòîðíèì êðèòåð³ºì, ÿêùî
äîïóñòèìà ìíîæèíà X º êîìïàêòîì.

Çàóâàæèìî, ùî â ñòàòò³ [23] âèêëàäåíî ³ îá´ðóíòîâàíî ï³äõ³ä äî ðåãó-
ëÿðèçàö³¿ ìîæëèâî íåñò³éêî¿ çà âåêòîðíèì êðèòåð³ºì çàäà÷³ Q F XP ( , )
ó îêðåìîìó âèïàäêó, êîëè êðèòåð³é F ñêëàäàºòüñÿ ç ë³í³éíèõ ôóíêö³é

f x c xi
i( ) ,� � �, i N� � . Äëÿ òàêî¿ çàäà÷³ íàá³ð u âõ³äíèõ äàíèõ, ÿê³ ìîæóòü

62 ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2023, òîì 59, ¹ 4



çàçíàâàòè çáóðåíü, ñêëàäàºòüñÿ ç åëåìåíò³â ìàòðèö³ C , òîáòî u C U R n� � � �� .
Ïîçíà÷èâøè òàêó çàäà÷ó ç ë³í³éíèìè êðèòåð³ÿìè Q F XP C( , ) , çàóâàæèìî, ùî
çàïðîïîíîâàíèé ó [23] ï³äõ³ä äî ¿¿ ðåãóëÿðèçàö³¿ ïîëÿãàº ó çàì³í³ ìîæëèâî
íåñò³éêî¿ çàäà÷³ Q F XP C( , ) îïòèì³çàö³¿ çà Ïàðåòî íàïåâíî ñò³éêîþ çàäà÷åþ

Q F XS C� ( , )� îïòèì³çàö³¿ çà Ñëåéòåðîì, â ÿê³é ìàòðèöÿ C � êîåô³ö³ºíò³â

âåêòîðíîãî êðèòåð³þ º ñïåö³àëüíèì ÷èíîì çáóðåíîþ (çì³íåíîþ) ïîð³âíÿíî

ç ïî÷àòêîâîþ ìàòðèöåþ C. Ìàòðèöÿ C � îòðèìàíà ç ìàòðèö³ C çàì³íîþ êîæíîãî
¿¿ âåêòîðà-ðÿäêà c i Ni ( )� � íà òàêèé:

c c ci i k k

k N

� � 	� �

�

�
�

, (3)

äå � �R1 — ïàðàìåòð çáóðåííÿ, 	k k

k N

nc R

�

� �

�

— âíóòð³øíÿ òî÷êà îïóêëî¿

îáîëîíêè ìíîæèíè { , }c c c1 2 
 
� � âåêòîð³â-ðÿäê³â ìàòðèö³ Ñ, 	k

k N�

� �

�

1,

	k k N
 �0 ( )� . Ñàìå òàêèé ñïîñ³á çáóðåííÿ ìàòðèö³ C âèêîðèñòàíî íàìè

³ ðàí³øå äëÿ ðîçðîáëåííÿ ï³äõîäó äî ðåãóëÿðèçàö³¿ ïîâí³ñòþ ö³ëî÷èñëîâî¿
çàäà÷³ âåêòîðíî¿ îïòèì³çàö³¿ ç ë³í³éíèìè êðèòåð³àëüíèìè ôóíêö³ÿìè [9].

Ç ìåòîþ ðåãóëÿðèçàö³¿ êâàäðàòè÷íî¿ çàäà÷³ Q F XP u( , ) îïòèì³çàö³¿ çà

Ïàðåòî, äå u D C U R Rn n n� � � �� � �( , ) � � , ïåðåéäåìî äî â³äïîâ³äíî¿ çàäà÷³

Q F XSl u
( , )� îïòèì³çàö³¿ çà Ñëåéòåðîì, â ÿê³é âåêòîðíà ö³ëüîâà ôóíêö³ÿ F xu ( )

çàì³íåíà ñïåö³àëüíèì ÷èíîì çáóðåíîþ ôóíêö³ºþ âèãëÿäó

F x f x f x f x
u u u u

� � � �
( ) ( ), ( ), ..., ( )� { }1 2 � , (4)

äå u D C� � �� ( , ) , � �R1, – ïàðàìåòð çáóðåííÿ, âåêòîðè-ðÿäêè ci
� ( )i N� �

çáóðåíî¿ ìàòðèö³ C R n� � �� îòðèìàíî â³äïîâ³äíî äî ôîðìóëè (3),

D D D D R n n� � � �� 
 
 � � �( , )
1 2

�
�

� , D D D Ri i k k

k N

n n� � 	� � �

�

��
�

, 	k

k N�

� �

�

1 ,

	 i 
 0 , f x x D x c x
u

i
i i�

� �( ) , ,� � � 	 � �, i N� � . Çàçíà÷èìî, ùî àíàëîã³÷íèé ï³äõ³ä äî

ïîáóäîâè çáóðåíèõ ìàòðèöü C � ³ Di
� (i N� �) âèêîðèñòàíèé ó ðîáîò³ [15] äëÿ

äîñë³äæåííÿ ïèòàíü ðåãóëÿðèçàö³¿ ïîâí³ñòþ ö³ëî÷èñëîâî¿ çàäà÷³ âåêòîðíî¿
îïòèì³çàö³¿ ç êâàäðàòè÷íèìè êðèòåð³àëüíèìè ôóíêö³ÿìè.

ÐÅÃÓËßÐÈÇÀÖ²ß ÂÅÊÒÎÐÍÎ¯ ÇÀÄÀ×²
ÇÀ ÌÎÆËÈÂÈÕ ÇÁÓÐÅÍÜ ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÈÕ ÊÐÈÒÅÐ²¯Â

Íàâåäåíà äàë³ òåîðåìà îá´ðóíòîâóº çàïðîïîíîâàíèé ó ö³é ðîáîò³ ï³äõ³ä äî
ðåãóëÿðèçàö³¿ çàäà÷³ Q F XP u( , ) ç ìåòîþ çàïîá³ãàííÿ ïîìèëêîâèõ ðîçâ’ÿçê³â,
îòðèìàíèõ ó ïðîöåñ³ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ çà íàÿâíîñò³ çáóðåíü ÷è íåòî÷íîñòåé
ó âõ³äíèõ äàíèõ ¿¿ âåêòîðíîãî êðèòåð³þ.

Òåîðåìà 2. ßêùî äîïóñòèìà ìíîæèíà X çàäà÷³ Q F XP u( , ) º êîìïàêòîì,

òîä³ � �� 0 ³ � 
� 0 � 
� 0 òàêå, ùî � �u O u�
�

��( ) ( ) ìàþòü ì³ñöå âêëþ÷åííÿ

S F X O S F X O P F X
u u u� �( , ) ( , ) ( , )

( )� �� � �� � . (5)

Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è òåîðåìó 1, ä³éäåìî âèñíîâêó ùîäî ñïðàâåäëèâîñò³
ë³âî¿ ÷àñòèíè âêëþ÷åíü (5). Ùîá óïåâíèòèñÿ â ñïðàâåäëèâîñò³ ïðàâî¿ ÷àñòèíè
öèõ âêëþ÷åíü, äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî � �� 0

S F X P F X
u u�( , ) ( , )� � . (6)
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Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî äâà ìîæëèâ³ âèïàäêè: 1) X P F Xu� ( , ) ,
2) \ ( , )X P F Xu � �. Ó ïåðøîìó ç íèõ âêëþ÷åííÿ (6) º î÷åâèäíèì. Çàóâàæèìî
òàêîæ, ùî â öüîìó âèïàäêó çàäà÷à Q F XP u( , ) º ñò³éêîþ äî çáóðåíü
âåêòîðíîãî êðèòåð³þ. Ä³éñíî, âèõîäÿ÷è â³ä ñóïðîòèâíîãî, � 
� 0 òàêå, ùî
� 
� 0 � �u O u( ) ( )� � ³ � � � � �y P F X O P F X X P F Xu u u( , ) \ ( , ) \ ( , )( )� � , ùî
ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ ñòîñîâíî çá³ãó ìíîæèí P F Xu( , ) ³ X .

Ðîçãëÿíåìî äðóãèé âèïàäîê. Âèáåðåìî áóäü-ÿêó òî÷êó z X P F Xu� \ ( , ) .

Äëÿ íå¿ â³äïîâ³äíî äî ôîðìóëè (1) ìàºìî �( , , ) | ( ) ( ),z F X y X F y F zu u u� � �{

F y F zu u( ) ( )� } � � . Äîâåäåìî, ùî � �� 0 ìàº ì³ñöå âêëþ÷åííÿ �( , , )z F Xu �

� � �( , , )z F X
u

, äå � � � �( , , ) | ( ) ( )z F X y X F y F z
u u u

� � 
{ } , ùî ç óðàõóâàííÿì

ôîðìóëè (2) áóäå ñâ³ä÷èòè ïðî íàëåæí³ñòü z X S F X
u

� \ ( , )� � ³, îòæå, ïðî ñïðà-

âåäëèâ³ñòü âêëþ÷åííÿ X P F X X S F Xu u
\ ( , ) \ ( , )� � � . ßê ðåçóëüòàò îòðèìàºìî

âêëþ÷åííÿ (6).

Äëÿ áóäü-ÿêèõ �� 0 , i N� � , y z F Xu��( , , ) òà 	k 
 0 (k N� �) òàêèõ, ùî
	k

k N�

� �

�

1, îö³íèìî ð³çíèöþ

f y f z y D y c y z D z c z
u

i

u

i
i i i i� �

� � � �( ) ( ) , , , ,� � � � 	 � � � � � � � � � y D D yi k k

k N

, ( )� 	

�

�� 	

�

	 � � � � �

� � �

� � �c c y z D D z c ci k k

k N

i k k

k N

i k k

k N

� 	 � 	 � 	

� � �

, , ( ) , z �

� � � � 


�

�f y f z f y f zu
i

u
i

k

k N

u
i

u
i( ) ( ) ( ( ) ( ))� 	

�

0 .

Îòæå, äîâåëè, ùî áóäü-ÿêà òî÷êà y z F Xu��( , , ) íàëåæèòü ìíîæèí³
� �( , , )z F X

u
, ³ òèì ñàìèì çàâåðøèëè äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Îïèøåìî ïðîöåäóðó ðåãóëÿðèçàö³¿ ìîæëèâî íåñò³éêî¿ çàäà÷³ Q F XP u( , )
ó âèïàäêó, êîëè ¿¿ ìíîæèíà äîïóñòèìèõ ðîçâ’ÿçê³â X º êîìïàêòîì.

Çàäà÷ó Q F XP u( , ) ïîøóêó Ïàðåòî-îïòèìàëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â, à ôàêòè÷íî
çàäà÷ó Q F XP u( , )( )� , äå u O u( ) ( )� �� , �
 0 , ç ìîæëèâèìè äîñèòü ìàëèìè
çáóðåííÿìè (íåòî÷íîñòÿìè, ïîìèëêàìè) ó êîåô³ö³ºíòàõ âåêòîðíîãî êðèòåð³þ
çàì³íÿºìî àíàëîã³÷íîþ çàäà÷åþ îïòèì³çàö³¿ çà Ñëåéòåðîì, ïîïåðåäíüî
çáóðèâøè ñïåö³àëüíèì ÷èíîì âõ³äí³ äàí³ äëÿ ¿¿ âåêòîðíîãî êðèòåð³þ â³äïîâ³äíî
äî ôîðìóë (3) ³ (4). Îòðèìàíà â ðåçóëüòàò³ òàêî¿ çàì³íè çàäà÷à Q F XSl u

( , )
( )� �

,

äå � �R1 — ïàðàìåòð çáóðåííÿ, º ñò³éêîþ çã³äíî ç òåîðåìîþ 1. ¥ðóíòóþ÷èñü íà
òåîðåì³ 2 (äèâ. ôîðìóëó (5)), ä³éøëè âèñíîâêó, ùî ðîçâ’ÿçêè ö³º¿ çàäà÷³ áóäóòü
äîñòàòíüî áëèçüêèìè äî ³ñòèííèõ ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷³ Q F XP u( , ) .

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

²ñíóâàííÿ íåñò³éêèõ âåêòîðíèõ çàäà÷ çóìîâëþº íåîáõ³äí³ñòü ñòâîðåííÿ
ðåãóëÿðèçóâàëüíîãî îïåðàòîðà, ùî ïðåäñòàâëÿº ñîáîþ êîíêðåòíèé âèä çáóðåíü
âõ³äíèõ äàíèõ çàäà÷³ ç ìåòîþ çàì³íè ìîæëèâî íåñò³éêî¿ çàäà÷³ ñåð³ºþ ñò³éêèõ
çáóðåíèõ. Ó ñòàòò³ íàâåäåíî íîâ³ ðåçóëüòàòè ùîäî ðåãóëÿðèçàö³¿ âåêòîðíèõ
çàäà÷ îïòèì³çàö³¿ çà óìîâè ìîæëèâèõ çáóðåíü âõ³äíèõ äàíèõ âåêòîðíîãî
êðèòåð³þ, ÿêèé ñêëàäàºòüñÿ ç êâàäðàòè÷íèõ ôóíêö³é. Äëÿ âåêòîðíèõ çàäà÷
îïòèì³çàö³¿ çà Ïàðåòî ðîçðîáëåíî ³ îá´ðóíòîâàíî ïðîöåäóðó ¿õíüî¿ ðåãóëÿ-
ðèçàö³¿, ùî áàçóºòüñÿ íà âèêîðèñòàíí³ âëàñòèâîñò³ ñò³éêîñò³ (ó âèçíà÷åíîìó
ðîçóì³íí³) ñòîñîâíî çáóðåíü êîåô³ö³ºíò³â âåêòîðíîãî êðèòåð³þ çàäà÷³ ïîøóêó
ðîçâ’ÿçê³â ³ç ìíîæèíè Ñëåéòåðà.
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T.T. Lebedeva, N.V. Semenova, T.I. Sergienko
REGULARIZATION OF THE VECTOR PROBLEM
WITH QUADRATIC CRITERIA OF PARETO OPTIMIZATION

Abstract. The article is devoted to new results related to regularization of vector (multicriteria)
optimization problems on a feasible set of an arbitrary structure under possible perturbations of
input data of a vector criterion. An approach to regularization of the problems of finding the
Pareto set with quadratic criterion functions has been developed and substantiated.

Keywords: vector problem, vector criterion, Pareto optimality, Slater’s set, stability of the
problem, perturbations of initial data, quadratic criterion functions, regularization.

Íàä³éøëà äî ðåäàêö³¿ 23.01.2023

66 ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2023, òîì 59, ¹ 4


