
ÓÄÊ 519.85

Ï.². ÑÒÅÖÞÊ
²íñòèòóò ê³áåðíåòèêè ³ì. Â.Ì. Ãëóøêîâà ÍÀÍ Óêðà¿íè, Êè¿â, Óêðà¿íà,
å-mail: stetsyukp@gmail.com.

À. Ô²ØÅÐ
Òåõí³÷íèé óí³âåðñèòåò Äðåçäåíà, ²íñòèòóò îá÷èñëþâàëüíî¿ ìàòåìàòèêè,
Äðåçäåí, Í³ìå÷÷èíà, å-mail: Andreas.Fischer@tu-dresden.de.

Î.Ì. ÕÎÌ’ßÊ
²íñòèòóò ê³áåðíåòèêè ³ì. Â.Ì. Ãëóøêîâà ÍÀÍ Óêðà¿íè, Êè¿â, Óêðà¿íà,
å-mail: khomiak.olha@gmail.com.
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ÌÅÒÎÄÓ ÅË²ÏÑÎ¯Ä²Â1

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî ïàðàìåòðè÷íó âåðñ³þ ìåòîäó åë³ïñî¿ä³â ç ìàñøòàáóâàííÿì ïðîñòî-
ðó çà ñêàëÿðíèì ïàðàìåòðîì � � 0. Äëÿ ïåâíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà � âîíà çâîäèòüñÿ äî
â³äîìèõ âàð³àíò³â ìåòîäó åë³ïñî¿ä³â Øîðà, Õà÷³ÿíà, Íåìèðîâñüêîãî òà Þä³íà. Îá´ðóíòî-
âàíî âëàñòèâîñò³ äâîõ àëãîðèòì³÷íèõ ðåàë³çàö³é ïàðàìåòðèçîâàíîãî ìåòîäó åë³ïñî¿ä³â.
Ïåðøèé àëãîðèòì áàçóºòüñÿ íà îíîâëåíí³ íåñèìåòðè÷íî¿ ìàòðèö³ B, à äðóãèé îíîâëþº

ñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ H BB� T. Îïèñàíî çàñòîñóâàííÿ àëãîðèòì³â äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷
îïóêëîãî ïðîãðàìóâàííÿ òà äëÿ çíàõîäæåííÿ ñ³äëîâî¿ òî÷êè îïóêëî-óâ³ãíóòî¿ ôóíêö³¿.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ìåòîä åë³ïñî¿ä³â, ðîçòÿãíåííÿ ïðîñòîðó, îïóêëå ïðîãðàìóâàííÿ, ñ³äëîâà òî÷êà.

ÂÑÒÓÏ

Â³êòîð Ìèõàéëîâè÷ Ãëóøêîâ ó VIII ãëàâ³ «Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû îïòèìèçà-
öèè» ñâîº¿ êíèãè «Îñíîâû áåçáóìàæíîé èíôîðìàòèêè» [1] ïðèä³ëèâ çíà÷íó óâà-
ãó ðîçâèíåííþ òåîð³¿ îïòèì³çàö³¿, çîêðåìà, ³ ìåòîäó åë³ïñî¿ä³â. Â³í çàçíà÷àâ, ùî
ìåòîä åë³ïñî¿ä³â º îêðåìèì âèïàäêîì ðîçðîáëåíîãî â ²íñòèòóò³ ê³áåðíåòèêè ìå-
òîäó óçàãàëüíåíîãî ãðàä³ºíòíîãî ñïóñêó ç ðîçòÿãíåííÿì ïðîñòîðó â íàïðÿìêó
óçàãàëüíåíîãî ãðàä³ºíòà, à òàêîæ, ùî çàâäÿêè çàâåðøåíîñò³ òåîð³¿ çá³æíîñò³ ìå-
òîä åë³ïñî¿ä³â âèêîðèñòàíî äëÿ ïîáóäîâè òà îá´ðóíòóâàííÿ ïîë³íîì³àëüíîãî àë-
ãîðèòìó ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ ç ö³ëèìè êîåô³ö³ºíòàìè.

Êëàñè÷íèé ìåòîä åë³ïñî¿ä³â çàïðîïîíóâàëè â 1976 ð. Ä.Á. Þä³í òà À.Ñ. Íå-

ìèðîâñüêèé [2]. Âîíè îòðèìàëè öåé ìåòîä ç³ ñõåìè ïîñë³äîâíèõ â³äñ³êàíü òà íà-

çâàëè éîãî ìîäèô³êîâàíèì ìåòîäîì öåíòðîâàíèõ ïåðåð³ç³â. Íåçàëåæíî â³ä öüîãî

ìåòîä åë³ïñî¿ä³â áóâ â³äêðèòèé ³ Í.Ç. Øîðîì ó 1977 ð. [3]. Ó ö³é ïðàö³ ìåòîä

ïðåäñòàâëåíî ÿê îêðåìèé âèïàäîê ñóáãðàä³ºíòíèõ ìåòîä³â ç ðîçòÿãíåííÿì ïðî-

ñòîðó, ÿê³ áóëè çàïðîïîíîâàí³ Í.Ç. Øîðîì íàïðèê³íö³ ø³ñòäåñÿòèõ ðîê³â [4, 5].

Çàóâàæèìî, ùî â 1970 ð. Í.Ç. Øîð áóâ çà êðîê äî â³äêðèòòÿ êëàñè÷íîãî ìåòîäó

åë³ïñî¿ä³â. Ó öüîìó ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ÿêùî ïîð³âíÿòè äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî

çá³æí³ñòü ìåòîäó åë³ïñî¿ä³â, íàâåäåíî¿ â [3], ç äîâåäåííÿì òåîðåìè 2 ó [5].

Íà îñíîâ³ ñóáãðàä³ºíòíèõ ìåòîä³â ç ðîçòÿãíåííÿì ïðîñòîðó â [6] çàïðîïîíî-

âàíî ïàðàìåòðè÷íó âåðñ³þ ìåòîäó åë³ïñî¿ä³â ç ìàñøòàáóâàííÿì ïðîñòîðó çà ñêà-

ëÿðíèì ïàðàìåòðîì � � 0. Äëÿ ïåâíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà � îòðèìàí³ â³äîì³

âàð³àíòè ìåòîäó åë³ïñî¿ä³â, à ñàìå Í.Ç. Øîðà [3], À.Ñ. Íåìèðîâñüêîãî òà

Ä.Á. Þä³íà (äèâ. [7, ñ. 76]), Ë.Ã. Õà÷³ÿíà (äèâ. [8, ëåìà 4]). Ïàðàìåòðèçîâàíèé

ìåòîä åë³ïñî¿ä³â äàº çìîãó íå ò³ëüêè îá’ºäíàòè çàçíà÷åí³ âàð³àíòè ìåòîä³â

åë³ïñî¿ä³â, à òàêîæ çàïðîïîíóâàòè íîâ³ éîãî âàð³àíòè [9].

Ó ö³é ñòàòò³ íàâåäåíî âëàñòèâîñò³ äâîõ àëãîðèòì³÷íèõ ðåàë³çàö³é ïàðàìåò-

ðèçîâàíîãî ìåòîäó åë³ïñî¿ä³â. Ïåðøèé àëãîðèòì áàçóºòüñÿ íà îíîâëåíí³ íåñè-
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ìåòðè÷íî¿ ìàòðèö³ B, ÿê ó ìåòîä³ åë³ïñî¿ä³â, çàïðîïîíîâàíîìó Í.Ç. Øîðîì,

à äðóãèé îíîâëþº ñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ H BB� T , ÿê çàïðîïîíîâàíî Â.À. Ñêî-

êîâèì [10] äëÿ ñóáãðàä³ºíòíèõ ìåòîä³â ç ðîçòÿãíåííÿì ïðîñòîðó. Êð³ì òîãî,

îïèñàíî, ÿê ìåòîä åë³ïñî¿ä³â ìîæíà çàñòîñóâàòè äî çàäà÷³ áåçóìîâíî¿ ì³í³ì³çàö³¿

îïóêëî¿ ôóíêö³¿, äî ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ îïóêëîãî ïðîãðàìóâàííÿ ç îáìåæåííÿìè

òà äëÿ çíàõîäæåííÿ ñ³äëîâî¿ òî÷êè îïóêëî-óâ³ãíóòî¿ ôóíêö³¿.

Ìàòåð³àë âèêëàäåíî íàñòóïíèì ÷èíîì: ó ðîçä. 1 îïèñàíî B-ôîðìó ïàðàìåò-

ðèçîâàíîãî ìåòîäó åë³ïñî¿ä³â òà éîãî âëàñòèâîñò³, ó ðîçä. 2 äàíî äåòàëüíå äîâå-

äåííÿ òåîðåìè 1 ³ç ðîçä. 1, ó ðîçä. 3 îïèñàíî H-ôîðìó ïàðàìåòðèçîâàíîãî ìåòî-

äó åë³ïñî¿ä³â, à â ðîçä. 4 ïðîäåìîíñòðîâàíî, ÿê ìåòîä åë³ïñî¿ä³â ìîæíà çàñòîñó-

âàòè äî çàäà÷ îïóêëîãî ïðîãðàìóâàííÿ òà äî ïðîáëåìè ñ³äëîâî¿ òî÷êè

îïóêëî-óâ³ãíóòî¿ ôóíêö³¿.

1. B-ÔÎÐÌÀ ÏÀÐÀÌÅÒÐÈÇÎÂÀÍÎÃÎ ÌÅÒÎÄÓ ÅË²ÏÑÎ¯Ä²Â

Ðîçãëÿíåìî òàêó çàäà÷ó. Íåõàé çàäàíî â³äîáðàæåííÿ g: � �
n n� . Ïðèïóñòè-

ìî, ùî ³ñíóº òàêà òî÷êà x� ��
n , ùî g x x x( ) ( )T � �� 0 äëÿ âñ³õ x ��

n ³

g x( ) 	 0 äëÿ âñ³õ x x	 � . Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñò³, áóäåìî ââàæàòè, ùî x� —

ºäèíà òî÷êà. Äëÿ çíàõîäæåííÿ íàáëèæåííÿ äî òî÷êè x� ìîæíà âèêîðèñòîâóâà-

òè ìåòîä åë³ïñî¿ä³â òà éîãî ïàðàìåòðèçîâàí³ âåðñ³¿.

Àëãîðèòì 1. B-ôîðìà ïàðàìåòðèçîâàíîãî ìåòîäó åë³ïñî¿ä³â.

Êðîê 0. Âèáèðàºìî òî÷êó x0 ��
n , íåñèíãóëÿðíó ìàòðèöþ B0 � 


�
n n

³ ðàä³óñ r0 0� òàêèìè, ùîá | | ( )| |B x x r
0

1
0 0

� �� � . Êð³ì òîãî, âèáèðàºìî � � 0 ³ ââà-

æàºìî, ùî k:� 0.

Êðîê 1. Îá÷èñëþºìî g xk( ). ßêùî g xk( ) � 0, òî ÇÓÏÈÍÊÀ: k k x xk
* : , :� �� .
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Êðîê 4. Óñòàíîâëþºìî k k:� �1 ³ ïåðåõîäèìî äî êðîêó 1.

Íà êîæí³é ³òåðàö³¿ àëãîðèòìó îíîâëþºòüñÿ ìàòðèöÿ Bk , ÿêà ïîâ’ÿçàíà
³ç çàì³íîþ çì³ííèõ x B yk� , äå y A xk� — â³äîáðàæåííÿ òî÷êè x ó ïåðåòâîðåíî-

ìó ïðîñòîð³ çì³ííèõ, A Bk k
� �1 . Î÷åâèäíî, ùî îíîâëåííÿ B-ìàòðèö³ (äèâ.

êðîê 3) ïîòðåáóº O n( )2 îïåðàö³é. Öå çóìîâëåíî âèêîðèñòàííÿì ïàðàìåòðà � � 0

òà îïåðàòîðà ðîçòÿãíåííÿ ïðîñòîðó R� �( ): � �
n n� , ÿêèé âèçíà÷àºòüñÿ ÿê

R I n�
�� � ��( ): ( )� � �1 , (1)

äå � ��
n , | | | |� �1 — íàïðÿìîê ðîçòÿãíåííÿ, à I n � 


�
n n — îäèíè÷íà ìàòðè-

öÿ. Âëàñòèâîñò³ îïåðàòîðà ðîçòÿãíåííÿ ïðîñòîðó äåòàëüíî âèâ÷åí³ â [11].
Ââàæàþ÷è, ùî � �: /�1 , à îïåðàòîð «îáåðíåíîãî» ðîçòÿãíåííÿ ïîçíà÷åíèé

R� ��1 ( ), îòðèìóºìî R R� �� �� �1 ( ) ( ) ³ B B Rk k k� �1 � �� ( ). Îñòàíí³é âèðàç ïîêà-

çóº, ÿêó ðîëü â³ä³ãðàº îïåðàòîð ðîçòÿãíåííÿ ïðîñòîðó äëÿ îíîâëåííÿ B-ìàò-
ðèö³. Äëÿ îíîâëåííÿ A-ìàòðèöü ìàºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ

A R Ak k k� �1
1

�
�� ( ) , (2)
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ÿêå âèïëèâàº ç ëàíöþãà ð³âíîñòåé

A B B R R B Rk k k k k k k� �
� � � �� � �1 1

1 1 1 1
1

1 1
( ( )) ( ) ( )

/
� �

�
�

�
�� � �

A R Ak k k�
1

�
�� ( ) .

Â àëãîðèòì³ 1 âèêîðèñòîâóºòüñÿ � �
�

�

n

n

1

1
.

Òåîðåìà 1. Ïîñë³äîâí³ñòü òî÷îê { }xk , ÿêó ãåíåðóº àëãîðèòì 1, çàäîâîëüíÿº

íåð³âí³ñòü

| | ( )| | | | ( ) | | ,A x x B x x r kk k k k k� � � � �� � �1
�. (3)

Äåòàëüíå äîâåäåííÿ òåîðåìè 1 íàâåäåíî ó ðîçä. 2.

Ìíîæèíà òî÷îê x, ÿêà çàäîâîëüíÿº íåð³âí³ñòü | | ( )| |B x x r
k k k
� � �1 , º åë³ïñî¿-

äîì �k k k kx B x x r: { | | | ( )| | }� � ��1 , ùî ì³ñòèòü òî÷êó x� . Åë³ïñî¿ä �k ìàº îá’ºì

vol( )
det

�k
k
n

k

v r

A
�

0
, (4)

äå v0 — îá’ºì îäèíè÷íî¿ n-âèì³ðíî¿ êóë³, det Ak — âèçíà÷íèê ìàòðèö³ Ak .

Îòæå, øâèäê³ñòü çá³æíîñò³ àëãîðèòìó 1 âèçíà÷àòèìåòüñÿ â³äíîøåííÿì

îá’ºìó åë³ïñî¿äà �k�1, ùî ëîêàë³çóº òî÷êó x� íà ( )k �1 -é ³òåðàö³¿, äî îá’ºìó

åë³ïñî¿äà �k , ùî ëîêàë³çóº x� íà k-é ³òåðàö³¿.

Òåîðåìà 2. Íåõàé xk ³ xk�1 çãåíåðîâàí³ àëãîðèòìîì 1. Òîä³ â³äíîøåííÿ

îá’ºì³â åë³ïñî¿ä³â �k�1 ³ �k íå çàëåæèòü â³ä k ³ äîð³âíþº

q
n

n

n

n n
n

k

k

n

:
( )

( )
exp� �

�

� �




�

�
�

�

�

�
�

� ���vol

vol

�

�

1

2

1

1 1

1

2
�
�

�
�
�

� 1. (5)

Êð³ì òîãî, x k
� �� äëÿ âñ³õ k �� .

Äîâåäåííÿ. Çã³äíî ç (2) ìàºìî A R Ak k k� �1
1

�
�� ( ) ³ äëÿ âèçíà÷íèê³â ìàò-

ðèöü Ak�1 òà Ak ñïðàâåäëèâî det det ( )detA R Ak

n

k k� � 


�
�

�

�
�1

1

�
�� . Âðàõîâóþ÷è (4)

³ òå, ùî det ( )R� � �� , çíàõîäèìî äëÿ (5) êîåô³ö³ºíò çìåíøåííÿ îá’ºìó

q
v r A

v r A

r

r
n

k

k

k
n

k

k
n

k

k� � �� �

�

�vol

vol

( )

( )

det

det

�

�

1 0 1

0 1

1

k

n

k

n

k k

A
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n

n
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1

1 12
.

Äîâåäåííÿ íåð³âíîñò³ â (5) (äèâ. [12], ñòîð. 77–78) áàçóºòüñÿ íà âèêîðèñ-

òàíí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ

n

n

n

n

n

n

n

n

n
n n

�

� �




�

�
�

�

�

�
�
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�
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1 1 1 12

1 1
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1 2/

.

Òåîðåìà 2 äîâåäåíà.
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Çã³äíî ç òåîðåìîþ 2 ìàºìî q
n

n � ��
�
�

�
�
�

�exp
1

2
1, ùî îçíà÷àº, ùî äëÿ âåëèêèõ n

êîåô³ö³ºíò çìåíøåííÿ îá’ºìó àïðîêñèìóºòüñÿ àñèìïòîòè÷íîþ ôîðìóëîþ

q
n

n � �1
1

2
. Îòæå, äëÿ òîãî ùîá ó 10 ðàç³â çìåíøèòè îá’ºì åë³ïñî¿äà, ÿêèé ëî-

êàë³çóº òî÷êó x� , ïîòð³áíî çðîáèòè K ³òåðàö³é (
ln

ln
( ln ) . )K

q
n n

n

� � � �
10

2 10 4 6 .

Âðàõîâóþ÷è, ùî òåîðåìè 1 òà 2 ñïðàâåäëèâ³ äëÿ áóäü-ÿêîãî ïàðàìåòðà

� � �( , )0 , ³ç àëãîðèòìó 1 ìîæíà îòðèìàòè ÿê â³äîì³, òàê ³ íîâ³ âàð³àíòè ìåòîä³â

åë³ïñî¿ä³â, àäàïòóâàâøè öåé �. Òàê, íàïðèêëàä, äëÿ ìåòîäó åë³ïñî¿ä³â Øîðà [3]

äîñòàòíüî âèáðàòè � �1, çà ÿêèì ôîðìóëè äëÿ êðîêó 3 áóäóòü ìàòè âèãëÿä
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: , (6)

ÿê³ º íàéåêîíîìí³øèìè çà ê³ëüê³ñòþ àðèôìåòè÷íèõ îïåðàö³é. Äëÿ ìåòîäó

åë³ïñî¿ä³â Õà÷³ÿíà [8] äîñòàòíüî âèáðàòè � �
�

n

n2 1

, ïðè öüîìó ôîðìóëè

äëÿ êðîêó 3 áóäóòü ìàòè âèãëÿä
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T i r rk k� �1: , (7)

ÿê³ ãàðàíòóþòü ïîñò³éíó âåëè÷èíó êðîêó â ïåðåòâîðåíîìó ïðîñòîð³ íà êîæí³é

³òåðàö³¿ àëãîðèòìó 1. Âàð³àíòó ìåòîäó åë³ïñî¿ä³â Íåìèðîâñüêîãî òà Þä³íà [7]

â³äïîâ³äàº � �
�
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1 2/
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Ó [9] íàâåäåíî âàð³àíò ìåòîäó åë³ïñî¿ä³â, äëÿ ÿêîãî � �
�
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ôîðìóëè äëÿ êðîêó 3 ìàþòü âèãëÿä
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n
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�

�
�

�

�

�
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2

1 2

1

:

/

.

Óñ³ âàð³àíòè (ç ð³çíèìè �) òåîðåòè÷íî åêâ³âàëåíòí³, õî÷à íåâåëèê³

â³äì³ííîñò³ ìîæóòü ñïîñòåð³ãàòèñÿ ÷åðåç íàêîïè÷åííÿ ïîìèëîê îá÷èñëåíü.

2. ÄÎÂÅÄÅÍÍß ÒÅÎÐÅÌÈ 1 (ÀËÃÎÐÈÒÌ 1)

Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî çà àíàëîã³ºþ ç äîâåäåííÿì, ÿêå äëÿ ìåòîäó åë³ïñî¿ä³â

áóëî çðîáëåíî Í.Ç. Øîðîì [3]. Äëÿ äîâåäåííÿ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè

ñï³ââ³äíîøåííÿ

R R R� � �
� � �T ( ) ( ) ( )� 2 , (8)

ÿêå âèïëèâàº ç âëàñòèâîñòåé (1) — îïåðàòîðà ðîçòÿãíåííÿ ïðîñòîðó (äèâ.
[11], ñòîð. 68–69).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1 ïðîâåäåìî ìåòîäîì ³íäóêö³¿ ïî k. Äëÿ k � 0

íåð³âí³ñòü (3) ïåðåõîäèòü ó | | ( )| |B x x r
0

1
0 0

� �� � òà âèêîíóºòüñÿ çà ïðèïóùåí-

íÿì. Ïðèïóñòèìî, ùî íåð³âí³ñòü (3) âèêîíóºòüñÿ äëÿ k k� . Äîâåäåìî ¿¿ ñïðàâåä-

ëèâ³ñòü äëÿ k k� �1.
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Âðàõîâóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ (8) ³ òå, ùî ç (2) âèïëèâàº A R Ak k k� �1
1

�
�� ( ) ,

ìàºìî ëàíöþæîê ð³âíîñòåé:

| | ( )| | ( ), ( )A x x A x x A x xk k k k k k� �
�

� �
�

� �
�� � � � � � �1 1

2
1 1 1 1

� � � � � ��
�

�
�1 1

1 1�
�

�
�� �R A x x R A x xk k k k k k( ) ( ) , ( ) ( )

� � � � � ��
�

�
�1

2 1 1
�

� �� �A x x R R A x xk k k k k k( ) , ( ) ( ) ( )T

� � � � � ��
�

�
�1

2 1 12

�
�

�
A x x R A x xk k k k k( ) , ( ) ( )

� � � � � � � ��
�

�
�

�
1 1

1
2 1 1 2

2
1

� �
� �A x x A x x A xk k k k k k k( ) , ( ) ( ) , ( � � ��x ) 2

� � � � � � ��
�

�
�1

1
1

2 1
2 2

2 1
2

�
�

�
�| | ( ) | | ( ) , ( )A x x A x xk k k k k

,

ÿêèé çàïèøåìî ó âèãëÿä³ ñï³ââ³äíîøåííÿ

� � �2
1 1

2
1

2 2 1| | ( )| | | | ( ) | | ( ) ,A x x A x x Ak k k k k k� �
�

�
�� � � � � � ( )x xk �

�� �1
2 . (9)

Äàë³, ðîçøèôðóºìî îáèäâà äîäàíêè ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ (9), äëÿ ÷îãî âèêîðèñ-

òàºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ

A x x A x x hk k k k k k( ) ( )�
� �� � � �1 � , (10)

ÿêå ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî A Bk k
� �1 ³ ÷åðãîâà òî÷êà â àëãîðèòì³ 1 îá÷èñ-

ëþºòüñÿ çà ôîðìóëîþ ç êðîêó 2, âèïëèâàº ç ëàíöþæêà ð³âíîñòåé

A x x A x h B x A x x h A Bk k k k k k k k k k k k k( ) ( ) ( )�
� � �� � � � � � � �1 � �

� � ��A x x hk k k k( ) � .

Ïåðøèé äîäàíîê ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ (9) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³ ð³âíîñò³

| | ( )| | | | ( ) | | ( ),A x x A x x h A x xk k k k k k k k�
� � �� � � � � � � �1

2 2 2 � h
k

2 , (11)

ÿêà ç óðàõóâàííÿì (9) ³ òîãî, ùî | | | |�k �1, âèïëèâàº ç ëàíöþæêà ð³âíîñòåé

| | ( )| | | | ( ) | |A x x A x x hk k k k k k�
� �� � � � �1

2 2�

� � � � � � � �� �A x x h A x x hk k k k k k k k( ) , ( )� �

� � � � � � � � � � �� � �A x x A x x h A x x hk k k k k k k k k k k( ), ( ) ( ), ,2 2� � � � �

� � � � � � � �� �| | ( ) | | ( ), | | | |A x x h A x x hk k k k k k k k
2 2 22 � �

� � � � � � �� �| | ( ) | | ( ),A x x h A x x hk k k k k k k

2 22 � .

Âðàõîâóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ (10), äëÿ êâàäðàòà ñêàëÿðíîãî äîáóòêó â äðó-

ãîìó äîäàíêó ïðàâî¿ ÷àñòèíè (9) ìàºìî òàêèé ëàíöþæîê ð³âíîñòåé:

� � � � � � � � ��
� �A x x A x x hk k k k k k k k( ), ( ) ,1

2 2� � �

� � � � � � � � � � � �� �( ( ), , ) ( ( ), | |A x x h A x x hk k k k k k k k k k� � � � �2
k | | )2 2 �

� � � � � � � � � � � �� � �( ( ), ) ( ), (A x x h A x x h A x xk k k k k k k k k k� �2 2 2 ), �k k
h� � 2 .
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Îòæå, êâàäðàò çàçíà÷åíîãî ñêàëÿðíîãî äîáóòêó ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³

� � � � � � � � � ��
� � �A x x A x x h A x xk k k k k k k k k k( ), ( ), ( ),1

2 2 2� � � � � h
k

2 . (12)

Ï³äñòàâëÿþ÷è (11) ³ (12) ó (9) ìàºìî

� � �2
1 1

2
1

2 2 1| | ( )| | | | ( ) | | ( ) ,A x x A x x Ak k k k k k� �
�

�
�� � � � � � ( )x xk �

�� � �1
2

� � � � � � � �� �| | ( ) | | ( ),A x x h A x x hk k k k k k k

2 22 �

� � � � � � � � � � �� �( ) ( ( ), ( ), )� � �2 2 21 2A x x h A x x hk k k k k k k k

� � � � � � �� �| | ( ) | | ( ),A x x h A x xk k k k k k
2 22� �

� � � � � � � � �� �( ) ( ), | | ( )| |� � �2 2 2 2 21 A x x h A x xk k k k k k

� � � � � � � � � �� �A x x h A x x hk k k k k k k k
( ), ( ( ) ( ), )� � � � �2 12 2 2 2 ,

çâ³äêè ç óðàõóâàííÿì h
n

rk k�
�

1

1
³ � �

�

�

n

n

1

1
ìàºìî

�2
1 1

2 2| | ( )| | | | ( ) | |A x x A x xk k k k� �
� �� � � �

�
�

� � � � � � � �
�

� �2

1

1

12

2

n
A x x r A x x

n
rk k k k k k k k

( ), ( ( ), )� � . (13)

Äàë³, äëÿ îö³íþâàííÿ çíàêà äîáóòêó

� � � � � � �� �A x x r A x xk k k k k k k( ), ( ( ), )� � ,

ùî âõîäèòü äî ïðàâî¿ ÷àñòèíè ñï³ââ³äíîøåííÿ (13), îö³íèìî çíàêè îáîõ éîãî

ñï³âìíîæíèê³â. Ïåðøèé ñï³âìíîæíèê áóäå íåâ³ä’ºìíèì. Îñê³ëüêè ìàºìî

� � � ��x x g x, ( ) 0 äëÿ âñ³õ x ��
n , éîãî ëåãêî îö³íèòè òàê:

� � � � � �� �A x x A x x
B g x

B g x
k k k k k

k k

k k

( ), ( ),
( )

| | ( )| |
�

T

T

� � � � ��1

| | ( )| |
( ), ( )

B g x
A x x B g x

k k

k k k kT

T

� � � � � ��1 1

| | ( )| |
( ), ( )

| | ( )| |B g x
B A x x g x

B g x
x

k k

k k k k

k k

kT T
� � ��x g xk, ( ) 0.

Ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî

0 � � � � � � �� �A x x A x x rk k k k k k( ), | | ( ) | |� ,

äðóãèé ñï³âìíîæíèê îö³íþºòüñÿ òàê:

r A x xk k k k� � � � ��( ), � 0.

Ç íåâ³ä’ºìíîñò³ îáîõ ñï³âìíîæíèê³â âèïëèâàº, ùî

2

1
0

n
A x x r A x xk k k k k k k�

� � � � � � � �� �( ), ( ( ), )� � . (14)
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Äàë³, âðàõóâàâøè (14) ³ òå, ùî | | ( ) | |A x x rk k k� �� , ñï³ââ³äíîøåííÿ (13) çà-

ïèøåìî ó âèãëÿä³

�2
1 1

2 2

2

21

1
| | ( ) | | | | ( ) | |A x x A x x

n
rk k k k k� �
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� �
�

�
�
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r
n

r
n

n
r

k k k

2

2

2
2

2

21

1 1
,

çâ³äêè ìàºìî íåð³âí³ñòü

| | ( ) | | | | ( ) | |A x x B x x
n

n
k k k k� �

�
� �

�� � � �
�




�

�
�1 1

2
1 1

2

2 2

1

1�

�

�

�
�

�
�

2 2

1

2r r
k k

,

ç ÿêî¿ âèïëèâàº ñïðàâåäëèâ³ñòü íåð³âíîñò³ (3) äëÿ k k� �1.

Òåîðåìà 1 äîâåäåíà.

3. H -ÔÎÐÌÀ ÏÀÐÀÌÅÒÐÈÇÎÂÀÍÎÃÎ ÌÅÒÎÄÓ ÅË²ÏÑÎ¯Ä²Â

Íàâåäåíó ðàí³øå B-ôîðìó ïàðàìåòðèçîâàíîãî ìåòîäó åë³ïñî¿ä³â (àëãîðèòì 1)

ìîæíà çàïèñàòè â H-ôîðì³ çà äîïîìîãîþ äîäàòíî âèçíà÷åíèõ ñèìåòðè÷íèõ

ìàòðèöü H B Bk k k
� T . Ïðè öüîìó ñïðîùóºòüñÿ ôîðìóëà äëÿ îíîâëåííÿ ìàò-

ðèö³ H B Bk k k� � ��1 1 1
T ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî äëÿ �

�
� �

�

�

1 1

1

n

n
ñïðî-

ùóºòüñÿ âèðàç � 2 1
1

1
1

2

1
� �

�

�
� � �

�

n

n n
.

Ðîçãëÿíåìî H-ôîðìó, ÿêà â³äïîâ³äàº àëãîðèòìó 1.

Àëãîðèòì 2. H-ôîðìà ïàðàìåòðèçîâàíîãî ìåòîäó åë³ïñî¿ä³â.

Êðîê 0. Âèáèðàºìî òî÷êó x0 ��
n , äîäàòíî âèçíà÷åíó ñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ

H0 � 

�

n n ³ ðàä³óñ r0 0� òàêèìè, ùîá ( ) ( )x x H x x r0 0
1

0 0
2� � �� � �T . Êð³ì òîãî,

âèáèðàºìî � � 0 ³ ââàæàºìî, ùî k:� 0.

Êðîê 1. Îá÷èñëþºìî g x( ). ßêùî g x( ) ,� 0 òî ÇÓÏÈÍÊÀ: k k* :� , x xk
* : .�

Êðîê 2. Îá÷èñëþºìî x x h
H g x

g x H g x
k k k

k k

k k k

� � �1:
( )

( ) ( )T
, äå h

n
rk k: .�

�

1

1

Êðîê 3. Îíîâëþºìî H H
n

H g x g x H

g x H g x
k k

k k k k

k k k

� � �
�




�

�
�

�

�

�
1

2 2

1
:

( ) ( )

( ) ( )
�

T

T �
i

r
n

n

rk k� �
�

1
2

1

1

:
�

.

Êðîê 4. Óñòàíîâëþºìî k k:� �1 ³ ïåðåõîäèìî äî êðîêó 1.

Ïîñë³äîâí³ñòü { }xk , çãåíåðîâàíà àëãîðèòìîì 2, (òåîðåòè÷íî) ³äåíòè÷íà

â³äïîâ³äí³é ïîñë³äîâíîñò³, çãåíåðîâàí³é àëãîðèòìîì 1, çà óìîâè, ùî íà êðîö³ 0

îñòàííüîãî îäíàêîâ³ çíà÷åííÿ äëÿ x0 , r0 âèáèðàþòüñÿ ÿê äëÿ àëãîðèòìó 2, à B0

âèáèðàºòüñÿ òàê, ùî H B B0 0 0
� T . Ùîá ïîáà÷èòè, ùî H-ôîðìà ñïðàâä³ ñòâîðþº

òó ñàìó ïîñë³äîâí³ñòü { }xk , ìîæíà ³íäóêòèâíî ïîêàçàòè ïðîñòèìè îá÷èñëåííÿ-

ìè, ùî

x x h B x h
H g x

g x H g x
k k k k k k k

k k

k k k

� � � � �1 �
( )

( ) ( )T
,
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B B H
n

H g x g x H

g x H g x
k k k

k k k k

k k k
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�




�

�
1 1

2 2

1

T
T

T
�

( ) ( )

( ) ( )�

�

�

�
�

âèêîíóºòüñÿ äëÿ âñ³õ k �� äëÿ àëãîðèòìó 1, ùî îçíà÷àº, ùî

H B Bk k k� � ��1 1 1
T

ñïðàâåäëèâå äëÿ k ��. Â³äïîâ³äíî äî öüîãî åë³ïñî¿ä �k ìàº åêâ³âàëåíòí³

ïðåäñòàâëåííÿ çà äîïîìîãîþ ìàòðèöü Bk ³ Hk , à ñàìå

�k k k k k k kx B x x r x x x H x x r� � � � � � �� �{ | | | ( )| | } { | | | ( ) ( )| |1 1
k
2}.

Îòæå, òåîðåìè 1 ³ 2 ñïðàâåäëèâ³ ³ äëÿ àëãîðèòìó 2.

Ç îäíîãî áîêó, äëÿ îá÷èñëåííÿ ïîñë³äîâíîñò³ { }xk çà äîïîìîãîþ àëãîðèò-

ìó 2 ïîòð³áíî âäâ³÷³ ìåíøå îïåðàö³é, í³æ äëÿ àëãîðèòìó 1. Âèêîðèñòàííÿ îïå-

ðàòèâíî¿ ïàì’ÿò³ ïîêàçóº ïðèáëèçíî òàêå ñàìå ñï³ââ³äíîøåííÿ, ÿêùî ìàòðèö³ Bk

º íåñèìåòðè÷íèìè. Ç ³íøîãî áîêó, H-ôîðìà îá÷èñëþâàëüíî ìåíø ñò³éêà,

îñê³ëüêè ìàòðèö³ Hk ìîæóòü ñòàòè íåñèìåòðè÷íèìè òà íå áóòè äîäàòíî

âèçíà÷åíèìè. Ïðîäåìîíñòðóºìî öå íà ïðèêëàä³ ç [9].

Äëÿ � �1, N � 2, H I0 2:� , g x k( ): ( , )2 1 1� � T ³ g x k( ): ( , )2 1 2 1� � T äëÿ k ��

ôîðìóëà äëÿ îíîâëåííÿ Hk íà êðîö³ 3 àëãîðèòìó 2 äàº

H50

8 6163 13 9 5855 14

9 5914 14 1 6273 12
�

� �

� �




�
��

�

�

. .

. .

e e

e e
�� �

� � �

� � �



,

. .

. .
H70

9 9927 18 1 8545 17

4 0653 17 3 5467 17

e e

e e�
��

�

�
��,

äå H50 º íåñèìåòðè÷íîþ, à H70 íå º àí³ ñèìåòðè÷íîþ, àí³ äîäàòíî âèçíà-

÷åíîþ.

Äëÿ àëãîðèòìó 1 (B-ôîðìà ïàðàìåòðèçîâàíîãî ìåòîäó åë³ïñî¿ä³â) òàêèõ

ïðîáëåì áóòè íå ìîæå. Ó òîìó ñàìîìó ïðèêëàä³ ìàòðèö³ B50 ³ B70 , îá÷èñëåí³

â àëãîðèòì³ 1, òàê³, ùî

B B50 50

8 6162 13 9 5889 14

9 5889 14 1 6273 12

T e e

e e
�

� �

� �




�

. .

. .
��

�

�
�� �

� �

�
,

. .

. .
B B70 70

1 4592 17 16239 18

16239 18 2 755

T e e

e 9 17e �




�
��

�

�
�� ,

òîáòî H B Bk k k
� T çàëèøàþòüñÿ ñèìåòðè÷íèìè òà äîäàòíî âèçíà÷åíèìè.

²ç àëãîðèòìó 2 ìîæíà îòðèìàòè H-ôîðìè äëÿ â³äîìèõ âàð³àíò³â ìåòîä³â

åë³ïñî¿ä³â. Òàê, íàïðèêëàä, äëÿ ìåòîäó åë³ïñî¿ä³â Øîðà àíàëîãè ôîðìóë (6) äëÿ

êðîêó 3 â àëãîðèòì³ 2 áóäóòü ìàòè âèãëÿä

H H
n

H g x g x H

g x H g x
k k

k k k k

k k k

� � �
�

1
2

1
:

( ) ( )

( ) ( )

T

T
i r

n

n

rk k� �
�

1
2

1

1

:
�

, (15)

à äëÿ ìåòîäó åë³ïñî¿ä³â Õà÷³ÿíà àíàëîãè ôîðìóë (7) äëÿ êðîêó 3 â àëãî-

ðèòì³ 2 áóäóòü ìàòè âèãëÿä

B
n

n
H

n

H g x g x H

g x H g x
k k

k k k k

k k k

� �
�

�
�




�

�
1

2

2 1

2

1
:

( ) ( )

( ) ( )

T

T�

�

�

�
�

i r rk k� �1: . (16)

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ îïèñó ìåòîäó åë³ïñî¿ä³â ôîðìóëè (16) âèêîðèñòîâóþòüñÿ

íàáàãàòî ÷àñò³øå, í³æ ôîðìóëè (15).

4. ÏÐÈÊËÀÄÈ ÇÀÄÀ× ÄËß ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß ÌÅÒÎÄÓ ÅË²ÏÑÎ¯Ä²Â

Ðîçãëÿíåìî òðè çàäà÷³ ³ç [13], äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ÿêèõ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè

ïàðàìåòðèçîâàíèé ìåòîä åë³ïñî¿ä³â.
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Çàäà÷à 1. Ì³í³ì³çàö³ÿ îïóêëî¿ ôóíêö³¿. Ìåòîä åë³ïñî¿ä³â ìîæíà âèêîðèñ-

òîâóâàòè äëÿ çíàõîäæåííÿ x� — òî÷êè ì³í³ìóìó îïóêëî¿ ôóíêö³¿ f n: � �� .

Ì³í³ìàëüíå çíà÷åííÿ f ïîçíà÷àºòüñÿ f f x� ��: ( ). Äëÿ ïðîñòîòè ïðèïóñòèìî,

ùî x� º ºäèíèì ì³í³ì³çàòîðîì f . Ùîá çàñòîñóâàòè àëãîðèòì 1 äî ùîéíî îïèñà-

íî¿ ïðîáëåìè ì³í³ì³çàö³¿, ðîçãëÿíåìî â³äîáðàæåííÿ g n n: � �� , ÿêå âèêîðèñ-

òîâóºòüñÿ â ðîçä. 1 òà áóäå ñïåö³àë³çîâàíî íà g f
n n: � �� , äå g xf ( ) º ñóá-

ãðàä³ºíòîì f â³ä x , ùî îçíà÷àº

� � � � � � � �� � �x x g x f x f x f x ff, ( ) ( ) ( ) ( ) 0 äëÿ âñ³õ x ��
n . (17)

Êð³ì òîãî, ïîð³âíÿíî ç àëãîðèòìîì 1 íà êðîö³ 1 ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè

á³ëüø â³äïîâ³äíèé êðèòåð³é çàâåðøåííÿ, ÿêèé ãàðàíòóº, ùî àëãîðèòì íå çóïè-

íÿºòüñÿ ðàí³øå, í³æ

f x fk( ) � �� � (18)

âèêîíóºòüñÿ äëÿ äåÿêîãî ïîïåðåäíüî âèçíà÷åíîãî � � 0. Öåé êðèòåð³é âèâî-

äèòüñÿ òàê. Äëÿ áóäü-ÿêèõ ( , , ) ( , )x B rk k k
n n n� 
 
 �


� � 0 , çãåíåðîâàíèõ àëãî-

ðèòìîì 1, îòðèìóºìî

f x f x x g x B x x B g xk k f k k k k f k( ) , ( ) ( ), ( )� � � � � � � � � �� � � �1 T

� � �� �| | ( ) | | | | ( ) | | | | ( ) | |B x x B g x r B g x
k k k f k k k f k

1 T T ,

äå ïåðøà íåð³âí³ñòü âèïëèâàº ç (17), à îñòàííÿ º íàñë³äêîì x k
� �� çã³äíî

ç òåîðåìîþ 1. Îòæå, ÿêùî r B g xk k f k| | ( ) | |T � �, òî (18) âèêîíóºòüñÿ.

Çàäà÷à 2. Çàäà÷à îïóêëîãî ïðîãðàìóâàííÿ. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ç îáìå-
æåííÿìè

min ( )
x

f x
�� �

n
0 (19)

çà îáìåæåíü

f x i mi ( ) , , , ...,� �0 1 2 , (20)

äå äëÿ i m� 0 1, , ,� ôóíêö³¿ f i
n: � �� º îïóêëèìè ³ gi

n n: � �� ïîçíà÷àº

â³äîáðàæåííÿ òàê, ùî g xi ( ) º ñóáãðàä³ºíòîì f â x . Ïðèïóñòèìî, ùî çàäà÷à

(19), (20) ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê x� ³ äëÿ íå¿ âèêîíóºòüñÿ óìîâà Ñëåéòåðà.

Êð³ì òîãî, íåõàé â³äîáðàæåííÿ gi
n n: � �� âèçíà÷àºòüñÿ ÿê

g x g xi x( ) ( )( )� ,

äå â³äîáðàæåííÿ x i x� ( ) çàäîâîëüíÿº óìîâè

i x f xm( ) , ..., ( ) ,� � �0 0ÿêùî ( ) 0,f x1

i x i f x f xi m( ) { | ( ) }, max{ ..., ( )}� � �0 0ÿêùî ( ),f x1 . (21)

Äàë³, ìîæíà ïîáà÷èòè, ùî � � � ��x x g x, ( ) 0 ñïðàâåäëèâî äëÿ âñ³õ x ��
n .

Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè x çàäîâîëüíÿº

max{ ..., ( )}f x1 ( ), f xm � 0 . Â³äïîâ³äíî äî (21) ìàºìî g x g x( ) ( )� 0 . Êð³ì òîãî, âðà-

õîâóþ÷è f x f x0 0( ) ( )� � ³ îïóêë³ñòü f , ìàºìî

� � � � � � � � � �� � �x x g x x x g x f x f x, ( ) , ( ) ( ) ( )0 0 0 0.

ßêùî ³íàêøå, max{ ..., ( )}f x1 ( ), f xm � 0 , òî ç (21) âèïëèâàº f xj ( ) � 0 äëÿ

j i x: ( )� . Âðàõîâóþ÷è îïóêë³ñòü f j ³ òå, ùî f xj ( ) � 0 , îòðèìóºìî

� � � � � � � � � �� � �x x g x x x g x f x f xj j j, ( ) , ( ) ( ) ( ) 0 .
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Îòæå, � � � ��x x g x, ( ) 0 ñïðàâåäëèâî äëÿ âñ³õ x ��
n .

Çàäà÷à 3. Ñ³äëîâ³ òî÷êè îïóêëî-óâ³ãíóòèõ ôóíêö³é. Íåõàé

f n m: � � �
 � º îïóêëî-óâ³ãíóòîþ ôóíêö³ºþ, òîáòî f y n( , ):� �� � º îïóêëîþ

äëÿ áóäü-ÿêîãî y ��
m ³ f x m( , ):� �� � º óâ³ãíóòîþ äëÿ áóäü-ÿêîãî x ��

n .

Ïàðà z x y n m� � �� � 
: ( , ) � � íàçèâàºòüñÿ ñ³äëîâîþ òî÷êîþ f , ÿêùî

f x y f x y f x y( , ) ( , ) ( , )� � � �� � äëÿ âñ³õ ( , )x y n m� 
� � .

Êð³ì òîãî, ç z x y: ( , )� ìíîæèíà G zx
n( ) �� ì³ñòèòü âñ³ ñóáãðàä³ºíòè f y( , )�

â³äíîñíî x, òîä³ ÿê G zy
m( ) �� ì³ñòèòü âñ³ ñóïåðãðàä³ºíòè f x( , )� â³äíîñíî y.

Îòæå, ìîæíà âèçíà÷èòè â³äîáðàæåííÿ g n m n m: � � � �
 � 
 çà äîïîìîãîþ

g z
g z

g z
g z g z z G zx

y
x y y( ):

( )

( )
( ), ( ) ( ) ( )�

�



�
�

�

�
� � 
iç ( ) Gx .

Çà íàâåäåíèì âèçíà÷åííÿì ñ³äëîâî¿ òî÷êè òà çà îïóêë³ñòþ ôóíêö³é f y( , )� ³

� �f x( , ) äëÿ áóäü-ÿêèõ ô³êñîâàíèõ y òà x â³äïîâ³äíî, âèïëèâàº, ùî

0 � � � � � � �� � � �f x y f x y f x y f x y f x y f x y( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

� � � � � � � � � � � � �� � �g z y y g z x x g z z zy x( ), ( ), ( ), .

Îòæå, � � � ��g z z z( ), 0 âèêîíóºòüñÿ äëÿ âñ³õ z n m� 
� � , òîìó ïàðàìåòðè÷-

íèé ìåòîä åë³ïñî¿ä³â ìîæå áóòè âèêîðèñòàíèé äëÿ àïðîêñèìàö³¿ ñ³äëîâî¿ òî÷êè z * .

Ìåòîä åë³ïñî¿ä³â òàêîæ ìàº íèçêó ³íøèõ çàñòîñóâàíü, íàïðèêëàä, äëÿ

ñïåö³àëüíèõ êëàñ³â âàð³àö³éíèõ íåð³âíîñòåé [14], äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ êîîðäèíóþ-

÷èõ íåãëàäêèõ çàäà÷, ÿê³ âèíèêàþòü ï³ä ÷àñ çàñòîñóâàííÿ ñõåì äåêîìïîçèö³¿ äëÿ

áëî÷íèõ çàäà÷ âåëèêî¿ ðîçì³ðíîñò³ [15] òîùî. Ïðè öüîìó äîñòàòíüî âèçíà÷èòè

ïðàâèëî ïîáóäîâè ã³ïåðïëîùèí, ÿê³ ëîêàë³çóþòü øóêàíó òî÷êó, òà óìîâó çóïèí-

êè ³òåðàö³éíîãî ïðîöåñó â êðîö³ 1 àëãîðèòì³â 1 òà 2.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó ñòàòò³ ïðîâåäåíî äåòàëüíèé àíàë³ç ïàðàìåòðè÷íî¿ âåðñ³¿ êëàñè÷íîãî ìåòîäó
åë³ïñî¿ä³â ç ìàñøòàáóâàííÿì ïðîñòîðó çà ñêàëÿðíèì ïàðàìåòðîì � � 0. Äëÿ
ïåâíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà � öÿ âåðñ³ÿ çàáåçïå÷óº â³äîì³ âàð³àíòè ìåòîäó
åë³ïñî¿ä³â, à ñàìå âàð³àíòè Øîðà, Õà÷³ÿíà, Íåìèðîâñüêîãî òà Þä³íà.
Äîñë³äæåíî âëàñòèâîñò³ äâîõ àëãîðèòì³÷íèõ ðåàë³çàö³é ïàðàìåòðèçîâàíîãî
ìåòîäó åë³ïñî¿ä³â. Ïåðøèé àëãîðèòì áàçóºòüñÿ íà îíîâëåíí³ íåñèìåòðè÷íî¿

ìàòðèö³ B, à äðóãèé îíîâëþº ñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ H BB� T . Îïèñàíî çàñòî-
ñóâàííÿ àëãîðèòì³â äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ îïóêëîãî ïðîãðàìóâàííÿ òà äëÿ
çíàõîäæåííÿ ñ³äëîâèõ òî÷îê îïóêëî-óâ³ãíóòèõ ôóíêö³é.

Òàêó ñàìó ïàðàìåòðèçàö³þ ìîæíà çàñòîñóâàòè äëÿ óçàãàëüíåíîãî ìåòîäó

åë³ïñî¿ä³â [16, 17], äå äëÿ ëîêàë³çàö³¿ øóêàíî¿ òî÷êè âèêîðèñòîâóºòüñÿ íàáëèæåíèé

äî îïòèìàëüíîãî åë³ïñî¿ä, ÿêèé çàáåçïå÷óº àñèìïòîòè÷íó øâèäê³ñòü çá³æíîñò³ óçà-

ãàëüíåíîãî ìåòîäó åë³ïñî¿ä³â òàêîþ æ, ÿê ³ â êëàñè÷íîìó ìåòîä³ åë³ïñî¿ä³â.
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P.I. Stetsyuk, A. Fischer, O.M. Khomiak

UNIFIED PRESENTATION OF THE CLASSICAL ELLIPSOID METHOD

Abstract. A parametric version of the ellipsoid method with space scaling by a scalar
parameter � � 0 is considered. For certain values of the parameter �, it is reduced to the
available versions of the ellipsoid method, namely, the Shor, Khachiyan, Nemirovsky, and
Yudin ones. The properties of two algorithmic implementations of the parameterized ellipsoid
method are proved. The first algorithm is based on updating the asymmetric matrix B, and the

second one updates the symmetric matrix H BB� T. The applications of the algorithms for
solving convex programming problems and for finding the saddle point of a convex-concave
function are described.
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