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Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî çàäà÷³ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ çàïàñàìè â óìîâàõ íåâèçíà÷åíîñò³
òà çàïðîïîíîâàíî ï³äõîäè äî ïîáóäîâè ñòðàòåã³é, áëèçüêèõ äî îïòèìàëüíèõ, ó ìîäåëÿõ
³ç çîâí³øí³ì ïîñòà÷àííÿì ðåñóðñ³â. Ðîçãëÿíóòî, çîêðåìà, ïîêðîêîâå óçàãàëüíåííÿ
â³äïîâ³äíèõ äåòåðì³íîâàíèõ çàäà÷ ââåäåííÿì äî íèõ åëåìåíò³â íåâèçíà÷åíîñò³. Íà ïðè-
êëàäàõ êîíêðåòíèõ ïðîöåñ³â çàïàñàííÿ â ëîã³ñòè÷íèõ ñèñòåìàõ, ùî õàðàêòåðèçóþòüñÿ íà-
ÿâí³ñòþ ìîìåíò³â ðåãåíåðàö³¿, ïðî³ëþñòðîâàíî ìåòîäîëîã³þ àíàë³òèêî-êîìï’þòåðíîãî ìî-
äåëþâàííÿ òà àëãîðèòìè çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ëîã³ñòè÷í³ ïðîöåñè, êåðóâàííÿ çàïàñàìè, ðîçâ’ÿçêè â óìîâàõ íåâèçíà÷å-
íîñò³, çîâí³øíº ïîñòà÷àííÿ, îïòèìàëüíà ñòðàòåã³ÿ, êîìï’þòåðíå ìîäåëþâàííÿ.

ÍÅÂÈÇÍÀ×ÅÍ²ÑÒÜ, ßÊ ÅËÅÌÅÍÒ ËÎÃ²ÑÒÈ×ÍÎÃÎ ÏÐÎÖÅÑÓ

Ëîã³ñòèêà — öå îäíà ³ç ñó÷àñíèõ åêîíîì³÷íèõ äèñöèïë³í, âèêîðèñòîâóâàíà ï³ä
÷àñ äîñë³äæåíü ôóíêö³îíóâàííÿ ðèíêó äëÿ åôåêòèâíîãî êåðóâàííÿ ãîñïîäà-
ðñüêîþ ä³ÿëüí³ñòþ. Äî ãîëîâíèõ ¿¿ çàâäàíü â³äíîñÿòü òàêó îðãàí³çàö³þ ãîñïîäà-
ðñüêèõ ïðîöåñ³â, ùî ãàðàíòóº ñïîæèâà÷ó ìîæëèâ³ñòü â÷àñíî, ó âèçíà÷åíîìó
ì³ñö³ òà çà ïðèéíÿòíîþ ö³íîþ îòðèìàòè ñâîº çàìîâëåííÿ. Ïîïðè òå, ùî ëîã³ñòè-
êà ìàº â³éñüêîâå ïîõîäæåííÿ ³ ¿¿ ôîðìóâàííÿ ïî÷àëîñÿ ùå â ñòàðîäàâí³ ÷àñè,
ñüîãîäí³ âæå íå âèíèêàº äèñêóñ³¿ ÿê ùîäî ñóòíîñò³ ãîñïîäàðñüêèõ ïðîöåñ³â, ÿê³
îõîïëþº íàçâà «ëîã³ñòè÷íå êåðóâàííÿ», òàê ³ ùîäî òèïó òàêîãî êåðóâàííÿ
ó â³éñüêîâîãî êîìàíäóâàííÿ ÷è â öèâ³ëüíèõ àáî çì³øàíèõ ñòðóêòóðàõ. Îäíàê
âàðòî âèçíàòè, ùî íàòåïåð ùå íå ³ñíóº ºäèíîãî çàãàëüíîïðèéíÿòîãî ïîãëÿäó íà
ëîã³ñòèêó ³ íå îïðàöüîâàíî ùå ºäèíîãî òðàêòóâàííÿ âñ³õ ¿¿ ïîíÿòü, íåìàº óçãîä-
æåíî¿ ºäèíî¿ òåðì³íîëîã³¿ [1]. ×àñòî ÿê íàóêîâö³, òàê ³ ïðàêòèêè, âèêîðèñòîâóþ-
÷è òå ñàìå ïîíÿòòÿ, ðîçóì³þòü éîãî ïî-ð³çíîìó. Àëå, ïîïðè ð³çíå ñïðèéíÿòòÿ,
âñ³ ö³ ïîíÿòòÿ òàê ÷è ³íàêøå îïèñóþòü ³ óçàãàëüíþþòü ðåàëüí³ ïðîöåñè ô³çè÷íî-
ãî ïåðåì³ùåííÿ ñèðîâèíè òà ìàòåð³àë³â, ³íôîðìàö³¿, ô³íàíñ³â, à òàêîæ êåðóâàííÿ
öèìè ïðîöåñàìè â îïåðàö³éíîìó, òàêòè÷íîìó ³ ñòðàòåã³÷íîìó àñïåêòàõ.

Îáîâ’ÿçêîâèì åëåìåíòîì áóäü-ÿêî¿ ëîã³ñòè÷íî¿ ñèñòåìè, ùî çóìîâëþº õàðàê-
òåð ïðîöåñ³â ô³çè÷íîãî ïåðåì³ùåííÿ âñ³õ íàÿâíèõ ó í³é ðåñóðñ³â, º ïðèéíÿòà ñòðà-
òåã³ÿ êåðóâàííÿ. Ðåàë³çàö³þ áóäü-ÿêîãî ãîñïîäàðñüêîãî ïðîºêòó ñë³ä ðîçãëÿäàòè ÿê
ôóíêö³îíóâàííÿ ñêëàäíî¿ ñèñòåìè, â ÿê³é ëîã³ñòèêà â³ä³ãðàº ðîëü îêðåìî¿ ï³äñèñòå-
ìè. Ñâîºþ ÷åðãîþ, ëîã³ñòè÷íèé ïðîöåñ — öå òåæ ñêëàäíà ñèñòåìà, à ñèñòåìíèé
ï³äõ³ä äî ¿¿ âèâ÷åííÿ çíà÷íîþ ì³ðîþ çóìîâèâ øâèäêèé ðîçâèòîê ëîã³ñòèêè ÿê îêðå-
ìî¿ ãàëóç³ íàóêîâèõ çíàíü. Ñèñòåìíèé ï³äõ³ä äî ïðèéíÿòòÿ êåðóâàëüíèõ ð³øåíü
áàçóºòüñÿ íà ïîáóäîâ³ ôîðìàëüíî¿ åêîíîì³êî-ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ ëîã³ñòè÷íî¿ ñèñ-
òåìè. Òàêà ìîäåëü ïîâèííà äåòàëüíî îïèñóâàòè âñ³ ãîëîâí³ ¿¿ åëåìåíòè, çâ’ÿçêè ì³æ
íèìè òà àäåêâàòíî â³äîáðàæàòè äèíàì³êó ôóíêö³îíóâàííÿ [2].

Êëþ÷îâèì ó ôîðìóâàíí³ ñòðàòåã³é êåðóâàííÿ ëîã³ñòè÷íèìè ïðîöåñàìè º
âñòàíîâëåííÿ îïòèìàëüíîãî ð³âíÿ çàïàñ³â, òîáòî òàêîãî, ùî çàáåçïå÷óº åôåêòèâ-
íå ôóíêö³îíóâàííÿ âñ³º¿ ñèñòåìè. Óìîâè íåâèçíà÷åíîñò³, â ÿêèõ â³äáóâàþòüñÿ
ðåàëüí³ ëîã³ñòè÷í³ ïðîöåñè ïåðåì³ùåííÿ ð³çíîìàí³òíèõ ðåñóðñ³â, ñóòòºâî
óñêëàäíþþòü ðîçâ’ÿçàííÿ ö³º¿ ïðîáëåìè. Òîìó îïòèì³çàö³ÿ ðåàëüíèõ ëîã³ñòè÷-
íèõ ïðîöåñ³â ïîëÿãàº ó âèáîð³ â êîæí³é êîíêðåòí³é ñèòóàö³¿ íàéêðàùîãî ðîç-
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â’ÿçêó ç ìíîæèíè âñ³õ äîïóñòèìèõ. Âðàõîâóþ÷è íåâèçíà÷åí³ñòü ÿê íåâ³ä’ºìíó
ðèñó áóäü-ÿêîãî ðåàëüíîãî ëîã³ñòè÷íîãî ïðîöåñó, ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî êîæ-
íà ôîðìàëüíà éîãî ìîäåëü — öå ëèøå á³ëüø àáî ìåíø âäàëå íàáëèæåííÿ ðåàëü-
íîãî ïðîöåñó. Ñòðàòåã³ÿ êåðóâàííÿ, ïîáóäîâàíà íà ¿¿ îñíîâ³, áóäå ëèøå íàáëè-
æåííÿì äî êðàùî¿ ñòðàòåã³¿. Îòæå, ç ïðàêòè÷íî¿ òî÷êè çîðó ñë³ä âèáèðàòè, ìîæ-
ëèâî, íå íàéêðàù³, à ëèøå áëèçüê³ äî îïòèìàëüíèõ ðîçâ’ÿçêè, ÿê³ äî òîãî æ º
çðó÷íèìè ó âèêîðèñòàíí³. Îäèí ³ç øëÿõ³â ðåàë³çàö³¿ òàêîãî ï³äõîäó ïîëÿãàº
â òîìó, ùîá ðîçïî÷àòè àíàë³ç ðåàëüíèõ ïðîöåñ³â ô³çè÷íîãî ïåðåì³ùåííÿ íàÿâ-
íèõ ðåñóðñ³â (ñèðîâèíè, ìàòåð³àë³â, ³íôîðìàö³¿, ô³íàíñ³â òîùî) ç ïîáóäîâè íà-
áëèæåíèõ äåòåðì³íîâàíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìóºìî
ìîæëèâ³ñòü óñâ³äîìèòè ñóòü çàâäàíü ìàòåð³àëüíîãî çàáåçïå÷åííÿì âèðîáíè÷èõ
ïðîöåñ³â òà âèáðàòè ñïîñîáè ¿õíüîãî ôîðìàëüíîãî â³äòâîðåííÿ. Ââåäåííÿì äî
öèõ ìîäåëåé îêðåìèõ åëåìåíò³â íåâèçíà÷åíîñò³ ç íàñòóïíèì óçàãàëüíåííÿì
â³äïîâ³äíèõ ðîçâ’ÿçê³â ïîñòóïîâî ðîçøèðþºìî êîëî ïðàêòè÷íèõ çàäà÷, äëÿ ÿêèõ
áóäåìî ìàòè îá´ðóíòîâàí³ îïòèìàëüí³ (àáî áëèçüê³ äî íèõ) ðîçâ’ÿçêè.

Íà âèêîðèñòàíí³ òàêîãî ï³äõîäó áàçóºòüñÿ òàêîæ ìåòîä àíàë³òè÷íî-êîìï’þòåð-
íîãî ìîäåëþâàííÿ, êîëè â ïðîöåñ³ ïðèéíÿòòÿ ð³øåíü ìîæóòü âèêîðèñòîâóâàòèñü ÿê
òî÷í³ ðîçâ’ÿçêè äëÿ îêðåìèõ ôðàãìåíò³â ìîäåë³, òàê ³ ðåçóëüòàòè êîìï’þòåðíîãî
ìîäåëþâàííÿ òèõ ôðàãìåíò³â, äëÿ ÿêèõ òî÷í³ ðîçâ’ÿçêè íå âäàºòüñÿ çíàéòè.

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×Í² ÌÎÄÅË² ÊÅÐÓÂÀÍÍß ÇÀÏÀÑÀÌÈ

Çâ³ëüíåííÿ çàéâèõ «çàìîðîæåíèõ» çâîðîòíèõ çàñîá³â º ñóòòºâèì êðîêîì äî
ï³äâèùåííÿ åêîíîì³÷íî¿ åôåêòèâíîñò³ áóäü-ÿêîãî ãîñïîäàðñüêîãî ïðîöåñó,
à îòæå, ñòðàòåã³÷íîþ çàäà÷åþ äëÿ éîãî ëîã³ñòèêè. Òîìó, íàñàìïåðåä íå-
îáõ³äíî âñòàíîâèòè â³äïîâ³äíèé äî ïîòðåá íîðìàëüíîãî ôóíêö³îíóâàííÿ
ð³âåíü çàïàñ³â. Âèçíà÷èâøè îïòèìàëüíó ñòðàòåã³þ êåðóâàííÿ çàïàñàìè, ñòâî-
ðèìî ïîòð³áí³ ïåðåäóìîâè äëÿ ïîáóäîâè îïòèìàëüíî¿ ñòðàòåã³¿ êåðóâàííÿ
âñ³ºþ ëîã³ñòè÷íîþ ñèñòåìîþ.

Ó íàéá³ëüø çàãàëüíîìó âèãëÿä³ êëàñè÷íó äèíàì³÷íó ìîäåëü êåðóâàííÿ çà-
ïàñàìè îïèñóþòü çì³íí³ { }Z X Yn n n, , , n � 0 1 2, , , ..., ÷è { ( ) ( ) ( )}Z t X t Y t, , , t � 0,
â³äïîâ³äíî ó âèïàäêó äèñêðåòíîãî òà íåïåðåðâíîãî ÷àñó [3]. Ïðè öüîìó çì³ííà
Z — âåëè÷èíà çàïàñó, X — âõ³äíèé ïîò³ê (ê³ëüê³ñòü çàïàñ³â, ÿêà íàäõîäèòü äî
ñõîâèùà), Y — âèõ³äíèé ïîò³ê (ê³ëüê³ñòü çàïàñ³â, ùî âèõîäèòü ç³ ñõîâèùà).
Êîæíà ç öèõ çì³ííèõ ìîæå áóòè ÿê âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ, òàê ³ âèçíà÷àòèñÿ
äåòåðì³íîâàíî çã³äíî ç âèáðàíîþ ñòðàòåã³ºþ êåðóâàííÿ çàïàñàìè.

Íàñòóïíèì áàçîâèì ïîíÿòòÿì ìîäåë³ (çàëåæíî â³ä ¿¿ òèïó) º ïîïèò
�n n, � 0 1 2, , , ..., ÷è �( ),t t � 0, ÿêèé òàêîæ ìîæå áóòè ÿê âèïàäêîâèì, òàê ³ äå-
òåðì³íîâàíèì. Ðîçì³ð çàïàñó ó âèïàäêó äèñêðåòíî¿ ìîäåë³ âèçíà÷àºòüñÿ ðåêó-
ðåíòíèìè ñï³ââ³äíîøåííÿìè Z Z X Yn n n n� � � �1 ÷è dZ t X t Y t( ) ( ) ( )� �
â³äïîâ³äíî ó âèïàäêó ìîäåë³ ç íåïåðåðâíèì òà äèñêðåòíèì ÷àñîì. Ïðè öüîìó
çì³ííà Z â çàëåæíîñò³ â³ä ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ ðîçì³ðîì çàïàñó òà âåëè÷èíîþ ïî-
ïèòó ìîæå áóòè ÿê äîäàòíîþ, òàê ³ â³ä’ºìíîþ. Â³ä’ºìí³ çíà÷åííÿ Z âêàçóþòü
ðîçì³ð äåô³öèòó íåçàäîâîëåíîãî ïîïèòó. Âî÷åâèäü äîïóñêàºòüñÿ, ùî îïèñàíà çà-
ãàëüíà ñõåìà ìîæå ìàòè íåñê³í÷åííó ê³ëüê³ñòü ñâî¿õ êîíêðåòíèõ âò³ëåíü. Äëÿ
êîæíîãî ç íèõ áóäóòü ïîòð³áí³ îêðåì³ ìåòîäè äîñë³äæåííÿ òà ñïîñîáè îòðèìàííÿ
ðîçâ’ÿçê³â. Öå, ñâîºþ ÷åðãîþ, çàëåæèòü â³ä ñïîñîáó ôîðìàë³çàö³¿ òàêèõ êàòåãîð³é,
ÿê ìåòà êåðóâàííÿ, ðàö³îíàëüíà ïîâåä³íêà, ñòðàòåã³ÿ êåðóâàííÿ òîùî, òà ÷³òêå âèç-
íà÷åííÿ ïîíÿòòÿ «îïòèìàëüíà ñòðàòåã³ÿ êåðóâàííÿ». Ñóòòºâî âïëèâàº íà ñòðà-
òåã³þ êåðóâàííÿ ñïîñ³á ïîñòà÷àííÿ òà õàðàêòåð ïîïèòó íà ïðåäìåòè ïîñòà÷àííÿ,
¿õíÿ ñòðóêòóðà, ñïîñîáè ïîïîâíåííÿ ³ âèêîðèñòàííÿ ðåñóðñó òà â³äïîâ³äí³ åêî-
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íîì³÷í³ ÷èííèêè. Öå, çîêðåìà, âèòðàòè íà çáåð³ãàííÿ ðåñóðñó, ÿêèé çàïàñàºòüñÿ,
ùî çàëåæàòü â³ä éîãî îáñÿãó, âàðò³ñòü ïîñòàâîê âêëþ÷íî ç êîøòàìè íà çàìîâ-
ëåííÿ êîæíî¿ íîâî¿ ïàðò³¿, øòðàôí³ âèïëàòè âíàñë³äîê äåô³öèòó òîùî.

Ñàìå äåòàëüíèé àíàë³ç ïåðåë³÷åíèõ ÷èííèê³â çíà÷íîþ ì³ðîþ äàº çìîãó
çà äîïîìîãîþ ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿ â³äïîâ³äíî¿ ìîäåë³ êåðóâàííÿ çàïàñàìè â³äîáðà-
çèòè ãîëîâíó ìåòó òà âèáðàíó ñòðàòåã³þ êåðóâàííÿ. Êëþ÷îâó ðîëü ïðè öüîìó
â³ä³ãðàþòü ð³çíîìàí³òí³ ãðóïè îáìåæåíü, ÿê³ ìîæóòü ñòîñóâàòèñÿ âñ³õ åëåìåíò³â
ìîäåë³. Îñîáëèâó ãðóïó óòâîðþþòü îáìåæåííÿ äëÿ åëåìåíò³â íåâèçíà÷åíîñò³
â ôóíêö³îíóâàíí³ ëîã³ñòè÷íèõ ñèñòåì, ÿê³ çóìîâëþþòü ¿õí³é ñòîõàñòè÷íèé õà-
ðàêòåð. Ç ïðàêòè÷íî¿ òî÷êè çîðó º âèïðàâäàíèì ï³äõ³ä, ïîáóäîâàíèé íà ïîñòóïî-
âîìó âïðîâàäæåíí³ äî ôîðìàëüíî¿ ìîäåë³ îáìåæåíü ö³º¿ ãðóïè. Ôîðìàë³çàö³ÿ
ëîã³ñòè÷íîãî ïðîöåñó ðîçïî÷èíàºòüñÿ ç ïîáóäîâè íàáëèæåíî¿ äåòåðì³íîâàíî¿
ìîäåë³, ÿêà â³äîáðàæàº ñóòü çàâäàíü ìàòåð³àëüíîãî çàáåçïå÷åííÿ òà ñïîñîá³â
¿õíüîãî ôîðìàëüíîãî âò³ëåííÿ.

Äîñë³äèâøè òàêó íàáëèæåíó äî àäåêâàòíî¿ ìîäåëü, ìîæíà áóäóâàòè, ìîæ-
ëèâî, íå îïòèìàëüí³ (òîáòî ôîðìàëüíî íàéêðàù³), àëå ö³ëêîì ïðèéíÿòí³ ç ïðàê-
òè÷íî¿ òî÷êè çîðó (à ãîëîâíå — ïðîñò³ â ðåàë³çàö³¿) ðîçâ’ÿçêè.

Ìîäåëü ç çîâí³øí³ì ïîñòà÷àííÿì. Ïðèïóñòèìî, ùî â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò
÷àñó t0 0� ó ñèñòåì³ º äåÿêèé çàïàñ íåîáõ³äíîãî ðåñóðñó îáñÿãîì K0 . Ðåñóðñ âè-
êîðèñòîâóºòüñÿ áåçïåðåðâíî, à ïîïèò íà íüîãî âèçíà÷àºòüñÿ êîåô³ö³ºíòîì ñïî-
æèâàííÿ k . Îáñÿã p ïîâòîðíîãî çàìîâëåííÿ íå çàëåæèòü â³ä éîãî íîìåðà ³ ïðè
öüîìó K p0 � . Âàðò³ñòü çä³éñíåííÿ ïîâòîðíîãî çàìîâëåííÿ ñòàíîâèòü l çà ö³íîþ
ðåñóðñó c, âàðò³ñòü çáåðåæåííÿ îäèíèö³ çàïàñó ðåñóðñó — L, à â³äñóòí³ñòü ðåñóð-
ñó º íåäîïóñòèìîþ. Çàìîâëåííÿ ðåñóðñó ó çîâí³øíüîãî ïîñòà÷àëüíèêà â³äáóâà-
þòüñÿ â ìîìåíò çíèæåííÿ çàïàñó äî ð³âíÿ K Kkr� 0 , � — òåðì³í ïîñòà÷àííÿ,
ï³ñëÿ ÷îãî ñèñòåìà ïîâåðòàºòüñÿ â ïî÷àòêîâèé ñòàí. Ïîáóäîâà ìàòåìàòè÷íî¿ ìî-
äåë³ ïåðåäáà÷àº òàêîæ ÷³òêå ìàòåìàòè÷íå îêðåñëåííÿ åëåìåíò³â íåâèçíà÷åíîñò³,
ùî â³äïîâ³äàþòü ïàðàìåòðàì {p k K c l Lkr, , , , , , }� . Çàçâè÷àé ðåàë³çóºòüñÿ öå çà äî-
ïîìîãîþ çàñîá³â òåîð³¿ éìîâ³ðíîñò³, à êîíêðåòí³ çíà÷åííÿ öèõ ïàðàìåòð³â îòîòîæ-
íþþòüñÿ ç âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè.

Îòæå, âèêîðèñòîâóþ÷è çàïðîïîíîâàíèé ï³äõ³ä, áóäåìî ñïî÷àòêó ââàæàòè,
ùî çàãàëüíèé ÷àñ ôóíêö³îíóâàííÿ ñèñòåìè ñòàíîâèòü îäíó óìîâíó îäèíèöþ, çà-
ãàëüíèé îáñÿã ïîïèòó íà ðåñóðñ äîð³âíþº K , à ïàðàìåòðè º ñòàëèìè âåëè÷èíà-
ìè. Òîä³ êîåô³ö³ºíò âèêîðèñòàííÿ ðåñóðñó k K� . Òàêèì ÷èíîì, ëåãêî ïåðåêîíà-
òèñÿ, ùî çàãàëüí³ âèòðàòè F íà ôóíêö³îíóâàííÿ ñèñòåìè ñòàíîâëÿòü

F K c l
K

p

L p
� � � � �

�

2
. Ìåòîþ êåðóâàííÿ º çìåíøåííÿ ñóêóïíèõ âèòðàò

íà ôóíêö³îíóâàííÿ ñèñòåìè, à ãîëîâíèì ³íñòðóìåíòîì äîñÿãíåííÿ ïîñòàâëåíî¿
ìåòè º ìîæëèâ³ñòü êåðóâàííÿ îáñÿãîì p ïîâòîðíîãî çàìîâëåííÿ. Òîìó ñòðà-
òåã³ºþ êåðóâàííÿ { }p áóäåìî íàçèâàòè äîâ³ëüíå ÷èñëî p, ùî íàëåæèòü â³äð³çêó
p K K� �[ ]� , , íàòîì³ñòü îïòèìàëüíîþ áóäå òàêà ñòðàòåã³ÿ { }optp , äëÿ ÿêî¿ âèêî-
íóºòüñÿ óìîâà

F p F p K c l
K

p

L p

K p K K p K
( ) = min ( ) minopt

� �� 	 	 � 	 	
� � � � �

�


�
�




2 �
� .

Î÷åâèäíî, ùî îïòèìàëüíà ñòðàòåã³ÿ { }optp ³ñíóº, à çíà÷åííÿ îïòèìàëüíîãî

îáñÿãó çàìîâëåííÿ âèçíà÷àº ôîðìóëà p
l K

L
opt �

� �2
. Âåëè÷èíà popt íàçè-

âàºòüñÿ åêîíîì³÷íèì îáñÿãîì çàìîâëåííÿ [4], à ì³í³ìàëüí³ âèòðàòè çà âåñü ÷àñ

ôóíêö³îíóâàííÿ ñèñòåìè áóäóòü ñòàíîâèòè F p( )opt = K c l K L� � � � �2 .
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Ïðèðîäíèì óçàãàëüíåííÿì ðîçãëÿíóòî¿ çàäà÷³ º ìîäåëü ç ³íòåðâàëàìè
ð³çíèõ ð³âí³â ö³í, êîëè ö³íà òîâàðó c c p� ( ) çàëåæèòü â³ä îáñÿãó p ïîâòîðíîãî çà-
ìîâëåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî çì³íà ö³íè áóäå ìàòè âïëèâ íà âñþ ìàòåìàòè÷íó ìî-
äåëü. Ïðèïóñòèìî, ùî ìàºìî r ìîæëèâèõ çíèæîê íà ö³íó òîâàðó
c c c c cr� � � � �0 1 2 � , ùî çàëåæàòü â³ä îáñÿãó çàìîâëåííÿ p. Âñòàíîâëåíî r

â³äïîâ³äíèõ ð³âí³â P P Pr1 2� � �� êîðåãóâàííÿ ö³í òà óòâîðåíî (r �1) ö³íîâèõ
³íòåðâàë³â { [ ]P P i ri i, , , , , ... , }� �1 0 1 2 , äå P P Kr0 10� ��, . Äëÿ êîæíîãî ç íèõ

âñòàíîâëåíî ö³íó ðåñóðñó {c i ri , , , , ..., }� 0 1 2 . Íåõàé F pi( ) ( ), p P Pi i� �[ ], 1 , îçíà-

÷àº ö³ëüîâó ôóíêö³þ ìîäåë³, â ÿê³é ö³íà ðåñóðñó ci , i r� 0 1 2, , , ..., . Òîä³ ìîæíà çà-
ïðîïîíóâàòè òàêó ìåòîäèêó âèçíà÷åííÿ îïòèìàëüíîãî îáñÿãó çàìîâëåííÿ { }optp :

1) äëÿ êîæíîãî ð³âíÿ ö³í ci , i r� 0 1 2, , , ..., , íå áåðó÷è äî óâàãè îáìåæåííÿ

p P Pi i� �[ ], 1 , çíàõîäèìî åêîíîì³÷íèé îáñÿã çàìîâëåííÿ p i
opt
( ) , i r� 0 1 2, , , ..., , ÿêî-

ìó â³äïîâ³äàº ì³í³ìàëüíå çíà÷åííÿ ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿;
2) äëÿ êîæíîãî i r� 0 1 2, , , ..., çíàõîäèìî ì³í³ìàëüíå çíà÷åííÿ ö³ëüîâî¿

ôóíêö³¿ F pi( ) ( ) òà òî÷êó p i
opt
( ) , â ÿê³é öå çíà÷åííÿ äîñÿãàºòüñÿ;

3) ÿêùî p P Pi
i iopt

( ) [ ]� �, 1 , òî min ( )( ) ( )
opt
( )

P p P

i i i

i i

F p F p
	 	 �

�
1

( );

4) ÿêùî p Pi
iopt

( ) � , òî â ³íòåðâàë³ p P Pi i� �[ ], 1 çà ö³íîþ ci ö³ëüîâà ôóíêö³ÿ

F pi( ) ( ) áóäå íàáóâàòè ì³í³ìàëüíîãî çíà÷åííÿ â òî÷ö³ Pi : min ( ) =( )

P p P

i

i i

F p
	 	 � 1� F Pi

i
( ) ( ), i r� 0 1 2, , , ..., ;

5) ó âèïàäêó p Piopt
( )i � �1 â³äïîâ³äíî min ( )( ) ( )

P p P

i i
i

i i

F p F P
	 	

�
�

�
1

1( ),

i r� 0 1 2, , , ..., .

Ïîñë³äîâí³ñòü ðîçãëÿäó îêðåìèõ ³íòåðâàë³â íàäàííÿ çíèæêè òà áóäóâàííÿ
àëãîðèòìó âèçíà÷åííÿ îïòèìàëüíîãî îáñÿãó çàìîâëåííÿ áóäå çàëåæàòè â³ä êîí-
êðåòíèõ óìîâ ôóíêö³îíóâàííÿ ìîäåë³.

Ïðèêëàä 1. Ïðèïóñòèìî, ùî ïàðàìåòðè áàçîâî¿ ìîäåë³ íàáóâàþòü òàê³ çíà-
÷åííÿ: K c l L� � � �12000 30 60 20, , , %. Îäèíèöÿ âèì³ðó ïðîäóêòó, ùî
çáåð³ãàºòüñÿ, — øòóêè, à áàçîâà îäèíèöÿ ÷àñó ñêëàäàºòüñÿ ç S � 400 óìîâíèõ
îäèíèöü, ïðè öüîìó ÷àñ ðåàë³çàö³¿ îäíîãî çàìîâëåííÿ ñòàíîâèòü � �10 óìîâíèõ
îäèíèöü. Ïî÷àòêîâèé îáñÿã çàïàñó K p0 � . Òî÷íå çíà÷åííÿ åêîíîì³÷íîãî îáñÿ-
ãó çàìîâëåííÿ popt � 489 898. . Îñê³ëüêè éäåòüñÿ ïðî ïðîäóêò, ê³ëüê³ñòü ÿêîãî
âèì³ðþºòüñÿ ö³ëèìè ÷èñëàìè, òî íàéêðàùèì ç ïðàêòè÷íî¿ òî÷êè çîðó áóäå çà-
ìîâëåííÿ îáñÿãîì p*� 490 . Àíàëîã³÷íî, âò³ëþþ÷è çàñàäó «åëàñòè÷íîñò³ ñèñòå-

ìè ï³äòðèìêè ïðèéíÿòòÿ ð³øåíü», çàì³ñòü òî÷íîãî çíà÷åííÿ ê³ëüêîñò³ öèêë³â

n
K

p
K � �

opt

24 495. , äîâæèíè öèêëó � � �
S

nK

16 33. òà ìîìåíòó t1 6 33� . ñêëàäàí-

íÿ ïîâòîðíîãî çàìîâëåííÿ âèáèðàºìî îá´ðóíòîâàí³ ç ïðàêòè÷íî¿ òî÷êè çîðó,
áëèçüê³ äî íèõ çíà÷åííÿ ³ îòðèìóºìî òàêó îïòèìàëüíó ñòðàòåã³þ: ïî÷àòêîâèé çà-
ïàñ ìàº áóòè íà ð³âí³ K0 490� îäèíèöü; ïåðøå çàìîâëåííÿ íåîáõ³äíî ñêëàñòè
ï³ñëÿ ìîìåíòó t1 6� � . Äîâæèíà ðåàëüíîãî öèêëó áóäå ñòàíîâèòè �� �16 óìîâíèõ

îäèíèöü, à ¿õíÿ ê³ëüê³ñòü n
K

p
K
�

�

�
�

�

�
�

�

�

�
�
�

opt

25. Îïòèìàëüí³ çàãàëüí³ âèòðàòè

F p( )opt � 362939 4. . Ïðè öüîìó çàãàëüíà âàðò³ñòü çàïàñàííÿ ïðîäóêòó äîð³âíþº
2939.39, ùî ñòàíîâèòü ëèøå 0.85 % çàãàëüíèõ âèòðàò. Ïîâòîðíå çàìîâëåííÿ îá-
ñÿãîì p� � 490 îäèíèöü íåîáõ³äíî ñêëàäàòè â ìîìåíò, êîëè âåëè÷èíà çàïàñó

çíèçèòüñÿ äî ð³âíÿ K
K

S
kr �

�
�

�
300 .
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Äîäàìî äî ïàðàìåòð³â ìîäåë³ äâà íîâèõ: P � 550 ³ � �10 %. Óòâîðèìî äâà
³íòåðâàëè ð³çíèõ ð³âí³â ö³í: {([ ; ], ); ( [ ; ], )}P P c P P c0 1 0 1 2 1 . ßêùî îáñÿã çàìîâëåí-
íÿ p ïåðåâèùóº ð³âåíü P � 550, òî íàäàºòüñÿ çíèæêà â ðîçì³ð³ � �10 % ïî÷àòêî-
âî¿ ö³íè. Òàêèì ÷èíîì, [ ] [0; 550]P P0 1; � , c0 30� , [ ] [550; 12000]P P1 2; � , c1 27� .
ßêùî íå áðàòè äî óâàãè îáìåæåííÿ p�[550; 12000], òî åêîíîì³÷íèé îáñÿã çà-

ìîâëåííÿ popt
(1) � �516 4 550. . Îòæå, ì³í³ìàëüíîãî çíà÷åííÿ â ³íòåðâàë³

p�[550; 12000] çà ö³íîþ c1 27� ö³ëüîâà ôóíêö³ÿ F p( ) ( )1 áóäå íàáóâàòè â òî÷ö³

p( )1 550� . Îá÷èñëåííÿ ïîêàçóþòü ùî ñë³ä ñêîðèñòàòèñÿ çíèæêîþ, îñê³ëüêè çà-

ãàëüí³ âèòðàòè â öüîìó âèïàäêó ñòàíîâëÿòü F p( ) ( )( ) 326794.11 1 � ³ çìåíøóþòüñÿ

íà âåëè÷èíó 36145 3. ïîð³âíÿíî ç F p( )opt . Çàãàëüíà âàðò³ñòü çàïàñàííÿ ïðîäóêòó
òåæ çìåíøóºòüñÿ ³ äîð³âíþº 2794.

Ïðîäîâæèìî äîñë³äæåííÿ òà âñòàíîâèìî äâà ð³âí³ P P1 2� êîðåãóâàííÿ ïî-
÷àòêîâî¿ ö³íè c0 , à ñàìå: P1 550� , �1 10� % òà P2 600� , � 2 20� %, òîáòî äâ³
ìîæëèâ³ çíèæêè íà ö³íó. ßêùî p P� 1 , òî íàäàºòüñÿ çíèæêà �1% ïî÷àòêîâî¿
ö³íè c0 , ÿêùî p P P� �2 1 , òî çíèæêà ñòàíîâèòü � �2 1% %� ïî÷àòêîâî¿ ö³íè
c0 . Òàêèì ÷èíîì, óòâîðþþòüñÿ òðè ³íòåðâàëè ð³çíèõ ð³âí³â ö³í:
[ ] [0; 550]P P0 1; � , c0 30� ; [ ] [550; 600]P P1 2; � , c1 27� ; [ ] [600; 12000]P P2 3; � ,
c2 24� . Îòæå, ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî îïòèìàëüíà ñòðàòåã³ÿ ïîëÿãàº â çà-

ìîâëåíí³ p( )2 600� îäèíèöü ðåñóðñó çà ö³íîþ c2 24� , òîáòî

F p( ) ( )( ) 22 2 90640 326794� � . Ðîçì³ð çàîùàäæåíü ñòàíîâèòü âåëè÷èíó 72299 4.

ïîð³âíÿíî ç F p( )opt , à íà çáåð³ãàííÿ çàïàñ³â ïîòð³áí³ êîøòè ó ðîçì³ð³ 2640, ùî
ñòàíîâèòü 0.9 % çàãàëüíèõ âèòðàò.

Ìîäåëü ç äåô³öèòîì. Êîëè íàÿâí³ñòü äåô³öèòó íå ïðèçâîäèòü äî êàòàñ-
òðîô³÷íèõ íàñë³äê³â, à ìàº ñóòî åêîíîì³÷íèé õàðàêòåð, äåô³öèò âèðàæàºòüñÿ
ó âèãëÿä³ äîäàòêîâèõ âèäàòê³â, òî ðàö³îíàëüíó ïîâåä³íêó íåîáõ³äíî áàçóâàòè
íà îïòèìàëüíîìó áàëàíñ³ ì³æ øòðàôàìè çà äåô³öèò òà çàîùàäæåííÿìè çà
çáåð³ãàííÿ. ²ñíóº äâà òèïè òàêèõ ìîäåëåé:

— íåâèêîíàí³ çàìîâëåííÿ ÷åêàþòü íà ïîïîâíåííÿ çàïàñó, à ðîçì³ð øòðàô-
íèõ âèïëàò ïðîïîðö³éíèé ÷àñó çàòðèìêè;

— ñïëà÷óºòüñÿ øòðàô ³ çàìîâëåííÿ çàëèøàþòü ñèñòåìó.
Ó äåòåðì³íîâàí³é ìîäåë³ ìîæëèâ³ñòü ³ñíóâàííÿ äåô³öèòó îçíà÷àº, ùî êîæ-

íèé ç ( / )K p öèêë³â [ ] [0, ] [ , ]0 1 1, T t t T� � äîâæèíîþ T p K� / áóäå ñêëàäàòèñÿ
ç äâîõ ÷àñòèí: [0, ]t1 — ïåð³îä âèêîðèñòàííÿ íàÿâíîãî çàïàñó, [ , ]t T1 — ïåð³îä
éîãî â³äñóòíîñò³. Ìíîæèíà ïàðàìåòð³â ìîäåë³ { p N K c l L d, , , , , , , }� ïîð³âíÿíî
ç ïîïåðåäíüîþ ì³ñòèòü äâà íîâ³ ïàðàìåòðè: ñòàëèé ïàðàìåòð d — øòðàô
çà äåô³öèò, çì³ííèé ïàðàìåòð N — ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ ïîïèòó çà â³äñóòíîñò³
çàïàñó. Ö³ëüîâà ôóíêö³ÿ ìîäåë³ F p N( ), ìàº âèãëÿä:

F p N K c l
K

p

L p N

p

d N

p
( ) =,

( )
� � � �

� �

�
�

�

�

2 2

2 2
.

Àíàë³çóþ÷è ¿¿, ä³éøëè âèñíîâêó, ùî ñâîãî ì³í³ìàëüíîãî çíà÷åííÿ â îáëàñò³

0� �p K , 0� �N p âîíà äîñÿãàº â òî÷ö³ ( )p N� �, ç êîîðäèíàòàìè

p
l K

L

L d

d

� �
� �

�
�2

; N
l K

d

L

L d

� �
� �

�
�

2
.

Ïðèêëàä 2. Ïðî³ëþñòðóºìî öåé ðåçóëüòàò, ïîâåðòàþ÷èñü äî ïðèêëàäó 1.
Ïðèïóñòèìî, ùî âåëè÷èíà øòðàôó çà â³äñóòí³ñòü ðåñóðñó ñòàíîâèòü d � 50 %
éîãî ö³íè. Îïòèìàëüíèé ð³âåíü ïîâòîðíîãî çàìîâëåííÿ â ìîäåë³, äå ïåðåäáà-
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÷àºòüñÿ ³ñíóâàííÿ äåô³öèòó, ñòàíîâèòü p� � 580. Îïòèìàëüíå çíà÷åííÿ äëÿ ìàê-

ñèìàëüíîãî äåô³öèòó N � �166, à ì³í³ìàëüí³ âèòðàòè â ìîäåë³ ç äåô³öèòîì

F p N( ) 362484.2� � �, . Îòæå, ñë³ä âèáðàòè ìîäåëü, â ÿê³é ïåðåäáà÷åíà íà-

ÿâí³ñòü äåô³öèòó, òà çàîùàäèòè ïðè öüîìó êîøòè â ðîçì³ð³ 455 2. .

ÊÅÐÓÂÀÍÍß ÇÀÏÀÑÀÌÈ Â ÓÌÎÂÀÕ ÍÅÂÈÇÍÀ×ÅÍÎÑÒ²

Ç ïðàêòè÷íî¿ òî÷êè çîðó äåòåðì³íîâàí³ ìàòåìàòè÷í³ ìîäåë³ ìîæóòü â³äòâîðþ-
âàòè çàãàëüí³é íàïðÿìîê çì³í, ùî â³äáóâàþòüñÿ â ðåàëüíèõ óìîâàõ, ïðè÷îìó
ìîæíà ãîâîðèòè ëèøå ïðî ïåâí³ ñåðåäí³ âåëè÷èíè ïàðàìåòð³â ìîäåë³. Ñïðîáà
ïîáóäóâàòè á³ëüø àäåêâàòíó ìîäåëü ç çàïðîâàäæåííÿì åëåìåíò³â íåâèçíà÷å-
íîñò³ ñïðè÷èíèòü ïîÿâó ðèçèêó â ïðîöåñ³ ïðèéíÿòòÿ ð³øåíü. Òîìó çàäà÷à çíà-
õîäæåííÿ íàéêðàùèõ ðîçâ’ÿçê³â ó âèïàäêó äåòåðì³íîâàíî¿ ìîäåë³ çàì³íþºòüñÿ
ïðîáëåìîþ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ðèçèêîì â óìîâàõ íåâèçíà÷åíîñò³. Äëÿ
ïðèêëàäó ïðîàíàë³çóºìî âåëè÷èíó ïîïèòó K íà ðåñóðñ, ùî çàïàñàºòüñÿ. Â ðå-
àëüí³é ñèñòåì³ íåìîæëèâî îäíîçíà÷íî ³ òî÷íî âèçíà÷èòè éîãî ïîòðåáè
íà òðèâàëîìó ïðîì³æêó ÷àñó. Ïðèïóñòèìî, ùî äåô³öèò íåáàæàíèé. Ïîêàæå-
ìî, ó ÿêèé ñïîñ³á ìîæíà çíàõîäèòè ïðèéíÿòí³ ç îãëÿäó íà ðèçèê íåáàæàíî¿
ïîä³¿ ðîçâ’ÿçêè, íå ïåðåáóäîâóþ÷è êàðäèíàëüíî äåòåðì³íîâàíó ìîäåëü,
à ëèøå óçàãàëüíþþ÷è îêðåì³ ¿¿ ïðèïóùåííÿ. À ñàìå áóäåìî ââàæàòè, ùî âå-
ëè÷èíà ïîâòîðíîãî çàìîâëåííÿ çàëèøàºòüñÿ ô³êñîâàíîþ íà ð³âí³ çíàéäåíîãî
â äåòåðì³íîâàí³é ìîäåë³ åêîíîì³÷íîãî îáñÿãó popt .

Óñòàíîâèìî äîïóñòèìó ìåæó �� � äëÿ ðèçèêó âèíèêíåííÿ äåô³öèòó ³ òèì
ñàìèì âèçíà÷èìî ð³âåíü áåçïåêè � �� � �1 1, ÿêèé ïîâèíí³ ãàðàíòóâàòè ïðèé-
íÿò³ ð³øåííÿ. Çã³äíî ç ïðèïóùåííÿìè ìîäåë³ áàçîâà îäèíèöÿ ÷àñó ñêëàäàºòüñÿ
ç S óìîâíèõ îäèíèöü t S�{1,2 }, ..., . Òîìó ö³ëêîì âèïðàâäàíèì º óìîâíèé ïîä³ë
çàãàëüíîãî ïîïèòó K K S� ( ) íà S «ïîðö³é» { , } = { 1,2 }k k k k t SS t1 2 � � � � �� �, ,
â³äïîâ³äíî äî êîæíî¿ îäèíèö³ ÷àñó, à òàêîæ ââàæàòè ö³ ïîðö³¿ âèïàäêîâèìè âå-
ëè÷èíàìè. Äåô³öèò ìîæå âèíèêíóòè ò³ëüêè íà ïðîì³æêó ðåàë³çàö³¿ ÷åðãîâîãî çà-
ìîâëåííÿ äîâæèíè �. Çàãàëüíèé ïîïèò ó íüîìó ñòàíîâèòü R k k( )� � � �1 2
� �� k� . Îòæå, âåëè÷èíó çàïàñó R� ó ìîìåíò ïîäàííÿ ïîâòîðíîãî çàìîâëåííÿ,
ùî ãàðàíòóº ð³âåíü áåçïåêè � , ñë³ä âèçíà÷àòè ç óìîâè P R R{ }( ) >� �� � �1 . Ïðè-
ïóñòèìî, íàïðèêëàä, ùî { 1,2 }k t St , , ...,� — îäíàêîâî ðîçïîä³ëåí³ âèïàäêîâ³ âå-
ëè÷èíè, à E k m K St( ) � � / , t S� � �1,2 � . Òîä³, êð³ì ì³í³ìàëüíî-îáîâ’ÿçêîâîãî
çàïàñó â ðîçì³ð³ � �m, íåîáõ³äíî ïåðåäáà÷èòè ùå é ñòðàõîâèé ðåçåðâ ó ðîçì³ð³
	� � 0, ÿêèé áóäå çáåð³ãàòèñÿ ïðîòÿãîì âñüîãî ÷àñó ôóíêö³îíóâàííÿ ñèñòåìè.
Òîìó ÿêùî F p R� �( ), îçíà÷àº ôóíêö³þ ðèçèêó ñòîõàñòè÷íî¿ ìîäåë³, òî
F p R� �( ), = F p L( ) � � 	� .

Ïðèêëàä 3. ßêùî kt ìàº íîðìàëüíèé ðîçïîä³ë ç ïàðàìåòðàìè ( )m, 
 2 , òî

	 
 �� �� � �z , äå z� — êâàíòèëü ð³âíÿ � äëÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðîç-

ïîä³ëó. Äëÿ ³ëþñòðàö³¿ íàâåäåíîãî ðåçóëüòàòó ïîâåðíåìîñü çíîâó äî ÷èñëîâîãî
ïðèêëàäó 1, àëå áåç óðàõóâàííÿ äèñêðåòíîãî õàðàêòåðó ïðîäóêòó, ÿêèé

çáåð³ãàºòüñÿ: m � 30; 
 2 � 9. Ïðèïóñêàþ÷è, ùî � �1%, îòðèìàºìî 	� � 22,

R m� �� 	� � � � 322, F p R� �( ) = 363072, . Ïðè öüîìó êîøòè íà çàïàñàííÿ äîäàò-
êîâîãî ðåçåðâó 	� ñòàíîâëÿòü L � �	� 132 4. , òîáòî ëèøå 0 036. % çàãàëüíèõ âèòðàò.

ÂÀÐÒ²ÑÍÈÉ Ï²ÄÕ²Ä ÄÎ ÂÈÁÎÐÓ Ð²ÂÍß ÏÎÂÒÎÐÍÎÃÎ ÇÀÌÎÂËÅÍÍß

Âèá³ð ìîìåíòó, êîëè íåîáõ³äíî ñêëàäàòè ïîâòîðíå çàìîâëåííÿ íà ïîïîâíåííÿ
çàïàñó â óìîâàõ íåâèçíà÷åíîñò³, ìîæíà îá´ðóíòóâàòè òàêîæ âàðò³ñíèìè ïî-

ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2024, òîì 60, ¹ 1 107



êàçíèêàìè. À ñàìå ïðèïóñòèìî, ùî â ðàç³ çàãðîçè âèíèêíåííÿ äåô³öèòó ìîæ-
íà ñêîðèñòàòèñÿ òåðì³íîâîþ äîñòàâêîþ (urgent delivery), àëå çà ö³íîþ, ùî
çíà÷íî ïåðåâèùóº c. Òàêèé ï³äõ³ä ïîëÿãàº ó âèçíà÷åíí³ äâîõ âåëè÷èí: îáñÿãó

ðåçåðâíîãî çàïàñó Zr òà îáñÿãó òåðì³íîâî¿ äîñòàâêè zkr
� . Îïòèìàëüíå ð³øåííÿ

áóäå ´ðóíòóâàòèñÿ íà áàëàíñ³ âòðàò, ñïðè÷èíåíèõ â³äñóòí³ñòþ çàïàñ³â, òà âè-
äàòê³â íà ¿õíº çáåð³ãàííÿ. Òîìó äî ïàðàìåòð³â ìîäåë³ íåîáõ³äíî äîäàòè
âàðò³ñòü U òåðì³íîâî¿ äîñòàâêè îäèíèö³ çàïàñó. Åôåêòèâí³ñòü ð³øåííÿ áóäå
çàëåæàòè â³ä ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ âàðò³ñòþ çáåð³ãàííÿ L Zr� ðåçåðâíîãî çàïàñó
ïðîòÿãîì ÷àñó ôóíêö³îíóâàííÿ ñèñòåìè òà çàãàëüíèìè î÷³êóâàíèìè êîøòàìè

U zkr� � çà ïîòð³áíó òåðì³íîâó äîñòàâêó. Â òàê³é ìîäåë³ ôàêòîð íåâèçíà÷åíîñò³

ïîâ’ÿçàíèé ç âèïàäêîâèì ïîïèòîì R ( )� â ³íòåðâàë³ âèêîíàííÿ ÷åðãîâîãî çà-
ìîâëåííÿ. Ââåäåìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó � — ð³âåíü íåñòà÷³ çàïàñ³â, òà î÷³êó-
âàíó íåñòà÷ó E ( )� â îäíîìó öèêë³ ïîâòîðíîãî çàìîâëåííÿ, à ö³ëüîâó
ôóíêö³þ F p Zr( ), ïðåäñòàâèìî ó âèãëÿä³:

F p Zr( ) =, F p L Z
U K

p
Er( ) ( )� � �

�
� � , 0� �p K , 0� � �Z K pr .

Êðèòè÷íèé ð³âåíü çàïàñó R , íà ÿêîìó ïåðåäáà÷åíî ñêëàäàííÿ ïîâòîðíîãî
çàìîâëåííÿ, âèçíà÷àºòüñÿ ð³âí³ñòþ R m Zr� � �� , äå E k m K St( ) � � / — ñå-
ðåäí³ ïîòðåáè íà ðåñóðñ, ùî çàïàñàºòüñÿ, äëÿ êîæíî¿ îêðåìî¿ óìîâíî¿ îäèíèö³
÷àñó. Òàêèì ÷èíîì, âèíèêàº çàäà÷à âèçíà÷åííÿ îïòèìàëüíî¿ âåëè÷èíè ðåçåðâíî-

ãî çàïàñó Zr
(opt) ç îãëÿäó íà áàëàíñ ì³æ âèäàòêàìè íà çáåð³ãàííÿ L Zr� òà

òåðì³íîâó äîñòàâêó
U K

p
E

�
� ( )� , òîáòî

L Z
U K

p
Er� �

�
�(opt) ( )� � � �

�
�

�

�
��

�

�
��min ( )

Z
r

r

L Z
U K

p
E � .

Ïðèêëàä 4. Ïðèïóñòèìî, ùî ïàðàìåòðè ( )m B, õàðàêòåðèçóþòü â³äïîâ³äíî

ñåðåäí³ ïîòðåáè íà ðåñóðñ ³ ñåðåäíº â³äõèëåííÿ ïîïèòó â³ä íîðìè ïðîòÿãîì
óìîâíî¿ îäèíèö³ ÷àñó, à ñòðóêòóðà âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè R ( )� âèçíà÷àºòüñÿ
ð³âí³ñòþ R m B( ) [ ]� � � � �� � � � � , , â ÿê³é âèïàäêîâà âåëè÷èíà � � �[ ]� ,
ìàº ð³âíîì³ðíèé ðîçïîä³ë íà ïðîì³æêó [ ]�� �, . Òîä³ íåñòà÷à ðåñóðñó � âèçíàºòüñÿ
ð³âí³ñòþ � � �� � � �max ( ( ) ), 0{ }R m Zr , à ¿¿ ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ

E
B Z

B

r( )
( )2

�
�

�
�

� �

� �4
. ßêùî âèêîíóºòüñÿ óìîâà 0

2
1	

�

�
	

L p

K U
, òî îïòèìàëüíå çíà-

÷åííÿ Zr
(opt) âåëè÷èíè ðåçåðâíîãî çàïàñó: Z B

L p

K U
r
(opt) � � � �

�

�

�

�
��

�

�
��� 1

2
.

Ó ïðèêëàä³ 3 íà ï³äñòàâ³ ïðèéíÿòèõ ïðèïóùåíü m � 30, B � 3. ßêùî ïðèïóñ-
òèòè, ùî âàðò³ñòü U òåðì³íîâî¿ äîñòàâêè îäèíèö³ çàïàñó ñòàíîâèòü U �18, òî îò-

ðèìàºìî Zr
(opt) � 29 183. ; R m Zr� � � �� (opt) 329 183. ; F p Zr( )(opt), .� 363116 94.

Ïðè öüîìó ê³ëüê³ñòü êîøò³â íà çàïàñàííÿ äîäàòêîâîãî ðåçåðâó Zr
(opt) ñòàíîâèòü

0 008. % çàãàëüíèõ âèòðàò, à äîäàòêîâèé ðåçåðâ Zr
(opt) ãàðàíòóº ð³âåíü áåçïåêè

� �� �1 0 9864P R R{ .( ) > } = .

ÀÍÀË²ÒÈ×ÍÎ-ÊÎÌÏ’ÞÒÅÐÍÅ ÌÎÄÅËÞÂÀÍÍß

Ïðèêëàä 5 [2]. Ïðèïóñòèìî, ùî kt , t S�1, 2, ..., , ìàº íîðìàëüíèé ðîçïîä³ë

ç ïàðàìåòðàìè ( )m, 
 2 ³ ïðè öüîìó E k m K St( ) � � / . Òîä³ âèïàäêîâèé ïîïèò
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R ( )� â ³íòåðâàë³ âèêîíàííÿ çàìîâëåííÿ òàêîæ áóäå ìàòè íîðìàëüíèé ðîçïîä³ë

ç ïàðàìåòðàìè ( , )� � 
� �m 2 . Îòæå,

E x m Z e dxr

x m

m Zr

( ) ( )

( )

�

 
 �

�

�

� 


�

�
� � �

� � � �
�

� �

�

� �

�

�
1

2

2

22 .

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ’ÿçêó Zr
(opt) âèêîðèñòàºìî ìåòîä àíàë³òè÷íîãî êîì-

ï’þòåðíîãî ìîäåëþâàííÿ òà ïðîâåäåìî îá÷èñëþâàëüíèé åêñïåðèìåíò äëÿ
ð³çíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòð³â ìîäåë³. Çà âåëèêèõ çíà÷åíü ðåçåðâíîãî çàïàñó Zr âå-

ëè÷èíó ñóìè L Z
U K

p
Er� �

�
�

�

�
��

�

�
��( )� áóäå âèçíà÷àòè ïåðøèé äîäàíîê. Çìåíøåííÿ

Zr ñïðè÷èíèòü ñïî÷àòêó çìåíøåííÿ âåëè÷èíè ö³º¿ ñóìè, à ï³ñëÿ äîñÿãíåííÿ
ì³í³ìàëüíîãî çíà÷åííÿ âîíà çíîâó ïî÷íå çðîñòàòè. Îòæå, îá÷èñëþâàëüíèé êîì-
ï’þòåðíèé åêñïåðèìåíò ìîæå ïðîâîäèòèñÿ òàê:

1) âñòàíîâëþºìî ïðîì³æîê [ ]( )0, Zr
� , â ÿêîìó ðåàëüíî ìîæå çì³íþâàòèñü

ðåçåðâíèé çàïàñ;
2) âèáèðàºìî â³äïîâ³äíó â êîíêðåòí³é ñèòóàö³¿ äîâæèíó êðîêó �1 ;

3) âèáèðàþ÷è âåëè÷èíè ðåçåðâíîãî çàïàñó Z Z s
r

s
r1 1

( ) ( )� � �� � , äëÿ s � �1,2 �

îá÷èñëþºìî íàáëèæåííÿ E s( ) ( )� ìàòåìàòè÷íîãî ñïîä³âàííÿ E ( )� âåëè÷èíè íå-

ñòà÷³ çàïàñ³â â îäíîìó öèêë³ ïîâòîðíîãî çàìîâëåííÿ, ùî âèçíà÷àºòüñÿ

E x m Z
r

s
r

s

m Z

m Z

r
s

r

1 1
1

2
1

( ) ( )( ) ( )
( )

�

 
 �

�

�

�

�
� � �

� � �

� �

� � �

� �
�

� �

�e dx

x m( )�

� 


2

22 ;

4) îá÷èñëþºìî ïðèáëèçíå çíà÷åííÿ ñóìè L Z
U K

p
E

r
s

r
s� �

�
�

�

�
��

�

�
��1 1

( ) ( ) ( )� äëÿ ðå-

çåðâíîãî çàïàñó âåëè÷èíîþ Z
r

s
1
( ) ;

5) ïðîäîâæóºìî öåé ïðîöåñ äîòè, ïîêè çàãàëüíà âàðò³ñòü çáåð³ãàííÿ òà
òåðì³íîâî¿ äîñòàâêè ïî÷íå çðîñòàòè.

Òîä³ ïåðøèì íàáëèæåííÿì Z
r( )
(opt)

1
îïòèìàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó áóäå òå çíà÷åííÿ

Z
r

s
1
( )* , äëÿ ÿêîãî ñóìà º íàéìåíøîþ ñåðåä îá÷èñëåíèõ. Òàêèì ÷èíîì, îïòèìàëü-

íå çíà÷åííÿ Zr
(opt) ðåçåðâíîãî çàïàñó áóäå ëîêàë³çîâàíå íà ïðîì³æêó

[ ]( ) ( )Z Z
r

s
r

s
1

1
1

1* *,� � , à Z Zr r
(opt)

( )
(opt)�

1
. Ïåðøå íàáëèæåííÿ ì³í³ìàëüíîãî çíà÷åííÿ

ñóìè, ùî âèçíà÷àº áàëàíñ ì³æ âèäàòêàìè íà çáåð³ãàííÿ òà òåðì³íîâó äîñòàâêó,

ñòàíîâèòü F p Z L Z
U K

p
E

r
s

r
s

r
s( ) ( )( ) ( ) ( ), * * *

1 1 1
� � �

�
� � . Çà ïîòðåáè öåé ïðîöåñ ìîæíà

ïðîäîâæèòè, çìåíøóþ÷è äîâæèíó êðîêó � � �2 1. Ðåçóëüòàòîì áóäå êîðîòøèé
ïðîì³æîê [ ]( ) ( )Z Z

r
s

r
s

2
1

2
1* *,� � òà êðàùå í³æ Z

r( )
(opt)

1
íàáëèæåííÿ

Z Z Z
r r

s
r

s
( )

(opt) ( ) ( )[ ]
2 2

1
2

1� � �* *, îïòèìàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó Z Zr r
(opt)

( )
(opt)�

2
, äëÿ ÿêîãî

F p Z F p Z
r

s
r

s( ) ( )( ) ( ), ,* *
2 1

	 .

Ïðî³ëþñòðóºìî öå íà ïðèêëàä³, ùî ðîçãëÿäàºòüñÿ. Îñê³ëüêè � �10 ,

à ( )k Nt � 30 9; , òî ìîæíà ïîêëàñòè Zr
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ÏÐÈÍÖÈÏ ÐÅÃÅÍÅÐÀÖ²¯ Â ÌÎÄÅËßÕ ÊÅÐÓÂÀÍÍß ÇÀÏÀÑÀÌÈ

Ó íàâåäåíèõ ïðèêëàäàõ óçàãàëüíåííÿ äåòåðì³íîâàíèõ ìîäåëåé ç ââåäåííÿì äî
íèõ åëåìåíò³â íåâèçíà÷åíîñò³ ñòîñóâàëîñÿ ëèøå äåÿêèõ ÷èííèê³â, ùî âïëèâà-
þòü íà ôóíêö³îíóâàííÿ ëîã³ñòè÷íèõ ñèñòåì. Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä ëîã³ñòè÷íî¿
ìîäåë³, ÿêà ôóíêö³îíóº â ðåàëüíèõ óìîâàõ ³ ôàêòîðè íåâèçíà÷åíîñò³ âïëèâà-
þòü íà âñ³ áåç âèíÿòêó åëåìåíòè â³äïîâ³äíî¿ çàäà÷³ êåðóâàííÿ çàïàñàìè.
¯¿ ñõîæ³ñòü ç ðîçãëÿíóòèìè ëîã³ñòè÷íèìè ñèñòåìàìè ïîëÿãàº ëèøå â òîìó, ùî
âíàñë³äîê ö³ëåñïðÿìîâàíèõ ä³é âîíà ÷àñ â³ä ÷àñó ïîâåðòàºòüñÿ â ïåâíèé âèîê-
ðåìëåíèé ñòàí (ñâîºð³äíèé ïðèíöèï ðåãåíåðàö³¿) [5, 6]. Á³ëüøå í³÷îãî ñõîæî-
ãî íåìàº, îñê³ëüêè ìàòåìàòè÷íèé ³íñòðóìåíòàð³é, íåîáõ³äíèé äëÿ ¿¿
äîñë³äæåííÿ, êàðäèíàëüíî â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä òîãî, ùî âèêîðèñòîâóâàâñÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî ôàêòè÷íó âåëè÷èíó çàïàñó Z ó ìîìåíò ÷àñó t âèçíà÷àº âè-
ïàäêîâèé ïðîöåñ

~
,� ( )t t � 0. Çãàäàíèé ïðèíöèï ðåãåíåðàö³¿ ôîðìàëüíî

ðåàë³çóºòüñÿ ó òàêèé ñïîñ³á. Ñòîõàñòè÷íó ñòðóêòóðó äèíàì³÷íî¿ ìîäåë³ êåðóâàí-
íÿ çàïàñàìè ({ ( ) ( ) ( )}Z t X t Y t, , , t � 0) îáóìîâëþº çàäàíèé âèïàäêîâèé ïðîöåñ
~
� ( ),t t � 0, ç ôàçîâèì ïðîñòîðîì ( , )Z BZ . Íå âèêëþ÷àºìî ïðè öüîìó, ùî äëÿ ïî-

÷àòêîâîãî ñòàíó �( )0 â³äîìà ëèøå éîãî éìîâ³ðí³ñòü P A A{ }� �( )0 � � , äå
�A ZA B, � , — äåÿêà çàäàíà ì³ðà íà ( , )Z BZ . Ôóíêö³îíóâàííÿ ñèñòåìè, à îòæå, ³
¿¿ ðåàëüíèé ñòàí

~
,� ( )t t � 0, âèçíà÷àº ïîñë³äîâí³ñòü ä³éñíèõ ÷èñåë

0 1 2 3	 � � �� � � �, ùî ãåíåðóºòüñÿ òî÷êîâèì âèïàäêîâèì ïðîöåñîì
�n n, , , , ..� 0 1 2 . Ïðè öüîìó íåçàëåæíî â³ä òðàºêòîð³¿ {

~
}� �( ),t t k0 	 � ,

P An A{
~
� � �( ) } =� , äëÿ äîâ³ëüíîãî k . Ñòðàòåã³ÿ êåðóâàííÿ âåëè÷èíîþ çàïàñó

áóäå ñïðÿìîâàíà íà òå, ùîá óòðèìóâàòè îïòèìàëüíèé áàëàíñ ì³æ âàðò³ñòþ
çáåð³ãàííÿ çàïàñ³â òà âòðàòàìè, ùî ñïðè÷èíåí³ ¿õíüîþ â³äñóòí³ñòþ. Íàâåäåìî
êîíêðåòí³é ïðèêëàä ðåàë³çàö³¿ ïîä³áíî¿ ñõåìè.

Ïðèïóñòèìî, ùî âåëè÷èíà çàïàñó Z t Z( ) 0,� � � � �{ , , , ...}1 2 3 ó ìîìåíò t º
âèïàäêîâîþ òà âèì³ðþºòüñÿ äèñêðåòíèìè îäèíèöÿìè. Â³ä’ºìíå çíà÷åííÿ Z t( )
ñâ³ä÷èòü ïðî íàÿâí³ñòü äåô³öèòó â ñèñòåì³. Ïîïîâíåííÿ çàïàñó íà ÷åðãîâó îäè-
íèöþ â³äáóâàºòüñÿ ó âèïàäêîâ³ ìîìåíòè ÷àñó 0 1 2 3	 � � �� � � � , òîáòî âõ³äíèé
ïîò³ê X t t( ), � 0, — öå òî÷êîâèé âèïàäêîâèé ïðîöåñ, ùî ìîæå íàáóâàòè
äîâ³ëüíèõ äîäàòíèõ ä³éñíèõ çíà÷åíü X t( ) [0, )� � , à ê³ëüê³ñòü N t( ) âèðîá³â, ùî
íàä³éøëè â ³íòåðâàë³ [0, )t , âèçíà÷àºòüñÿ ð³âí³ñòþ N t k tk( ) max� �{ : }� .

Àíàëîã³÷íî âèçíà÷àºòüñÿ âèõ³äíèé ïîò³ê Y t t( ), � 0, ùî íå çàëåæèòü â³ä
ïðîöåñó X t t( ), � 0. Âèïàäêîâ³ ìîìåíòè 0 1 2 3	 � � �s s s � îçíà÷àþòü íàäõîä-
æåííÿ âèìîã, à ïîïèò â ³íòåðâàë³ [0, )t ñòàíîâèòü m t k s tk( ) max� �{ : }. ßêùî
â ìîìåíò íàäõîäæåííÿ âèìîãè ñõîâèùå ïîðîæíº, òî öÿ âèìîãà ñòàº â ÷åðãó òà
î÷³êóº ïîïîâíåííÿ çàïàñó. Ñîá³âàðò³ñòü çàïàñàííÿ òà ïåðåáóâàííÿ âèìîãè
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â ÷åðç³ â³äïîâ³äíî l > 0 òà h� 0. Ïî÷àòêîâèé ðîçì³ð çàïàñó Z z( )0 0� , à éîãî ðåãó-
ëþâàííÿ âèçíà÷àºòüñÿ òî÷êîâèì ïðîöåñîì  ( ) ,t t � 0. Öå ðåãóëþâàííÿ ïîëÿãàº
â òîìó, ùî ó âèïàäêîâ³ ìîìåíòè ÷àñó 0 1 2 3	 � � �� � � � ïðîöåñ Z t( ) ïîâåð-
òàºòüñÿ â ñòàí z0 . Âàðò³ñòü òàêî¿ îïåðàö³¿ º ñòàëîþ K � 0. Äëÿ áóäü-ÿêîãî ô³êñî-
âàíîãî ÷àñîâîãî ïðîì³æêó [0, )T ê³ëüê³ñòü îïåðàö³é ðåãóëþâàííÿ âåëè÷èíè çàïà-
ñó º âèïàäêîâîþ òà âèçíà÷àºòüñÿ ð³âí³ñòþ � �( ) maxT k Tk� �{ : }. Ìåòîþ êåðó-
âàííÿ áóäå ì³í³ì³çàö³ÿ çàãàëüíèõ êîøò³â íà ôóíêö³îíóâàííÿ ñèñòåìè.
Ïðèïóñòèìî, ùî ðîçïîä³ëè âèïàäêîâèõ ïðîöåñ³â X t t( ), � 0, òà Y t t( ), � 0,
â³äîì³ ³ ô³êñîâàí³, à ðîçïîä³ëè âèïàäêîâèõ ïðîöåñ³â   ( ) ( )t t� , � ,
� � �( ) ( )T T� , òà Z t Z t( ) ( )� , � çàëåæàòü â³ä äåÿêîãî ïàðàìåòðà � �!, ùî âïëè-
âàº íà ³íòåíñèâí³ñòü ïðîâåäåííÿ îïåðàö³é ðåãóëþâàííÿ âåëè÷èíè çàïàñó.
Ôóíêö³ÿ ðèçèêó ìîäåë³ ìàº âèãëÿä

L l Z t dt h Z t dt

T T

(T / ) = max { ( ); 0} max { ( ); 0}� � �� � � � �� �, ,

0 0

K T� � �( ), ,

t � 0, � �!.

Íà â³äì³íó â³ä äåòåðì³íîâàíî¿ ìîäåë³, â ÿê³é, âèêîðèñòîâóþ÷è ö³ëüîâó ôóíêö³þ,
ìîæíà áóëî ÷³òêî âèçíà÷èòè ïîíÿòòÿ îïòèìàëüíî¿ ñòðàòåã³¿ êåðóâàííÿ òà çàïðîïîíó-
âàòè êîíêðåòíó ìàòåìàòè÷íó ïðîöåäóðó äëÿ ¿¿ çíàõîäæåííÿ, â éìîâ³ðí³ñí³é ìîäåë³
äîïóñêàºòüñÿ íåñê³í÷åííà ê³ëüê³ñòü ¿¿ êîíêðåòíèõ âò³ëåíü. Ôóíêö³ÿ ðèçèêó L ( / )T � º
âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ, à ¿¿ ðîçïîä³ë ñóòòºâî çàëåæèòü â³ä âëàñòèâîñòåé âèïàäêîâèõ
ïðîöåñ³â { ( ) ( ) ( )}Z t X t Y t, , ,� . Ó êîæí³é êîíêðåòí³é ñèòóàö³¿ íåîáõ³äíî âèáðàòè
â³äïîâ³äí³ ìåòîäè äîñë³äæåííÿ, ôîðìàë³çóâàòè, ÿêå ñàìå ð³øåííÿ ñë³ä ââàæàòè îïòè-
ìàëüíèì òà ÿê áóäóâàòè îòðèìàí³ ñòðàòåã³¿ êåðóâàííÿ.

Íàâåäåìî äåê³ëüêà ïðèêëàä³â, ó ÿêèõ { ( ) ( ) ( )}Z t X t Y t, , ,� — öå åðãîäè÷í³
ìàðêîâñüê³ ïðîöåñè. Òîä³ äëÿ çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíî¿ ñòðàòåã³¿ � 0 �! ìîæíà
âèêîðèñòàòè ñåðåäíº çíà÷åííÿ

~
L ( )� ôóíêö³¿ ðèçèêó L ( / )T � íà íåñê³í÷åííîìó

ïðîì³æêó ÷àñó:
~ /
L

L T

TT
( ) = lim

( )
�

�

"�
.

Öåé ïîêàçíèê ìîäåë³ âèçíà÷àº ñåðåäí³ âèòðàòè çà îäèíèöþ ÷àñó. ²ñíóâàííÿ
ñòàö³îíàðíîãî ðåæèìó äëÿ ìîäåë³ òà ñïîñ³á çíàõîäæåííÿ çíà÷åííÿ

~
L ( )� âèïëè-

âàº ç ïîñèëåíîãî çàêîíó âåëèêèõ ÷èñåë äëÿ ìàðêîâñüêèõ ïðîöåñ³â [7]. Çà òàêîãî
ï³äõîäó ö³ëêîì îá´ðóíòîâàíî îïòèìàëüíèì ð³øåííÿì ìîæíà ââàæàòè çíà÷åííÿ
ïàðàìåòðà � 0 �! , ùî çàäîâîëüíÿº óìîâó

~ ~
( )L L( ) min0� �

�
�

�!
.

Ïðèêëàä 6. Çã³äíî ç ïðèïóùåííÿìè äëÿ ìîäåë³ ìîìåíòè ðåãåíåðàö³¿
0 1 2 3	 � � �� � � � äëÿ ïðîöåñó Z t( ), � , t � 0 , âèçíà÷àþòüñÿ òî÷êîâèì ïðîöåñîì
 ( )t, � , t � 0, ³ ïðè öüîìó ñïðàâåäëèâà ð³âí³ñòü Z t Z t t( ) ( )( ), ,,� � �� �� � , äå ñèì-
âîë � îçíà÷àº ñòîõàñòè÷íó åêâ³âàëåíòí³ñòü âèïàäêîâèõ ïðîöåñ³â. Ïðèïóñòèìî,
ùî â³äáóâàºòüñÿ ÷àñòêîâå ñàìîçàáåçïå÷åííÿ òà ïðîòÿãîì óìîâíî¿ îäèíèö³ ÷àñó
n � 0 1 2, , , ... äî ñõîâèùà íàäõîäèòü ÷åðãîâà îäèíèöÿ ðåñóðñó. Ïðè öüîìó ³ñíóº
éìîâ³ðí³ñòü 0 1� �� òîãî, ùî â áóäü-ÿêèé ìîìåíò ÷àñó n íåçàëåæíî â³ä ïîïåðåä-
íüîãî ïåðåá³ãó ïðîöåñó ïîïîâíåííÿ çàïàñó òà çá³ëüøåííÿ éîãî ê³ëüêîñò³ Z n( ), �
ó ñõîâèù³ ìîæå òðàïèòèñü àâàð³éíà ñèòóàö³ÿ ³ óâåñü íàÿâíèé çàïàñ áóäå âèêî-
ðèñòàíî. ²íàêøå êàæó÷è, íåõàé �( )n , n � 0 1 2, , , ..., — îäíîð³äíèé ëàíöþã Ìàðêîâà
ç äèñêðåòíèì ÷àñîì, ç ìíîæèíîþ ñòàí³â E � { }0 1 2, , , ... , ïåðåõ³äí³ éìîâ³ðíîñò³

P pij� | | | |, i j E, � , p P n j
n iij �

� �
�

#
$
%

&
'
(

�
�

( )
( )

1 , i j E, � ,
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ÿêîãî çà îäèí êðîê ìàþòü âèãëÿä

pi0 � �, i E� �{ }0 1 2, , ,... ; pii� � � �1 1 � �, i E� �{ }0 1 2, , ,... ; pik � 0, k ) 0,

k i) �1.

Âåêòîð q q ii� �{ }, , , , ...0 1 2 âèçíà÷àº ïî÷àòêîâèé ðîçïîä³ë ëàíöþãà �( )n :

q P ii � �{ }�( )0 , i E� � { }0 1 2, , , ... .

Óâåäåìî íåçàëåæíó â³ä ëàíöþãà �( )n ìíîæèíó âèïàäêîâèõ âåëè÷èí
{ }� l l, , , ...�1 2 , ùî íå çàëåæàòü îäíà â³ä îäíî¿ òà ìàþòü îäíàêîâèé ãåîìåòðè÷-

íèé ðîçïîä³ë P kl
k{ }� � �� � � � �( )1 1 , k �1 2, , ... , l �1 2, , ... Òî÷êîâèé ïðîöåñ

 ( )n, � , n � 0 1 2, , , ..., � � �! ( )0 1, , âèçíà÷àºòüñÿ òàê: �0 0� , � �1 1� , � � �2 1 2� � ,
� � � �3 1 2 3� � � , ... , à � � �( ) maxt n tn, { : }� � �0 , t � 0 1 2, , , ..., — ïðîöåñ â³äíîâ-
ëåííÿ, ïîáóäîâàíèé íà îñíîâ³ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí { }� l l, , , ...�1 2 . Ìåòîþ êåðó-
âàííÿ º áàæàííÿ â áóäü-ÿêèé ìîìåíò ÷àñó n íå äîïóñòèòè çìåíøåííÿ âåëè÷èíè
çàïàñó Z n Z( , ) 0,� � � � � �{ , , , ...}1 2 3 íèæ÷å ð³âíÿ M . Äëÿ öüîãî ó âèïàäêîâ³ ìî-
ìåíòè ÷àñó 0 1 2 3	 � � �� � � � âåëè÷èíà çàïàñó íåçàëåæíî â³ä ¿¿ àêòóàëüíîãî
çíà÷åííÿ òà ïîïåðåäí³õ ïîä³áíèõ ðåãóëþâàíü óñòàíîâëþºòüñÿ íà ð³âí³ N ,
( )M N� � 0 , òîáòî ç éìîâ³ðí³ñòþ 1 Z Z Z N( ) ( ) ( )1 20, , ,� � � � �� � � �� . Âèç-
íà÷èìî âèïàäêîâèé ïðîöåñ

~
� ( )t ç äèñêðåòíèì ÷àñîì t � 0 1 2, , , ... ñï³ââ³äíîøåí-

íÿì
~

,� � ��� ��( ) ( )t t t� � . Òîä³ âåëè÷èíà çàïàñó Z n( ), � â ìîìåíò ÷àñó n áóäå îïè-

ñóâàòèñü âèïàäêîâèì ïðîöåñîì
~
� ( )t çà óìîâè, ùî ïî÷àòêîâèé ðîçïîä³ë q ëàíöþ-

ãà �( )n çîñåðåäæåíèé â òî÷ö³ N :

q P NN � � �{ }�( )0 1, q P ii � � �{ }�( )0 0,

i N N N� � � �{ }0 1 2 1 1 2, , , ..., , , , ... .

Çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà � � �! ( )0 1, ïîòð³áíî âèáðàòè òàêèì, ùîá éìîâ³ðí³ñòü

� � � �M
n n

P Z n M P n( ) lim ( ) lim ( )� � � �
"� "�

{ , } {
~

}M

áóëà ÿêîìîãà á³ëüøîþ.
Òåîðåìà 1. ßêùî âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ, ïðèéíÿò³ äëÿ ìîäåë³, òî ãðàíè-

öÿ lim ( )
n

P n
"�
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Îïòèìàëüíèì ðîçâ’ÿçêîì áóäå çíà÷åííÿ � 0 0 1� �! ( ), , ùî çàäîâîëüíÿº óìîâó

� � � �
�

M M( ) max ( )0 �
�!

.

Äîâåäåííÿ. Óâåäåìî âèïàäêîâèé ïðîöåñ � �� �t ( ) 1
�

�� �t t, , t � 0 1 2, , , ... Î÷å-

âèäíî, ùî � t
� � 1, � t

� �{ }1 2 3, , , ... . Ó [6] äîâåäåíî òàêèé ðåçóëüòàò.

Íåõàé �( )n , n � 0 1 2, , , ..., îçíà÷àº îäíîð³äíèé ëàíöþã Ìàðêîâà ç äèñêðåòíèì
÷àñîì òà çë³÷åíîþ ìíîæèíîþ ñòàí³â E x ii� �{ }, , , ...1 2 ; P pij� | | | |, i j, , , ...�1 2 , —
ìàòðèöÿ ïåðåõ³äíèõ éìîâ³ðíîñòåé ëàíöþãà �( )n çà îäèí êðîê

p P
n x

n xij
j

i
�

� �
�

#
$
%

&
'
(

�
�

( )
( )

1
; âåêòîð q q ii� �{ }, , , ...1 2 âèçíà÷àº ïî÷àòêîâèé

ðîçïîä³ë ëàíöþãà �( )n : q P xi i� �{ }�( )0 , i�{ , , ...1 2 }; { }� l l, , , ...�1 2 — ìíîæèíà
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íåçàëåæíèõ â³ä ëàíöþãà �( )n âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ÿê³ ìîæóòü íàáóâàòè äîäàò-
íèõ ö³ëèõ çíà÷åíü, ïðè öüîìó � l íå çàëåæàòü îäíà â³ä îäíî¿ äëÿ ð³çíèõ l òà ìà-
þòü îäíàêîâèé ðîçïîä³ë; � ( )t , t � 0 1 2, , , ..., — ïðîöåñ â³äíîâëåííÿ, ïîáóäîâàíèé
íà îñíîâ³ ñóêóïíîñò³ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí { }� l l, , , ...�1 2 :
� � � �( ) max :t n tn� � � � � 	{ }0 1 2 � . Òîä³ âèïàäêîâèé ïðîöåñ

~
� ( )t , ùî âèçíà-

÷àºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿì
~
� � ��( ) ( )( )t t t� � , áóäå íåîäíîð³äíèì ëàíöþãîì Ìàð-

êîâà ç ìíîæèíîþ ñòàí³â E òà ïî÷àòêîâèì ðîçïîä³ëîì q . Ìàòðèöÿ
~

| | ~ | |( )P pt
ij� ,

i j, , , ...�1 2 , éîãî ïåðåõ³äíèõ éìîâ³ðíîñòåé çà îäèí êðîê â ìîìåíò ÷àñó t :
~ {

~ ~
}p P t x t xij j i� � �� �� �( ) = /1 , i j, , , ...�1 2 , âèçíà÷àºòüñÿ òàê:

~ ( )P Pt � *

* � � � �� �P Q Pt t{ } { }� �1 1 , äå Q — ìàòðèöÿ, ùî ñêëàäàºòüñÿ ³ç îäíàêîâèõ ðÿäê³â

q òà ìàº òàêó ñàìó ðîçì³ðí³ñòü, ÿê ³ P. ßêùî, êð³ì öüîãî, âèïàäêîâ³ âåëè÷èí
{ }� l l, , , ...�12 ìàþòü ãåîìåòðè÷íèé ðîçïîä³ë ç ïàðàìåòðîì � , òî âèïàäêîâèé ïðî-
öåñ

~
� ( )t , t � 0 1 2, , , ..., áóäå îäíîð³äíèì ëàíöþãîì Ìàðêîâà. Ó âèïàäêó, êîëè

�( )n , n � 0 1 2, , , ..., º íåçâ³äíèì ëàíöþãîì Ìàðêîâà, áóäóòü ³ñíóâàòè ãðàíèö³
lim ( ) ( )

n
k i kP n x x

"�
� � �{

~
/

~
} ~� � 
0 , k �1 2, , ... Ïðè öüîìó âåêòîð ñòàö³îíàðíîãî

ðîçïîä³ëó ~ {~ , , , ...}
 
� �k k 1 2 çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ ~ ,
 � �� � � � � �( ( ) )I P q1 äå
I — îäèíè÷íà ìàòðèöÿ.

Óâåäåìî ïåðåõ³äí³ éìîâ³ðíîñò³ P n p nij( ) ( )� | | | |, i j, , , ...�1 2 , ëàíöþãà �( )t ,
t � 0 1 2, , , ..., çà n êðîê³â: p n P n x xij j i( ) { / }� � �� �( ) ( )0 , òà âèçíà÷èìî ìíîæèíó

ãåíåðàòðèñ F s s p nij
n

ij

n

( ) ( )� �
�

�

+
0

, i j, , , ...�1 2 Ìàòðèöÿ P º ñòîõàñòè÷íîþ,

à çã³äíî ç óìîâîþ 0 1� �� . Òîæ, ìàòðèöÿ I P� � �( )1 � íåîñîáëèâà ³ äëÿ îáåðíå-

íî¿ ìàòðèö³ ( )I P� � � �( )1 1� ñïðàâåäëèâå çîáðàæåííÿ

( )I P Pn n

n

� � � � � ��

�

�

+( ) ( )1 11

0

� � .

Îñê³ëüêè P P n p nn
ij� �( ) ( )| | | |, òî ( )I P F� � � � ��( ) ( )1 11� � , äå

F s F sij( ) ( )�| | | |. Òàêèì ÷èíîì, ~ ( )
 � � � �� � � � � � � � � ��q I P q F( ) ( )1 11 .

Ó ìîäåë³, ùî äîñë³äæóºòüñÿ, ìíîæèíà ñòàí³â E òà ïåðåõ³äí³ éìîâ³ðíîñò³
P pij� | | | | çà îäèí êðîê ëàíöþãà � ( )n , n � 0 1 2, , , ..., ìàþòü âèãëÿä

E �{ }0 1 2, , ,... , pi0 � �, i E� �{ }0 1 2, , ,... ; pii� � � �1 1 � �, i E� �{ }0 1 2, , ,... ;

pik � 0, k ) 0, k i) �1.

Îòæå, �( )t , t � 0 1 2, , , ..., — íåçâ³äíèé ëàíöþã Ìàðêîâà, à çã³äíî ç ïðèïóùåí-
íÿìè ìîäåë³ âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè { }� l l, , , ...�1 2 ìàþòü ãåîìåòðè÷íèé ðîçïîä³ë.
Òîìó ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ðåçóëüòàòîì ³ç [6]. Îñê³ëüêè âåêòîð � � q ìàº âèãëÿä
{ }0 0 0 0, , ..., , , , ...� , òî äëÿ çíàõîäæåííÿ âåêòîðà ñòàö³îíàðíîãî ðîçïîä³ëó
~ {~ , , , ...}
 
� �k k 1 2 âèïàäêîâîãî ïðîöåñó

~
� ( )t , t � 0 1 2, , , ..., ó ìàòðèö³ ãåíåðàòðèñ

F s F sij( ) ( )� | | | | íåîáõ³äíî çíàéòè ò³ëüêè ðÿäîê

F s F s k f s kN
Nk k

( ) ( ) = ( ), 0, 1, 2 = { ( ), 0, 1,2{ , ...} , ...}� � ,

äå f s s p nk
n

Nk

n

( ) ( )� �
�

�

+
0

, k � 0 1 2, , , ... Ïðè öüîìó

~ {~ , , , ...} { ,
 
 � � � �� � � � � � � �k
N

kk F f k1 2 1( ) ( ) = (1 ), 0,1,2 ...}.

ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2024, òîì 60, ¹ 1 113



Âðàõîâóþ÷è ñïåöèô³êó ëàíöþãà �( )t , t � 0 1 2, , , ..., äëÿ âèçíà÷åííÿ ïå-
ðåõ³äíèõ éìîâ³ðíîñòåé p n P n k NNk ( ) ( ) ( )� � �{ / }� � 0 ðîçãëÿíåìî îêðåìî
äåê³ëüêà âèïàäê³â.

Âèïàäîê, êîëè k N� . ßêùî 0 	 	n k , òî p nNk ( ) 0� . ßêùî n k� , òî

p n P n k N P n k NNk
k( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � � � � �{ / } { / }� � � � �0 0 0 1

� � � � � � �p n kN
k k

0 1 1( ) ( ) ( )� � � .

Â³äïîâ³äíî ãåíåðàòðèñè f sk ( ) äëÿ ð³âí³â k N� �0,1,2 1, ..., ìàþòü âèãëÿä

f s s p n sk
n

Nk

n

n k

n k

( ) ( )� � � � � �
�

�

� �

�

+ +
0 1

� � � �� � �
�

� �
�

( ) 0,1,2 11
1

1
k

ks

s
k N, , ..., ,

à çíà÷åííÿ êîîðäèíàò {~ , , , , ..., }
 k k N� �0 1 2 1 ñòàö³îíàðíîãî ðîçïîä³ëó:

~ ( ) ( )
( )

( )
( )
 � � � � �

�

�
� �k k

k
k

kf� � � � � � � �
�

� �
� � � �

�
1 1

1

1 1
1

1

( )1 1� �� k ,

k N� �0,1,2 1, ..., .

Çíà÷åííÿ êîîðäèíàòè ~
 N ñòàö³îíàðíîãî ðîçïîä³ëó:

~ ( ) ( )
 � � � �N
N N� � � � * � �1 1 1 .

Ðîçì³ðêîâóþ÷è àíàëîã³÷íî äëÿ ³íøèõ çíà÷åíü ïàðàìåòð³â k òà n, îòðèìóºìî
òàê³ óìîâè.

Âèïàäîê, êîëè k N� . Ïåðåõ³äí³ éìîâ³ðíîñò³ p nNk ( ) â öüîìó âèïàäêó âèç-

íà÷àþòüñÿ ð³âíîñòÿìè pNN ( ) 10 � . ßêùî 0 	 	n N , òî p nNN ( ) 0� . ßêùî n N� ,

òî p nNN
N( ) ( )� � �� �1 .

Â³äïîâ³äíà ãåíåðàòðèñà f sN ( ) äëÿ ð³âíÿ k N� ìàº âèãëÿä

f s s p n s p sN
n

NN

n

NN
n N

n k

( ) ( ) ( )� � � � � � � � � �
�

�

� �

�

+ +
0

0

1

0 1� � � ( )1
1

1
� �

�

�
� N

Ns

s
.

Âèïàäîê, êîëè k N� . Äëÿ ïåðåõ³äíèõ éìîâ³ðíîñòåé òà â³äïîâ³äíèõ ãåíå-

ðàòðèñ îòðèìàºìî:
— ÿêùî 0 	 � �n k N , òî p nNk ( ) 0� ;

— ÿêùî n k N� � , òî p n p k NNk Nk
k N( ) ( ) ( )� � � � �1 � ;

— ÿêùî k N n k� � 	 , òî p nNk ( ) 0� ;

— ÿêùî n k� , òî p nNk
k( ) ( )� �1 � .

Ãåíåðàòîðèñè f sk ( ) òà çíà÷åííÿ êîîðäèíàò {~ , , , , ...}
 k k N N N� � � �1 2 3
ñòàö³îíàðíîãî ðîçïîä³ëó äëÿ ð³âí³â k N N N� � � �1 2 3, , , ... ìàþòü âèãëÿä:

f s s p nk
n

Nk

n

( ) ( )� �
�

�

+
0

� � � � � � ��

� �

�

+s p k N sk N
NN

n k

n k

( ) � �
1

� � � � � � �
�

� �
�

s
s

s

k N k N k
k

( ) ( )1 1
1

1
� � � , k N N N� � � �1 2 3, , , ...;

~ ( ) ( ) ( ) ( )
 � � � � � �k
k N N k k� � � � � � � � � �� � �1 1 1 11 1 ,

k N N N� � � �1 2 3, , , ...
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Çã³äíî ç ïðèïóùåííÿìè ìîäåë³ ¿¿ ôóíêö³ÿ ðèçèêó � �M ( ) âèçíà÷àºòüñÿ
ð³âí³ñòþ

� � � � � �M
n

k N N

k M

P n M( ) lim ( ) ( )� � � � � � � �
"�

� �

�

�

+{
~

( ) } [ 1 1 1

� � � � � �
�

� � � ��
�

�� � �
�

�
� �( ) ( )

( )
( )1 1

1
11 1k k

M N
N]

� � � �
�

� � � �

�
� �

�

� �
( )

( )

( ) ( )
1

1

1 1 1

1
M

M

.

Ïðèêëàä 7. Ðîçãëÿíåìî ùå îäèí ïðèêëàä, çì³íèâøè ïðèïóùåííÿ ùîäî
âèõ³äíîãî ïðîöåñó �( )n , n � 0 1 2, , , ...

Íåõàé 0 1� �� — äåÿêå çàäàíå ÷èñëî, ïåðåõ³äí³ éìîâ³ðíîñò³ P pij� | | | |,
i j E, � , ëàíöþãà �( )n çà îäèí êðîê ìàþòü âèãëÿä

pik � 0, ÿêùî | | |i k� �1 àáî i k� , pii� �1 � , pii� � � �1 1 � � ,

à ïî÷àòêîâèé ðîçïîä³ë q q ii� � � � �{ }, , , , , ...0 1 2 3 çîñåðåäæåíèé â òî÷ö³ 0�Z :

q P0 0 0 1� � �{ }�( ) , q P ii � � �{ }�( )0 0, i� � � �{ }0 1 2 3, , , , ... .

Àíàëîã³÷íî äî ïðèêëàäó 6, âåëè÷èíó çàïàñó Z n( ), � ó ìîìåíò ÷àñó n áóäå
îïèñóâàòè âèïàäêîâèé ïðîöåñ

~
,� � �� �( ) ( )( )t t t� � , � � �( ) maxt n tn, { : }� � �0 , t � 0 1 2, , , ...

Íà â³äì³íó â³ä ïðèêëàäó 6, ó ö³é ìîäåë³ âèá³ð ðàö³îíàëüíî¿ ïîâåä³íêè
â óìîâàõ íåâèçíà÷åíîñò³ áóäå áàçóâàòèñÿ íà âàðò³ñíèõ ÷èííèêàõ. Îïòèìàëüí³ñòü
ð³øåííÿ áóäå âèçíà÷àòè áàëàíñ ì³æ âèòðàòàìè âíàñë³äîê â³äñóòíîñò³ çàïàñ³â òà
âèäàòêàìè íà ¿õíº çáåð³ãàííÿ. Öþ «ð³âíîâàãó» âèçíà÷àþòü âàðò³ñòü p çáåð³ãàí-
íÿ ðåñóðñó, øòðàô h çà äåô³öèò òà âàðò³ñòü l îäí³º¿ îïåðàö³¿ ðåãóëþâàííÿ. Çà-
ãàëüí³ âèòðàòè íà ÷àñîâîìó â³äð³çêó [ )0, T îö³íþº ôóíêö³îíàë

L T p t t h t t

t

T

t

T

( / )
~

( ) [
~

( ) ]
~

( ) [
~

(� � � � � � �� � � � � � �
� �
+ +

0 0

0 ) ] ( , )� � �0 l T� � ,

t � 0, 0 1� �� ,

äå � [ ]A — ³íäèêàòîð âèïàäêîâî¿ ïîä³¿ A. Âèêîðèñòàòè L T( / )� áåçïîñåðåäíüî
ÿê ö³ëüîâó ôóíêö³þ ìîäåë³ íåìîæëèâî, îñê³ëüêè öå âèïàäêîâà âåëè÷èíà.
Òîìó çàñòîñóºìî äëÿ ïîáóäîâè ôóíêö³¿ ðèçèêó òà çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíèõ
ðîçâ’ÿçê³â ìåòîä àñèìïòîòè÷íîãî àíàë³çó. Ñòðàòåã³ÿ êåðóâàííÿ ïîëÿãàº
â îïòèìàëüíîìó âèáîð³ çíà÷åííÿ � 0 0 1� �! ( ), ïàðàìåòðà, ùî âïëèâàº íà
³íòåíñèâí³ñòü ïðîâåäåííÿ êîðåãóâàíü âåëè÷èíè çàïàñ³â.

ßêùî
~ /
L ( ) = lim

( )
�

�

T

L T

T"�
, òî � 0 çíàõîäèìî ç óìîâè

~ ~
L L( ) min ( )

0<
� �

���
0 � .

Òåîðåìà 2. Âèïàäêîâèé ïðîöåñ
~
� ( )t , t � 0 1 2, , , ..., — öå åðãîäè÷íèé ëàíöþã

Ìàðêîâà, à ñåðåäí³ âèòðàòè
~
L ( )� ó ñòàö³îíàðíîìó ðåæèì³ çà îäèíèöþ ÷àñó âèç-

íà÷àþòüñÿ ð³âí³ñòþ:

~

(
L ( ) =

( ) (1 ( ))

( ) ( )
� � �

� � � �

� � � �

�

�

l
p

�
� � � � �

� � � �

2 1 1

1 1 2 1 � �� �� ( )1 2)
+
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�
� � � � � � � �

� � � � �

2 1 1 1

1 1 2 1 1

h ( ) ( ) (1 ( ))

( ) ( ) (

� � � � �

� � � �

�

� ( ) ( )� �� �� 1 2)
,

äå � � �� ( ) ( )s s� � � � �1 4 1 2 .

Äîâåäåííÿ. Âèïàäêîâèé ïðîöåñ
~

,� � �� �( ) ( )( )t t t� � áóäóºòüñÿ àíàëîã³÷íî

äî ïðèêëàäó 6. Àëå â öüîìó âèïàäêó �( )n , n � 0 1 2, , , ..., — îäíîð³äíå âèïàäêîâå
áëóêàííÿ ïî ö³ëèõ òî÷êàõ ÷èñëîâî¿ îñ³ ç ïî÷àòêîâèì ðîçïîä³ëîì q ; �( )n ,
n � 0 1 2, , , ..., º íåçâ³äíèì ëàíöþãîì Ìàðêîâà, à âèïàäêîâ³ âåëè÷èí { }� l l, , , ...�1 2
ìàþòü ãåîìåòðè÷íèé ðîçïîä³ë ç ïàðàìåòðîì � . Òîìó ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ðåçóëü-
òàòîì ³ç [6]. Âèêîðèñòîâóþ÷è çàêîí âåëèêèõ ÷èñåë äëÿ ëàíöþã³â Ìàðêîâà ³ òåîðå-
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O.A. Voina
SOME MODELS OF INVENTORY LEVEL OPTIMIZATION IN LOGISTICS PROCESSES

Abstract. The problems of optimal inventory control under uncertainty are considered. The
approaches to the construction of nearly optimal strategies in models with external support of
resources are proposed. The examples of stockpiling processes in logistics systems, which are
characterized by the existence of moments of regeneration, illustrate the methodology of
analytical computer modeling and algorithms for finding optimal solutions.

Keywords: logistics processes, inventory control, decisions under uncertainty, external supply,
optimal strategy, computer modeling.
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