
ÓÄÊ 519.6, 539.3

Á.ª. ÏÀÍ×ÅÍÊÎ
Îäåñüêèé íàö³îíàëüíèé óí³âåðñèòåò ³ì. ².². Ìå÷íèêîâà, Îäåñà, Óêðà¿íà,
e-mail: pr-bob@ukr.net.

Þ.Ä. ÊÎÂÀËÜÎÂ
Äåðæàâíèé óí³âåðñèòåò ³íòåëåêòóàëüíèõ òåõíîëîã³é òà çâ’ÿçêó, Îäåñà, Óêðà¿íà,
e-mail: kovalev@ukr.net.

Ò.Î. ÊÀË²Í²ÍÀ
Äåðæàâíèé óí³âåðñèòåò ³íòåëåêòóàëüíèõ òåõíîëîã³é òà çâ’ÿçêó, Îäåñà, Óêðà¿íà,
e-mail: kalininat384@gmail.com.

².Ì. ÑÀÉÊÎ
²íñòèòóò ê³áåðíåòèêè ³ì. Â.Ì. Ãëóøêîâà ÍÀÍ Óêðà¿íè, Êè¿â, Óêðà¿íà,
e-mail: igor.sayko1988@gmail.com.

Ë.Ì. ÁÓÊÀÒÀ
Äåðæàâíèé óí³âåðñèòåò ³íòåëåêòóàëüíèõ òåõíîëîã³é òà çâ’ÿçêó, Îäåñà, Óêðà¿íà,
e-mail: ygrikluda@gmail.com.

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÅ ÌÎÄÅËÞÂÀÍÍß Â ÑÒÀÒÈ×ÍÈÕ
ÒÐÈÂÈÌ²ÐÍÈÕ ÊÐÀÉÎÂÈÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ — ÊÎÑÎÑÈÌÅÒÐÈ×ÍÀ
ÇÀÄÀ×À ÄËß ØÀÐÓ, ÏÎÑËÀÁËÅÍÎÃÎ ÍÀÑÊÐ²ÇÍÈÌ ÎÒÂÎÐÎÌ
² ÊÎÂÇÍÈÌ ÇÀÙÅÌËÅÍÍßÌ ÒÎÐÖ²Â

Àíîòàö³ÿ. Íàâåäåíî îãëÿä ðîçâ’ÿçàííÿ ïðîñòîðîâèõ ñòàòè÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷-
íî¿ ô³çèêè äëÿ øàðó. Çàäà÷ó ç íåêðóãîâèì öèë³íäðè÷íèì íàñêð³çíèì îòâîðîì ðîçâ’ÿçàíî
ìåòîäîì ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü (Ñ²Ð). Ïîáóäîâàíî íîâó ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü,
à ñàìå ðîçðîáëåíî òà âèïðîáóâàíî íîâèé ìåòîä, îñíîâàíèé íà ñèñòåì³ òðüîõ Ñ²Ð.
Óíàñë³äîê âèñîêîòî÷íîãî ÷èñåëüíîãî äîñë³äæåííÿ âèÿâëåíî, ùî ç³ çá³ëüøåííÿì òîâùèíè
øàðó â³äíîñíå îêðóæíå íàïðóæåííÿ çðîñòàº. Ó âèïàäêó êðóãîâîãî îòâîðó ñïîñòåð³ãàºòüñÿ
çì³ùåííÿ ìàêñèìóìó â³äíîñíîãî îêðóæíîãî íàïðóæåííÿ â³ä òîðö³â ó ãëèáèíó øàðó.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: òðèâèì³ðí³ êðàéîâ³ çàäà÷³, ñèíãóëÿðí³ ³íòåãðàëüí³ ð³âíÿííÿ, ÷èñåëüíèé
åêñïåðèìåíò, ñòàòè÷íèé çãèí, íàñêð³çíèé îòâ³ð.

ÂÑÒÓÏ

Ðîçâèòîê ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé º îêðåìèì íàïðÿìîì íå çàëåæíî â³ä òîãî,
äëÿ ÿêî¿ êîíêðåòíî¿ ïðèêëàäíî¿ çàäà÷³ âîíè ïîáóäîâàí³. Ìåòîäè ðîçâ’ÿçàííÿ
êðàéîâèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè — öå ïîòóæíèé ïîë³ãîí äëÿ óäîñêîíà-
ëåííÿ íîâèõ ìîäåëåé. Àêòóàëüíèì íàïðÿìîì º ðîçðîáëåííÿ ìàòåìàòè÷íîãî
àïàðàòó äëÿ äîñë³äæåííÿ ïðîáëåì àäåêâàòíîñò³, òåõíîëîã³¿ ÷èñåëüíî¿ ðåà-
ë³çàö³¿, òî÷íîñò³ ³ ðåñóðñîì³ñòêîñò³ îá÷èñëåíü òà âèêîðèñòàííÿ óäîñêîíàëåíèõ
ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ïðèêëàäíèõ çàäà÷ ç â³ääàëåíî
ñóì³æíèõ ãàëóçåé. Çíà÷íèé ðîçâèòîê òåõíîëîã³é øòó÷íîãî ³íòåëåêòó äàº çìî-
ãó ïðîãíîçóâàòè ìîæëèâ³ñòü âèêîðèñòàííÿ, íàïðèêëàä, ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé
ðîçâ’ÿçàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè â ì³êðîá³îëîã³¿, õ³ì³¿ àáî
íàâ³òü ñóñï³ëüíèõ íàóêàõ. Íà äóìêó àâòîð³â, ñóñï³ëüí³ íàóêè — äîñ³ íåðîçâè-
íåíà ãàëóçü äîñë³äæåíü ÷åðåç íåâèçíà÷åí³ñòü. Îòæå, àêòóàëüíèì º íàêîïè÷åí-
íÿ òà ñèñòåìàòèçàö³ÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, ùî äîâåëè ñâîþ åôåêòèâí³ñòü.

Íàòåïåð ðîçðîáëåíî ÷èìàëî ìåòîä³â ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñòàòè÷íèõ òðèâèì³ðíèõ çà-
äà÷ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè. ² íà ¿õí³é îñíîâ³ îòðèìàíî îêðåì³ ðîçâ’ÿçêè, ùî ìàþòü ÿê
òåîðåòè÷íó, òàê ³ ïðèêëàäíó ö³íí³ñòü. Öå ìåòîäè îäíîð³äíèõ ðîçâ’ÿçê³â, ñóïåðïî-
çèö³¿, âëàñíèõ âåêòîðíèõ ôóíêö³é, ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü, ³íòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü,
ãðàíè÷íèõ òà ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â òîùî. Ðîçãëÿíåìî ¿õíº âèêîðèñòàííÿ.

Ìåòîä îäíîð³äíèõ ðîçâ’ÿçê³â. Öåé ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñòàòè÷íèõ çàäà÷
äëÿ øàðó áóâ ðîçâèíåíèé À.². Ëóð’º â [1]. Òóò ð³âíÿííÿ Ëàìå çà îäíîð³äíèõ ãðà-

182 ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2024, òîì 60, ¹ 1

© Á.ª. Ïàí÷åíêî, Þ.Ä. Êîâàëüîâ, Ò.Î. Êàë³í³íà, ².Ì. Ñàéêî, Ë.Ì. Áóêàòà, 2024



íè÷íèõ óìîâ äëÿ íàïðóæåíü íà òîðöÿõ øàðó ïðî³íòåãðîâàíî îïåðàòîðíèì ñïî-
ñîáîì. Ó ðåçóëüòàò³ áóëî ïîêàçàíî, ùî çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ º ñóìîþ
òðüîõ ðîçâ’ÿçê³â: á³ãàðìîí³÷íîãî, âèõðîâîãî òà ïîòåíö³éíîãî. Çãîäîì äîñë³ä-
æåííÿ öüîãî íàïðÿìó áóëî ïðîäîâæåíî â [2–6].

Ó [7, 8] áóëî çàïðîïîíîâàíî íàï³âîáåðíåíèé ìåòîä, çà ÿêèì çàäàþòü ñòðóê-
òóðó ïåðåì³ùåíü äëÿ âñ³õ òðüîõ òèï³â ðîçâ’ÿçê³â, à ôóíêö³¿, ùî âõîäÿòü äî íèõ,
âèçíà÷àþòü ç ðîçâ’ÿçê³â â³äïîâ³äíèõ ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷, ùî âèïëèâàþòü
ç ð³âíÿíü Ëàìå òà óìîâ äëÿ íàïðóæåííÿ íà òîðöÿõ øàðó.

Ìåòîä îäíîð³äíèõ ðîçâ’ÿçê³â çà òðàêòóâàííÿì À.². Ëóð’º òà â ³íòåðïðåòàö³¿
².É. Âîðîâè÷à áóëî âñåá³÷íî ðîçâèíåíî òà óçàãàëüíåíî â [9] ó çàäà÷³ ðîçòÿãóâàí-
íÿ òà âèãèíó áàãàòîçâ’ÿçíèõ ïëèò ³ç ³çîòðîïíèõ òà òðàíñâåðñàëüíî-³çîòðîïíèõ
ìàòåð³àë³â.

Ìåòîäîì îäíîð³äíèõ ðîçâ’ÿçê³â ó [10–12] ðîçâ’ÿçàíî çàäà÷ó ïðî ïðóæíó ð³âíî-
âàãó òîâñòèõ ïëàñòèí ó âèïàäêó ãðàíè÷íèõ óìîâ çì³øàíîãî òèïó íà ¿õí³õ òîðöÿõ.
Ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñòàòè÷íèõ òðèâèì³ðíèõ çàäà÷ äëÿ òðàíñòðîïíèõ ïëàñòèí íàâåäåíî
â [12]. Òóò ïðåäñòàâëåíî çàãàëüí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ ïðóæíîñò³ äëÿ òðàíñòðîïíîãî
êîìïîçèòà, îäíîð³äí³ ðîçâ’ÿçêè äëÿ øàðó, æîðñòêî çàùåìëåíîãî íà òîðöÿõ ç³
çì³øàíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè. Òàêîæ îòðèìàíî ðîçâ’ÿçêè çàäà÷ ïðî âèãèí
ê³ëüöåâî¿ ïëèòè òà îñåñèìåòðè÷íî¿ çàäà÷³ äëÿ øàðó ç ïîðîæíèíîþ.

Êîíöåíòðàö³þ íàïðóæåíü ó ïîðîæíèñòèõ êîðîòêèõ öèë³íäðàõ ³ç òðàíñòðîï-
íèõ ìàòåð³àë³â ç âèêîðèñòàííÿì íàï³âîáåðíåíîãî ìåòîäó ².É. Âîðîâè÷à âèâ÷åíî
â [13].

Ó ðîáîòàõ [14–16] ïîáóäîâàíî îäíîð³äí³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³ä-
íîñò³ äëÿ àí³çîòðîïíîãî øàðó, à òàêîæ îäíîð³äí³ òà ôóíäàìåíòàëüí³ ðîçâ’ÿçêè
äëÿ ï’ºçîêåðàì³÷íîãî øàðó. ¯õ áóëî âèêîðèñòàíî äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ãðàíè÷íèõ
çàäà÷ äëÿ øàðó ç ïîðîæíèíîþ [15].

Ìåòîäîì Ëóð’º â [17] îòðèìàíî îäíîð³äí³ ðîçâ’ÿçêè äëÿ ï’ºçîêåðàì³÷íî¿
ïëèòè, òîðö³ ÿêî¿ â³ëüí³ â³ä ñèë òà çàçåìëåí³. Â [17] ïîêàçàíî, ùî îäíîð³äí³ ðîç-
â’ÿçêè åëåêòðîïðóæíîñò³, ÿê ³ ó ïðóæíîìó âèïàäêó, º ñóìîþ òðüîõ ðîçâ’ÿçê³â:
á³ãàðìîí³÷íîãî, ïîòåíö³éíîãî òà âèõðîâîãî. Áóëî ïðîâåäåíî àñèìïòîòè÷íèé
àíàë³ç öèõ ðîçâ’ÿçê³â. Çà äîïîìîãîþ ìåòîäó Ëóð’º â [18] áóëî âèâåäåíî âäîñêî-
íàëåíó òåîð³þ äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-³çîòðîïíèõ ï’ºçîåëåêòðè÷íèõ ïëèò.

Ìåòîä ñóïåðïîçèö³¿ [19–22]. Öåé ìåòîä îñíîâàíèé íà ³äå¿ Ëàìå [21], çã³äíî
ç ÿêîþ çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³ äëÿ ñê³í÷åííîãî ò³ëà òàêîæ ïðåä-
ñòàâëÿºòüñÿ ó âèãëÿä³ ñóìè ðîçâ’ÿçê³â, êîæíèé ç ÿêèõ çàäîâîëüíÿº ãðàíè÷í³ óìî-
âè íà ïîâåðõíÿõ ò³ëà, ùî çá³ãàþòüñÿ ç â³äïîâ³äíèìè ïîâåðõíÿìè ïðèéíÿòî¿ êî-
îðäèíàòíî¿ ñèñòåìè. Òàêå ïîäàííÿ ðîçâ’ÿçê³â ìàº íåîáõ³äíó äîâ³ëüí³ñòü äëÿ çà-
äîâîëåííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ íà ïîâí³é ãðàíèö³ ò³ëà. ²äå¿ Ëàìå ðîçâèíåíî â [22].

Ìåòîä âëàñíèõ âåêòîðíèõ ôóíêö³é [23–25]. Â³í áàçóºòüñÿ íà âåêòîðí³é
òåîðåì³ Ôóð’º–Ãàíêåëÿ [23] òà íà êëàñè÷íîìó ³íòåãðàëüíîìó ïðåäñòàâëåíí³
Ôóð’º–Ãàíêåëÿ [25].

Ïîäàííÿ âåêòîðà ïåðåì³ùåííÿ ìàº òàêó âëàñòèâ³ñòü, ùî ÿäðà, ÿê³ âõîäÿòü äî
íüîãî, º âëàñíèìè ôóíêö³ÿìè ñêàëÿðíèõ çàäà÷ äëÿ øàðó â êðóãîâèõ öèë³íäðè÷-
íèõ êîîðäèíàòàõ. Îáåðíåííÿ ïðåäñòàâëåííÿ Ôóð’º–Ãàíêåëÿ äàº çìîãó ïîäàòè
íåâ³äîì³ ôóíêö³¿ ÷åðåç ïîäâ³éíèé ³íòåãðàë íà íåîáìåæåí³é ïëîñê³é îáëàñò³
ç êîìïëåêñíî çâ’ÿçàíèìè ÿäðàìè. Ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè îòðèìàíèõ ³íòåãðàëüíèõ
ïðåäñòàâëåíü â ð³âíÿííÿ ð³âíîâàãè îäåðæèìî ñèñòåìó çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëü-
íèõ ð³âíÿíü ùîäî öèõ ôóíêö³é. Ðîçâ’ÿçêè ñèñòåìè âèçíà÷àþòüñÿ ó âèãëÿä³
ë³í³éíèõ êîìá³íàö³é â³äîìèõ ôóíêö³é çà êîîðäèíàòîþ òîâùèíè, ïðè÷îìó
êîåô³ö³ºíòàìè â öèõ ë³í³éíèõ êîìá³íàö³ÿõ º òðè äîâ³ëüí³ ôóíêö³¿ ïàðàìåòðà
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³íòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ Ôóð’º–Ãàíêåëÿ. Ö³ äîâ³ëüí³ ôóíêö³¿ âèçíà÷àþòüñÿ
ç ãðàíè÷íèõ óìîâ íà ïîâåðõí³ ò³ëà.

Ìåòîä âëàñíèõ âåêòîðíèõ ôóíêö³é äîáðå ïðèñòîñîâàíèé äî ðîçâ’ÿçàííÿ
ãðàíè÷íèõ çàäà÷ äëÿ êàíîí³÷íèõ ò³ë (øàð, ñê³í÷åííèé öèë³íäð ÷è êðóãîâèé
êîíóñ).

Çàãàëüí³ ðîçâ’ÿçêè òà ¿õíº çàñòîñóâàííÿ. ²äåþ âèêîðèñòàííÿ çàãàëüíîãî
ðîçâ’ÿçêó äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ ç ð³âíÿííÿìè åë³ïòè÷íîãî òèïó ðîç-
âèíóòî â [26]. Äëÿ ïîáóäîâè çàãàëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿíü òåîð³¿ ïðóæíîñò³ ð³çí³
àâòîðè ïðàãíóëè ïðåäñòàâèòè ïåðåì³ùåííÿ ³ íàïðóæåííÿ ÷åðåç ôóíêö³¿, âëàñòè-
âîñò³ ÿêèõ äîáðå âèâ÷åí³ — ãàðìîí³÷í³ ÷è á³ãàðìîí³÷í³ ôóíêö³¿. Òàê, ó [27] çà-
ñòîñîâàíî ö³ çàãàëüí³ ïðåäñòàâëåííÿ äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ ð³çíèõ êëàñ³â çàäà÷ ïðî
çãèí â³ëüíî îïåðòèõ òîâñòèõ ïëèò ð³çíî¿ êîíô³ãóðàö³¿, ïðî íàïðóæåíèé ñòàí òîâ-
ñòî¿ êðóãëî¿ ïëèòè òà ïëèòè ó âèãëÿä³ êðóãîâîãî ñåêòîðà [28] òà ïîðîæíèñòèõ
êðóãîâèõ öèë³íäð³â [29].

Ó [30, 31] áóëî ðîçâ’ÿçàíî çàäà÷ó ïîâíîòè çàãàëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â. Çîêðåìà
ðîçãëÿíóòî ìîæëèâ³ñòü ïîäàííÿ çàãàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó çà äîïîìîãîþ òðüîõ ãàð-
ìîí³÷íèõ ôóíêö³é àáî ñóìè á³ãàðìîí³÷íî¿ òà ãàðìîí³÷íî¿ ôóíêö³é.

Ìåòîäè ³íòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü. Ö³ ìåòîäè åôåêòèâíî âèêîðèñòîâóþòü,
ðîçâ’ÿçóþ÷è ãðàíè÷í³ êîíòàêòí³ çàäà÷³ òà ãðàíè÷í³ çàäà÷³ äëÿ íàï³âïðîñòîðó òà
øàðó. Çàäà÷³ ïðî ð³âíîâàãó ï³âïðîñòîðó, êîëè íà éîãî ïëîñêèõ ãðàíèöÿõ çàäàíî
ïåðåì³ùåííÿ, ðîçãëÿíóòî â [32] ç âèêîðèñòàííÿì ³íòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ
Ôóð’º â ïîºäíàíí³ ç ïðåäñòàâëåííÿì Òðåôòöà [33]. ²íòåãðàëüí³ ïåðåòâîðåííÿ
Ôóð’º çàñòîñîâóþòü ó çàäà÷àõ äëÿ íåñê³í÷åííîãî öèë³íäðà, íàâàíòàæåíîãî ïî
á³÷í³é ïîâåðõí³. Òàê, â [34] ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ïðî ð³âíîâàãó öèë³íäðà, çàâàíòàæå-
íîãî ïî á³÷í³é ïîâåðõí³ äîòè÷íèìè íàâàíòàæåííÿìè. Òàê³ òà ³íø³ îñåñèìåòðè÷í³
ðîçâ’ÿçêè äëÿ íåñê³í÷åííîãî öèë³íäðà ´ðóíòóþòüñÿ íà ìîæëèâîñò³ ïðåäñòàâëåííÿ
ïåðåì³ùåíü òà íàïðóæåíü ÷åðåç îäíó á³ãàðìîí³÷íó ôóíêö³þ.

²íòåãðàëüíå ïðåäñòàâëåííÿ á³ãàðìîí³÷íî¿ ôóíêö³¿, ÷åðåç ÿêó âèðàæàºòüñÿ
ðîçâ’ÿçîê, äàº çìîãó îòðèìàòè òî÷í³ ðîçâ’ÿçêè çàäà÷ äëÿ ïðóæíîãî øàðó òà
íàï³âïðîñòîðó. Çàãàëüíèé âèïàäîê íàâàíòàæåííÿ øàðó ðîçãëÿíóòî â [35]. Ó [36]
³íòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ Ãàíêåëÿ çàñòîñîâóþòü äî ãðàíè÷íèõ çàäà÷ (ïåðøî¿,
äðóãî¿ òà çì³øàíî¿) äëÿ øàðó. Áóäóºòüñÿ ôóíêö³ÿ Ãð³íà äëÿ øàðó ³ç çàùåìëåíè-
ìè òîðöÿìè. Äëÿ çàäà÷³ ïðî êðó÷åííÿ ïðóæíîãî øàðó, êîëè íà ãðàíèö³ øàðó º
êðóãîâà ë³í³ÿ ïîä³ëó ãðàíè÷íèõ óìîâ, çàñòîñîâóºòüñÿ ³íòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ
Ãàíêåëÿ, ùî äàº çìîãó çâîäèòè çàäà÷³ äî ïàðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü [37]. À ö³
ð³âíÿííÿ çâîäÿòüñÿ äî îäíîâèì³ðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü Ôðåäãîëüìà, ÿê³ ðîç-
â’ÿçóþòü ìåòîäîì ìåõàí³÷íèõ êâàäðàòóð.

Ìåòîäè àíàë³òè÷íèõ ôóíêö³é. Ïîòóæíèé àïàðàò òåîð³¿ àíàë³òè÷íèõ
ôóíêö³é êîìïëåêñíî¿ çì³ííî¿ åôåêòèâíî âèêîðèñòîâóþòü äëÿ âèâ÷åííÿ äâî-
âèì³ðíèõ çàäà÷. Çíà÷í³ ðåçóëüòàòè, îòðèìàí³ çàâäÿêè öüîìó ìåòîäó, ³í³ö³þâàëè
âèêîðèñòàííÿ àíàë³òè÷íèõ ôóíêö³é ó òðèâèì³ðíèõ çàäà÷àõ. Îäíèìè ç ïåðøèõ
äîñë³äæåíü ç öüîãî íàïðÿìó º [38, 39], â ÿêèõ äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ïîñòàâëåíèõ
îñåñèìåòðè÷íèõ çàäà÷ âèêîðèñòàíî îäíó ãàðìîí³÷íó ôóíêö³þ. Â [40] äëÿ ðîç-
â’ÿçóâàííÿ çàäà÷ äëÿ íàï³âïðîñòîðó âèêîðèñòàíî ïëîñê³ ãàðìîí³÷í³ ôóíêö³¿, ÿê³
âèðàæàëè ÷åðåç àíàë³òè÷í³ ôóíêö³¿ êîìïëåêñíî¿ çì³ííî¿ òà ¿õíþ ñóìó.

Ìåòîä ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü. Äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñòàòè÷íèõ çàäà÷ òåîð³¿
ïðóæíîñò³, åëåêòðîïðóæíîñò³ òà òåðìîïðóæíîñò³ åôåêòèâíî çàñòîñîâóþòü ìåòî-
äè òåîð³¿ ïîòåíö³àëó òà ðåãóëÿðíèõ ³ ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü, à òàêîæ
ð³çíîìàí³òíèõ äèñêðåòèçàö³é, ÿê îò ìåòîäè ñê³í÷åííèõ ÷è ãðàíè÷íèõ åëåìåíò³â
òîùî. Òåîð³þ òàêèõ ð³âíÿíü âèêëàäåíî â [41–46].
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Ó [47], ðîçâ’ÿçóþ÷è çàäà÷³ äëÿ ò³ë ç ïëîñêèìè òð³ùèíàìè, çàñòîñîâóâàëè ìå-
òîäè òåîð³¿ ïîòåíö³àëó. Ðîçãëÿíóò³ ãðàíè÷í³ çàäà÷³ çâîäÿòüñÿ äî äâîâèì³ðíèõ
³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü. Äëÿ ò³ëà, ùî ì³ñòèòü òð³ùèíó, â [48] îòðèìàíî ãðàíè÷í³
³íòåãðàëüí³ ð³âíÿííÿ, äå ð³çíèö³ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü íà âêëþ÷åíí³ òà äèñëîêàö³é
íà òð³ùèí³ ðîçãëÿäàþòü ÿê íåâ³äîì³ ôóíêö³¿. ²íòåãðàëüí³ ð³âíÿííÿ îñíîâíèõ ãðà-
íè÷íèõ çàäà÷, ùî áàçóþòüñÿ íà ³íòåãðàëüíèõ òîòîæíîñòÿõ, ïîáóäîâàíî â [49]. Ìå-
òîäè ñèíãóëÿðíèõ òà ãðàíè÷íèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü âèêëàäåíî â [50, 51] òà ³í.

Ó [52] òðèâèì³ðí³ çàäà÷³ òåîð³¿ òåïëîïðîâ³äíîñò³, ïðóæíîñò³ òà åëåêòðî-
ïðóæíîñò³ çâåäåíî äî ñèñòåì îäíîâèì³ðíèõ ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü ³
ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ïðî ðîçòÿãíåííÿ øàðó (ç â³ëüíèìè â³ä ñèë òîðöÿìè), ïîñëàá-
ëåíîãî òóíåëüíèìè ðîçð³çàìè.

Òðèâèì³ðí³ òà äâîâèì³ðí³ çàäà÷³ ìîæíà çâîäèòè äî ð³âíîñèëüíèõ ³íòåãðàëü-
íèõ ð³âíÿíü ç ÿäðàìè, ùî ìàþòü îñîáëèâîñò³ âèñîêîãî ïîðÿäêó, ÿêùî ðîçóì³òè
³íòåãðàëè, ùî ô³ãóðóþòü ó íèõ, ó ñåíñ³ ñê³í÷åííî¿ ÷àñòèíè çà Àäàìàðîì. Âïåð-
øå òàê³ ³íòåãðàëè áóëî ðîçãëÿíóòî â [53]. Ã³ïåðñèíãóëÿðí³ ³íòåãðàëüí³ ð³âíÿííÿ
çâîäÿòüñÿ äî ñèñòåì ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü çà äîïîìîãîþ ñïåö³àëüíèõ
êâàäðàòóðíèõ ôîðìóë [54, 55].

Ìåòîä Ô-ðîçâ’ÿçê³â. Äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ ïðî ð³âíîâàãó
³ ãàðìîí³÷í³ êîëèâàííÿ ò³ëà, ùî º ñê³í÷åííèì áàãàòîçâ’ÿçíèì öèë³íäðîì, íà
ïëîñêèõ ãðàíÿõ ÿêîãî ìàþòü ì³ñöå çì³øàí³ ãðàíè÷í³ óìîâè, º åôåêòèâíèì ìå-
òîä Ô-ðîçâ’ÿçê³â [56, 57]. Äëÿ çì³øàíèõ îäíîð³äíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ íà òîðöÿõ
øàðó ïåðåì³ùåííÿ ïðåäñòàâëÿþòüñÿ ðÿäàìè Ôóð’º çà êîîðäèíàòîþ òîâùèíè
x3 çà ïîâíîþ îðòîãîíàëüíîþ ñèñòåìîþ âëàñíèõ ôóíêö³é âèõðîâîãî ñòàíó. Öå
äàº çìîãó â ð³âíÿííÿõ Ëàìå âèëó÷èòè êîîðäèíàòó òîâùèíè, à ðîçâ’ÿçàííÿ çà-
äà÷³ çâåñòè äî ïîñë³äîâíîñò³ äâîâèì³ðíèõ ñèñòåì ùîäî êîåô³ö³ºíò³â Ôóð’º äëÿ
àìïë³òóä ïåðåì³ùåíü, à ïîò³ì ç êîåô³ö³ºíòàìè Ôóð’º áóäóâàòè ñèíãóëÿðí³ ðîç-
â’ÿçêè öèõ ð³âíÿíü, ùî â³äïîâ³äàþòü ãàðìîí³÷í³é â ÷àñ³ ä³¿ íàâàíòàæåííÿ, ðîç-
ïîä³ëåíîãî â øàð³ âçäîâæ øíóðà | |x h3 � . ßêùî ìàòè íà óâàç³ ðîçðèâí³ óçäîâæ
äåÿêî¿ öèë³íäðè÷íî¿ ïîâåðõí³ ïîëÿ ïåðåì³ùåíü, îäíîð³äí³ ð³âíÿííÿ ðóõó ùîäî
àìïë³òóä ïåðåì³ùåíü ïðåäñòàâëÿþòüñÿ â óçàãàëüíåíèõ ïîõ³äíèõ. Òîä³ â ïðàâèõ
÷àñòèíàõ öèõ ð³âíÿíü ô³ãóðóþòü «ïðîñò³» òà «ïîäâ³éí³» ÿäðà (â öüîìó êîí-
òåêñò³ íåäîö³ëüíî âèêîðèñòîâóâàòè òåðì³í òåîð³¿ ïîòåíö³àëó «ÿäðà â³ä ïðîñòî-
ãî òà ïîäâ³éíîãî øàð³â», àäæå öå ìîæå ñïðè÷èíèòè ïëóòàíèíó òåðì³í³â) ç
íåâ³äîìèìè ôóíêö³ÿìè ó âèãëÿä³ ð³çíèöü â³äïîâ³äíèõ ê³íåìàòè÷íèõ âåëè÷èí
íà ïîâåðõí³ ðîçðèâó. Âèêîðèñòîâóþ÷è îïåðàö³þ çãîðòêè ìàòðèö³ Ô-ðîçâ’ÿçê³â
ç³ ñòîâïöåì ïðàâèõ åëåìåíò³â, ìîæíà îòðèìàòè ³íòåãðàëüí³ ïðåäñòàâëåííÿ êî-
åô³ö³ºíò³â Ôóð’º äëÿ ïåðåì³ùåíü. Òàê³ ³íòåãðàëüí³ ïðåäñòàâëåííÿ ìàþòü ïî-
âíîòó ùîäî ðîçãëÿíóòèõ äâîâèì³ðíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ùîäî êîåô³ö³ºíò³â Ôóð’º.
Ç ¿õíüîþ äîïîìîãîþ çàäà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³, åëåêòðî- òà òåðìîïðóæíîñò³ çâî-
äÿòüñÿ äî ñèñòåì îäíîâèì³ðíèõ ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü ïðîñòî¿
ñòðóêòóðè.

Çàçíà÷èìî òàêîæ êëàñ ïðîñòîðîâèõ çàäà÷ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ äëÿ ò³ë ó ôîðì³
ïàðàëåëåï³ïåäà. ²íôîðìàö³ÿ ïðî òàê³ äîñë³äæåííÿ ì³ñòèòüñÿ â [58].

Ìåòîä ãðàíè÷íèõ åëåìåíò³â (ÌÃÅ). Öåé ìåòîä «ïåðåáóâàº» íà ñòèêó ÷è-
ñåëüíîãî àíàë³çó òà àíàë³òè÷íèõ äîñë³äæåíü. Â³í ïîâ’ÿçàíèé ç ìåòîäîì ³íòåã-
ðàëüíèõ ð³âíÿíü ³ éîãî çàñòîñîâóþòü, êîëè äóæå ãðîì³çäêèì º îá÷èñëåííÿ òî÷-
íîãî ïåðåì³ùåííÿ àáî íàïðóæåííÿ, îñîáëèâî äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ ñê³í÷åí-
íèõ áàãàòîçâ’ÿçíèõ ñåðåäîâèù. Óäîñêîíàëþâàòè ÌÃÅ ç âèêîðèñòàííÿì
÷èñåëüíî¿ ðåàë³çàö³¿ çàäà÷ ïî÷àëè â [59, 60], äå ðîçâ’ÿçóâàëèñÿ ãðàíè÷í³ çàäà÷³
äëÿ äâîâèì³ðíîãî ð³âíÿííÿ Ëàïëàñà. Òàêîæ âïåðøå áóëî âèêîðèñòàíî ï³äõ³ä,
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ÿêèé çãîäîì íàçâàíî ïðÿìèì ÌÃÅ. Çà òàêîãî ï³äõîäó ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ’ÿ-
çîê (ôóíêö³ÿ Ãð³íà) ï³äñòàâëÿþòü ó òîòîæí³ñòü Ãð³íà, ùî äàº çìîãó îòðèìàòè
ãðàíè÷íå ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ. Â [61] ìåòîä ÌÃÅ áóëî ïîøèðåíî íà çàäà÷ó
òåîð³¿ ïðóæíîñò³. Çãîäîì ó [62] áóëî çàñòîñîâàíî ñïåö³àëüíó âåðñ³þ ÌÃÅ ùîäî
ïðóæíèõ âëàñòèâîñòåé ïàëü. Ó [63] öåé ï³äõ³ä áóâ ðîçâèíåíèé äëÿ ìåòîäó
ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â ó òåîð³¿ îáîëîíîê. Ñàìå Ê. Áðåáá³à ââàæàþòü àâòîðîì
òåðì³íà «ãðàíè÷íèé åëåìåíò» [63].

Ó áàãàòüîõ ïóáë³êàö³ÿõ íàâåäåíî ð³çí³ ôîðìóëþâàííÿ ãðàíè÷íèõ ³íòåãðàë³â,
ùî çàñòîñîâóþòü äî ð³çíèõ êëàñ³â ãðàíè÷íèõ çàäà÷. Ãîëîâíà â³äì³íí³ñòü ì³æ
íèìè — ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ’ÿçîê, ÿêèé çàëåæèòü â³ä ãåîìåòð³¿ äîñë³äæóâà-
íèõ îá’ºêò³â. Ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ’ÿçîê Êåëüâ³íà–Ñîì³ëüÿíî â³ä çîñåðåäæåíî-
ãî íàâàíòàæåííÿ øèðîêî âèêîðèñòîâóþòü äëÿ äâîâèì³ðíèõ òà òðèâèì³ðíèõ ñòà-
òè÷íèõ çàäà÷ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ [61]. Ñó÷àñíèé ñòàí ðîçâèòêó öüîãî ìåòîäó
ðîçãëÿíóòî â [64, 65].

Ìåòîä ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â (ÌÑÅ). Ïåðåâàãàìè öüîãî ìåòîäó º ãíó÷-
ê³ñòü òà ð³çíîìàí³òí³ñòü ñ³òîê, ñòàíäàðòí³ ïðèéîìè ïîáóäîâè äèñêðåòíèõ çàäà÷
äëÿ äîâ³ëüíèõ îáëàñòåé, ïðîñòîòà âðàõóâàííÿ ïðèðîäíèõ êðàéîâèõ óìîâ òà
åôåêòèâí³ñòü ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ îö³íþâàííÿ ïîõèáîê íàáëèæåíèõ ðîçâ’ÿçê³â,
ÿê³ çàçâè÷àé îòðèìóþòü çà ìåíø æîðñòêèõ îáìåæåíü í³æ ó ìåòîä³ ñê³í÷åííèõ
ð³çíèöü. Ðîçãëÿäóâàíèé ÌÑÅ äàº çìîãó çíà÷íî ðîçøèðèòè òà óçàãàëüíèòè ïå-
ðåë³ê ñåðåäîâèù, êîìïîíåíò³â òà ôîðì ãðàíèöü ó êðàéîâèõ çàäà÷àõ [66–68].
Ïðîòå ÷àñòî âèíèêàþòü äîäàòêîâ³ ïðîáëåìè îáóìîâëåíîñò³ òà òî÷íîñò³ îòðèìà-
íèõ ðåçóëüòàò³â [68].

×èñåëüíå ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ äëÿ ñê³í÷åííèõ öèë³íäð³â
ç âèêîðèñòàííÿì ÌÑÅ íàâåäåíî â [69].

Ç îãëÿäó íà âèêëàäåíå âèïëèâàº, ùî:
— íàðàç³ ðîçðîáëåíî ð³çí³ ìåòîäè ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñòàòè÷íèõ òðèâèì³ðíèõ

çàäà÷ òåîð³¿ ïðóæíîñò³, ðîçâ’ÿçàíî íèçêó îêðåìèõ çàäà÷ ç ïðîâåäåííÿì ÷èñåëü-
íèõ äîñë³äæåíü òà âñòàíîâëåííÿì ìåõàí³÷íèõ çàêîíîì³ðíîñòåé;

— çäåá³ëüøîãî ó çàçíà÷åíèõ ðîáîòàõ ðîçãëÿíóòî ò³ëà êàíîí³÷íî¿ ôîðìè
(øàð, íàï³âøàð, êðóãîâèé öèë³íäð, øàð ç êðóãîâîþ öèë³íäðè÷íîþ ïîðîæíèíîþ,
êëèí, êóëÿ, åë³ïñî¿ä òîùî);

— çàäà÷³ äëÿ ñê³í÷åííèõ öèë³íäð³â äîâ³ëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó, áàãà-
òîçâ’ÿçíèõ öèë³íäðè÷íèõ ò³ë ìåòîäàìè ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü ïðàê-
òè÷íî íå ðîçâ’ÿçóâàëèñÿ, ïîïðè òå, ùî áàãàòî ôóíäàìåíòàëüíèõ ïèòàíü òåîð³¿
áóëè ðîçðîáëåí³;

— íå ³ñíóº ìåòîä³â îá÷èñëåííÿ ñïåêòðàëüíèõ õàðàêòåðèñòèê ñê³í÷åííèõ
öèë³íäðè÷íèõ ò³ë ³ç ïîïåðå÷íèìè ïåðåð³çàìè äîâ³ëüíî¿ ôîðìè.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×²

Ðîçãëÿíåìî ïðóæíèé øàð � � �h x h3 , ��� � �x x1 2, , ïîñëàáëåíèé íà-
ñêð³çíèì îòâîðîì. Íåõàé íà ïîâåðõí³ îòâîðó ä³º ïîâåðõíåâå íàâàíòàæåííÿ
( , , )N T Z . Ïðèïóñòèìî, ùî êîìïîíåíòè çàäàíîãî íàâàíòàæåííÿ ìîæíà ðîçâè-
íóòè ó ðÿä Ôóð’º çà êîîðäèíàòîþ x3 íà â³äð³çêó [ , ]�h h . Íåõàé íà òîðöÿõ
øàðó ìàþòü ì³ñöå òàê³ óìîâè:

u x x h x x h x x h3 1 2 13 1 2 23 1 20 0( , , ) , ( , , ) ( , , )� � � � � �� � . (1)
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Çàïèøåìî êîìïîíåíòè âåêòîðà ïåðåì³ùåííÿ ó âèãëÿä³

u u x x xi ik

k

k�
�

�

�
0

1 2 3( , )sin � ,
(2)

u u x x xk

k

k3 3
0

1 2 3�
�

�

� ( , )cos � ,

äå i �1 2, òà � �k
k

h
�

	2 1

2
.

Ïîäàííÿ êîìïîíåíò³â âåêòîðà ïåðåì³ùåííÿ (2) àâòîìàòè÷íî çàäîâîëüíÿþòü
óìîâè (1) íà òîðöÿõ øàðó. Ï³ñëÿ â³äîêðåìëåííÿ çì³ííèõ ó ð³âíÿííÿõ Ëàìå îòðè-
ìóºìî ñèñòåìó:

� � �k ik i ku 	 
 � 0,
(3)

� �� �k k k ku3 0	 � ,

äå � �k k
� �� 2 , � � 
 	 
1

2
2
2 , � �k k k k ku u u� 
 	 
 �1 1 2 2 3 , 
 � 
 
i ix/ ( , )i �1 2 ,

� �� � �( )1 2 1, ÿêó ìîæíà ³íòåãðóâàòè ó òàêèé ñïîñ³á. Âðàõóâàâøè, ùî â (3)

�k — ìåòàãàðìîí³÷íà ôóíêö³ÿ, ââåäåìî äîâ³ëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ

� �
k k
2 0� òà ââàæàòèìåìî, ùî � � �k k k� . Öå íàäàº çìîãó îòðèìàòè:

u k k k1 1 2� � 
 	 
� � � 	 ,

u k k k2 2 1� � 
 � 
� � � 	 , (4)

u k k k k3 � � 	� �� � ,

äå 	k , �k — äîâ³ëüí³ ìåòàãàðìîí³éí³ ôóíêö³¿.
Çà óìîâè, ùî âèðàçè (4) çàäîâîëüíÿþòü ð³âí³ñòü � � �k k k� , îòðèìàºìî

u iu
z

ik k k k1 2 2� �





�� 	 �( ) ,

(5)

u k
k

k k k3
1

� �
	

	



�
��

�

�
��

�

�
� �� � ,

äå � 	k k � 0 òà





� 
 � 


z
i

1

2
1 2( ).

Ôîðìóëè (2), (5) äàþòü âèðàçè ïðóæíèõ ïåðåì³ùåíü ó øàð³ ÷åðåç ôóíêö³¿
	k , � k , ïðè÷îìó 	k (âèõðîâèé ðîçâ’ÿçîê) îïèñóº ïîâîðîò åëåìåíòà â³äíîñíî îñ³

0 3x , òîáòî 
 � 
 � �2 1 1 2
2u uk k k� 	 .

²íòåãðàëüí³ ïðåäñòàâëåííÿ ôóíêö³é �k , 	k ³ � k òàê³:

� 
 �
�






� 
k k

L

k
k

k k

L

z p K r ds q K r d( ) ( ) ( ) ( ) ( )� 	




� �0 0
2

Re ,

i z z
i

q K r dk k
k

k

L

k	 �
�






� 
( ) ( ) ( ) ( )*� �





	�

2
0 (6)

	 	




� �
1

2

1
1 2 1

�

 �

�





�

k
k

L

k

k

k

L

kp rK r ds q rK r d( ) ( ) ( ) ( ( ))Re 
 ,

r z i L z x ix� � � 	 � � 	| | , ,
 
 � � 1 2 ,
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äå K rn k( )� — ôóíêö³¿ Ìàêäîíàëüäà ïîðÿäêó n, à ds — åëåìåíò äóãè êîíòóðó L.

Ôóíêö³¿ pk ( )
 , qk ( )
 , qk
� ( )
 íåâ³äîì³, ¿õ ïîòð³áíî âèçíà÷èòè.

Ãðàíè÷í³ óìîâè íà L çàïèøåìî â êîìïëåêñí³é ôîðì³:

( ) ( ) ( )� � � � ��
11 22

2
22 11 122 2	 � � 	 � �e i N iTi ,

(7)

Re [ ( )]e i Zi� 	 �� � �13 23 ,

äå � — êóò ì³æ çîâí³øíüîþ íîðìàëëþ äî êîíòóðó ïîðîæíèíè–îòâîðó òà
â³ññþ 0 1x .

Çã³äíî ç çàêîíîì Ãóêà òà ôîðìóëîþ (5) ïðåäñòàâèìî óìîâè (7) ó âèãëÿä³

2
1

2

1

2

1

2
2

2

2
2� 	 � � �� �




�e
z

i Ni
k k k k k k






�

�
�
�

��

�
�
�

��
� � �( ) ( � iTk ) ,

(8)

�





	

	


�
��

�

�
�� �






�

�

�
 

!

"
Re e

z z
ii

k k
k

k k k k
� �� �

�

�
� �� 	 �

1
( )#

�
�
�

��

�
�
�

��
�

1

2

Zk .

ÑÈÑÒÅÌÀ ²ÍÒÅÃÐÀËÜÍÈÕ Ð²ÂÍßÍÜ

Ãðàíè÷íà çàäà÷à (8) ç óðàõóâàííÿì (6) çà äîïîìîãîþ â³äîìî¿ òðàäèö³éíî¿
ïðîöåäóðè çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè ç òðüîõ ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü
2-ãî ðîäó (äëÿ êîæíîãî ô³êñîâàíîãî k):

� � �



2 3
1

3 1

2
k k k k ik ik

Li

k ka b G ds N iT	 	 � ���
�

( ) ,

(9)

� �
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1

3 1
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k k ik ik
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,
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2
,

G rK r e K rk
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k1 0 1
2

0
4

1
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2
0 0( , ) ( )( ) ( )( )
 


��
� �� �� 	 �� ,

G rK r
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2 0 0 0
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1 0
4 2

0
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2
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1
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0
0( ) sin ( ) ( ) ( ,( )�
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� � �

�
� �

�
� �
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�
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�
�
�

��

�
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�

��
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e
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3 0 0 0

2

2 0
4 2

0

( , ) ( ) cos ( ) ( , )
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� � � � �
�

� � 	
�

�
 
 

!

"
#
#
	

	 � 	 	 	� 	
K r

e
e hk

i
i

1 0

2

1 0
2 2

1
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0
0( ) cos( ) ( ) ( ,( )�

�
� � �

�
� �

�
� � )

�

� 
!

"#

�
�
�

��

�
�
�

��
,

h e e
i i

1 0
3 0 0( , ) ( ) ( )� � � � � �� �� � 	 , h e e

i i
2 0

3 0 0( , ) ( ) ( )� � � � � �� 	� � 	 ,

G rK r K rk k k k1 0 0 1 0 0
1

2
1* ( , ) [ ( ) ( ) ( )]cos ( )
 
 �� � � � � �� � 	 � ,
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G rK rk
k

k2 0 1 0 0 0
4

2* ( , ) ( )[sin ( ) sin ( )]
 

��

� � � � � �� 	 � � � �

� �
1

2
0 0K rk( )sin( )� � � ,

G rK rk
k

k3 0 1 0 0 0
4

2� � 	 � 	 � 	( , ) ( )[cos ( ) cos ( )]
 

��

� � � � � �

	 �
1

2
0 0K rk( )cos ( )� � � ,

q
i

qk

k

k
* ( )

�
	1

2

�

��
, �1k kp� , �2k kq� Re , �3k kq� Im ,


 
 �� �0
0re

i , 
 � �0 0 0� 	 �i L .

Òóò � ik — íåâ³äîì³ ôóíêö³¿, ÿê³ ïîòð³áíî âèçíà÷èòè.

ÑÕÅÌÀ ×ÈÑÅËÜÍÎÃÎ ÄÎÑË²ÄÆÅÍÍß

Äëÿ ÷èñåëüíîãî äîñë³äæåííÿ ðîçãëÿíåìî øàð, ïîñëàáëåíèé îòâîðîì åë³ïòè÷-
íîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó

� 	1 1� R cos , � 	2 2� R sin , 0 2� �	 �.

Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè íàïðóæåíîãî ñòàíó ïîâåðõí³ îòâîðó îá÷èñëþâàëèñÿ
êîìïîíåíòè

� � � � � � � ��� � 	 �11
2

22
2

122sin cos cos sin ,

� � � � ��z � � 	13 23sin cos , (10)

� �zz � 33 ,

äå � � �� � .
×èñåëüíî ðåàë³çîâóþ÷è àëãîðèòì, ñèñòåìó ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü ìåòîäîì

ìåõàí³÷íèõ êâàäðàòóð [70, 71] çâîäèëè äî ñèñòåìè ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ
ð³âíÿíü. Íà ïîâåðõí³ îòâîðó ä³º íàâàíòàæåííÿ N P x� � 3 , T Z� � 0 , P � const.

Âèñîêîòî÷íà ïàðàëåëüíî-êîíâåºðíà ñõåìà îá÷èñëåíü, àíàëîã³÷íî äî [72],
ñêëàäàºòüñÿ ç ÷îòèðüîõ åòàï³â, ÷èñëî ïðîöåñ³â ÿêèõ îáåðíåíî ïðîïîðö³éíå òðè-
âàëîñò³ ³íòåðâàë³â ÷àñó îá÷èñëåíü:

1) ñèíòåç ìàñèâ³â âèõ³äíèõ äàíèõ;
2) ñèíòåç ìàòðèö³ ÑËÀÐ;
3) ðîçâ’ÿçàííÿ ÑËÀÐ (íàïðèêëàä, ìåòîäîì Ãàóñà);
4) ñèíòåç ìàñèâ³â ï³äñóìêîâèõ ðîçâ’ÿçê³â.
Äëÿ åòàï³â 1, 2 òà 4 ìàêðîêîíâåºðà íå ïîòð³áí³ ïåðåñèëàííÿ äàíèõ, ùî îçíà-

÷àº íåçàëåæí³ñòü îá÷èñëåíü: ÷èì á³ëüøà ìàòðèöÿ, òèì á³ëüøå ÷èñëî ïðîöåñ³â
ïîòð³áíå äëÿ ì³í³ì³çàö³¿ çàãàëüíîãî ÷àñó îá÷èñëåíü. Íà åòàï³ 3 äëÿ ðîçâ’ÿçóâàí-
íÿ ÑËÀÐ çàâæäè ³ñíóº îïòèìàëüíå ÷èñëî ïðîöåñ³â, ùî âèçíà÷àºòüñÿ ñïåöèô³êîþ
ñàìî¿ ìàòðèö³, íàïðèêëàä, ÷èñëîì ¿¿ îáóìîâëåíîñò³ [73–75]. Öå îçíà÷àº, ùî äëÿ
ðîçâ’ÿçóâàííÿ ÑËÀÐ ïîòð³áíå îïòèìàëüíå ÷èñëî ïðîöåñ³â íàáàãàòî ìåíøå í³æ
äëÿ íåçàëåæíèõ îá÷èñëåíü, òîáòî «ïðîïîðö³éí³é» ì³í³ì³çàö³¿ ï³äñóìêîâîãî ÷àñó
(çàìîâëåííÿ âñå á³ëüøîãî ³ á³ëüøîãî ÷èñëà ïðîöåñ³â) «çàâàæàþòü» ïåðåñèëàííÿ
äàíèõ. Òàêèé íåñèìåòðè÷íèé àëãîðèòì ï³äòðèìóº, íàïðèêëàä, îïåðàö³éíà ñèñòå-
ìà MPI-2 çà äîïîìîãîþ ïðîöåäóðè spawn («³êðîìåòàííÿ»). Àëå â öèõ äîñë³ä-
æåííÿõ òàêå çàáåçïå÷åííÿ íå âèêîðèñòîâóâàëè. Òîìó ï³äñóìêîâå îïòèìàëüíå
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÷èñëî ïðîöåñ³â ÷èñåëüíî¿ ðåà-
ë³çàö³¿ Ñ²Ð (9) âèçíà÷àëè åêñïå-
ðèìåíòàëüíî.

Íà ðèñ. 1 íàâåäåíî ãðàô³ê
çàëåæíîñò³ çàãàëüíîãî ÷àñó
êëàñòåðíèõ îá÷èñëåíü ìàñèâó
íàïðóæåííÿ (10) íà îòâîð³
åë³ïòè÷íîãî êîíòóðó â³ä ÷èñëà
ïðîöåñ³â äëÿ îäíîãî âàð³àíòà íà-
âàíòàæåííÿ. Ç ãðàô³êà (äèâ.
ðèñ. 1) âèïëèâàº, ùî âåñü àëãî-
ðèòì äîáðå ìàñøòàáóºòüñÿ ³ ìàº
îïòèìàëüíå ÷èñëî ïðîöåñ³â.

Òàêîæ, ÿê ³ â [72], äëÿ àëãîðèòìó îá÷èñëåííÿ ïàðàìåòð³â (10) îïòèìàëüíå

÷èñëî ïðîöåñ³â ñòàíîâèòü 150–200. Ïðè öüîìó îòðèìóâàëè òî÷í³ñòü 10 6� äëÿ
÷èñëà òî÷îê êîëîêàö³¿ êîíòóðó êîæíîãî îòâîðó N � 700 òà ÷èñëà íàáëèæåíü
ðÿäó Ôóð’º (2) k � 5 (ïîäàëüøå çðîñòàííÿ òî÷íîñò³ ðåçóëüòàòó íå
äîñë³äæóâàëîñÿ).

Çàçíà÷èìî, ùî îòðèìàíî î÷³êóâàíèé ðåçóëüòàò, ÿêèé ìîæíà ïðîãíîçîâàíî
ñïîñòåð³ãàòè íà Ñ²Ð ÿê äëÿ á³ëüø ñïðîùåíèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè (äèôðàêö³ÿ
ãàðìîí³÷íèõ õâèëü ïëîñêî¿ äåôîðìàö³¿ [74]), òàê ³ äëÿ òðèâèì³ðíèõ ñòàòè÷íèõ çà-
äà÷. Àäæå ñòðóêòóðà ïðîöåñó îá÷èñëåíü â ìîäåëÿõ, çàñíîâàíèõ íà Ñ²Ð, çäåá³ëüøîãî
íåçì³ííà òà ïîáóäîâàíà íà äîáðå îáóìîâëåíèõ ïðîöåäóðàõ. Ïðè÷îìó àëãîðèòì
òðüîõ åòàï³â ³ç ÷îòèðüîõ äàº çìîãó îòðèìóâàòè îïòèìàëüíå ÷èñëî ïðîöåñ³â òåîðå-
òè÷íî, íå âèêîðèñòîâóþ÷è êëàñòåðà. À îáñÿã ïåðåñèëàíü åòàïó ÑËÀÐ òàêîæ ìîæíà
òåîðåòè÷íî îö³íèòè äëÿ òîãî ÷è ³íøîãî Ñ²Ð [75], óíàñë³äîê ÷îãî ìàòè ïðîãíîçîâàíå
ï³äñóìêîâå îïòèìàëüíå ÷èñëî ïðîöåñ³â. ßê çàçíà÷àëîñÿ, îñíîâíà ³äåÿ ïîáóäîâè ìî-
äåë³ öüîãî äîñë³äæåííÿ — ïðåäñòàâèòè ðîçâ’ÿçîê òðèâèì³ðíî¿ çàäà÷³ ÿê íåñê³í÷åí-

íèé ðÿä ðîçâ’ÿçê³â ïëîñêèõ çàäà÷. ² îñê³ëüêè äëÿ òî÷íîñò³ 10 6� äîñòàòíüî 5–7
÷ëåí³â ðÿäó, öå íå âïëèâàº íà ï³äñóìêîâå îïòèìàëüíå ÷èñëî ïðîöåñ³â.

Îñê³ëüêè äëÿ íàâåäåíî¿ ìåòîäèêè ðîçâ’ÿçàííÿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ îñíîâíîþ
îïåðàö³ºþ äëÿ îá÷èñëåííÿ êîæíîãî åëåìåíòà ìàòðèö³ º âèçíà÷åííÿ ð³çíèöåâîãî
àðãóìåíòó öèë³íäðè÷íèõ ôóíêö³é Ìàêäîíàëüäà, çàäàíîãî íà ìíîæèí³ çíà÷åíü
ïàðàìåòðè÷íèõ êîîðäèíàò îòâîð³â, à òàêîæ îá÷èñëåííÿ öèõ ôóíêö³é ³ êîå-
ô³ö³ºíò³â ïðè íèõ, òî íà íàñòóïíîìó êðîö³ íà êîæíîìó êëîí³ õîñòà çàïóñêàþòü-
ñÿ öèêëè ïðîöåäóð âèçíà÷åííÿ çàçíà÷åíèõ êîåô³ö³ºíò³â. Ïðè öüîìó ñèíõðî-
í³çàö³ÿ ïðîöåñ³â íà åòàï³ 4 íå ïîòð³áíà, îñê³ëüêè ï³äñóìêîâà ìàòðèöÿ ôîð-
ìóºòüñÿ çà ôàêòîì çàâåðøåííÿ îñòàííüîãî.

Ïîñë³äîâí³ñòü îá÷èñëåííÿ íàïðóæåíü (10) òàêà: ñïî÷àòêó ÷èñåëüíî çíàõî-
äèòüñÿ íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè (9), ï³ñëÿ ÷îãî âèçíà÷àþòüñÿ êîåô³ö³ºíòè

Ôóð’º òåíçîðà íàïðóæåíü � ij
k( ) . Ïîò³ì çã³äíî ç (10) îá÷èñëþþòüñÿ øóêàí³ íàïðó-

æåííÿ íà ïîâåðõí³ ïîðîæíèíè.

ÐÅÇÓËÜÒÀÒÈ ×ÈÑÅËÜÍÎÃÎ ÄÎÑË²ÄÆÅÍÍß

Íà ðèñ. 2, à íàâåäåíî åïþðè ðîçïîä³ëó â³äíîñíîãî îêðóæíîãî íàïðóæåííÿ
� � ��1 � / P âçäîâæ êîîðäèíàòè â òî÷ö³ 	 � 0 çà òîâùèíîþ. Êðèâ³ 1, 2, 3 ïî-
áóäîâàíî äëÿ êðóãîâîãî îòâîðó ( )R R1 2 1� � äëÿ h R/ , ,1 1 2 4� â³äïîâ³äíî.
Òî÷êàìè ïîçíà÷åíî ðîçâ’ÿçêè êîñîñèìåòðè÷íî¿ çàäà÷³, îòðèìàí³ ìåòîäîì
ðÿä³â. Çá³ã ðîçâ’ÿçê³â, îòðèìàíèõ äâîìà ìåòîäàìè, ïîêàçóº äîñòîâ³ðí³ñòü çà-
ïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó.
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Íà ðèñ. 2, á íàâåäåíî åïþðè ðîçïîä³ëó â³äíîñíîãî îêðóæíîãî íàïðóæåííÿ
� � ��1 � / P âçäîâæ êîîðäèíàòè â òî÷ö³ 	 � 0 çà òîâùèíîþ äëÿ åë³ïòè÷íîãî îò-
âîðó ó âèïàäêó h R/ 1 2� (R1 1� ). Êðèâ³ 1, 2, 3, 4 ïîáóäîâàíî äëÿ R2 � 0.1, 0.3,
0.5, 0.7 â³äïîâ³äíî.

Íà ðèñ. 3 íàâåäåíî åïþðè ðîçïîä³ëó â³äíîñíîãî îêðóæíîãî íàïðóæåííÿ
� � ��1 � / P ïî êîíòóðó åë³ïòè÷íîãî îòâîðó 0 2� �	 � ó ïëîùèí³ x h3 1/ � äëÿ
h R/ ,1 2 4� ( )R1 1� íà ðèñ. 3, à òà 3, á â³äïîâ³äíî. Êðèâ³ 1, 2, 3, 4 òàêîæ ïîáóäî-
âàíî â³äïîâ³äíî äëÿ R2 � 0.3, 0.5, 0.7, 1.

Óñ³ ÷èñåëüí³ ðåçóëüòàòè îòðèìàí³ ç³ çíà÷åííÿì êîåô³ö³ºíòà Ïóàññîíà
� �1 3/ .

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Çàïðîïîíîâàíà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ðîçâ’ÿçàííÿ òðèâèì³ðíèõ ñòàòè÷íèõ êðà-
éîâèõ çàäà÷ äëÿ øàðó â óìîâàõ çãèíó ç íàñêð³çíèì îòâîðîì òà êîâçíèì çà-
ùåìëåííÿì òîðö³â, ïîêðèòèõ ä³àôðàãìîþ, º àäåêâàòíîþ òà åôåêòèâíîþ.
Àëãîðèòì äîáðå ìàñøòàáóºòüñÿ òà íàäàº çìîãó åôåêòèâíî êåðóâàòè ðåñóðñà-
ìè — ñï³ââ³äíîøåííÿ îïòèìàëüíîãî ÷èñëà ïðîöåñ³â òà òî÷íîñò³ îá÷èñëåíü º
åôåêòèâíèì.

Äëÿ ðîçãëÿíóòî¿ çàäà÷³ çà ðåçóëüòàòàìè ÷èñåëüíîãî äîñë³äæåííÿ ìîæíà çðî-
áèòè òàê³ âèñíîâêè:
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— ç³ çá³ëüøåííÿì òîâùèíè øàðó çðîñòàº â³äíîñíå íàïðóæåííÿ;
— ó ðàç³ êðóãîâîãî îòâîðó çìåíøóºòüñÿ ìàêñèìóì â³äíîñíîãî îêðóæíîãî

íàïðóæåííÿ â³ä òîðö³â ó ãëèáèíó øàðó;
— ç³ çìåíøåííÿì R2 çðîñòàº â³äíîñíå îêðóæíå íàïðóæåííÿ.
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B.E. Panchenko, Yu.D. Kovalev, T.O. Kalinina, I.N. Saiko, L.M. Bukata
MATHEMATICAL MODELING IN STATIC THREE-DIMENSIONAL
BOUNDARY-VALUE PROBLEMS:
A SKEW-SYMMETRIC PROBLEM FOR A LAYER WEAKENED
BY A THROUGH HOLE WITH SLIDING SEALING OF ITS ENDS

Abstract. Spatial static boundary-value problems of mathematical physics for a layer with a
non-circular cylindrical through hole have hardly been solved using the method of singular
integral equations (SIE) despite the fact that numerous fundamental theoretical issues have
been developed. Methods for the calculation of spectral characteristics are also absent. The
paper provides an overview of the methods for solving these problems. A new mathematical
model has been constructed, and a new method based on a system of three SIEs has been
developed and tested numerically. As a result of a high-precision numerical study, it was
found that with an increase in the thickness of the layer, an increase in the relative
circumferential stress occurs. In the case of a circular hole, a shift of the maximum relative
circumferential stress from the ends to the depth of the layer is observed. In the case of an
elliptical hole, with a decrease in one of the radii, an increase in the relative circumferential
stress is also observed.

Keywords: three-dimensional boundary-value problems, singular integral equations, numerical
experiment, static bending, a through hole.
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