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Àíîòàö³ÿ. Çàïðîïîíîâàíî ðîçãëÿäàòè òðåíä íåñòàö³îíàðíîãî ÷àñîâîãî ðÿäó ÿê ë³í³éíó
ðåãðåñ³þ ç íåâ³äîìèìè òî÷êàìè ïåðåìèêàííÿ. Îïèñàíî òà îáãðóíòîâàíî ìåòîä îö³íþâàí-
íÿ òî÷îê ïåðåìèêàííÿ, ùî áàçóºòüñÿ íà ³íòåëåêòóàëüíîìó àíàë³ç³ äàíèõ ç âèêîðèñòàííÿì
ñòàòèñòè÷íèõ êðèòåð³¿â.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ë³í³éíà ðåãðåñ³ÿ, àëãîðèòì, ÷àñîâèé ðÿä, òðåíä, ìåòîäè, ìàòåìàòè÷íå
ïðîãðàìóâàííÿ.

ÂÑÒÓÏ

Á³ëüø³ñòü ìåòîä³â ïîáóäîâè ðåãðåñ³¿ ç ïåðåìèêàííÿìè, êîëè òî÷êè ïåðåìèêàí-
íÿ íåâ³äîì³, çâîäÿòüñÿ äî ðîçâ’ÿçàííÿ ð³çíèõ îïòèì³çàö³éíèõ çàäà÷ ç³ çì³øà-
íèìè (ö³ëî÷èñåëüíèìè òà íåïåðåðâíèìè) øóêàíèìè âåëè÷èíàìè. Ó öüîìó íà-
ïðÿìêó îòðèìàíî áàãàòî çàãàëüíîòåîðåòè÷íèõ ðåçóëüòàò³â, à òàêîæ ðîçâ’ÿçàíî
âàæëèâèõ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷ åêîíîì³êè ³ êë³ìàòîëîã³¿ [1–4] òà [5–8].

Òðóäíîù³ ùîäî ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ îïòèì³çàö³¿ ç³ çì³øàíèìè çì³ííèìè, ÿê³
â³äîì³ ³ íàâåäåí³ â çàçíà÷åíèõ âèùå ðîáîòàõ, öå: íåîáõ³äí³ñòü àïð³îðíîãî çíàííÿ
ê³ëüêîñò³ òî÷îê ïåðåìèêàíü, íåë³í³éí³ñòü çàäà÷ îïòèì³çàö³¿, íàÿâí³ñòü ó íèõ
ö³ëî÷èñåëüíèõ çì³ííèõ. Äëÿ óíèêíåííÿ öèõ íåäîë³ê³â ïîòð³áíî â³äìîâèòèñÿ â³ä
âèêîðèñòàííÿ ñõåì çì³øàíî¿ îïòèì³çàö³¿. Òàê, ó ñòàòò³ [3] çàïðîïîíîâàíî
êâàç³áàºñ³âñüêó ïðîöåäóðó, ÿêó çàñòîñîâóþòü â àñèìïòîòèö³.

Ó ö³é ðîáîò³ ðîçãëÿíóòî ³íøèé ï³äõ³ä äî âèçíà÷åííÿ òî÷îê ïåðåìèêàíü, ùî
ìîæíà çàñòîñîâóâàòè ó ðåàëüíîìó ÷àñ³ ÷è íà ñê³í÷åííèõ ÷àñîâèõ ³íòåðâàëàõ.
Öåé ï³äõ³ä º ïðîäîâæåííÿì ïîêðîêîâî¿ ïîáóäîâè ðåãðåñ³¿ ç ïåðåìèêàííÿìè, çà-
ïðîïîíîâàíî¿ â [8]. Â³í ´ðóíòóºòüñÿ íà âèêîðèñòàíí³ ñòàòèñòè÷íèõ êðèòåð³¿â
ñòîñîâíî ïàðíî¿ ðåãðåñ³¿ ç ïåðåìèêàííÿìè, äå íåçàëåæíîþ çì³ííîþ º ÷àñ. Öåé
âèä ðåãðåñ³¿ ïîïðè òå, ùî ïðîñòèé íà âèãëÿä, íåð³äêî âèêîðèñòîâóþòü íà ïðàê-
òèö³ äëÿ âèçíà÷åííÿ òðåíäó íåñòàö³îíàðíèõ ÷àñîâèõ ðÿä³â. Éîãî îêðåìèé âèïà-
äîê, êîëè ë³í³ÿ ðå´ðåñ³¿ íåïåðåðâíà â òî÷êàõ ïåðåìèêàííÿ, º ë³í³éíèì ñïëàéíîì.
Ï³äõ³ä çíàéøîâ øèðîêå çàñòîñóâàííÿ äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ àíàë³çó òà ïðîãíîçó-
âàííÿ â åêîíîìåòð³¿ [9], êë³ìàòîëîã³¿ äëÿ â³äñòåæåííÿ çì³íè ïðèðîäíèõ ôàêòîð³â
òà â ³íøèõ ãàëóçÿõ, à òàêîæ äëÿ àïðîêñèìàö³¿ íåë³í³éíèõ ôóíêö³é.
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1. ÌÎÄÅËÜ ÐÅÃÐÅÑ²¯

Ðîçãëÿíåìî ðåãðåñ³þ, ÿêà º îêðåìèì âèïàäêîì ìîäåë³ [5] ³ ìàº âèãëÿä

yt t ti t� � �x �
0

� , i �1 2, ,�, t �1 2, ,� (1)

(øòðèõ â ³íäåêñàõ îçíà÷àº òðàíñïîíóâàííÿ), x t t� �[ ]1 — íåçàëåæí³ çì³íí³

(ðåãðåñîðè), � ti
0 2�� — ä³éñí³ íåâ³äîì³ âåëè÷èíè ïàðàìåòð³â ðåãðåñ³¿, �t —

âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ÿêà äàº çìîãó âðàõîâóâàòè íåçíà÷íèé âïëèâ äðóãîðÿä-
íèõ âåëè÷èí íà yt , ïðè öüîìó

� �ti i
0 0� �const äëÿ t I t ti i i� � ��

0
1

0 01[ , ], i �1 2, ,� , t
0
0 0� , (2)

äå ti
0 — i-òà òî÷êà ïåðåìèêàííÿ.

Íà â³äì³íó â³ä [5] ââàæàòèìåìî äîâæèíó ³íòåðâàëó ñïîñòåðåæåííÿ íåïåðåð-

âíî çðîñòàëüíîþ âåëè÷èíîþ, ïî÷èíàþ÷è ç T L� , L � 3. Òî÷êè ïåðåìèêàííÿ ti
0 ,

i �1 2, ,� , ââàæàþòü íåâ³äîìèìè, ÿê ³ ¿õíÿ ê³ëüê³ñòü, ÿêà ìîæå çá³ëüøóâàòèñü
ç³ çðîñòàííÿì T .

Ùîäî âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè �t â (1) ââåäåìî ñòàíäàðòíå ïðèïóùåííÿ.
Ïðèïóùåííÿ 1. Âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè �t , t �1 2, ,� , íîðìàëüíî ðîçïîä³ëåí³,

ìàþòü îäíàêîâ³ ìàòåìàòè÷í³ ñïîä³âàííÿ òà äèñïåðñ³¿, à ñàìå E t{ }� � 0, E t{ }� �
2 2� ,

t �1 2, ,� ; âîíè ïîïàðíî íåêîðåëüîâàí³: E t{ }� �� � 0, t, , ,� �1 2 � , t � �.
Çà öèì ïðèïóùåííÿì ìàºìî

E t E yt t i( ) { }� � �x �
0 , i �1 2, ,� , t �1 2, ,� (3)

Ç (1), (2) âèïëèâàº, ùî ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ E t( ) , ÿêå ââàæàþòü ôóíêö³ºþ
íåïåðåðâíîãî t , ìîæå ìàòè àáî íå ìàòè ðîçðèâè â òî÷êàõ ïåðåìèêàííÿ.

Ââåäåìî ùå òàêå ïðèïóùåííÿ.
Ïðèïóùåííÿ 2. Â³äñòàíü ì³æ äâîìà ñóñ³äí³ìè òî÷êàìè ïåðåìèêàíü ìàº

áóòè äîñòàòíüî âåëèêîþ.
Â³äïîâ³äíî äî [10] ³íòåðâàë ñïîñòåðåæåííÿ â 5–7 ðàç³â ïîâèíåí ïåðåâèùó-

âàòè ê³ëüê³ñòü ïàðàìåòð³â ðåãðåñ³¿, ùî îö³íþòüñÿ. Òîä³ äëÿ ðîçãëÿäóâàíî¿ çàäà÷³

| |t t cni i
0

1
0� �� , i �1 2, ,� , (4)

äå n — ê³ëüê³ñòü ïàðàìåòð³â ðåãðåñ³¿ ðàçîì ç â³ëüíèì ÷ëåíîì; ââàæàòèìåìî c � 3.
Öå ñï³ââ³äíîøåííÿ º îð³ºíòîâíèì. Âîíî ïîòð³áíå äëÿ âèçíà÷åííÿ ïîìèë-

êîâèõ òî÷îê ïåðåìèêàííÿ, ùî çóìîâëåí³ ä³ºþ âèïàäêîâèõ ôàêòîð³â.
Çàïðîïîíîâàíî âèçíà÷àòè òî÷êè ïåðåìèêàíü ïîñë³äîâíî ³ç çðîñòàííÿì T ,

âèêîðèñòîâóþ÷è ð³çí³ ñòàòèñòè÷í³ ³íäèêàòîðè. Ó ö³é ñòàòò³ ðîçãëÿíåìî äâà ³íäè-
êàòîðè.

2. ÑÒÀÒÈÑÒÈ×Í² ²ÍÄÈÊÀÒÎÐÈ

2.1. Ðåãðåñ³ÿ ç³ çì³ííîþ òî÷êîþ ïåðåìèêàííÿ (ïåðøèé ³íäèêàòîð). Íåõàé
â³äîì³ çíà÷åííÿ yt äëÿ t T L� �1, ,� , îö³íåíî i i T� ( ) òî÷îê ïåðåìèêàíèÿ, äî
òîãî æ

T t Li� �� , L � 3, (5)

äå T ti	 � — îö³íêà i-¿ òî÷êè ïåðåìèêàíèÿ.

Ïîòð³áíî ïåðåâ³ðèòè ã³ïîòåçó ùîäî íàÿâíîñò³ ïåðåìèêàííÿ â ïåð³îä³ ÷àñó T .
Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ö³º¿ çàäà÷³ ïîáóäóºìî òðè ðåãðåñ³¿:
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1) yt t t� � �x � 1
0

� , � 1
0 � const, t t Ti� �[� , ]1 , îö³íêà ìåòîäîì íàéìåíøèõ êâàä-

ðàò³â ïàðàìåòðà ðåãðåñ³¿ � � (� , ) arg min ( )
�

� � �
�

1 1� � � � �
� � �


t T yi t t

t t

T

i

1
1

2 1
2

1�

x , ñóìà

êâàäðàò³â çàëèøê³â S t T y t Ti t t i

t t

T

i

(� , ) ( � (� , ))
�

� � � � �
� �

1 11

2

1

x � ;

2) yt t t� � �x � 2
0

� , � 2
0 � const , t t T Li� � �[� , ]1 , îö³íêà ìåòîäîì íàéìåíøèõ

êâàäðàò³â ïàðàìåòðà ðåãðåñ³¿ � � (� , ) arg min ( )
�

� � �
�

2 2 2
2

1

1
2

2
� � � � � �

� � �

�
t T L yi t t

t t

T

i
�

x
L


 ,

ñóìà êâàäðàò³â çàëèøê³â S t T L y t T Li t t i

t t

T L

i

(� , ) ( � (� , ))
�

� � � � � � �
� �

�


1 12
2

1

x � ;

3) yt t t� � �x � 3
0

� , � 3
0 � const, t T T Li� � �[ , ]1 , îö³íêà ìåòîäîì íàéìåíøèõ

êâàäðàò³â ïàðàìåòðà ðåãðåñ³¿ � � ( , ) arg min ( )� � �
�

3 3 3
2

1

1
3

2
� � � � � �

� � �

�


T T L yt t

t T

T L

�

x ,

ñóìà êâàäðàò³â çâëèøê³â S T T L y T T Lt t

t T

T L

( , ) ( � ( , ))� � � � � � �
� �

�


1 13
2

1

x � .

Íà ³íòåðâàë³ ñïîñòåðåæåíèÿ [� , ]t T Li � �1 äàí³ ìîæíà çàïèñàòè çà äðóãîþ

ðåãðåñ³ºþ àáî äâîìà ðåãðåñ³ÿìè — ïåðøîþ ³ òðåòüîþ, ùî óòâîðþþòü ðåãðåñ³þ
ç ïåðåìèêàííÿì â òî÷ö³ t T� .

Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñò³ ì³ðêóâàíü ùîäî êðèòåð³þ âèçíà÷åííÿ òî÷êè ïå-

ðåìèêàííÿ, äàë³ ââàæàòèìåìî, ùî x t
n�� . Ïîçíà÷èìî M T ti i� � � ,

N M Li i� � ; Y1 ��
Mi , Y2 ��

N i , Y3 ��
L — âåêòîðè, êîìïîíåíòàìè ÿêèõ º

â³äïîâ³äíî yt , t t Ti� �[� , ]1 ; yt , t t T Li� � �[� , ]1 ; yt , t T T L� � �[ , ]1 ; X1 ( )M ni � ,

X 2 ( )N ni � , X 3 ( )L n� — ìàòðèöi, ðÿäêàìè ÿêèõ º â³äïîâ³äíî �x t , t t Ti� �[� , ]1 ;

�x t , t t T Li� � �[� , ]1 ; �x t , t T T L� � �[ , ]1 ; �1 ��
Mi , �2 ��

N i , �3 ��
L — âåê-

òîðè, êîìïîíåíòàìè ÿêèõ º â³äïîâ³äíî �t , t t Ti� �[� , ]1 ; �t , t t T Li� � �[� , ]1 ;

�t , t T T L� � �[ , ]1 .
Òîä³ ïîáóäîâàí³ âèùå òðè ðåãðåñ³¿ íàáóäóòü âèãëÿäó

Y X1 1� �1 1
0

� � , Y X2 2 2
0

2� �� � , Y X3 3 3
0

3� �� � .

Ìàºìî Y
Y
Y2 � �

�

�
��

1

3
, X

X
X2 � �

�

�
��

1

3
, �

�

�
2 � �


�
�
��

1

3
.

Çâ³äñè âèïëèâàº ôîðìóëà ðåãðåñ³¿ ç ïåðåìèêàííÿì ó òî÷ö³ t T� :

Y
X O

O X2
1

3

1
0

3
0 2� �

�



�

�

�
�
�



�
�

�

�
�
�
�M n

M n

i

i

�

�

� , (6)

äå O M ni
— íóëüîâà ìàòðèöÿ ðîçì³ðó M ni � .

Öÿ ðåãðåñ³ÿ º àëüòåðíàòèâîþ äðóãî¿ ðåãðåñ³¿ Y X2 2 2
0

2� �� � , ÿêà

çá³ãàºòüñÿ ç (6), ÿêùî � �1
0

3
0� , à çâ³äñè âèïëèâàº � � �1

0
3
0

2
0� � . Âèá³ð ³ç äâîõ

ðåãðåñ³é ìîæíà çðîáèòè, ïåðåâ³ðÿþ÷è ë³í³éíó ã³ïîòåçó ùîäî ïàðàìåòð³â ðåã-

ðåñ³¿ (6): H0 1
0

3
0: � �� .
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Àëüòåðíàòèâîþ íóëüîâî¿ ã³ïîòåçè º ã³ïîòåçà H1 1
0

3
0: � �� .

Â³äïîâ³äíî äî ïðèïóùåííÿ 2 âåëè÷èíó �ti ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ô³êñîâàíó.

ßêùî ïðèïóùåííÿ 1 òàêîæ ìàº ì³ñöå, òî â³äïîâ³äíî äî [11, 12] âåëè÷èíà

F t T Li[� , ]
| | � | | | | � | | | | �

� � �
� � � � �

1 2 2 2
2

1 1 1
2

3 3Y X Y X Y X� � � 3
2

1 1 1
2

3 3 3
2

| |

| | � | | | | � | |Y X Y X� � �
�

� �

�
� � �

�
T t L n

n
ii

�
, , , ...

2
0 1 , (7)

ìàº F -ðîçïîä³ë ç ÷èñëîì ñòóïåí³â ñâîáîäè q n1 � (ê³ëüê³ñòü îáìåæåíü íà ïà-
ðàìåòðè ðåãðåñ³¿ (6), ÿê³ ïîòð³áíî ââåñòè äëÿ ïåðåòâîðåííÿ (6) ó ðåãðåñ³þ áåç
òî÷êè ïåðåìèêàííÿ) ³ q T t L ni2 2� � � �� (çàãàëüíà ê³ëüê³ñòü ñïîñòåðåæåíü

T L ti� � � áåç ê³ëüêîñò³ îö³íþâàíèõ ïàðàìåòð³â ó ðåãðåñ³¿ (6)).

Êðèòåð³é (7) áóâ çàïðîðîíîâàíèé ó [13] äëÿ ïîð³âíÿííÿ ïåðøî¿ òà òðåòüî¿
ðåãðåñ³é ç äðóãîþ ðåãðåñ³ºþ ç ìåòîþ âèáîðó íàéá³ëüø êîðåêòíî¿. ßê âèïëèâàº
ç íàâåäåíèõ âèùå ì³ðêóâàíü, êðèòåð³é ç [13] º îêðåìèì âèïàäêîì çàãàëüíî¿
ë³í³éíî¿ ã³ïîòåçè ùîäî ïàðàìåòð³â ë³í³éíî¿ ðåãðåñ³¿.

Íóëüîâà ã³ïîòåçà H0 íå â³äõèëÿºòüñÿ íà 100 p% -ìó ð³âí³, ÿêùî âèêîíóºòüñÿ
íåð³âí³ñòü

F t T L F q qi p(� , ) ( , )� � �1 1 2 , i � 0 1, ,� , (8)

äå F q qp ( , )1 2 — âåðõíÿ 100 p% -âà òî÷êà ðîçïîä³ëó Ô³øåðà.
Ó öüîìó âèïàäêó â òî÷ö³ t T� ïåðåìèêàííÿ íåìàº. Òîìó ïî÷èíàºòüñÿ ïå-

ðåâ³ðêà íóëüîâî¿ ã³ïîòåçè çà íàÿâíîñò³ òî÷êè ïåðåìèêàííÿ â òî÷ö³ t T� �1: îá-
÷èñëþºòüñÿ F t T Li(� , )� � �1 1 , à ïîò³ì ïåðåâ³ðÿºòüñÿ óìîâà (7) äëÿ ö³º¿ âåëè÷èíè

F -êðèòåð³þ.

Â ³íøîìó âèïàäêó ïðèéìàþòü àëüòåðíàòèâíó ã³ïîòåçó H1 1
0

3
0: � �� .

Íàñòóïíà òî÷êà ïåðåìèêàííÿ �t Ti� �1 . Äàë³ ïîâòîðþºòüñÿ îïèñàíà âèùå ïðîöå-

äóðà âèçíà÷åííÿ îö³íêè òî÷êè ïåðåìèêàííÿ �ti� 2 .

Çà íàÿâíîñò³ äåê³ëüêîõ ïåð³îä³â ÷àñó T , ùî íàëåæàòü ïåâíîìó ³íòåðâàëó ÷àñó J ³
çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (8), ÿê øóêàíà âåëè÷èíà âèáèðàºòüñÿ òàêå T , ÿêîìó â³äïîâ³äàº
ìàêñèìóì F t T Li(� , )� �1 íà J àáî ïåðøèé ìàêñèìóì ó ðàç³, êîëè ¿õ äåê³ëüêà.

Ðîçãëÿíåìî ìîæëèâ³ñòü ðåêóðåíòíîãî îá÷èñëåííÿ F çã³äíî ç (7). Çàïèøåìî
öþ ôîðìóëó ïî-³íøîìó äëÿ n � 2:

F t T L
S t T L S t T S T T L

S
i

i i( � , )
( � , ) ( � , ) ( , )

( �
� � �

� � � � � � �
1

1 1 1

t T S T T Li � � � �
�

1 1, ) ( , )

�
� � �

�
T t L

ii
�

, , ,
4

2
0 1 � (9)

Ìàºìî ïîñë³äîâí³ñòü ³íòåðâàë³â ÷àñó:

[ � , � ],t ti i� �1 3 [ � , � ]t ti i� �1 4 , [ � , � ] ,... ,[ � , ]t t t T Li i i� � � �1 5 1 . (10)

Äëÿ êîæíîãî ³íòåðâàëó â ö³é ïîñë³äîâíîñò³ ìåòîäîì íàéìåíøèõ êâàäðàò³â
çíàéäåìî îö³íêè áàãàòîì³ðíîãî ïàðàìåòðà ðåãðåñ³¿

yt t t� � �x �
0

� , (11)

� (� , � )t ti i� �1 3 , � (� , � )t ti i� �1 4 , � (� , � )t ti i� �1 5 , ... , � (� , )t T Li � �1 (12)
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òà â³äïîâ³äí³ ¿ì ñóìè êâàäðàò³â çàëèøê³â

S t ti i( � , � )� �1 3 , S t ti i( � , � )� �1 4 , S t ti i( � , � ),... ,� �1 5 S t T Li( � , )� �1 . (13)

Îñê³ëüêè êîæåí íàñòóïíèé ³íòåðâàë â (10) îòðèìàíî ç ïîïåðåäíüîãî äîäà-
âàííÿì îäíîãî ñïîñòåðåæåííÿ, òî ïîñë³äîâí³ñòü (12) ìîæíà ïîáóäîâàòè çà äîïî-
ìîãîþ ðåêóðåíòíîãî ñï³ââ³äíîøåííÿ (äèâ., íàïðèêëàä, [14]).

Ïîñë³äîâí³ñòü (13) ì³ñòèòü âåëè÷èíè S t Ti(� , )�1 òà S t T Li(� , )� �1 , ùî ô³ãó-

ðóþòü òàêîæ ó (9).
Äëÿ îá÷èñëåííÿ ñóìè S T T L( , )� �1 â (9) ðîçãëÿíåìî ïîñë³äîâí³ñòü ³íòåð-

âàë³â ÷àñó ç îäíàêîâîþ äîâæèíîþ, ùî äîð³âíþº L:

[ � , � ],... ,[ , ]t t L T T Li i� � � � � �4 4 1 1 , [ � , � ]t t Li i� � � �5 5 1 ,

[ � , � ] ,... ,[ , ]t t L T T Li i� � � � � �6 6 1 1 . (14)

Êîæåí ç öèõ ³íòåðâàë³â îòðèìóþòü ç ïîïåðåäíüîãî ³íòåðâàëó ç âèëó÷åííÿì ïåð-
øîãî ñïîñòåðåæåííÿ òà äîäàâàííÿì äî íüîãî íîâîãî ñïîñòåðåæåííÿ. Îö³íêè ïà-

ðàìåòðà �
0 ðåãðåñ³¿ (11) äëÿ ³íòåðâàë³â (14) òàêîæ ìîæíà îòðèìóâàòè ðåêóðåí-

òíî [14]. Â³äïîâ³äí³ äî íèõ ñóìè êâàäðàò³â çàëèøê³â óòâîðþþòü ïîñë³äîâí³ñòü

S t t Li i[ � , � ]� � � �4 4 1 , S t t Li i[ � , � ]� � � �5 5 1 ,

S t t L S T T Li i[ � , � ] ,... , ( , )� � � � � �6 6 1 1 . (15)

Îá÷èñëåííÿ íîâîãî ÷ëåíà â ïîñë³äîâíîñòÿõ (13) ³ (15) âèêîíóºòüñÿ çà óìîâ
íàäõîäæåííÿ íîâîãî ñïîñòåðåæåííÿ. Äëÿ ïðèñêîðåííÿ îá÷èñëåíü ìîæíà îäíî-
÷àñíî îá÷èñëþâàòè ö³ ïîñë³äîâíîñò³.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ îá÷èñëåííÿ â ðåàëüíîìó ÷àñ³ ³íôîðìàö³ÿ ïðî ïîÿâó íî-
âî¿ òî÷êè ïåðåìèêàííÿ ìîæå áóòè îòðèìàíà ùîíàéìåíøå ÷åðåç L ïåð³îä³â ÷àñó.

2.2. Äîâ³ð÷³ ³íòåðâàëè äëÿ ïðîãíîçóâàííÿ çàëåæíî¿ çì³ííî¿ ó ïåð³îä³
÷àñó T íà L ïåð³îä³â ÷àñó íàïåðåä (äðóãèé ³íäèêàòîð). Íåõàé â³äîìå çíà÷åííÿ
yt äëÿ t T L� �1, ,� , îö³íåíî i i T� ( ) òî÷îê ïåðåìèêàííÿ ³ âèêîíóºòüñÿ ïåðøà
óìîâà ç (5). Ïðîãíîçóâàííÿ ó òî÷ö³ t T� íà L ïåðèîä³â ÷àñó íàïåðåä:

� � ( � , )y t TT T i� �� � �� �x � 1 , � �1 2, , ,� L , (16)

äå � (� , ) arg min ( )
�

� �
�

t T yi t t

t t

T

i

� � � �
� � �


1
2

2

1�

x .

Òàê ñàìî, ÿê ó ï. 2.1, âèêîíàííÿ ïðèïóùåííÿ 2 äàº çìîãó íàáëèæåíî ââàæà-
òè �ti êîíñòàíòîþ. Òîä³ çà óìîâ âèêîíàííÿ ïðèïóùåííÿ 1 äîâ³ð÷èé ³íòåðâàë äëÿ

ïðîãíîçîâàíî¿ âåëè÷èíè, ÿêèé ïîêðèº ¿¿ ç éìîâ³ðí³ñòþ 1 – p, âèçíà÷àºòüñÿ çà
ôîðìóëîþ

� ( ) � ( ) � ( ) � ( )y t q T y y t q TT p f T T p f� � �� � � � � �� � �� � � � , � �1 2, , ,� L, (17)

äå t qp ( ) — öå 100 p%-âà òî÷êà ðîçïîä³ëó Ñòüþäåíòà ç ÷èñëîì ñòóïåí³â ñâîáîäè
q T t Ti f� � � �� ; � ( )2 � � — îö³íêà ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íî¿ ïîõèáêè ïðîãíîçó.

Îö³íêà äèñïåðñ³ ¿ ïðîãíîçó âèçíà÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ
� ( ) � ( � )� � � � �f T TT2 2 1� � � � � �x K x , äå �K — îö³íêà êîðåëÿö³éíî¿ ìàòðèö³ ùîäî

�
0— áàãàòîâèì³ðíîãî ïàðàìåòðà ðåãðåñ³¿ (11),

� � {(� (� , ) ) (� (� , ) ) }K � � � � � ��
2 0 01 1E t T t Ti i� � � � ,

äå ��
2— îö³íêà äèñïåðñ³¿ âèïàäêîâî¿ êîìïîíåíòè â ðåãðåññ³¿ (11).
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Òâåðäæåííÿ 1. ßêùî ��
2 0	 , òî � �

f f
T T2 22 1( ) � ( )� 	 � .

Äîâåäåííÿ. Ó öüîìó âèïàäêó �K	 0, � [ � ]K � kij , i j, ,�1 2 ; | � | | � |k k12 21 1� � ,

�kii �1, i �1 2, . Îñê³ëüêè xT T� �
�

�

�

�
��

1
1

1
, xT T� �

�
�

�

�
��

2
1

2
, òî x xT T� �� �2 1 �,

� � �

�
�
��

0
1

. Òîä³ îòðèìàºìî

� � � � � � � � �� � � � �x K x x K x x K KT T T T T k2 2 1 1 1 122 1� � � � �� � � � �� � � � �k22 0	 .

Çâ³äñè ³ ç ôîðìóëè � ( ) � ( ) � ( � � )� � �
f f T T T TT T2 2 2

2 2 1 12 1� � � � � � �� � � �x K x x K x

ìàºìî äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ.�
Ç òâåðäæåííÿ 1 âèïëèâàº, ùî äîâæèíà ³íòåðâàëó (17) º á³ëüøîþ äëÿ � � 2,

í³æ äëÿ � �1. Àíàëîã³÷íî äîâæèíà ³íòåðâàëó (17) äëÿ � � 3 áóäå á³ëüøà çà øèðè-
íó öüîãî ³íòåðâàëó äëÿ � � 2 ³ ò.ä. Òàêèì ÷èíîì, ç³ çá³ëüøåííÿì � äîâæèíà
íàä³éíîãî ³íòåðâàëó äëÿ yT �1 çá³ëüøóºòüñÿ. Îòæå, äëÿ ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâàí-
íÿ ³íòåðâàëüíèõ îö³íîê ïðîãíîçîâàíî¿ âåëè÷èíè çàëåæíî¿ çì³ííî¿ ó ðåãðåñ³¿ (11)
¿õíÿ ê³ëüê³ñòü L ìàº áóòè äîñòàòíüî ìàëîþ. Ó ïîäàëüøîìó ââàæàòèìåìî L � 2.

Çàçíà÷èìî, ùî øèðèíó äîâ³ð÷îãî ³íòåðâàëó (17) ìîæíà çìåíøóâàòè, çàñòî-
ñîâóþ÷è ìåòîäîëîã³þ ç [15]. Äî òîãî æ çìåíøåííÿ áóäå íàéá³ëüøèì äëÿ íåçíà÷-
íî¿ ê³ëüêîñò³ ñïîñòåðåæåíü.

Óâåäåìî òàê³ ïîçíà÷åííÿ:
ïîä³ÿ A �{íåïîòðàïëÿííÿ yT �1 ó äîâ³ð÷èé ³íòåðâàë (17), ÿêùî � �1},
ïîä³ÿ B �{íåïîòðàïëÿííÿ yT � 2 ó äîâ³ð÷èé ³íòåðâàë (17), ÿêùî � � 2}.
Çã³äíî ç (17) éìîâ³ðíîñò³ öèõ ïîä³é ñòàíîâëÿòü P A P B p{ } { }� � .
Îñê³ëüêè äîâæèíà ³íòåðâàëó (17) çã³äíî ç òâåðäæåííÿì 1 äëÿ � � 2 á³ëüøà,

í³æ äëÿ � �1, òî ó ðàç³ ïîÿâè ïîä³¿ A éìîâ³ðí³ñòü ïîÿâè ïîä³¿ B áóäå íå á³ëüøà çà
P B{ }, òîáòî P B A P B{ | } }� { .

Éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî ä³éñí³ âåëè÷èíè çàëåæíî¿ çì³ííî¿ yT � � , � �1 2, , íå áó-
äóòü ïîêðèò³ â³äïîâ³äíèìè ³íòåðâàëàìè, ñòàíîâèòü

P A B P A P B A P A P B p{ } { } { | { } { }� � � �} 2 . (18)

Íåõàé, íàïðèêëàä, p � 0 224. , òîä³ éìîâ³ðíîñò³ ïîêðèòòÿ yT �1 ³ yT � 2 îêðåìî
äîâ³ð÷èìè ³íòåðâàëàìè (17) äîð³âíþþòü 0.776. Éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî ö³ âåëè÷èí
áóäóòü çíàõîäèòèñÿ ïîçà â³äïîâ³äíèìè äîâ³ð÷èìè ³íòåðâàëàìè (17), çã³äíî (18)

íå ïåðåâèùóº 0 224 0 052. .� .

ßêùî yT �1 ³ yT � 2 áóäóòü çíàõîäèòèñÿ âîäíî÷àñ ïîçà ñâî¿ìè äîâ³ð÷èìè
³íòåðâàëàìè, öå îçíà÷àº, ùî â³äáóëàñÿ ìàëîéìîâ³ðíà ïîä³ÿ — íåïîòðàïëÿííÿ
ïðîãíîçîâàíèõ âåëè÷èí çàëåæíî¿ çì³ííî¿ ç (11) â äîâ³ð÷³ ³íòåðâàëè â äâîõ
ïîñë³äîâíèõ ïåð³îäàõ ÷àñó. Òîìó íà 5%-ìó ð³âí³ íå â³äõèëÿºòüñÿ íóëüîâà ã³ïî-
òåçà:

H t Ti0 1: � � � . (19)

Äàë³ îá÷èñëþºòüñÿ îö³íêà íàñòóïíî¿ òî÷êè ïåðåìèêàííÿ çà âèçíà÷åíîþ
âèùå ñõåìîþ.

ßêùî õî÷à á îäíà ç âåëè÷èí yT �1 àáî yT � 2 çà óìîâ p � 0224. ïîòðàïèòü
ó â³äïîâ³äíèé äîâ³ð÷èé ³íòåðâàë (17), òî ã³ïîòåçà (19) â³äõèëÿºòüñÿ íà

P p� 2100 5% %� -ìó ð³âí³. Ïðèéìàºòüñÿ àëüòåðíàòèâíà ã³ïîòåçà H t Ti1 1: �
� � .

Ïî÷èíàºòüñÿ ïåðåâ³ðêà ã³ïîòåçè H0 ùîäî íàñòóïíî¿ òî÷êè t T� �1 ³ ò.ä.
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Óâåäåìî ôóíêö³¿:
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�

ÿêùî çàäîâîëüíÿ
ÿêùî íå ç

�

àäîâiëüíÿ� ( ) ,17
�
�
�

�2
2

2

1 17
0P

T

T
T

y

y
( )

, ( ) ,
,

� �

�

ÿêùî çàäîâîëüíÿ
ÿêùî íå çàäî

�

âîëüíÿ� ( ) .17
�
�
�

Ôóíêö³þ � � �P P PT T T( ) ( ) ( )� �1 2 , 0 2� �� ( )T íàçâåìî ³íäèêàòîðíîþ.
ßêùî � p T( ) � 0, òî ùîäî ñêàçàííîãî âèùå ã³ïîòåçà (19) íå â³äõèëÿºòüñÿ íà

100 p % -ìó ð³âí³. Â ³íøîìó âèïàäêó âîíà â³äêèäàºòüñÿ.
2.3. Ïåðåâ³ðêà ã³ïîòåçè ùîäî ïîìèëêîâî¿ òî÷êè ïåðåìèêàííÿ. Ââàæàòè-

ìåìî, ùî â (2) � 1
0 ��

n , äå n	 0 — äîâ³ëüíå ö³ëå ÷èñëî. Ïîäàëüø³ ì³ðêóâàííÿ

àíàëîã³÷í³ âèâåäåííþ êðèòåð³þ 1 ç ï. 2.1.
Íåõàé îòðèìàí³ âèá³ðêîâ³ îö³íêè òî÷îê ïåðåìèêàííÿ �ti� �2 const,

�ti� �1 const , �ti � const , ïðè öüîìó � �t t cni i� ��1 — óìîâà (4) íå çàäîâ³ëüíÿº îö³íîê

òî÷îê ïåðåìèêàííÿ, i � 2 3, ,� Ùîá âèçíà÷èòèñÿ ùîäî òî÷êè �ti�1 , ðîçãëÿíåìî

ë³í³éíó ðåãðåñ³þ ç îäí³ºþ òî÷êîþ ïåðåìèêàííÿ �ti�1 , ÿêà çàäàíà íà ³íòåðâàë³

[� , � ]t ti i� �2 1 :

yt t i t� � ��x � 1
0

� , t t t yi i t t i t� � � � �� �
� , ..., � ;2 1

01 x � � , t t ti i� ��
� , ..., �

1 1 ,

äå �
i�1
0 , � i

0 — n-âèì³ðí³ ïàðàìåòðè ðåãðåñ³¿.

Íåîáõ³äíî ïåðåâ³ðèòè ã³ïîòåçó ïðî òå, ùî �ti�1 — ïîìèëêîâà òî÷êà ïåðåìè-

êàííÿ; öå åêâ³âàëåíòíî ïåðåâ³ðö³ íóëüîâî¿ ã³ïîòåçè H
i i0 1
0 0: � �� � .

Ïåðåâ³ðêà ïîëÿãàº ó ïîð³âíÿíí³ ñóì êâàäðàò³â çàëèøê³â ç óðàõóâàííÿì ÷è
ç íåóðàõóâàííÿì öüîãî îáìåæåííÿ.

Ñóìà êâàäðàò³â çàëèøê³â áåç îáìåæåííÿ � �
i i� �1
0 0 :

s t t y yi i t t i

t t

t

i

i

(� , � , � ) ( � ) (
�

�

� �
� �

� � � � �
�

�


2 1
2

1

1
2

1

� �x t t i

t t

t

i

i

� �
� ��


 x � )
�

�

�
2

11

, i � 2 3, ,� ,

äå îö³íêà ìåòîäîì íàéìåíøèõ êâàäðàò³â � [� � ] arg min (� , � , )� � � �
�

� � � � ��
�

�i i i i
n

s t t1 22
1

�

.

ßêùî îáìåæåííÿ � �
i i� �1
0 0 âèêîíóºòüñÿ, òî ðîçãëÿíóòà ðåãðåñ³ÿ ïåðåòâî-

ðþºòüñÿ íà çâè÷àéíó ë³í³éíó ðåãðåñ³þ ³ç ñóìîþ êâàäðàò³â çàëèøê³â, à ñàìå

s t t yi i t t

t t

t

i

i

(� , � , ) ( )
�

�

�
� �

� � � �
�


2
2

1

1
2

� �
� �x , i � 2 3, ,� ,

äå � �
�

� � � �
�

�arg min (� , � , )
�

�
n

n
i is t t2

2 1 .

Òîä³ ç âèêîíàííÿì ïðèïóùåííÿ 1 çã³äíî ç òåîð³ºþ ë³í³éíèõ ã³ïîòåç ó ðåã-
ðåñ³éíîìó àíàë³ç³ ìàòèìåìî, ùî âåëè÷èíà

F t t
s t t s t t

i i
i i i i(� , � )

(� , � , ) (� , � , �
�

� �� �
� � �

2
2 21

1 1� �

� �)

(� , � , )

� �

s t t

t t n

ni i

i i

�

�

�

� �

2

2

1

2

�
, i � 2 3, ,�
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ðîçïîä³ëåíà çà çàêîíîì Ô³øåðà ç ÷èñëîì ñòóïåí³â ñâîáîäè q n1 � ,
q t t ni i2 2 2� � ��

� � . Íóëüîâà ã³ïîòåçà H0 íå â³äõèëÿºòüñÿ íà 100 p % -ìó ð³âí³,

ÿêùî F t t F q qi i p(� , � ) ( , )� � �2 1 21 , i � 0 1, ,� Â ³íøîìó âèïàäêó ïðèéìàºòüñÿ àëü-

òåðíàòèâíà ã³ïîòåçà H
i i1 1
0 0: � �� � (òî÷êà ïåðåìèêàííÿ �ti�1 ³ñíóº).

Çàçíà÷èìî, ùî íàâåäåíèé ðåçóëüòàò îòðèìàíî çà óìîâ ñïðîùåííÿ — òðè
òî÷êè ïåðåìèêàííÿ º ô³êñîâàíèìè âåëè÷èíàìè. ßêùî â³äñòàí³ ì³æ íèìè äîñòàò-
íüî âåëèê³, ùî ïîòðåáóº ïðèïóùåííÿ 2, òî òàêå ïðèïóùåííÿ ìîæíà ââàæàòè
ïðàâîì³ðíèì.

3. ÏÎÁÓÄÎÂÀ ÑÏËÀÉÍÓ

Ââàæàòèìåìî, ùî äîâæèíà ³íòåðâàëó ñïîñòåðåæåííÿ îáìåæåíà. Íåõàé çà ðå-
çóëüòàòàìè ðîçðàõóíê³â â³äïîâ³äíî äî ðîçä. 2 çíàéäåíî îö³íêè k òî÷îê ïåðå-
ìèêàííÿ íà ÷àñîâîìó ³íòåðâàë³ äîâæèíîþ �:

t0 0� , � ,t i 	 0 i k�1, ,� , �t k� �1 �. (20)

Ââàæàþ÷è ö³ âåëè÷èíè ô³êñîâàíèìè, ìåòîäîì íàéìåíøèõ êâàäðàò³â âèçíà-
÷èìî îö³íêè ïàðàìåòð³â ðåãðåñ³¿ (1):

S yt t i

t t

t

i

k

i

i

( ) ( ) min
�

�

� �� � � �
� ��

�

�



 x 2

11

1

1

, (21)

äå ì³í³ì³çàö³ÿ âèêîíóºòüñÿ ùîäî � i , i k� �1 1, ,� .
Ó ðåçóëüòàò³ îòðèìàºìî ë³í³þ ðåãðåñ³¿

� �yt t i� �x � , (22)

äå �� i — ðîçâ'ÿçîê (21), ïðè÷îìó

�� i � const , t t ti i� ��[� , � ]1 1 , i k� �1 1, ,� , t0
0 0� .

Ë³í³ÿ ðåãðåñ³¿ (21), (22) ó òî÷êàõ ïåðåìèêàííÿ ìîæå ìàòè ðîçðèâè.
Íåõàé ìàºìî àïð³îðíó ³íôîðìàö³þ ïðî òå, ùî òðåíä ðîçãëÿäóâàíîãî ÷àñî-

âîãî ðÿäó yt , t �1 2, ,� , âèãëÿäó (1) º íåïåðåðâíèì ó òî÷êàõ ïåðåìèêàííÿ. ²íàê-
øå êàæó÷è, òðåíä º ë³í³éíèì ñïëàéíîì. Ç ö³º¿ óìîâè âèïëèâàþòü îáìåæåííÿ íà
ïàðàìåòðè ðåãðåñ³¿:

� � ��x � ( )t i ii
� � 1 0, i k�1, ,� . (23)

Ðîçâ’ÿçóþ÷è çàäà÷³ (21), (23), îòðèìàºìî îö³íêè ïàðàìåòð³â ñïëàéíó � i
� ,

i k� �1 1, ,� , ç òî÷êàìè ïåðåìèêàííÿ (20).
Óçàãàëüíåííÿì (21), (23) º çàäà÷à îïòèì³çàö³¿, â ÿê³é øóêàíèìè âåëè÷èíàìè

áóäóòü òî÷êè ïåðåìèêàííÿ ti , i k�1, ,� , ³ ïàðàìåòðè ñïëàéíó � i , i k� �1 1, ,� :

S yt t i

t t

t

i

k

i

i

( ) ( ) min ,
�

�

� �� � � �
� ��

�

�



 x 2

11

1

1

� � ��x � ( )t i ii
� � 1 0, i k�1, ,� , (24)

äå � � � �� � � � ��[ ... ]1 2 1k .
Îñê³ëüêè øóêàí³ çì³íí³ ó ö³é çàäà÷³ º ö³ëî÷èñëîâèìè ³ íåïåðåðâíèìè âåëè-

÷èíàìè, ¿¿ ðîçâ’ÿçîê íàâ³òü äëÿ íåâåëèêèõ çíà÷åíü k ñòàíîâèòü íåàáèÿê³ òðóä-
íîù³. Ðîçãëÿíåìî íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê (24).

Íåõàé çà äîïîìîãîþ ³íäèêàòîð³â, âèçíà÷åíèõ ó ðîçä. 2, îòðèìàíî òî÷êè ïå-
ðåìèêàíü (20). Äàë³ áóäåìî ïîñòóïîâî ¿õ óòî÷íþâàòè, ç’ºäíóþ÷è íåïåðåðâíîþ
êóñêîâî-ë³í³éíîþ ë³í³ºþ. Íà êîæíîìó êðîö³ óòî÷íþºòüñÿ îäíà òî÷êà ïåðåìè-
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êàííÿ, ïî÷èíàþ÷è ç ïåðøî¿ òî÷êè. Óòî÷íåííÿ çâîäèòüñÿ äî ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³
îïòèì³çàö³¿ íà i-ìó êðîö³, i k�1, ,� .

Íà ïåðøîìó êðîö³ ðîçâ’ÿçóºòüñÿ çàäà÷à îïòèì³çàö³¿

S t t yk t t i

t t

t

i

k

i

i

( , ..., , ) ( ) min,1
2

11

1

1

� �� � � � �
� ��

�

�



 x x t

j jt t t t t j

1 1 2

1 2 0

0

3 3 0 2

( ) ;

� ; , � , , ...,

� �� �

� � � � � � �const k .

�

�
 

!
 

(25)

Ðîçâ’ÿçóºòüñÿ öÿ çàäà÷à ó òàêèé ñïîñ³á. Äëÿ äîâ³ëüíîãî ö³ëîãî çíà÷åííÿ
t t� �[ , � ]3 32 çíàõîäèòüñÿ ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (25): � �( ) ( , , )t t ti i k� � , îñê³ëüêè

t j kj � �const, , ,2 � . Öåé ðîçâ’ÿçîê º ºäèíèì, îñê³ëüêè ôóíêö³ÿ
S t S t tk( , ) ( , , , )1 1� �� � º ñòðîãî îïóêëîþ ùîäî � . Øóêàíå óòî÷íåííÿ îö³íêè
ïåðøî¿ òî÷êè ïåðåìèêàííÿ âèçíà÷àºòüñÿ òàê:

t S t t
t t t t

i k t1
3 30 1 2 1

�

� � � � �
� �arg min min { ( , , , ) |

� ( )�

�
"

� x
1 1 0( )� �i i� �� ;

t t j kj j� � �� , , }const 2 , (26)

äå " ( ) { : ( ) }t t1 1 21
0� � � �� � �x .

Ðåøòó òî÷îê ïåðåìèêàííÿ îòðèìóþòü ç ðîçâ’ÿçàííÿ àíàëîã³÷íî¿ çàäà÷³:

S t t yk t t i

t t

t

i

k

i

i

( ,... , , ) ( ) min ,1
2

11

1

1

� �� � � � �
� ��

�

�



 x x t i i

j j

j i

t t j i

1 1 0 1

1 1

( ) , ,... , ;

, ,... , ;

� �� � �

� � � �

�

� const t t t t t j i k

i
i i j j�
�

�� � � � � � � �
�

1 1 13 3 1

2

� ; � , ,... , ;

,..

const

. , ,k

�

�

 
  

!

 
 
 

(27)

äå t j
� — îö³íêà t j

0 , 1� �j i, çíàéäåíà âíàñë³äîê ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ (25), (27).

Íåõàé � ( , , )t tk1 � — ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (27) äëÿ ô³êñîâàíèõ òî÷îê ïåðåìè-
êàííÿ. Ðîçâ’ÿçîê º ºäèíèì, îñê³ëüêè ôóíêö³ÿ S t tk( , , , )1 � � îïóêëà â³äíîñíî � .
Òîä³ äëÿ òî÷îê ïåðåìèêàííÿ t j � const, t tj i� , j k�1, ,� , âèçíà÷åíèõ ó (27),
ìàºìî óòî÷íþâàíó i-ó òî÷êó ïåðåìèêàííÿ:

t S t
t t t t t
i i i i

1
3 3

1
1 1 1

�

� � � � �
�

�
�

�

arg min min { (
� ( ,... , )� "

, , , ) |� t t t ck j j� � �� ,

j i t t j i kj j� � � � � �1 1 1, ; � , , }const , i k� 2,... , , (28)

äå " ( , , ) { : ( ) , , ..., }t t j ii t i i1 11
0 1� � � � � ��� � �x .

Âèçíà÷åííÿ òî÷íîñò³ îö³íêè ïàðàìåòð³â ñïëàéíó çâîäèòüñÿ äî âèçíà÷åííÿ òî÷-
íîñò³ îö³íêè ïàðàìåòð³â ë³í³éíî¿ ðåãðåñ³¿ ç ë³í³éíèìè îáìåæåííÿìè íà íèõ [16—18].

Äàë³ äëÿ ïåðåâ³ðêè ã³ïîòåç ïðî ïàðàìåòðè ñïëàéíó âèêîðèñòàºìî òàêå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 1. Íåõàé ìàºìî ðåãðåñ³þ

Y X� �� �
0 , (29)

äå Y ��
� , � 0 ��

N , � ��
� , X — ìàòðèöÿ �� N ðàíãó N , êîìïîíåíòè � —

âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè �t , t �1 2, , ,� �, ùî çàäîâîëüíÿþòü ïðèïóùåííÿ 1.
Íà ïàðàìåòðè ðåãðåñ³¿ (29) íàêëàäåíî îáìåæåííÿ

G O�
0 � m , (30)

äå G — ìàòðèöÿ m n� ïîâíîãî ðàíãó, m N� , Om
m�� — íóëüîâèé âåêòîð.
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Ïàðàìåòð �
0 íà 100 p %-ìó ð³âí³ çàäîâîëüíÿòèìå ë³í³éíà ã³ïîòåçà

H0
0: P p� � , P ( )�� N , p��

� , (31)

äå P — ìàòðèöÿ ïîâíîãî ðàíãó v m v N( )� � , ÿêùî

F
N m

v
F q qp�

� � �

�

� �
�

� �

�

| | | | | | | |

| | | |
( , )

Y X Y X

Y X

� �

�

2 2

2 1 2
�

, (32)

äå F q qp ( , )1 2 — âåðõíÿ 100 p %-âà òî÷êà ðîçïîä³ëó Ô³øåðà, q v1 � ,
q N m2 � � �� .

Â (32) îö³íêè �
0 çíàõîäèìî ìåòîäîì íàéìåíøèõ êâàäðàò³â:

� � � �
�

�

�
� � � �arg min { | , }

�
N

mY X G O P p0 ,

� � �
�

�

�
� � �arg min { | }

�
N

mY X G O .

Äîâåäåííÿ. Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñò³, îñê³ëüêè G ³ P — ìàòðèö³ ïîâíîãî
ðàíãó, îäåðæóºìî

G G G O� � �
0

1 1
0

2 2
0� � � m , P P P p� � �

0
1 1

0
2 2

0� � � , (33)

äå G 1 è P1 — íåâèðîäæåí³ êâàäðàòí³ ìàòðèö³ ïîðÿäêó m, à G2 ³ P2 — ìàò-

ðèö³ ðîçì³ðó m n m� �( ) òà v n m� �( ) â³äïîâ³äíî, � 1
0 ��

m , � 2
0 � �

�
N m ,

� � �
0

1
0

2
0� � � �[( ) ( ) ] .

Êð³ì òîãî, ç (29) ìàºìî

Y X X X� � � � �� � � � �
0

1 1
0

2 2
0 , (34)

äå X1 — ìàòðèöÿ ðîçì³ðó �� m, X 2 — ìàòðèöÿ ðîçì³ðó �� �( )n m .
Ç ïåðøîãî ð³âíÿííÿ (33) îòðèìóºìî

� �
1
0

1
1

2 2
0� � �G G . (35)

Ï³äñòàâèâøè (35) â (34) ³ â äðóãå ð³âíÿííÿ (33), îòðèìàºìî ð³âíÿííÿ ðåã-

ðåñ³¿ ùîäî � 2
0 òà îáìåæåííÿ íà öåé ïàðàìåòð:

Y Z� �� �2
0 , U p� 2

0 � , (36)

äå Z X X G G� � �
2 1 1

1
2 , U P P G G� � �

2 1 1
1

2 .

Îñê³ëüêè ñòîâïö³ ìàòðèö³ X ë³í³éíî íåçàëåæí³, òî X 2 , à îòæå ³ Z, ìàþòü
ðàíã N m� . Ðàíã ìàòðèö³ U äîð³âíþº v .

Âèðàçè (36) ïðåäñòàâëÿþòü ðåãðåñ³þ ç ïàðàìåòðîì � 2
0 , â³äíîñíî ÿêîãî º

ë³í³éíà ã³ïîòåçà — äðóãà ð³âí³ñòü ç (36). ßêùî ïðèïóùåííÿ 1 ìàº ì³ñöå, òî öÿ
ã³ïîòåçà íå â³äõèëÿºòüñÿ íà 100 p %-ìó ð³âí³ çà óìîâè

F
N m

v
F q qp�

� � �

�

� �
�

� �

�

| | | | | | | |

| | | |
( ,

Y Z Y Z

Y Z

� �

�

2
2

2
2

2
2 1

�
2 ), (37)

äå îö³íêè ïàðàìåòðà ðåãðåñ³¿ (36) ìàþòü âèãëÿä

�
�

2
�

�
� �

�
arg min {

�
N m

Y Z U p� �2 2| }� , � �
�

2 2
�

�
� �

�
arg min { }

�
N m

Y Z ;

q v1 � , q N m2 � � �� .
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Íàâåäåí³ îö³íêè ³ñíóþòü, îñê³ëüêè ìàòðèö³ Z ³ U ìàþòü ïîâíèé ðàíã.
Çàì³íþþ÷è â (35) ïàðàìåòðè ¿õí³ìè îö³íêàìè, îòðèìàºìî

� �1 1
1

2 2
� � �� �G G , � �1 1

1
2 2

� � �� �G G , (38)

ïðè öüîìó � � �
� � �� � � �[( ) ( ) ]1 2 , � � �

� � �� � � �[( ) ( ) ]1 2 .

Ï³äñòàâèâøè â (37) âèðàçè äëÿ Z ³ U ç ïîÿñíåíü äî ôîðìóëè (36) ç óðàõó-
âàííÿì ð³âíîñòåé (38), îòðèìàºìî (32).�

Íàñë³äîê 1. Íåõàé äåÿêèé ñïëàéí " ç k òî÷êàìè ïåðåìèêàííÿ çãëàäæóº äàí³

Y íà ³íòåðâàë³ ÷àñó I äîâæèíîþ � âåêòîðîì X�
0 çà óìîâ (30). Íà ³íòåðâàë³ I çà-

äàíî ñïëàéí " ç k òî÷êàìè ïåðåìèêàííÿ, ïðè öüîìó k k� . Ïàðàìåòðè " îö³íþ-

þòü ìåòîäîì íàéìåíøèõ êâàäðàò³â ç óðàõóâàííÿì îáìåæåíü G O� � m , P p� � .
Ïðèéíÿòòÿ ã³ïîòåçè (31) îçíà÷àº ìîæëèâ³ñòü çàì³íè " ñïëàéíîì " ç ïðîñò³øîþ
ñòðóêòóðîþ òà ìåíøîþ ê³ëüê³ñòþ ïàðàìåòð³â. Ïðè öüîìó òî÷í³ñòü îòðèìàíèõ
îö³íîê çàëèøàºòüñÿ âèñîêîþ. ßêùî ã³ïîòåçà (31) â³äõèëÿºòüñÿ, äàí³ çãëàäæóþòü-
ñÿ ñïëàéíîì ".

Ã³ïîòåçà (31) ïðèéìàºòüñÿ, ÿêùî âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü (32), äå
N k� �2 1( ), k � 2.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó âèçíà÷åííÿ êóñêîâî-ë³í³éíîãî òðåíäà, äå êëþ÷îâèì ïèòàí-
íÿì º çíàõîäæåííÿ òî÷îê ïåðåìèêàííÿ. Íà â³äì³íó â³ä òðàäèö³éíîãî ï³äõîäó,
ùî ïîëÿãàº ó âèêîðèñòàíí³ ñõåì ìàòåìàòè÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ, â ÿêèõ
ô³ãóðóþòü ö³ëî÷èñåëüí³ çì³íí³, òóò íàâåäåíî ³íøèé ï³äõ³ä. Â³í áàçóºòüñÿ íà
³íòåëåêòóàëüíîìó àíàë³ç³, ÿêèé äàº çìîãó çàñòîñîâóâàòè ñòàòèñòè÷í³ ìåòîäè ³
îòðèìóâàòè ðîçâ’ÿçêè ç âèñîêîþ òî÷í³ñòþ.

Âàæëèâîþ âëàñòèâ³ñòþ òàêîãî ï³äõîäó º â³äñóòí³ñòü âèìîãè àïð³îðíîãî çíàííÿ
ùîäî ê³ëüêîñò³ òî÷îê ïåðåìèêàííÿ. Ï³äõ³ä äàº çìîãó îö³íþâàòè òî÷êè ïåðåìèêàííÿ
â ðåàëüíîìó ÷àñ³ ç íàäõîäæåííÿì íîâèõ äàíèõ. Ç íåâåëèêèì çàï³çíåííÿì, ùî ïîâ’ÿ-
çàíå ç ê³ëüê³ñòþ îö³íþâàíèõ ïàðàìåòð³â òðåíäà, âèçíà÷àþòüñÿ òî÷êè ïåðåìèêàííÿ.
Ó ðàç³ ïîáóäîâè ñïëàéíó àáî êîðåãóâàííÿ îö³íåíèõ òî÷îê ïåðåìèêàííÿ òàêå
çàï³çíåííÿ çá³ëüøóºòüñÿ äî â³äñòàí³ ì³æ ñóñ³äí³ìè òî÷êàìè ïåðåìèêàííÿ.

²íøà âàæëèâà îñîáëèâ³ñòü ïðåäñòàâëåíîãî ï³äõîäó — ìîæëèâ³ñòü ïîáóäî-
âè ÿê òðåíäà ç ðîçðèâàìè, òàê ³ ó âèãëÿä³ ë³í³éíîãî ñïëàéíó.
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P.S. Knopov, A.S. Korkhin
DETERMINING A PIECEWISE LINEAR TREND OF A NONSTATIONARY
TIME SERIES BASED ON INTELLIGENT DATA ANALYSIS.
I. DESCRIPTION AND JUSTIFICATION OF THE METHOD

Abstract. The problem of identifying the trend of a non-stationary time series is often encountered
in various applications. In the article, this trend is proposed to be represented as a linear regression
with unknown switching points. Typically, such a regression is built using mathematical
programming methods. Moreover, the desired variables are mixed variables, which significantly
complicates the problem’s solution. The article proposes a different approach based on data mining
using statistical criteria. The algorithms described in the article are used to solve a number of
problems, including one practical problem. The calculations showed satisfactory accuracy..

Keywords: linear regression, algorithm, time series, trend, methods, mathematical programming.
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