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Àíîòàö³ÿ. Îäåðæàíî çàìêíåí³ ðîçâ’ÿçêè äåÿêèõ îäíîâèì³ðíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ìîäåëþâàííÿ
àíîìàëüíî¿ ô³ëüòðàö³éíî¿ äèíàì³êè â øàðóâàòîìó ãåîïîðèñòîìó ñåðåäîâèù³ â ìåæàõ äðîáî-
âî-äèôåðåíö³éíîãî óçàãàëüíåííÿ á³ïàðàáîë³÷íîãî åâîëþö³éíîãî ð³âíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè
ïîõ³äíèìè 4-ãî ïîðÿäêó. Çîêðåìà, íàâåäåíî ïîñòàíîâêè òà ðîçâ’ÿçàííÿ ïðÿìî¿ ³ îáåðíåíî¿
ìîäåëüíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ãåîô³ëüòðàö³éíî¿ äèíàì³êè íà îñíîâ³ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ ç óìî-
âàìè ñïðÿæåííÿ òà âèçíà÷åíî óìîâè ³ñíóâàííÿ ðåãóëÿðíèõ ðîçâ’ÿçê³â öèõ çàäà÷.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ, äðîáîâî-äèôåðåíö³éíà äèíàì³êà
ãåîô³ëüòðàö³éíèõ ïðîöåñ³â, íåêëàñè÷í³ ìîäåë³, á³ïàðàáîë³÷íå åâîëþö³éíå ð³âíÿííÿ, äðî-
áîâî-äèôåðåíö³éíèé àíàëîã á³ïàðàáîë³÷íîãî åâîëþö³éíîãî ð³âíÿííÿ, íåñòàö³îíàðí³
êðàéîâ³ çàäà÷³ íà ñê³í÷åííîìó ïðîì³æêó, ïðÿìà òî îáåðíåíà çàäà÷³, óìîâè ñïðÿæåííÿ,
çàìêíåí³ ðîçâ’ÿçêè.
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Ìàòåìàòè÷íå òà êîì’þòåðíå ìîäåëþâàííÿ äèíàì³êè ô³ëüòðàö³éíèõ ïðîöåñ³â

ó ãåîïîðèñòèõ ñåðåäîâèùàõ º àêòóàëüíèì íàïðÿìêîì ðîçâèòêó äëÿ äåÿêèõ

ñó÷àñíèõ íàóê, çîêðåìà ãåîã³äðîäèíàì³êè, ã³äðîëîã³¿, ìåõàí³êè ãðóíò³â, ãåî-

ìàòåìàòèêè òà ãåî³íôîðìàòèêè [1–5]. Ïðè öüîìó ñó÷àñíèé åòàï ðîçâèòêó

ìåòîä³â òåîðåòè÷íîãî âèâ÷åííÿ äèíàì³êè ïðîöåñ³â ïåðåíîñó â âîäîíàñè÷å-

íèõ ãåîñåðåäîâèùàõ º åòàïîì äîñë³äæåííÿ öèõ ïðîöåñ³â çà ñêëàäíèõ óìîâ

¿õíüîãî ïåðåá³ãó, çîêðåìà çà óìîâ ñóòòºâîãî âïëèâó íà äèíàì³êó ïðîöåñ³â

åôåêò³â ïàì’ÿò³, ïðîñòîðîâî¿ íåëîêàëüíîñò³ òà ³í. [6, 7]. Âðàõóâàííÿ öèõ

ÿâèù â ìåæàõ êëàñè÷íèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ³ êëàñè÷íèõ çàêîí³â ïåðå-

íîñó Ôóð’º òà Ô³êà º âåëüìè óñêëàäíåíèì. Âíàñë³äîê öüîãî îñòàíí³ì ÷àñîì

íàáóâ çíà÷íîãî ïîøèðåííÿ ï³äõ³ä äî ìîäåëþâàííÿ íåêëàñè÷íî¿ äèíàì³êè

ïðîöåñ³â ïåðåíîñó, ùî ãðóíòóºòüñÿ íà âèêîðèñòàíí³ àïàðàòó ³íòåãðî-äèôå-

ðåíö³þâàííÿ äðîáîâîãî ïîðÿäêó. Íàðàç³ öåé ï³äõ³ä ³íòåíñèâíî ïîøèðþºòüñÿ

³ äîâ³â ñâîþ åôåêòèâí³ñòü ó íåêëàñè÷íèõ (çîêðåìà, íåëîêàëüíèõ) ìàòåìàòè÷-

íèõ ìîäåëÿõ ïðîöåñ³â ïåðåíîñó, íàïðèêëàä â çàäà÷àõ íåêëàñè÷íî¿ òåîð³¿

òåïëîïðîâ³äíîñò³ òà òåðìîïðóæíîñò³ [8, 9], òåîð³¿ àíîìàëüíî¿ äèôóç³¿

[10–13], òåîð³¿ ô³ëüòðàö³¿ â ãåîïîðèñòèõ ñåðåäîâèùàõ ³ ô³ëüòðàö³éíî¿ êîí-

ñîë³äàö³¿ ãðóíòîâèõ îñíîâ [7]. Ó ìåæàõ çàçíà÷åíîãî ï³äõîäó ðîçãëÿíóòî íèç-

êó íîâèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ äðîáîâî-äèôåðåíö³éíî¿

ô³ëüòðàö³éíî¿ òà ô³ëüòðàö³éíî-êîíñîë³äàö³éíî¿ äèíàì³êè ãðóíòîâèõ ñåðåäî-

âèù ç óðàõóâàííÿì ÿâèùà ïîâçó÷îñò³ ãðóíòîâîãî ñêåëåòà òà ïðîñòîðîâî¿ íå-

ëîêàëüíîñò³ ô³ëüòðàö³éíîãî ïðîöåñó. Çîêðåìà, îäåðæàíî ðîçâ’ÿçêè çàäà÷

äðîáîâî-äèôåðåíö³éíî¿ äèíàì³êè óù³ëüíåííÿ âîäîíàñè÷åíèõ ãðóíòîâèõ ìà-

ñèâ³â ñê³í÷åííî¿ ïîòóæíîñò³ ùîäî ìîäåëåé ç íåñèíãóëÿðíèì ÿäðîì [14].

Òàêîæ çàïðîïîíîâíî íîâó (äðîáîâî-äèôåðåíö³éíó) ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü

ô³ëüòðàö³¿ â òð³ùèíóâàòî-ïîðèñòîìó ñåðåäîâèù³ çà óìîâ âðàõóâàííÿ

ÿê åôåêò³â ïàì’ÿò³, òàê ³ îäíî÷àñíî åôåêò³â ïðîñòîðîâî¿ íåëîêàëüíîñò³,

â ìåæàõ ÿêî¿ ðîçâ’ÿçàíî äåÿê³ ô³ëüòðàö³éí³ çàäà÷³ â ïðÿì³é òà îáåðíåí³é ïî-

ñòàíîâêàõ [15].
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Îêðåìèé ïåðñïåêòèâíèé íàïðÿìîê ðîçâèòêó ìåòîä³â ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñ³â

ïåðåíîñó (ç óðàõóâàííÿì ñê³í÷åííî¿ øâèäêîñò³ ðîçïîâñþäæåííÿ çáóðåíü) ãðóí-

òóºòüñÿ íà îïèñó öèõ ïðîöåñ³â ùîäî á³ïàðàáîë³÷íî¿ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³, çàïðî-

ïîíîâàíî¿ â ðîáîòàõ [16, 17]. Ó öüîìó âèïàäêó ìîäåëüíå ð³âíÿííÿ ìàº âèã-

ëÿä [16]
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(òåìïåðàòóð, êîíöåíòðàö³é, òèñê³â ³ ò.ï.); f — ôóíêö³ÿ äæåðåë; � �1 2, —

ä³éñí³ ïàðàìåòðè, � � �const 0.

Á³ïàðàáîë³÷íå ð³âíÿííÿ (1) íåîäíîðàçîâî âèêîðèñòîâóâàëîñü ç ìåòîþ ìî-

äåëþâàííÿ ð³çíîìàí³òíèõ åâîëþö³éíèõ ïðîöåñ³â ó ïðèðîäîçíàâñòâ³, çîêðåìà

äëÿ îïèñó îñîáëèâîñòåé äèíàì³êè äåôîðìîâàíèõ âîäîíàñè÷åíèõ ãðóíòîâèõ

ñåðåäîâèù â ïðîöåñ³ ¿õíüî¿ ô³ëüòðàö³éíî¿ êîíñîë³äàö³¿ ï³ä âïëèâîì ïðèêëà-

äåíèõ çîâí³øí³õ íàâàíòàæåíü [18]. Ó ðîáîòàõ [19, 20] çàïðîïîíîâàíî äðîáî-

âî-äèôåðåíö³éíèé àíàëîã á³ïàðàáîë³÷íîãî åâîëþö³éíîãî ð³âíÿííÿ (1) òà ðîç-

â’ÿçàíî äåÿê³ ìîäåëüí³ êðàéîâ³ çàäà÷³ ç óðàõóâàííÿì ÿâèùà ÷àñîâî¿ íåëîêàëü-

íîñò³, çîêðåìà äëÿ ïðîöåñó ãåîô³ëüòðàö³¿ â òð³ùèíóâàòî-ïîðèñòîìó

ñåðåäîâèù³ [21].

Ó ö³é ðîáîò³ ðîçâ’ÿçàíî äåÿê³ ïðÿì³ òà îáåðíåí³ çàäà÷³ ìîäåëþâàííÿ àíî-

ìàëüíî¿ ô³ëüòðàö³éíî¿ äèíàì³êè â øàðóâàòîìó ãåîïîðèñòîìó ñåðåäîâèù³ ÿê çà-

äà÷³ äëÿ äðîáîâî-äèôåðåíö³éíîãî àíàëîãó á³ïàðàáîë³÷íîãî åâîëþö³éíîãî

ð³âíÿííÿ. Îêðåìî ðîçãëÿíóòî ïîñòàíîâêó òà ðîçâ’ÿçàííÿ ïðÿìî¿ ³ îáåðíåíî¿ ìî-

äåëüíèõ çàäà÷ ãåîô³ëüòðàö³éíî¿ äèíàì³êè íà îñíîâ³ ñïåö³àëüíî¿ êîìá³íîâàíî¿

ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ ô³ëüòðàö³¿ ç óìîâàìè ñïðÿæåííÿ.

ÄÅßÊ² ÍÅËÎÊÀËÜÍ² ÌÀÒÅÌÀÒÈ×Í² ÌÎÄÅË² ÀÍÎÌÀËÜÍÎ¯ Ô²ËÜÒÐÀÖ²ÉÍÎ¯
ÄÈÍÀÌ²ÊÈ Â ØÀÐÓÂÀÒÈÕ ÃÅÎÏÎÐÈÑÒÈÕ ÑÅÐÅÄÎÂÈÙÀÕ

Ðîçãëÿíåìî îäíîâèì³ðíó çà ãåîìåòðè÷íîþ çì³ííîþ çàäà÷ó ìàòåìàòè÷íîãî ìî-

äåëþâàííÿ äðîáîâî-äèôåðåíö³éíî¿ äèíàì³êè íàïîð³â çà ãåîô³ëüòðàö³¿ â òðè-

øàðîâîìó ãåîïîðèñòîìó ñåðåäîâèù³. Ïðèïóñòèìî íàÿâí³ñòü ô³ëüòðàö³éíî¿

ñõåìè, çã³äíî ç ÿêîþ ñåðåäîâèùå ñêëàäàºòüñÿ ç òðüîõ øàð³â, äâà ç ÿêèõ

(âåðõí³é ³ íèæí³é) ç ïîòóæíîñòÿìè m m1 2, º äîñòàòíüî ïðîíèêíèìè

ç êîåô³ö³ºíòàìè ô³ëüòðàö³¿ k k1 2, â³äïîâ³äíî. Âêàçàí³ øàðè ãåîïîðèñòîãî ñåðå-

äîâèùà ðîçä³ëåí³ ñëàáêî (àáî ñèëüíî) ïðîíèêíèì ïðîøàðêîì ïîòóæíîñò³ m0

ç êîåô³ö³ºíòîì ô³ëüòðàö³¿ k0 . Ó ìåæàõ êëàñè÷íî¿ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³ëüòðàö³éíî¿

ìîäåë³ çàäà÷à àíàë³çó äèíàì³êè íàïîð³â h x t ii ( , ) ( , )�1 2 ó âåðõíüîìó òà

íèæíüîìó øàðàõ ãåîìàñèâó çâîäèòüñÿ äî ðîçâ’ÿçàííÿ â³äïîâ³äíî¿ êðàéîâî¿ çà-

äà÷³ äëÿ òàêî¿ ñèñòåìè ð³âíÿíü [1, 4]:
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( , )1 2 — êîåô³ö³ºíòè ï’ºçîïðîâ³äíîñò³ äëÿ êîæíîãî øàðó ñåðåäî-
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1 2
�

( , ) — ïàðàìåòðè ïåðåòîêó; k m ii i i, , ( , )� �1 2 — êîåô³ö³ºíòè

ô³ëüòðàö³¿, âîäîâ³ääà÷³ òà ïîòóæíîñò³ âåðõíüîãî ³ íèæíüîãî øàð³â.
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Óâåäåìî òàê³ ïîçíà÷åííÿ:
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³ ïåðåïèøåìî ñèñòåìó (2), (3) ó âèãëÿä³

L h x t b h h1 1 1 1 2( , ) ( )� � � , (4)

L h x t b h h2 2 2 1 2( , ) ( )� � (5)

àáî, âèëó÷àþ÷è ç ñï³ââ³äíîøåíü (4), (5) áóäü-ÿêó ç ôóíêö³é h ii ( , )�1 2 , îäåð-

æóºìî ð³âíÿííÿ

b L h x t b L h x t L L h x t1 2 2 1 1 2 0( , ) ( , ) ( , )� � � , (6)

äå h x t( , ) — íàï³ðíà ôóíêö³ÿ. Íàï³ðíå ð³âíÿííÿ (6) óçàãàëüíþº çàãàëüíîïðèé-

íÿòå á³ïàðàáîë³÷íå ð³âíÿííÿ (1) ³ íàçèâàºòüñÿ óçàãàëüíåíèì á³ïàðàáîë³÷íèì

ð³âíÿííÿì (äèâ. [6], äå íàâåäåíî ðîçâ’ÿçêè äåÿêèõ ô³ëüòðàö³éíèõ êðàéîâèõ çà-

äà÷ ñòîñîâíî öüîãî ð³âíÿííÿ). Çàóâàæèìî, ùî ó ðàç³ íàÿâíîñò³ ìàëèõ ïàðà-

ìåòð³â ïåðåòîêó ( , )b b1 21 1		 		 ìàºìî ð³âíÿííÿ

L L h x t1 2 0( , ) � . (7)

Â îêðåìîìó âèïàäêó L L1 2� ç (7) îäåðæóºìî òàêå á³ïàðàáîë³÷íå ð³âíÿííÿ

(äèâ. [16, 17]):
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äå u u x t� ( , ) — øóêàíà ôóíêö³ÿ, � � 0 — ñòàëèé êîåôô³ö³ºíò.

ßê çàçíà÷åíî â ðîáîòàõ [16, 17], ð³âíÿííÿ (8) º ³íâàð³àíòíèì ñòîñîâíî ãðóïè

Ãàë³ëåÿ G( , )1 3 ³ ìîæå âèêîðèñòîâóâàòèñÿ äëÿ îïèñó òåïëîâèõ ³ äèôóç³éíèõ ïðî-

öåñ³â, íå çàëåæíèõ â³ä òîãî, â ÿêèõ ³íåðö³éíèõ ñèñòåìàõ âîíè ñïîñòåð³ãàþòüñÿ.

Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî ð³âíÿííÿ (8) º åôåêòèâíèì ùîäî çàäà÷ äîñë³äæåííÿ îñîá-

ëèâîñòåé ïî÷àòêîâèõ ñòàä³é ðîçâèòêó àíîìàëüíèõ äèôóç³éíèõ ïðîöåñ³â.

Ç ìåòîþ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ àíîìàëüíèõ ïðîöåñ³â ïåðåíîñó ç óðà-

õóâàííÿì åôåêò³â ïàì’ÿò³ ïåðåõîäèìî äî â³äïîâ³äíèõ äðîáîâî-äèôåðåíö³éíèõ

îïåðàòîð³â, íàïðèêëàä îïåðàòîð³â ç ïîõ³äíèìè Êàïóòî–Ãåðàñèìîâà (³íø³ äðîáî-

âî-äèôåðåíö³éí³ îïåðàòîðè çàñòîñîâàíî â [7, 14, 21]):
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� — îïåðàòîð äðîáîâî¿ ïîõ³äíî¿ Êàïóòî–Ãåðàñèìîâà [12, 13]; � — ïî-

ðÿäîê ïîõ³äíî¿ ( ( , ])� 
 0 1 ; � �1 2 0, � . Ç óðàõóâàííÿì (9) óçàãàëüíåíîìó á³ïàðà-

áîë³÷íîìó ô³ëüòðàö³éíîìó ð³âíÿííþ (6) â³äïîâ³äàòèìå òàêèé äðîáîâî-äèôå-

ðåíö³éíèé àíàëîã [19]

� �1 2 2 1 1 2 0
~ ~ ~ ~
L u L u L L u� � � , (10)
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~

,
~

L L1 2 âèçíà÷àþòüñÿ çã³äíî (9); u — íàï³ðíà ôóíêö³ÿ; � �1 2, — ä³éñí³ ïà-

ðàìåòðè. Ó ðàç³, ÿêùî � �1 2 0� � , ç³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (10) îäåðæóºìî äðîáî-

âî-äèôåðåíö³éíèé àíàëîã ð³âíÿííÿ (7), à ó ðàç³
~ ~
L L1 2� ìàòèìåìî òàêèé äðî-

áîâî-äèôåðåíö³éíèé àíàëîã ð³âíÿííÿ (8):

C
t

C
t

C
t

D D u x t D
u

x

u

x
0 0 0

2

2

2
4

4
2 0� � �� �( , ) ( )�

�

�
�

�

�
� . (11)
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Çâ³ñíî, ùî çà ïåâíèõ óìîâ ó ðàç³ � �1 äðîáîâî-äèôåðåíö³éíå ð³âíÿííÿ (11)

ïåðåòâîðþºòüñÿ â êëàñè÷íå á³ïàðàáîë³÷íå äèôåðåíö³éíå ð³âíÿííÿ (8).

Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî ìîäåëþâàííÿ äðîáîâî-äèôåðåíö³éíî¿ åâîëþö³éíî¿ äè-

íàì³êè äîñë³äæóâàíèõ ïðîöåñ³â íà îñíîâ³ ìîäåëüíîãî ð³âíÿííÿ (11) éìîâ³ðíî

ñïðèÿòèìå óòî÷íåííþ õàðàêòåðèñòèê ïðîöåñó, çîêðåìà íà ïî÷àòêîâèõ ñòàä³ÿõ

éîãî ðîçâèòêó.

Çàïèøåìî ñèñòåìó ô³ëüòðàö³éíèõ ð³âíÿíü (4), (5) íà îñíîâ³ ñï³ââ³äíî-

øåíü (9) ó âèãëÿä³
~

( )L h b h h1 1 1 1 2 0� � � , (12)

~
( )L h b h h2 2 2 1 2 0� � � (13)

òà ñïðîñòèìî ¿¿ ó âèïàäêó íàÿâíîñò³ ñèëüíîïðîíèêíîãî ïðîøàðêó ì³æ íèæí³ì

³ âåðõí³ì øàðàìè ãåîïîðèñòîãî ñåðåäîâèùà. Òîä³, âèêîðèñòîâóþ÷è çàãàëü-

íîïðèéíÿò³ àïðîêñèìàö³¿ òåîð³¿ ô³ëüòðàö³¿ â òð³ùèíóâàòî-ïîðèñòèõ ñåðåäîâè-

ùàõ [4], îäåðæóºìî ç (12), (13) ñèñòåìó ð³âíÿíü

b h h
h

x
1 1 2 1

2
1

2
( )� �

�

�
� , (14)

C
t

D h b h h
0 2 2 1 2 0� � � �( ) . (15)

Âèëó÷àþ÷è ç ñèñòåìè (14), (15) áóäü-ÿêó ç íàï³ðíèõ ôóíêö³é h h1 2, , îäåð-

æóºìî íåêëàñè÷íå ð³âíÿííÿ ô³ëüòðàö³¿ â ðîçãëÿäóâàíîìó øàðóâàòîìó ñåðåäî-

âèù³ ç óðàõóâàííÿì åôåêò³â ïàì’ÿò³

C
t r

C

t
D h

x
h D h

0

2

2 0
� �� ��

�

�
�( ), (16)

äå � � �� �1 2 1 21b b b h x tr/ , / , ( , ) — íàï³ðíà ôóíêö³ÿ. Çàóâàæèìî, ùî ð³âíÿí-

íÿ (16) àíàëîã³÷íå îäåðæàíîìó â [21] ìîäåëüíîìó ð³âíÿííþ àíîìàëüíî¿

ô³ëüòðàö³éíî¿ äèíàì³êè â òð³ùèíóâàòî-ïîðèñòîìó ñåðåäîâèù³ ç óðàõóâàííÿì

åôåêò³â ïàì’ÿò³.

ÏÐßÌÀ ² ÎÁÅÐÍÅÍÀ ÊÐÀÉÎÂ² ÇÀÄÀ×² ÀÍÎÌÀËÜÍÎ¯ Ô²ËÜÒÐÀÖ²ÉÍÎ¯ ÄÈÍÀÌ²ÊÈ
ÍÀ ÎÑÍÎÂ² Á²ÏÀÐÀÁÎË²×ÍÎ¯ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÎ¯ ÌÎÄÅË²

ßêùî ãðàí³ òðèøàðîâîãî ãåîïîðèñòîãî ìàñèâó îäèíè÷íî¿ ïîòóæíîñò³ ç³ ñëàá-

êîïðîíèêíèì ïðîøàðêîì º äîñòàòíüî ïðîíèêíèìè, òî çàäà÷à ìîäåëþâàííÿ

àíîìàëüíî¿ (äðîáîâî-äèôåðåíö³éíî¿) äèíàì³êè íàï³ðíî¿ ôóíêö³¿ íà îñíîâ³ ìà-

òåìàòè÷íî¿ ìîäåë³, ùî ãðóíòóºòüñÿ íà ð³âíÿíí³ (11), çâîäèòüñÿ äî çíàõîäæåí-

íÿ â îáëàñò³ �T x t x t T� 	 	 	 	 	 
{( , ): , }0 1 0 ðîçâ’ÿçêó öüîãî ð³âíÿííÿ çà

òàêèõ êðàéîâèõ óìîâ:

u t u t u t u t txx xx( , ) ( , ) , ( , ) ( , ) ( )0 0 0 1 1 0 0� � � � � , (17)

u x x( , ) ( )0 � � , C
t

D u x
0

0 0� ( , ) � ( )0 1� �x , (18)

äå � ( )x — çàäàíà ôóíêö³ÿ ïî÷àòêîâîãî ðîçïîä³ëó íàïîð³â; u x t( , ) — øóêàíà

íàï³ðíà ôóíêö³ÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî ³ñíóº ñê³í÷åííå ñèíóñ-ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º ôóíêö³¿ u x t( , )

çà çì³ííîþ x âèãëÿäó [22]

u t u x t x dx n n Nn n n( ) ( , ) ( ) ( , )� � 
�
0

1

sin � � 	 . (19)
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Òîä³ â îáðàçàõ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º (19) ðîçãëÿäóâàíà çàäà÷à (11), (17), (18)

çâîäèòüñÿ äî ðîçâ’ÿçàííÿ òàêèõ çàäà÷ Êîø³:

C
t

C
t n n

C

t n n nD D u t v D u t v u t
0 0 0

22 0� � �( ) ( ) ( )� � � ( )n N
 , (20)

un n( )0 � � , C
t nD u

0
0 0� ( ) � ( )n N
 , (21)

äå

� � 
 
 � � 	 � � �n n L n n n n nx x x x n� � � �( ( ), ( )) , ( ) ( ) , ,
( , )2 0 1

sin 2 ( )n N
 . (22)

Çàñòîñîâóþ÷è äî (20), (21) ³íòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà çà çì³ííîþ t ,

îäåðæóºìî â îáðàçàõ ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà òàêå ñï³ââ³äíîøåííÿ:

u s
s s

s
n Nn n

n

n

( )
( )

( )�
�

�



� �

�
�

�

� �

�

2 1 1

2

2
, (23)

äå u s u tn n( ) ( ( ))� � , � — îïåðàòîð ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà, � �n n n N, ( )

âèçíà÷àþòüñÿ çã³äíî ç (22).

Îñê³ëüêè äëÿ ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà ôóíêö³¿ t E t�

 �
� 
��1
,

( ) ìàº ì³ñöå

ñï³ââ³äíîøåííÿ [23]

� ( ( ))
( )

,
t E t

s

s

�

 �
� 



� �


 �
�

�

�
�

�
�

1

( | | , , , )� 
 � �
s� 	 � � �1 0 0 0Re Re Re ,

òî íà îñíîâ³ ö³º¿ ð³âíîñò³ ìàºìî

�
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�
� �1

1

2 1
2s

s
t E t

n

n

�

�

�
�� �

�

�
�

( )
( ), (24)

�
�

�

�

�

�

�
�

�

�

�
�
� �1

2 1

2 1
2s

s
E t

n

n

�

� ��
�

�
�

( )
( ), (25)

äå �
�1 — îïåðàòîð îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà, E


 �
�
,

( )� — òðèïàðà-

ìåòðè÷íà ôóíêö³ÿ Ì³òòàã-Ëåôôëåðà [12, 13, 23].

Îòæå, ç óðàõóâàííÿì (24), (25) îäåðæóºìî ç (23) ðîçâ’ÿçîê çàäà÷ (20), (21)

ó âèãëÿä³

u t E t t E tn n n n n( ) ( ( ) ( ))
,

� � � �
�

� � � ��
� �

� �
�2

1
22 ( )n N
 (26)

àáî, ïåðåõîäÿ÷è â (26) äî ôóíêö³é Ì³òòàã-Ëåôôëåðà ìåíøîãî ÷èñëà ïàðà-

ìåòð³â, ç óðàõóâàííÿì [23] îñòàòî÷íî ìàºìî

u t E t
t

E tn n n
n

n( ) ( ) ( ),� � � �
�

�

�
�

�

�

�
�

� �
�

�
��

�
�

� �
� ( )n N
 , (27)

äå E E� � �( ), ( ),� � — â³äïîâ³äíî îäíî- òà äâîïàðàìåòðè÷íà ôóíêö³¿ Ì³òòàã-Ëåô-

ôëåðà [13, 23], � �n n, ( )n N
 âèçíà÷àþòüñÿ çã³äíî ç ñï³ââ³äíîøåííÿìè (22).

Îòæå, ôîðìàëüíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (11), (17), (18) îïèñàíî ñï³ââ³äíîøåí-

íÿì

u x t u t xn n

n

( , ) ( ) ( )�
�




�2

1


 , (28)

äå u t n Nn ( ) ( )
 âèçíà÷àþòüñÿ çã³äíî ç (27), 
n x n N( ) ( )
 — çã³äíî ç (22).

Âêàçàíèé ôîðìàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ðîçãëÿäóâàíî¿ çàäà÷³ íàñïðàâä³ º ¿¿ ðåãóëÿð-
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íèì ðîçâ’ÿçêîì. Äëÿ äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ ïîêàæåìî ñïî÷àòêó

çá³æí³ñòü ðÿäó (28). Ïîïåðåäíüî íàêëàäåìî íà ôóíêö³þ � ( )x îáìåæåííÿ âèã-

ëÿäó

� � �( ) [ , ], ( ) ( ) ( , )( ) ( )x C ii i
 � � �6 0 1 0 1 0 0 5 .

Òîä³ ç óðàõóâàííÿì â³äîìî¿ âëàñòèâîñò³ äâîïàðàìåòðè÷íî¿ ôóíêö³¿

Ì³òòàã-Ëåôôëåðà [13, 23]

� � �


� �


t E t M t| ( ) | ( , )� � � �0 0

( , , , , )0 2 0 0 0	 	 
 � � � �
 � �R t M const

òà îö³íêè, çíàéäåíî¿ êðàòíèì ³íòåãðóâàííÿì ÷àñòèíàìè [24–26] â ïåðøîìó

ñï³ââ³äíîøåíí³ ç (22):

�
�

n

n

n�
�

�

�
�

�

�

�
�

� 
O
1

6
( ), (29)

îäåðæóºìî ç (27) òàêó íåð³âí³ñòü:

| ( ) |u t
M

n

n

� 1

6�
( , , )M t n N1 0 0� � � 
const . (30)

Çâ³äñè íà îñíîâ³ ìàæîðóâàëüíî¿ îçíàêè Âåºðøòðàñà [27] äîõîäèìî âèñíîâêó,

ùî ðÿä (28) º àáñîëþòíî ³ ð³âíîì³ðíî çá³æíèì â îáëàñò³ �T , à ôóíêö³ÿ

u x t( , ) º íåïåðåðâíîþ â ö³é îáëàñò³. Àíàëîã³÷íî ìîæíà âñòàíîâèòè çá³æí³ñòü

ðÿä³â, óòâîðåíèõ ç â³äïîâ³äíèõ ïîõ³äíèõ ÷àñòèííèõ ðîçâ’ÿçê³â. Íàïðèêëàä,

äëÿ ðÿäó ïîõ³äíèõ 4-ãî ïîðÿäêó çà ãåîìåòðè÷íîþ çì³ííîþ x âèãëÿäó

� 
n n n

n

u t x4

1

( ) ( )

�




� (31)

ç óðàõóâàííÿì (29), (30) ìàºìî

�
�

n n

n

u t
M4 2

2
| ( ) | � ( , , )M t n N2 0 0� � � 
const .

Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî ìàæîðóâàëüíèì äëÿ ðÿäó (31) º çá³æíèé óçàãàëüíåíèé

ãàðìîí³÷íèé ðÿä
1

2
1 nn�




� . Îòæå, íà îñíîâ³ ìàæîðóâàëüíî¿ îçíàêè Âåºðøòðàñà [27]

ðÿä (31) º ð³âíîì³ðíî çá³æíèì â îáëàñò³ �T ³ éîãî ñóìà º íåïåðåðâíîþ ôóíêö³ºþ

â ö³é îáëàñò³. Îòæå, ðîçâ’ÿçîê ó âèãëÿä³ ðÿäó Ôóð’º (28), (27) º ðåãóëÿðíèì.

Îáåðíåíà ô³ëüòðàö³éíà çàäà÷à â ìåæàõ á³ïàðàáîë³÷íî¿ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³,

ùî âèçíà÷åíà ð³âíÿííÿì (11), çâîäèòüñÿ äî çíàõîäæåííÿ ïàðè ôóíêö³é

{ ( , ), ( )}u x t f x , ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü â îáëàñò³ �T ð³âíÿííÿ

C
t

C
t

C
t

D D u x t D
u

x

u

x
f

0 0 0

2

2

2
4

4
2� � �� �( , ) (�

�

�

�

�

�
�

�

�

�
�
�

�

�
� x), (32)

çà âèêîíàííÿ êðàéîâèõ óìîâ

u t u t u t u t txx xx( , ) ( , ) , ( , ) ( , ) ( )0 0 0 1 1 0 0� � � � � , (33)

u x x( , ) ( )0 � � , C
t

D u x
0

0 0� ( , ) � , u x T h x( , ) ( )� ( )0 1� �x , (34)

äå � ( ), ( )x h x — çàäàí³ ôóíêö³¿ â³äïîâ³äíî ïî÷àòêîâî¿ òà ê³íöåâî¿ (äëÿ t T� )

óìîâ, u — íàï³ðíà ôóíêö³ÿ, f — ôóíêö³ÿ äæåðåëà.
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Çà ðîçâ’ÿçîê îáåðíåíî¿ çàäà÷³ (32)–(34) áåðåòüñÿ ïàðà ôóíêö³é {u f, }, äå

u x t C f x Cx t T( , ) ( ), ( ) [ , ],
,
 
4 2 0 1� � , ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü ð³âíÿííÿ (32) òà êðàéîâ³

óìîâè (33), (34).

Íåõàé ³ñíóº ñê³í÷åííå ³íòåãðàëüíå ñèíóñ-ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º ôóíêö³¿

u x t( , ) çà çì³ííîþ x , ùî âèçíà÷àºòüñÿ çã³äíî ç ð³âí³ñòþ (19). Òîä³ â îáðàçàõ ïåðå-

òâîðåííÿ Ôóð’º (19) ðîçãëÿäóâàíà êðàéîâà çàäà÷à (32)–(34) çâîäèòüñÿ äî ðîçâ’ÿ-

çàííÿ òàêèõ çàäà÷:

C
t

C
t n n

C

t n n n nD D u t D u t v u t f
0 0 0

22� � ��( ) ( ) ( )� � � ( )n N
 , (35)

un n( )0 � � , C
t n n nD u u T h n N

0
0 0� ( ) , ( ) ( )� � 
 , (36)

äå

h h x x f f x x xn n L n n L n� �( ( ), ( )) , ( ( ), ( )) , (
( , ) ( , )


 
 
2 20 1 0 1
) ( ) ( )� 
sin n x n N	 . (37)

Çàñòîñîâóþ÷è äî öèõ çàäà÷ ³íòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà çà çì³ííîþ t ³

áåðó÷è äî óâàãè íàâåäåí³ âèùå ì³ðêóâàííÿ, çíàõîäèìî ðîçâ’ÿçîê (35) (çã³äíî

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè ùîäî ñï³ââ³äíîøåíü (36)) ó âèãëÿä³

u t
f

v
E t

t
E tn n

n

n

n
n

n( ) ( ) ( ),� �
�

�

�
�

�

�

�
�

� � �
�

�
� �

�

�
��

�
�

� �
�

2
�
�

�

�

�
�
�

f

v

n

n
2

( )n N
 . (38)

Íà îñíîâ³ (38) ç óðàõóâàííÿì ê³íöåâî¿ óìîâè u T hn n( ) � îäåðæóºìî

f
h

n Nn n
n n n

n

�
�


�
� �

�
( ), (39)

äå

� �
�

�
��

�
�

� �
�

n n
n

nE T
T

E T� � � �( ) ( ), ,

� �
�

�� �
�

� �
�

n
a

n nT E T E T� � � �
�

�
�

�

�
��, ,( ) ( )1

1
,

à âåëè÷èíè h n Nn ( )
 âèçíà÷àþòüñÿ çã³äíî ç (37).

Îòæå, ôîðìàëüíèé ðîçâ’ÿçîê îáåðíåíî¿ çàäà÷³ (32)–(34) âèçíà÷àºòüñÿ

ñï³ââ³äíîøåííÿìè (28), (38), (39) òà ð³âí³ñòþ

f x f n xn

n

( ) ( )�
�




�2

1

sin 	 . (40)

Äàë³ íåîáõ³äíî ïîêàçàòè, ùî ôîðìàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ö³º¿ çàäà÷³ ä³éñíî º

¿¿ ðåãóëÿðíèì ðîçâ’ÿçêîì. Äëÿ öüîãî äîâåäåìî çá³æí³ñòü ðÿä³â (28), (38), (40),

(39) òà ðÿä³â, óòâîðåíèõ ç â³äïîâ³äíèõ ïîõ³äíèõ ÷àñòèííèõ ðîçâ’ÿçê³â çà çì³ííè-

ìè x t, .

Íàêëàäàþ÷è íà ôóíêö³¿ � ( )x òà h x( ) äîäàòêîâ³ îáìåæåííÿ âèãëÿäó

� � �( ) [ , ], ( ) ( ) ( , )( ) ( )x C ii i
 � � �6 0 1 0 1 0 0 5 ,

h x C h h ii i( ) [ , ], ( ) ( ) ( , )( ) ( )
 � � �6 0 1 0 1 0 0 5 ,

çã³äíî ç [28, 29] ìàòèìåìî â³äîì³ îö³íêè:

�
�

n

n

n�
�

�

�
�

�

�

�
�

� 
O
1

6
( ), h nn

n

�
�

�

�
�

�

�

�
�

� 
O
1

6�
( ).
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Äàë³ íà îñíîâ³ ñï³ââ³äíîøåíü (38), (39) îäåðæóºìî

| ( ) | , | |u t
N

f
N

n

n

n

n

� �1

6

3

4� �
( , , , , )N N N t n N1 2 3 0 0� � � 
const .

Ãðóíòóþ÷èñü íà öèõ îö³íêàõ òà âèêîðèñòîâóþ÷è ÿê ìàæîðóâàëüíèé

çá³æíèé óçàãàëüíåíèé ãàðìîí³÷íèé ðÿä
1

2

1 nn
�

�
�




� �( ), ìàºìî íà îñíîâ³ îçíàêè

Âåºðøòðàñà [27], ùî ðÿäè (28), (40) º àáñîëþòíî ³ ð³âíîì³ðíî çá³æíèìè ³

ôóíêö³¿ u x t( , ) òà f x( ) º íåïåðåðâíèìè â îáëàñòÿõ �T òà [ , ]0 1 â³äïîâ³äíî. Çàçíà-

÷èìî, ùî àíàëîã³÷íî âèêëàäåíîìó âèùå ç ðîçâ’ÿçàííÿì ïðÿìî¿ çàäà÷³ ëåãêî

âñòàíîâèòè ³ ð³âíîì³ðíó çá³æí³ñòü ðÿä³â, óòâîðåíèõ ç â³äïîâ³äíèõ ïîõ³äíèõ ÷àñ-

òèííèõ ðîçâ’ÿçê³â çà çì³ííèìè x t, (çîêðåìà, ³ çá³æí³ñòü ðÿäó ç ïîõ³äíèõ 4-ãî ïî-

ðÿäêó çà çì³ííîþ x).

Îòæå, ôóíêö³¿ u x t( , ), f x( ), âèçíà÷åí³ ñï³ââ³äíîøåííÿìè (28), (38), (40),

(39), ä³éñíî º êëàñè÷íèì ðîçâ’ÿçêîì îáåðíåíî¿ çàäà÷³.

Äàë³ êîðîòêî çóïèíèìîñü íà îêðåìîìó âèïàäêó çàäà÷³, ùî â³äïîâ³äàº ìî-

äåëüíîìó ð³âíÿííþ ç ïîêàçíèêîì äðîáîâî¿ ïîõ³äíî¿ � �1. Òîä³ âêàçàíå ìîäåëü-

íå ð³âíÿííÿ íàáóâàº âèãëÿäó (8) ³ ðîçâ’ÿçîê ïðÿìî¿ çàäà÷³ (â³äïîâ³äíî¿ ðîçãëÿ-

íóò³é âèùå ô³ëüòðàö³éí³é çàäà÷³ ç óðàõóâàííÿì åôåêò³â ïàì’ÿò³) îòðèìóºìî

ç ðîçâ’ÿçêó (28), (27) çà óìîâè � �1. Îñòàòî÷íî ç óðàõóâàííÿì â³äîìèõ

ñï³ââ³äíîøåíü äëÿ ôóíêö³¿ Ì³òòàã-Ëåôôëåðà [23]

E z E z E z e z
� �( ) ( ), ( ), ,� �1 1 1

ìàòèìåìî

u x t t e xn n
t

n

n

n( , ) ( ) ( )� � �

�




�2 1

1

� � ��
sin ( , , )� 	 � � �n n nn n N� � 
2 , (41)

äå �n n N( )
 âèçíà÷àþòüñÿ çã³äíî ç ñï³ââ³äíîøåííÿìè (22).

Îòæå, ðîçâ’ÿçîê ïðÿìî¿ ô³ëüòðàö³éíî¿ çàäà÷³ äëÿ ìîäåë³, íå óðàõîâóþ÷è íå-

ëîêàëüíîñò³ çà ÷àñîâîþ çì³ííîþ, âèçíà÷àºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿìè (41).

Àíàëîã³÷íî ðîçâ’ÿçîê â³äïîâ³äíî¿ (32)–(34) îáåðíåíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ â ìåæàõ

êëàñè÷íîãî ï³äõîäó ìîæíà îòðèìàòè ç íàâåäåíîãî âèùå ðîçâ’ÿçêó ö³º¿ çàäà÷³

â ìåæàõ äðîáîâî-äèôåðåíö³éíîãî ï³äõîäó çà óìîâè � �1. Ó ðåçóëüòàò³ ç³

ñï³ââ³äíîøåíü (28), (38), (40), (39) çíàõîäèìî

u x t
f

t e
f

n

n
n

n

n
t n

n

n( , ) ( ) )� �
�

�

�
�

�

�

�
�

� �
�

��



��2 1

1
2 2

�
�

�
�

��
�

�

�

�
�
sin ( )� nx ,

f x f xn n

n

( ) ( )�
�




�2

1

sin � ,

f
h

n n
n n n

n

�
�

�
� �

�
, � � �

n n
T

T e n� � �
( )1 ,

�
�

� �
n

n
n

T
T e n� � � �1

1 1( ( ) ) ( )n N
 .

Íàâåäåí³ ðîçâ’ÿçêè (çà óìîâ âèêîíàííÿ çàçíà÷åíèõ âèùå îáìåæåíü äëÿ

ôóíêö³é � ( ), ( )x h x ) ä³éñíî º êëàñè÷íèìè.
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ÊÐÀÉÎÂ² ÇÀÄÀ×² Ô²ËÜÒÐÀÖ²ÉÍÎ¯ ÄÈÍÀÌ²ÊÈ ÑÒÎÑÎÂÍÎ
ÊÎÌÁ²ÍÎÂÀÍÎ¯ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÎ¯ ÌÎÄÅË²

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷³ ìîäåëþâàííÿ ãåîô³ëüòðàö³éíî¿ äèíàì³êè íà îñíîâ³ ìàòåìà-

òè÷íî¿ ìîäåë³, ÿêà áàçóºòüñÿ íà ïðèïóùåíí³, ùî ïî÷àòêîâà ñòàä³ÿ

ô³ëüòàö³éíîãî ïðîöåñó ç äîñòàòí³ì ñòóïåíåì àäåêâàòíîñò³ îïèñàíà ìîäåëëþ

ô³ëüòðàö³¿ â òð³ùèíóâàòî-ïîðèñòîìó ñåðåäîâèù³ (ð³âíÿííÿ âèãëÿäó (16)). Àëå

äàë³ (íàïðèêëàä, âíàñë³äîê ð³çêî¿ çì³íè óìîâ ïåðåá³ãó ô³ëüòðàö³éíîãî ïðîöå-

ñó) àäåêâàòíèé îïèñ éîãî äèíàì³êè ïîòðåáóº âèêîðèñòàííÿ á³ïàðàáîë³÷íî¿

ô³ëüòðàö³éíî¿ ìîäåë³ (ìîäåëüíå ð³âíÿííÿ âèãëÿäó (8)).

Ó ìåæàõ ö³º¿ êîìá³íîâàíî¿ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ (ÿêà ãðóíòóºòüñÿ íà ³äå¿

îïèñó ô³ëüòðàö³éíî¿ äèíàì³êè ç âèêîðèñòàííÿì ð³âíÿíü çì³øàíîãî òèïó) ðîç-

ãëÿíåìî òèïîâó ìîäåëüíó ô³ëüòðàö³éíó êðàéîâó çàäà÷ó â ïðÿì³é òà îáåðíåí³é

ïîñòàíîâêàõ.

Ñïî÷àòêó âèêëàäåìî ïîñòàíîâêó òà ìåòîäèêó ðîçâ’ÿçàííÿ ïðÿìî¿ êðàéîâî¿

çàäà÷³.

Óâåäåìî ïîçíà÷åííÿ

� � � � �� �� 	 	 � 	 	 � 	 	 	 	� �( ), ( ), {( , ): , }0 0 1 00 0t t t t T x t x t T .

Íåõàé â îáëàñò³ � ìàºìî ïàðó ìîäåëüíèõ ð³âíÿíü ô³ëüòðàö³¿:

C
t r

C

t
D u x t

x
u x t D u x t f

0

2

2 0 1
� �� �( , ) ( ( , ) ( , ))�

�

�
� � ( )0 0	 	t t , (42)

�

�
�

�

� �
�

�

�
�

2

2

3

2

2
4

4 22
u x t

t

u x t

t x

u x t

x
f

( , ) ( , ) ( , )
� � ( )t t T0 	 	 , (43)

äå � �r , — ä³éñí³ äîäàòí³ ïàðàìåòðè; u x t( , ) — ôóíêö³ÿ òèñêó; � 
( , ]0 1 — ïî-

ðÿäîê äðîáîâî¿ ïîõ³äíî¿; f f1 2, — çàäàí³ ôóíêö³¿ äæåðåë (íàäàë³ ç ìåòîþ

ñïðîùåííÿ â³äïîâ³äíèõ âèêëàäîê ðîçãëÿäàòèìåìî âèïàäîê f f x f1 2� �( ),

� � ��� f x( ), f f( ) ( )0 1 0� � ).

Ïðÿìà çàäà÷à ô³ëüòðàö³¿ ïîëÿãàº ó çíàõîäæåíí³ òàêî¿ ôóíêö³¿ u x t( , ), ÿêà:

1) º ôóíêö³ºþ êëàñó C t C t Tx t x t,
,

,
,( { }) ( { })

2 4 20
� � �� �� �� � � ;

2) çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ (42), (43) â � �� �
� ;

3) çàäîâîëüíÿº êðàéîâ³ óìîâè

u t u t u t u t t Txx xx( , ) ( , ) , ( , ) ( , ) ( )0 0 0 1 1 0 0� � � � � � , (44)

u x x( , ) ( )0 0 0 1� � � ; (45)

4) çàäîâîëüíÿº óìîâè ñïðÿæåííÿ äëÿ t t� 0 :

u x t u x t( , ) ( , )0 00 0� � � , C
t

D u x t
u x t

t0 0
00

0� ( , )
( , )

� �
� �

�
( )0 1� �x . (46)

Óâåäåìî ïîçíà÷åííÿ

u x t
u x t x t

u x t x t
( , )

( , ) , ( , ) ,

( , ) , ( , ) ,
�







�
�
�

� �

� �

�

�
(47)

òà ïðèïóñòèìî, ùî ³ñíóº ñê³í÷åííå ³íòåãðàëüíå ñèíóñ-ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º

ôóíêö³é u x t u x t� �( , ), ( , ) çà çì³ííîþ x âèãëÿäó [22]

u t u x t x dx n n Nn n n

�� ��
� � 
�( ) ( , ) ( ) ( , )sin � � 	

0

1

. (48)

Çàñòîñîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ (48) äî çàäà÷³ (42), (44), (45), îòðèìàºìî çàäà÷ó

Êîø³
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C
t n n n

n

r n

D u t u t
f

v0 1

� �
�

� �� �
�

( ) ( ) , un
� �( )0 0 ( )n N
 , (49)

äå

�
�

� �
� � � �n

n

r n
n n n nf f x x dx n N�

�
� � 
�1

2

0

1

, , ( ) ( ) ( )sin . (50)

Â³äïîâ³äíî äî [12, 13] ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (49) çàïèøåìî ó âèãëÿä³

u t
f

E t n Nn
n

n
n

� � � � 
( ) ( ( )) ( )
�

��
�1 , (51)

äå f n Nn ( )
 âèçíà÷àþòüñÿ çã³äíî ç (50), E� ( )� — ôóíêö³ÿ Ì³òòàã-Ëåô-

ôëåðà [23].

Ç óðàõóâàííÿì (51) îá÷èñëþºìî çíà÷åííÿ

u t
f

E t
f

q n Nn
n

n
n

n

n
n

� � � � � � � 
( ) ( ( )) ( ) ( )0 0
0 1 1

�
�

�
�

� , (52)

C
t n

n n

n
n

n

n
n nD u t

f
E t

f

v
q n N

0 0 0
0�

�
��

�
� �� � � � � 
( ) ( ) ( ), (53)

äå q E t n Nn n� � 
�
��( ) ( )
0

.

Çàñòîñîâóþ÷è ñê³í÷åííå ñèíóñ-ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º çà ãåîìåòðè÷íîþ

çì³ííîþ âèãëÿäó (48) äî çàäà÷³ (43), (44), îäåðæóºìî ð³âíÿííÿ

d u t

dt

du t

dt
u t fn

n
n

n n n n

2

2

2 2 4 22
� �

�� � �
( ) ( )

( )� � � � � � ( )n N
 . (54)

Ç óðàõóâàííÿì ë³í³éíîñò³ ð³âíÿííÿ (54) çàïèøåìî éîãî çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê

ó âèãëÿä³

u t d t c e
f

n n n
t t n

n

n� � �� � �( ) ( )
( )�

�
0 ( )n N
 , (55)

äå d c n Nn n, ( )
 — äîâ³ëüí³ ñòàë³, � n n N( )
 âèçíà÷àþòüñÿ çã³äíî ç (50).

Òîä³ çã³äíî ç óìîâàìè ñïðÿæåííÿ (46), âèêîðèñòîâóþ÷è (52), (53), ìàºìî

u t u t
f

qn n
n

n
n

� �� � �( ) ( ) ( )0 0 1
�

,
du t

dt
D u t

f
qn C

t n
n

n
n n

�
�� �

( )
( )0

0 0
�

�
� ( )n N
 . (56)

Ç óðàõóâàííÿì ñï³ââ³äíîøåíü (55), (56) îäåðæóºìî ñèñòåìó ë³í³éíèõ àëãåá-

ðà¿÷íèõ ð³âíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ íåâ³äîìèõ d c n Nn n, ( )
 :

d t c
f

q n Nn n
n

n
n� � � 
0

�
( ), (57)

� �
�

�n n n n
n

n
n nd t c

f
q n N� � � � 
( ) ( )0 1 . (58)

Ç ñèñòåìè ð³âíÿíü (57), (58) ìàºìî (îñê³ëüêè äåòåðì³íàíò ñèñòåìè

� n
* � � �1 0) ºäèíèé ¿¿ ðîçâ’ÿçîê ó âèãëÿä³

d f q t c f q n Nn n n r n
n

n n n r n� �
�

�
��

�

�
�� � � 
0

1
� �

�
� �, ( ). (59)

Ï³äñòàâëÿþ÷è çíà÷åííÿ d cn n, ç (59) ó ñï³ââ³äíîøåííÿ (55), çíàõîäèìî

u t f q t t en n
n

n
n

r n
t tn� � �� � � �

�

 
!

"

#
$

�
�
�

%
&( ) ( )

( )1 1
0

0

� �
� � �

'
( )n N
 , (60)

äå f n n n, ,� � âèçíà÷àþòüñÿ çã³äíî ç (37), (50), q E t n Nn n� � 
�
��( ) ( )
0

.
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Îòæå, ôîðìàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ðîçãëÿäóâàíî¿ ïðÿìî¿ çàäà÷³ çàäàþòü

ñï³ââ³äíîøåííÿ

u x t u t xn n

n

� �

�



� �( , ) ( ) ( )2

1

sin � (( , ) )x t 
 �� , (61)

u x t u t xn n

n

� �

�



� �( , ) ( ) ( )2

1

sin � (( , ) )x t 
 �� , (62)

äå ôóíêö³¿ u t u tn n
� �( ), ( ) âèçíà÷àþòüñÿ çã³äíî ç (51), (60).

Äàë³ ïîòð³áíî âñòàíîâèòè, ùî ôîðìàëüíèé ðîçâ’ÿçîê íàñïðàâä³ º ðåãóëÿð-

íèì ðîçâ’ÿçêîì ïîñòàâëåíî¿ çàäà÷³. Äëÿ öüîãî òðåáà äîâåñòè çá³æí³ñòü òðèãîíî-

ìåòðè÷íèõ ðÿä³â (61), (62) òà ðÿä³â, óòâîðåíèõ ç â³äïîâ³äíèõ ïîõ³äíèõ ÷àñòèí-

íèõ ðîçâ’ÿçê³â çà çì³ííèìè x t, . Ïîïåðåäíüî çàóâàæèìî, ùî ç óðàõóâàííÿì â³äî-

ìèõ âëàñòèâîñòåé [23] ïðî ìîíîòîíí³ñòü òà îáìåæåí³ñòü îäíîïàðàìåòðè÷íî¿

ôóíêö³¿ Ì³òòàã-Ëåôôëåðà E x� �( ) ( )� 	 	0 1 çà óìîâè x 
 � 
[ , )0 ìàºìî

ñï³ââ³äíîøåííÿ 0 1 2 31	 	 	 �q q nn ( , , ... ). Íàêëàäàþ÷è íà ôóíêö³þ f x( ) îáìå-

æåííÿ âèãëÿäó f x C f f ii i( ) [ , ], ( ) ( ) ( , )( ) ( )
 � � �6 0 1 0 1 0 0 5 òà ïðèéìàþ÷è äî

óâàãè, ùî f nn

n

�
�

�

�
�

�

�

�
�

� 
O
1

6�
( ), îäåðæóºìî íà îñíîâ³ (51), (60) òàê³ îö³íêè:

| ( )| , | ( ) |u t
M

u t
M

n

n

n

n

� �� �1

6

2

8� �
( , , [ , ], )M M t t T n N1 2 0 0� � 
 
cons . (63)

Âðàõîâóþ÷è (63), çã³äíî ç ìàæîðóâàëüíîþ îçíàêîþ Âåºðøòðàñà [27] ìàºìî,

ùî òðèãîíîìåòðè÷í³ ðÿäè (61), (62) º àáñîëþòíî ³ ð³âíîì³ðíî çá³æíèìè

â³äïîâ³äíî â îáëàñòÿõ � �� �, , à ôóíêö³ÿ u x t( , ) (âèçíà÷åíà çã³äíî ç (47),

(61), (62), (51), (60)) º íåïåðåðâíîþ â � . Àíàëîã³÷íî ìîæíà âñòàíîâèòè

çá³æí³ñòü ðÿä³â, óòâîðåíèõ ç â³äïîâ³äíèõ ïîõ³äíèõ ÷àñòèííèõ ðîçâ’ÿçê³â, íà-

ïðèêëàä ðÿäó, óòâîðåíîãî ç ïîõ³äíèõ 4-ãî ïîðÿäêó çà çì³ííîþ x âèãëÿäó

� �n n n

n

u t x4

1

�

�




� ( ) ( )sin (( , ) )x t 
 �� , (64)

ìàæîðóâàëüíèì äëÿ ÿêîãî º çá³æíèé óçàãàëüíåíèé ãàðìîí³÷íèé ðÿä
1

2
1 nn�




� .

Òîìó (â³äïîâ³äíî äî ìàæîðóâàëüíî¿ îçíàêè Âåºðøòðàñà [27]) ðÿä (64) º

ð³âíîì³ðíî çá³æíèì â � � ³ éîãî ñóìà º íåïåðåðâíîþ ôóíêö³ºþ â ö³é îáëàñò³.

Îòæå, ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê ïðÿìî¿ çàäà÷³ ³ñíóº.

Äàë³ íàâåäåìî âèêëàä ïîñòàíîâêè òà ðîçâ’ÿçàííÿ îáåðíåíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³

ô³ëüòðàö³éíî¿ äèíàì³êè äëÿ ðîçãëÿäóâàíî¿ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³.

Ïîñòàíîâêà îáåðíåíî¿ çàäà÷³ ïåðåäáà÷àº çíàõîäæåííÿ ïàðè ôóíêö³é

{u x t f x( , ), ( )}, äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ òàê³ óìîâè:

1) u x t( , ) çàäîâîëüíÿº óìîâó 1, âèçíà÷åí³é ó ïîñòàíîâö³ ïðÿìî¿ çàäà÷³, à f x( ) —

óìîâ³ f x C( ) [ , ]
 2 0 1 ;

2) u x t( , ) çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ (42), (43) â îáëàñò³ � �� �
� ;

3) u x t( , ) çàäîâîëüíÿº ãðàíè÷í³ óìîâè (44) òà ïî÷àòêîâ³ ³ ê³íöåâ³ óìîâè,

çà ÿêèõ

u x u x T x x( , ) , ( , ) ( ) ( )0 0 0 1� � � �� , (65)

äå � ( )x — â³äîìà ôóíêö³ÿ;

4) u x t( , ) çàäîâîëüíÿº óìîâè ñïðÿæåííÿ (46).

Ðîçâ’ÿçîê îáåðíåíî¿ çàäà÷³ çíàõîäèìî ó âèãëÿä³ (61), (62), äå u tn
( ( ) âèçíà-

÷àþòüñÿ çã³äíî ç (51), (60). Íåâ³äîì³ êîåô³ö³ºíòè Ôóð’º f n ôóíêö³¿ f x( ) çíàéäå-
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ìî ç óðàõóâàííÿì äðóãî¿ ç óìîâ (65), òîáòî óìîâè u Tn n
� �( ) � , äå

� �� � �n nx x dx n N� 
�
0

1

sin ( ) ( ).

Çâ³äñè íà îñíîâ³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (55) îäåðæóºìî

f
d T c en

n
n n n

n

�
� � 
� � � �

( ) ( )n N
 , (66)

äå 
 � �T t0 , à ñòàë³ d c n Nn n, ( )
 âèçíà÷àþòüñÿ çã³äíî ç (59). Ï³äñòàâëÿþ÷è

çíà÷åííÿ d cn n, ç³ ñï³ââ³äíîøåíü (59) ó ð³âíÿííÿ (66), îòðèìóºìî

f n Nn n n n� � � 
� � ( ), (67)

äå

� n n n n n n r n nv v q e n Nn� � � � 
�
� �( ) , ( ) ( ) ( )1 1

� 
 � 
 � � . (68)

Óâåäåìî äî ðîçãëÿäó ôóíêö³þ

�n n
x

r
r

x q e
x

x
n N( ) ( )� �

�

�

�

�
�

�

�

�
�


�
 � 

�

1
1

2

,

âèçíà÷åíó íà äîäàòí³é ï³âîñ³ x � 0. Ç åëåìåíòàðíîãî äîñë³äæåííÿ ìàºìî, ùî

äëÿ x � 0 ³ n N
 âèêîíóþòüñÿ íåð³âíîñò³ � 	�n x( ) 0, òîáòî ôóíêö³ÿ

�n x n N( ) ( )) 
 º ìîíîòîííî ñïàäíîþ ôóíêö³ºþ ñâîãî àðãóìåíòó x 
 � 
[ , )0 .

Òîä³ ç óðàõóâàííÿì çàçíà÷åíèõ âèùå íåð³âíîñòåé âèãëÿäó

0 1 2 31	 	 	 �q q nn ( , , ... ) îòðèìàºìî äëÿ �n nv( ) òàê³ ñï³ââ³äíîøåííÿ:

0 0 11	 	 � 	 	 
� �n n n nv q q n N( ) ( ) ( ), (69)

äå

q E
t

r

1

2
0

21
� �

�

�

�

�
�

�

�

�
��

��	

� �	
.

Îòæå, çã³äíî ³ç ñï³ââ³äíîøåíÿìè (68), (69) äëÿ âñ³õ n N
 âèêîíóþòüñÿ òàê³

íåð³âíîñò³:

� 	 	 � 	 
1 1 01� n q n N( ).

Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî � n n N� ) 
0 ( ) ³ ð³âíÿííÿ (67) ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê

f n Nn n
n

n

� � 
�
�

�
( ). (70)

Òàêèì ÷èíîì, ôîðìàëüíèé ðîçâ’ÿçîê îáåðíåíî¿ çàäà÷³ íàäàþòü ñï³ââ³äíîøåííÿ

(40), (61), (62), äå ôóíêö³¿ f u t u tn n n, ( ), ( )� � âèçíà÷àþòüñÿ çã³äíî ç (70), (51), (60).

Çàëèøàºòüñÿ ïîêàçàòè, ùî îäåðæàíèé ôîðìàëüíèé ðîçâ’ÿçîê îáåðíåíî¿ çà-

äà÷³ íàñïðàâä³ º ¿¿ ðåãóëÿðíèì ðîçâ’ÿçêîì. Äëÿ öüîãî íàêëàäåìî íà ôóíêö³þ

� ( )x äîäàòêîâ³ îáìåæåííÿ âèãëÿäó � ( ) [ , ]x C
 8 0 1 , � �( ) ( )( ) ( ) ( , )i i i0 1 0 0 7� � � .

Ç óðàõóâàííÿì çàçíà÷åíèõ îáìåæåíü ìàº ì³ñöå (ùî ëåãêî ïîêàçàòè çà äîïîìî-

ãîþ êðàòíîãî ³íòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè [24–26, 28, 29]) îö³íêà

�
�

n

n

n�
�

�

�
�

�

�

�
�

� 
O
1

8
( ), íà îñíîâ³ ÿêî¿ ³ç ñï³ââ³äíîøåííÿ (70) îäåðæóºìî

| |
| |

| |
| | ( , )f

q

N
N n Nn

n

n
n n

n

n

� �
�

� � � 

�

� �
�

�� 1
0

1

1

6 1 const .
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Çâ³äñè çã³äíî ç îçíàêîþ Âåºðøòðàñà [27] äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî òðèãîíî-

ìåòðè÷íèé ðÿä (40) (äå f n âèçíà÷åíî çã³äíî ç (70)) º àáñîëþòíî ³ ð³âíîì³ðíî

çá³æíèì íà â³äð³çêó [ , ]0 1 , à ôóíêö³¿ f x ii( ) ( ) ( , )� 0 2 — íåïåðåðâí³ íà öüîìó

â³äð³çêó. Ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî çà óìîâè âèêîíàííÿ íàêëàäåíèõ âèùå îáìå-

æåíü íà ôóíêö³þ � ( )x äëÿ ôóíêö³é u tn
( ( ) ìàþòü ì³ñöå îö³íêè âèãëÿäó (63), äî-

õîäèìî âèñíîâêó, ùî ôóíêö³ÿ u x t( , ) º íåïåðåðâíîþ, u x t C( , ) ( )
 � .

Íàñàìê³íåöü çàçíà÷èìî, ùî ºäèí³ñòü ðîçâ’ÿçêó ðîçãëÿäóâàíî¿ îáåðíåíî¿

êðàéîâî¿ çàäà÷³ áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàº [26] ç ïîâíîòè ñèñòåìè

{sin ( ), , , , ...}� � 	n nx n n� �1 2 â ïðîñòîð³ L2 0 1( , ).

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó ðîáîò³ îäåðæàíî çàìêíåí³ ðîçâ’ÿçêè äåÿêèõ íåñòàö³îíàðíèõ îäíîâèì³ðíèõ

ïðÿìèõ ³ îáåðíåíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ìîäåëþâàííÿ àíîìàëüíî¿ ô³ëüòðàö³éíî¿

äèíàì³êè â øàðóâàòîìó ãåîïîðèñòîìó ñåðåäîâèù³ ñê³í÷åííî¿ ïîòóæíîñò³, ïî-

ñòàâëåíèõ ÿê çàäà÷³ äëÿ äðîáîâî-äèôåðåíö³éíîãî óçàãàëüíåííÿ â³äîìîãî á³ïà-

ðàáîë³÷íîãî åâîëþö³éíîãî ð³âíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè 4-ãî ïîðÿäêó çà

ãåîìåòðè÷íîþ çì³ííîþ. Òàêîæ íàâåäåíî ïîñòàíîâêè òà ðîçâ’ÿçàííÿ ïðÿìî¿ ³

îáåðíåíî¿ ìîäåëüíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ãåîô³ëüòðàö³éíî¿ äèíàì³êè íà îñíîâ³

ñïåö³àëüíî¿ êîìá³íîâàíî¿ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ ô³ëüòðàö³¿ ç óìîâàìè ñïðÿæåí-

íÿ òà âèçíà÷åíî óìîâè ³ñíóâàííÿ ðåãóëÿðíèõ ðîçâ’ÿçê³â ðîçãëÿíóòèõ çàäà÷.
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V.M. Bulavatsky

SOME BOUNDARY-VALUE PROBLEMS OF FRACTIONAL DIFFERENTIAL
FILTRATION DYNAMICS WITH REGARD TO BIPARABOLIC MATHEMATICAL MODEL

Abstract. Closed-form solutions are obtained to some one-dimensional boundary-value
problems for modeling anomalous filtration dynamics in a layered geoporous medium, posed
within the framework of the fractional-differential generalization of the biparabolic
evolutionary partial differential equation of the fourth order. In particular, the formulation and
solution of the direct and inverse model boundary-value problems of geofiltration dynamics
based on the mathematical model with conjugation conditions are presented, and the
conditions of the existence of regular solutions to these problems are defined.

Keywords: mathematical modeling, fractional-differential dynamics of geofiltration processes,
nonclassical models, biparabolic evolutionary equation, fractional-differential analog of the
biparabolic evolutionary equation, nonstationary boundary-value problems on a finite interval,
direct and inverse problems, conjugation conditions, closed-form solutions.
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