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Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî îïòèì³çàö³éí³ ïåðåòâîðåííÿ àëãîðèòìó ïîáóäîâè ì³í³ìàëüíî¿ ïî-
ðîäæóâàëüíî¿ ìíîæèíè ðîçâ’ÿçê³â ñèñòåì ë³í³éíèõ îäíîð³äíèõ ð³âíÿíü ó ìíîæèí³ íàòó-
ðàëüíèõ ÷èñåë. Îïèñàíî îñîáëèâîñò³ òàêèõ ñèñòåì ë³í³éíèõ îäíîð³äíèõ ð³âíÿíü, îá´ðóí-
òîâàíî îïòèì³çàö³éí³ ïåðåòâîðåííÿ òà íàâåäåíî ïðèêëàäè ðîáîòè àëãîðèòìó äî ³ ï³ñëÿ çà-
ñòîñóâàííÿ îïòèì³çàö³éíèõ ïåðåòâîðåíü. Çàñòîñóâàííÿ àëãîðèòìó ïðî³ëþñòðîâàíî
ïðèêëàäàìè àíàë³çó âëàñòèâîñòåé ìåðåæ Ïåòð³ òà ïîáóäîâè ìíîæèíè áàçèñíèõ ðîçâ’ÿçê³â
ó ïîëÿõ êîìïëåêñíèõ, ä³éñíèõ, ðàö³îíàëüíèõ ÷èñåë òà ó ñê³í÷åííèõ ïîëÿõ.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ñèñòåìè ë³í³éíèõ ð³âíÿíü, àëãîðèòìè, ðîçâ’ÿçêè, îïòèì³çàö³ÿ, ñêëàäí³ñòü.

ª áàãàòî çàäà÷, ÿê³ çâîäÿòüñÿ äî ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåì ë³í³éíèõ ð³âíÿíü (ÑËÐ) [1, 2],

ùî çóìîâèëî ïîÿâó áàãàòüîõ ìåòîä³â ¿õíüîãî ðîçâ’ÿçàííÿ. Îñîáëèâå ì³ñöå ó öüîìó

ïåðåë³êó ïîñ³äàþòü ñèñòåìè ë³í³éíèõ îäíîð³äíèõ ð³âíÿíü (ÑËÎÐ), êîåô³ö³ºíòè

ÿêèõ íàëåæàòü ê³ëüöþ ö³ëèõ ÷èñåë Z , à ¿õí³ ðîçâ’ÿçêè øóêàþòü ó ìíîæèí³ íàòó-

ðàëüíèõ ÷èñåë N . Á³ëüøå ñòîë³òòÿ òîìó áóëî âñòàíîâëåíî, ùî ÑËÎÐ òàêîãî

òèïó ìàþòü ñê³í÷åííèé áàçèñ ìíîæèíè âñ³õ ðîçâ’ÿçê³â [3, 4], àëå àëãîðèòìó ïî-

áóäîâè òàêîãî áàçèñó íå áóëî (òîä³ ùå íå ³ñíóâàëî ³ ñàìîãî ïîíÿòòÿ «àëãî-

ðèòì»). Äîñë³äæåííÿ ç ïîøóêó àëãîðèòì³â ðîçâ’ÿçàííÿ ÑËÎÐ âåëèñÿ ïîñò³éíî,

àëå îñîáëèâà àêòèâí³ñòü â öüîìó íàïðÿì³ ïî÷àëàñÿ ó 80-õ ðîêàõ 20-ãî ñòîë³òòÿ

ó çâ’ÿçêó ç ðîáîòàìè ç ïîáóäîâè ïðóâåð³â äëÿ òåîð³é ïåðøîãî ïîðÿäêó. Ïîáóäîâà

ïðóâåð³â ïîòðåáóâàëà ðîçâ’ÿçàííÿ ïðîáëåìè óí³ô³êàö³¿ òåðì³â ó àñîö³àòèâíî-êîìó-

òàòèâíèõ òåîð³ÿõ ïåðøîãî ïîðÿäêó, ÿêà çâîäèëàñÿ äî ðîçâ’ÿçàííÿ ÑËÎÐ ó ìíî-

æèí³ N . Öå çóìîâèëî ïîÿâó àëãîðèòì³â ðîçâ’ÿçàííÿ îäíîãî ë³í³éíîãî îäíîð³äíîãî

ð³âíÿííÿ (ËÎÐ) [5], ÑËÎÐ [6–9] òîùî. Â ê³íö³ 20-ãî ñòîë³òòÿ áóëî ðîçðîáëåíî

TSS-ìåòîä ³ àëãîðèòì ðîçâ’ÿçàííÿ CËÎÐ ó ìíîæèí³ N äëÿ àíàë³çó ìåðåæ Ïåòð³

(ÌÏ) [10]. Àëãîðèòì, ïîáóäîâàíèé íà TSS-ìåòîä³, îïèñàíî â ìîíîãðàô³¿ [11]. Â³í

çàñòîñîâíèé äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåì ë³í³éíèõ îáìåæåíü òèïó ð³âíîñòåé ³ íåð³âíîñ-

òåé. Îñîáëèâ³ñòþ öüîãî àëãîðèòìó º òå, ùî ï³ä ÷àñ ïîøóêó ðîçâ’ÿçê³â ÑËÐ íå âè-

êîðèñòîâóþòü îïåðàö³þ ä³ëåííÿ çà âèíÿòêîì ñêîðî÷åííÿ íà íàéá³ëüøèé ñï³ëüíèé

ä³ëüíèê. Àëãîðèòì çíàõîäèòü ì³í³ìàëüíó ïîðîäæóâàëüíó ìíîæèíó ðîçâ’ÿçê³â

ÑËÎÐ ó ìíîæèí³ N , ÿêà íå çàâæäè çá³ãàºòüñÿ ç áàçèñîì ìíîæèíè âñ³õ ðîçâ’ÿçê³â

ÑËÎÐ. Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî âñ³ àëãîðèòìè ðîçâ’ÿçàííÿ ÑËÐ ó ìíîæèí³ N ³ TSS-àë-

ãîðèòì ó òîìó ÷èñë³ ìàþòü âèñîêó ÷àñîâó ñêëàäí³ñòü [11, 12]. Àëå êîëè TSS-àëãî-

ðèòì çàñòîñîâóþòü äî ÑËÐ, ðîçâ’ÿçêè ÿêèõ øóêàþòü ó ïîë³, òî â³í ìàº

ïîë³íîì³àëüíó îö³íêó ÷àñîâî¿ ñêëàäíîñò³. Öÿ ðîáîòà º ïðîäîâæåííÿì [13].

1. TSS-ÀËÃÎÐÈÒÌ ÄËß ÑËÎÐ Ó ÌÍÎÆÈÍ² N

Íåõàé çàäàíî ÑËÎÐ ç ö³ëèìè êîåô³ö³ºíòàìè

S

L x a x a x

L x a x a x
q q

q q�

� � � �

� � � � �
1 11 1 1

2 21 1 2

0

0

( ) ,

( ) ,

�

�������������

�L x a x a xp p pq q( ) ,� � � �

�

�
��

�
�
� 1 1 0

(1)
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äå a Zij 	 (ìíîæèíà ö³ëèõ ÷èñåë), à x j íàáóâàþòü çíà÷åíü y ìíîæèí³ N . Ðîç-

ãëÿíåìî ìíîæèíó îäèíè÷íèõ âåêòîð³â M e e eq0 1 2' � { }, , ,� ïðîñòîðó N q , ÿêó

íàçèâàþòü êàíîí³÷íèì áàçèñîì öüîãî ïðîñòîðó, ³ ïåðøå ð³âíÿííÿ
L x a x a x a xq q1 11 1 12 2 1 0( ) � � � � �� ñèñòåìè S . Çà äîïîìîãîþ ôóíêö³¿ L x1 ( )

ðîç³á’ºìî åëåìåíòè ìíîæèíè M 0' íà òàê³ òðè ãðóïè: M e L e
1
0

1 0� �{ }| ( ) ,

M
1
� � � 
{ }e L e| ( )1 0 ³ M e L e1 1 0� � �{ }| ( ) . Çðîçóì³ëî, ùî êîëè ìíîæèíè M

1
0 ³

M
1
� ÷è M

1
0 i M1

� ïîðîæí³, òî ð³âíÿííÿ L x1 0( ) � íå ìàº íåòðèâ³àëüíèõ ðîç-

â’ÿçê³â ó ìíîæèí³ N . ßêùî ìíîæèíè M
1
0 , M

1
� , M1

� íåïîðîæí³, òî ïîáóäóºìî

ìíîæèíó
'M M y y L e e L e eij ij i j j i1 1

0
1 1� � � �� { }| ( ) ( ) ,

äå e Mj 	 �
1

, e Mi 	 �
1 .

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôóíêö³þ L x2 ( ) , ðîç³á’ºìî åëåìåíòè ìíîæèíè 'M àíà-

ëîã³÷íî äî ïîïåðåäíüîãî ðîçáèòòÿ íà òðè ãðóïè: M e L e
2
0

2 0� �{ }| ( ) , M
2
� �

� 
{ }e L e| ( )2 0 ³ M e L e2 2 0� � �{ }| ( ) . Ïðèïóñòèìî, ùî ïðèíàéìí³ äâ³ ç öèõ ìíî-

æèí íåïîðîæí³, òîä³ ïîáóäóºìî ìíîæèíó

'M M y y L e e L e eij ij i j j i2 2
0

2 2� � � �� { | ( ) ( ) , äå e M e Mj i	 	� �
2 2, } .

Íåõàé ó òàêèé ñïîñ³á ïîáóäîâàíî ìíîæèíó 'M j ³ç ìíîæèí M j
0 �

� �{ }e L er j r
0 0 0| ( ) , M e L ej i j i

� � �� 
{ }| ( ) 0 i M e L ej s j s
� � �� �{ | ( ) 0 çà äîïîìîãîþ

ôóíêö³¿ L xj ( ) ³ öÿ ìíîæèíà íåïîðîæíÿ. Ñïðàâåäëèâîþ º î÷åâèäíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Åëåìåíòè ìíîæèíè 'M j º ðîçâ’ÿçêàìè ñèñòåìè ð³âíÿíü

L x L x L xj1 20 0 0( ) ( ) ( )� 
 � 
 
 �� .
Äîâåäåííÿ î÷åâèäíèì ÷èíîì âèïëèâàº ç ïîáóäîâè ìíîæèíè 'M j .

Îçíà÷åííÿ 1. Ïîáóäîâàíà ìíîæèíà 'M j íàçèâàºòüñÿ çð³çàíîþ ìíîæèíîþ

ðîçâ’ÿçê³â àáî TSS (truncated set îf solutions).

Öÿ íàçâà ñåáå âèïðàâäîâóº, îñê³ëüêè îòðèìàíà ìíîæèíà ðîçâ’ÿçê³â íå çàâ-

æäè áóäå áàçèñîì ìíîæèíè âñ³õ ðîçâ’ÿçê³â ñèñòåìè.

Ïîðîäæóâàëüíà âëàñòèâ³ñòü TSS âèïëèâàº ç òàêî¿ òåîðåìè.

Òåîðåìà 2. Íåõàé ìíîæèíà Ì — öå TSS ñèñòåìè ë³í³éíèõ îäíîð³äíèõ

ð³âíÿíü (1) ó ìíîæèí³ N , ïîáóäîâàíà â îïèñàíèé âèùå ñïîñ³á, ³ Ì ' — ìíîæèíà

âñ³õ ðîçâ’ÿçê³â ö³º¿ ñèñòåìè. Òîä³ äîâ³ëüíèé ðîçâ’ÿçîê x Ì	 ' ìîæíà ïðåäñòàâè-

òè ó âèãëÿä³ ë³í³éíî¿ êîìá³íàö³¿ tx a e a em m� � � � �1 1 � , äå t � 1, a Ni 	 , e Mi 	 ,

i m�1, ,� [11].

Íåõàé ( , )x y îçíà÷àº ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîð³â x i y, à L xi ( ) — ë³âó ÷àñòè-

íó i-ãî ð³âíÿííÿ ñèñòåìè S . Ç³ ñêàçàíîãî âèùå âèïëèâàº òàêèé àëãîðèòì ïîáóäî-

âè TSS äëÿ ÑËÎÄÐ ó ìíîæèí³ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N .

TSSEQN( , , )M p q

Âõ³ä: Ìàòðèöÿ ÑËÎÄÐ S ðîçì³ðó p q� .

Âèõ³ä: TSS-ìíîæèíà M ðîçâ’ÿçê³â ÑËÎÄÐ àáî «íåñóì³ñíà».

Ìåòîä:

M e e eq i: , , |� { 1 � — êàíîí³÷íèé âåêòîð N q};

for i:�1 to p do

M TSSEQN M L xi: ( , ( ))� 1 ;

if M � � then (print(íåñóì³ñíà); STOP) else CLEAN M( ) ;

print(M );

14 ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2024, òîì 60, ¹ 2



TSSEQN1 ( , ( ))M L x

begin

M 0 :� � ; M � � �: ; M � � �: ;

forall e M	 do

if L e( ) � 0 then M M e0 0:� � { } else

if L e( ) 
 0 then M M e� ��: � { } else M M e� ��: �{ };

M M' :� 0 ;

if M M� �� � 
 � � then

forall u M	 � do

forall � 	 �M do e L u L u: ( ) ( )� � �� � ; M M e' ':� � { };

return ( )M ' ;

end

Ïðîöåäóðà CLEAN M( ) âèêîíóº ÷èùåííÿ îòðèìàíî¿ ìíîæèíè ðîçâ’ÿçê³â M .

Öå ÷èùåííÿ çâîäèòüñÿ äî ïîøóêó íåâ³ä’ºìíèõ ðîçâ’ÿçê³â ÑËÎÐ, ÿê³ º íe-

â³ä’ºìíèìè ë³í³éíèìè êîìá³íàö³ÿìè ðåøòè ðîçâ’ÿçê³â ³ç ìíîæèíè M , ³ âèëó÷åí-

íÿ òàêèõ âåêòîð³â ³ç M .

Ç òåîðåì 1, 2 âèïëèâàº, ùî êîæíèé âåêòîð TSS ìîæíà ïîä³ëèòè íà íàé-

á³ëüøèé ñï³ëüíèé ä³ëüíèê (ÍÑÄ) éîãî êîîðäèíàò, ÿêùî öåé ÍÑÄ â³äì³ííèé â³ä

îäèíèö³. Öå äàº çìîãó çìåíøèòè âåëè÷èíó êîîðäèíàò öèõ âåêòîð³â ³ åôåê-

òèâí³øå ïðîâîäèòè îá÷èñëåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè, ÿê³ ³ëþñòðóþòü ðîáîòó àëãîðèòìó TSSEQN òà âëàñ-

òèâîñò³ ìíîæèíè ðîçâ’ÿçê³â, îòðèìàíèõ öèì àëãîðèòìîì. Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó,

ùî ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü TSS çàëåæàòü â³ä ïîðÿäêó ð³âíÿíü ó ñèñòåì³.

Ïðèêëàä 1. Ïåðåâ³ðèòè ñóì³ñí³ñòü ÑËÎÄÐ S ó ìíîæèí³ N , äå

S

L x x x x x x

L x x x x x�
� � � � � �
� � � � �

1 1 2 3 4 5

2 1 2 3 4

4 2 3 2 0

2 4 5

( ) ,

( ) x

L x x x x x x
5

3 1 2 3 4 5

0

0 2 4 0 9 0

�
� � � � � �

�

�
�

��
,

( ) .

Ðîçâ’ÿçàííÿ. TSS-ìíîæèíó M1' ñêëàäàþòü âåêòîðè:

e1 3 0 4 0 0� ( , , , , ) , e2 0 3 2 0 0� ( , , , , ) , e3 1 0 0 2 0� ( , , , , ) ,

e4 0 1 0 1 0� ( , , , , ) , e5 1 0 0 0 4� ( , , , , ) , e6 0 1 0 0 2� ( , , , , ) .

Áàçèñ ìíîæèíè ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ L x1 0( ) � (ÿêèé ìîæíà çíàéòè, íàïðèê-

ëàä, ìåòîäîì ç ðîáîòè [5]) ñêëàäàþòü âåêòîðè:

e1 3 0 4 0 0� ( , , , , ), e2 0 3 2 0 0� ( , , , , ), e3 1 0 0 2 0� ( , , , , ), e4 0 1 0 1 0� ( , , , , ),

e5 1 0 0 0 4� ( , , , , ), e6 0 1 0 0 2� ( , , , , ), e7 2 0 2 1 0� ( , , , , ), e8 1 1 2 0 0� ( , , , , ),

e9 1 0 0 1 2� ( , , , , ), e10 0 2 1 0 1� ( , , , , ), e11 1 0 1 0 1� ( , , , , ).

Íà ï³äñòàâ³ òåîðåìè 2 âåêòîðè e7 � e11 öüîãî áàçèñó ïîâèíí³ ìàòè ðîçêëàäè

÷åðåç âåêòîðè e e1 6� . Ä³éñíî,

2 7 1 3e e e� � , 3 8 1 2e e e� � , 2 9 3 5e e e� � , 2 10 2 6e e e� � , 4 11 1 5e e e� � .

Çíàõîäÿ÷è çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ L x2 ( ) íà âåêòîðàõ ³ç M1' , ìàºìî

L e2 1 10( ) � � , L e2 2 11( ) � � , L e2 3 4( ) � , L e2 4 0( ) � , L e2 5 22( ) � , L e2 6 9( ) � .
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Áóäóºìî

� �e1 0 1 0 1 0( , , , , ), � � � �e e e2 1 32 5 11 0 8 10 0( , , , , ) , � � � �e e e3 2 34 11 11 12 8 22 0( , , , , ) ,

� � � �e e e4 2 52 1 6 4 0 4( , , , , ) , � � � �e e e5 2 69 11 0 19 9 0 11( , , , , ) ,

� � � �e e e6 1 511 5 19 0 22 0 10( , , , , ), � � � �e e e7 1 69 10 27 10 36 0 20( , , , , ) .

ßêùî ç îòðèìàíî¿ ìíîæèíó ðîçâ’ÿçê³â âèëó÷èòè ë³í³éíî çàëåæí³ ðîçâ’ÿçêè,

òî ìàòèìåìî òàêó ìíîæèíó âåêòîð³â:

M e e e2 1 2 40 1 0 1 0 11 0 8 10 0 0 19 9' � � � � � � �{ ( , , , , ), ( , , , , ), ( , , , , ), ( , , , , )0 11 19 0 22 0 105� �e },

îñê³ëüêè � � � � �e e e3 2 112 , 19 64 5 6� � � � �e e e , 19 10 277 5 6� � � � �e e e ³ ¿õ ìîæíà âèëó÷èòè

³ç TSS.

Áàçèñ ìíîæèíè ðîçâ’ÿçê³â ï³äñèñòåìè L x L x1 20 0( ) ( )� 
 � ñêëàäàþòü òàê³

âåêòîðè:

s1 0 1 0 1 0� ( , , , , ), s2 11 0 8 10 0� ( , , , , ), s3 16 1 19 0 9� ( , , , , ), s4 0 19 9 0 11� ( , , , , ) ,

s5 19 0 22 0 10� ( , , , , ) , s6 1 6 4 0 4� ( , , , , ), s7 13 2 16 0 8� ( , , , , ), s8 10 3 13 0 7� ( , , , , ),

s9 7 4 10 0 6� ( , , , , ), s10 4 5 7 0 5� ( , , , , ), s11 3 0 3 1 1� ( , , , , ) .

Âåêòîðè s6–s11 i s3 º ë³í³éíèìè êîìá³íàö³ÿìè âåêòîð³â

s1 0 1 0 1 0� ( , , , , ), s2 11 0 8 10 0�( , , , , ), s4 0 19 9 0 11� ( , , , , ), s5 19 0 22 0 10� ( , , , , ),

³ ìàþòü òàêèé âèãëÿä:

19 66 4 5s s s� � , 19 2 137 4 5s s s� � , 19 3 108 3 5s s s� � ,

19 4 79 4 5s s s� � , 19 5 410 4 5s s s� � , 10 11 2 5s s s� � , 19 163 4 5s s s� � .

Çíà÷åííÿ L s3 1 2( ) � , L s3 2 32( ) � , L s3 4 25( ) � � , L s3 5 2( ) � � ñâ³ä÷àòü ïðî

ñóì³ñí³ñòü ñèñòåìè, ÿêà ìàº ïðèíàéìí³ ÷îòèðè ðîçâ’ÿçêè:

� �s1 19 1 22 1 10( , , , , ), � �s2 275 608 488 250 352( , , , , ),

� �s3 0 63 18 25 22( , , , , ), � �s4 63 0 72 2 32( , , , , ).

Àëå ðîçâ’ÿçêè �s1, �s2 ë³í³éíî âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç � �s3 0 63 18 25 22( , , , , ),

s4 63 0 72 2 32' ( , , , , )� . Ñïðàâä³,

63 19 1 22 1 10 19 63 0 72 2 32 0 63 18 25 22( , , , , ) ( , , , , ) ( , , , , )� � ,

63 275 608 488 250 352 275 63 0 72 2 32 608 0 63( , , , , ) ( , , , , ) ( ,� � , , , )18 25 22 .

Îòæå, ðîçâ’ÿçêè

� �s3 0 63 18 25 22( , , , , ), � �s4 63 0 72 2 32( , , , , )

ñêëàäàþòü TSS ñèñòåìè S .

Áàçèñ ìíîæèíè ðîçâ’ÿçê³â ö³º¿ ÑËÎÄÐ ñêëàäàþòü âåêòîðè

u s1 3 0 63 18 25 22� � � ( , , , , ), u s2 4 63 0 72 2 32� � � ( , , , , ),

u3 19 1 22 1 10� ( , , , , ), u4 13 4 16 2 8� ( , , , , ), u5 7 7 10 3 6� ( , , , , ), u6 1 10 4 4 4� ( , , , , ).

Îòæå, TSS-àëãîðèòì íå çàâæäè áóäóº áàçèñ ìíîæèíè âñ³õ ðîçâ’ÿçê³â ÑËÎÄÐ.

ßêùî ïîì³íÿòè ïåðøå ð³âíÿííÿ ç òðåò³ì ³ çàñòîñóâàòè TSS-àëãîðèòì, òî â³í

çíàéäå ò³ëüêè ðîçâ’ÿçêè �s3 , �s4 .
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Ç íàâåäåíîãî ïðèêëàäó âèäíî, ùî ïåðåä çàñòîñóâàííÿì TSS-àëãîðèòìó âàðòî

âèáðàòè ïåðøèì òå ð³âíÿííÿ ÑËÎÐ, ó ÿêîãî âåëè÷èíà kn m� ì³í³ìàëüíà, äå k —

ê³ëüê³ñòü äîäàòíèõ êîåô³ö³ºíò³â, n — ê³ëüê³ñòü â³ä’ºìíèõ êîåô³ö³ºíò³â ³ m —

ê³ëüê³ñòü íóëüîâèõ êîåô³ö³ºíò³â.

2. ÎÏÒÈÌ²ÇÀÖ²ÉÍ² ÏÅÐÅÒÂÎÐÅÍÍß TSS-ÀËÃÎÐÈÒÌÓ

Ðîçãëÿíåìî îïòèì³çàö³éí³ ïåðåòâîðåííÿ TSS-àëãîðèòìó òà îö³íèìî ¿õíþ

åôåêòèâí³ñòü íà êîíêðåòíèõ ïðèêëàäàõ ÑËÎÐ.

Ïåðøå îïòèì³çàö³éíå ïåðåòâîðåííÿ âèïëèâàº ç àíàë³çó ïðèêëàäó 1. Öå

ïåðåòâîðåííÿ çâîäèòüñÿ äî âèáîðó ïåðøîãî ð³âíÿííÿ ñèñòåìè, ç ÿêîãî ïî÷è-

íàºòüñÿ ïîáóäîâà TSS. Âèáèðàºìî ñåðåä ð³âíÿíü ñèñòåìè òå ð³âíÿííÿ, ó ÿêîãî

âåëè÷èíà kn m� ì³í³ìàëüíà. Öå ïåðåòâîðåííÿ äàº ïåâíèé åôåêò, ÿê ïîêàçóþòü

åêñïåðèìåíòè, àëå âîíî íå çàâæäè ìîæëèâå â ñèòóàö³¿, êîëè äëÿ âñ³õ ð³âíÿíü

ñèñòåìè âåëè÷èíà kn m� îäíàêîâà. Àëå öå ïåðåòâîðåííÿ ñòàâèòü çàïèòàííÿ: ÷è

ìîæíà âåëè÷èíó kn m� çìåíøèòè? Âèÿâëÿºòüñÿ, ùî ìîæíà.

Äðóãå îïòèì³çàö³éíå ïåðåòâîðåííÿ çâîäèòüñÿ äî ä³àãîíàë³çàö³¿ ìàòðèö³

ÑËÎÐ. Ä³àãîíàë³çàö³ÿ ìàº ïîë³íîì³àëüíó îö³íêó ñêëàäíîñò³ ³ äàº çìîãó çìåíøè-

òè âåëè÷èíó kn m� , ïðî ÿêó éøëîñÿ â ïåðøîìó ïåðåòâîðåíí³. Ïðîñòèé ïðèêëàä

³ëþñòðóº åôåêòèâí³ñòü öüîãî ïåðåòâîðåííÿ: íåõàé ìàòðèöÿ A ÑËÎÄÐ ìàº òàêèé

âèãëÿä:

A �

� �
� �

� �
� �

�

�

�
�
��

�

�

�
�
��

2 1 3 1 4 2

1 0 2 3 2 1

3 1 1 0 1 2

4 1 1 2 0 1

, A' �

�
� �

� �
� �

�

�

�
�
��

�

�

�
�
��

0 0 0 31 5 38

0 0 2 2 3 5

0 2 0 25 5 15

1 0 0 5 1 6

.

Ïåðåòâîðèâøè ìàòðèöþ À äî íåïîâíîãî òðèêóòíî-ä³àãîíàëüíîãî âèãëÿäó A'

³ çàñòîñóâàâøè TSS-àëãîðèòì, îòðèìàºìî òàêó ê³ëüê³ñòü êîìá³íàö³é

� �L u L u( ) ( )� � , ÿê³ îá÷èñëþþòüñÿ ï³ä ÷àñ ïîáóäîâè TSS (TSS ñêëàäàºòüñÿ ç äâîõ

ðîçâ’ÿçê³â (16, 15, 89, 0, 76, 10) ³ (2, 3, 5, 7, 5)) ö³º¿ ÑËÎÐ ç ìàòðèöÿìè A ³ A': äëÿ

ïåðøî¿ ìàòðèö³ îá÷èñëþºòüñÿ 31 êîìá³íàö³ÿ, à äëÿ äðóãî¿ — 8 êîìá³íàö³é.

Àëå, ÿê ïîêàçóþòü åêñïåðèìåíòàëüí³ ðåçóëüòàòè, öå îïòèì³çàö³éíå ïåðåòâî-

ðåííÿ íå çàâæäè äàº åôåêò. Ó ðàç³ ðîçð³äæåíî¿ ìàòðèö³ ñèñòåìè, çîêðåìà êîëè

íóëüîâèõ êîåô³ö³ºíò³â ó ð³âíÿííÿõ ñèñòåìè á³ëüøå ïîëîâèíè ê³ëüêîñò³ íåâ³äî-

ìèõ ó öèõ ð³âíÿííÿõ, òî ä³àãîíàë³çàö³þ ìàòðèö³ ñèñòåìè íå âàðòî çàñòîñîâóâàòè

(äèâ. åêñïåðèìåíòàëüí³ äàí³ äëÿ ñèñòåì 3 ³ 4 ç òàáë. 1, ìàòðèöþ ñèñòåìè 2 íàâå-

äåíî ó äîäàòêó).

Òðåòº îïòèì³çàö³éíå ïåðåòâîðåííÿ âèïëèâàº ç äîäàòêîâîãî àíàë³çó âåê-

òîð³â-ðîçâ’ÿçê³â TSS ç ïðèêëàäó 1. Âåêòîðè, ÿê³ âõîäÿòü äî TSS, ïîêàçóþòü, ùî

îá÷èñëåííÿ, ïîâ’ÿçàí³ ç íàñòóïíèì ð³âíÿííÿì ñèñòåìè, çá³ëüøóþòü ê³ëüê³ñòü íå-

íóëüîâèõ êîîðäèíàò ó ðîçâ’ÿçêàõ TSS íà îäèíèöþ. ßêùî ê³ëüê³ñòü íåíóëüîâèõ

êîîðäèíàò ó ë³í³éí³é êîìá³íàö³¿ e L u L u: ( ) ( )� � �� � ó ðàç³ îá÷èñëåíü äëÿ i-ãî

ð³âíÿííÿ ñèñòåìè ïåðåâèùóº âåëè÷èíó q i� �( )1 (q — ê³ëüê³ñòü íåâ³äîìèõ ñèñ-

òåìè), òî áóäóâàòè öþ êîìá³íàö³þ íåìàº ïîòðåáè. Îá´ðóíòóâàííÿì öüîãî ôàêòó

º òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1. ßêùî TSS ï³äñèñòåìè ç ïåðøèõ j ð³âíÿíü ì³ñòèòü âåêòîð u,

ó ÿêîãî ê³ëüê³ñòü íåíóëüîâèõ êîîðäèíàò á³ëüøà q j� �( )1 , òî â TSS çíàéäåòüñÿ

ïðèíàéìí³ îäèí âåêòîð ç ìåíøîþ ê³ëüê³ñòþ òèõ ñàìèõ íåíóëüîâèõ êîîðäèíàò, ùî

é ó âåêòîðà u.

Äîâåäåííÿ. Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñò³, ðîçãëÿíåìî ÑËÎÐ ç äâîìà ð³âíÿí-

íÿìè. Íåõàé, íàïðèêëàä, ó ðåçóëüòàò³ êîìá³íóâàííÿ âåêòîð³â-ðîçâ’ÿçê³â

s s s i1 11 10 0 0 0� ( , , , , , , , )� � i s s s j2 12 10 0 0 0 0� ( , , , , , , , , )� � ,
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ç íåíóëüîâèìè êîîðäèíàòàìè ïåðøîãî ð³âíÿííÿ, äå i j� , s i1 0� , s j1 0� , s11 0
 ,

s12 0
 , îòðèìàëè âåêòîð-ðîçâ’ÿçîê

u L s s L s s� � �2 1 2 2 2 1( ) ( ) , L s a2 1 0( ) � � , L s b2 2 0( ) � 
 .

Àëå òîä³ êð³ì âåêòîð³â-ðîçâ’ÿçê³â s1 i s2 ïåðøîãî ð³âíÿííÿ â TSS öüîãî ð³âíÿí-

íÿ ïîâèíí³ âõîäèòè âåêòîðè s s s j3 11 10 0 0 0� ( , , , , , , , )� � i s s4 120 0� ( , , ,�

� �, , , , , )0 0 01s i . Ìîæëèâ³ òàê³ âèïàäêè:

1) L s2 3 0( )� , òîä³ â TSS ÑËÎÐ âõîäèòü âåêòîð � � � �L s s L s s2 3 2 2 2 3( ) ( ) ,

ÿêèé ìàº íåíóëüîâ³ êîîðäèíàòè

� � ( , , , , , , , , , , , , )0 0 0 0 0 0 012 1 1s s si j� � � ;

2) L s2 3 0( ) 
 , òîä³ â TSS ÑËÎÐ âõîäèòü âåêòîð � � � �L s s L s s2 1 3 2 3 1( ) ( ) ,

ÿêèé ìàº íåíóëüîâ³ êîîðäèíàòè

� � ( , , , , , , , , , , , )s s si j11 1 10 0 0 0 0 0� � � .

Ìîæëèâ³ âèïàäêè äëÿ äðóãîãî âåêòîðà s4 äàþòü ï³äñòàâè äëÿ òàêèõ ñàìèõ

âèñíîâê³â. Îòæå, ÿêùî âåêòîð u ïîòðàïëÿº äî TSS, òî â TSS ³ñíóº ïðèíàéìí³

îäèí âåêòîð, ÿêèé ìàº ò³ ñàì³ íåíóëüîâ³ êîîðäèíàòè, ùî é âåêòîð u , àëå òàêèõ

íåíóëüîâèõ êîîðäèíàò ó íüîãî ìåíøå, í³æ ó âåêòîðà u . Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Îá´ðóíòóâàííÿì òîãî, ùî òàêèé âåêòîð ìîæíà âèëó÷èòè ç TSS, º òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Íåõàé S — ÑËÎÄÐ âèãëÿäó (1) ³ M p
' — ¿¿ TSS, ÿêà ìàº k åëå-

ìåíò³â. Òîä³ äîâ³ëüíèé âåêòîð x ³ç 'M p òàêèé, ùî tx e M xi p
 	 ' \ { } , t N	 , ³

t 
 0, ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿä³ íåâ³ä’ºìíî¿ ë³í³éíî¿ êîìá³íàö³¿

mx b e b e b ek k� � � � � �1 1 2 2 1 1� ,

äå m N	 , m 
 0 , b Ni 	 , i k� �1 2 1, , ,� [11].

Äîâåäåííÿ. ßêùî tx e M xi p� 	 ' \ { } , òî ðîçãëÿíåìî âåêòîð y tx a ei i� � , äå

ai — ìàêñèìàëüíî ìîæëèâå íàòóðàëüíå, â³äì³ííå â³ä 0 ÷èñëî, äëÿ ÿêîãî âåêòîð

y ìàº íåâ³ä’ºìí³ êîîðäèíàòè. ßêùî âåêòîð y e M xj p� 	 ' \ { }, òî ðîçãëÿíåìî âåê-

òîð y y a e a ei i j j1 � � � , îäåðæàíèé â àíàëîã³÷íèé ñïîñ³á ³ç âåêòîð³â y ³ e j . Ó ðå-

çóëüòàò³ öèõ ä³é íà äåÿêîìó êðîö³ îòðèìàºìî âåêòîð yr , ùîäî ÿêîãî ìîæóòü âè-

íèêíóòè òàê³ äâà âèïàäêè:

à) y e M xr s p� 	 ' \ { };

á) yr íå íàëåæèòü M xp
' \ { } ³ íå ïîð³âíþºòüñÿ ç æîäíèì éîãî åëåìåíòîì.

Ó âèïàäêó à) îäåðæóºìî øóêàíèé ðîçêëàä âåêòîðà tx :

y e tx a e a e a e er s i i j j r r s� � � � � � � �0 �

àáî tx a e a e a e ei i j j r r s� � � � �� .

Ó âèïàäêó á) âíàñë³äîê òåîðåìè 2 ³ òîãî, ùî yr º ðîçâ’ÿçêîì ñèñòåìè S ,

ìàºìî

� � � � �� �k y b e b e b xr k k k1 1 1 1� ,

äå � �k 0 , bi 	� , ³ íå âñ³ bi , i k� �1 2 1, , ,� , ³ bk äîð³âíþþòü 0 îäíî÷àñíî.

Àëå òîä³ âåêòîð

� � � � � � � � � � �k y k tx k a e k a e k a er i i j j r r� b e b e b xk k k1 1 1 1� � �� ��
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àáî

( ) ( ) ( )tk b x b e b k a e b k a ek i i i j j j� � � � � � � � � � � �1 1 � � �

� �� � � � � �( )b ka e b er r r k k1 1

³ º øóêàíèì ðîçêëàäîì âåêòîðà x . Ñïðàâä³, îñê³ëüêè õî÷à á îäèí ³ç êîå-

ô³ö³ºíò³â ai , b j ( , , , )i j k� �1 1� â³äì³ííèé â³ä 0, òî tk bk� � ³ tk bk� 
 . �

Ó ïðèêëàä³ 1 ï³ä ÷àñ çíàõîäæåííÿ TSS ï³äñèñòåìè ç ïåðøèõ äâîõ ð³âíÿíü íå

áóäóòü îá÷èñëþâàòèñÿ ðîçâ’ÿçêè �e3 , �e4 , �e7 , à ï³ä ÷àñ îá÷èñëåííÿ TSS âñ³º¿ ñèñòåìè

íå áóäóòü îá÷èñëþâàòèñÿ ðîçâ’ÿçêè �s1, �s2 . Öå ïðèñêîðþº îá÷èñëåííÿ TSS.

Îá÷èñëåíü êîìá³íàö³é òàêîãî òèïó ìîæíà óíèêíóòè, ÿêùî çàâ÷àñíî ï³äðà-

õóâàòè ê³ëüê³ñòü íåíóëüîâèõ êîîðäèíàò ó êîìá³íàö³¿ e L u L u: ( ) ( )� � �� � . Ðå-

çóëüòàòîì öüîãî º òàêà ìîäèô³êàö³ÿ ï³äïðîãðàìè TSSEQN1 ( , ( ))M L x :

TSSEQN1 ( , ( ))M L x

begin

M 0 :� � ; M � � �: ; M � � �: ;

forall e M	 do

if L e( ) � 0 then M M e0 0:� � { } else

if L e( ) 
 0 then M M e� ��: � { } else M M e� ��: � { };

M M' :� 0 ;

if M M� �� � 
 � � then

forall u M	 � do (* äå u u u q� ( ( ), , ( ))1 � *)

forall � 	 �M do (* äå � � �� ( ( ), , ( ))1 � q *)

z :� 0 ; (* ï³äðàõóíîê ê³ëüêîñò³ íåíóëüîâèõ êîîðäèíàò *)

for j :�1 to q do if ( ( ) ( ) )u j j� � �0 0� then z z:� �1 od

if z q i� � �( ( ))1 then (e L u L u: ( ) ( )� � �� � ; M M e' ': )� � { } ;

return ( )M ' ;

end

2.1. Åêñïåðèìåíòàëüí³ ðåçóëüòàòè îïòèì³çàö³éíèõ ïåðåòâîðåíü. Íàâåäå-

ìî ïðèêëàäè êîíêðåòíèõ ÑËÎÐ ³ ðåçóëüòàòè çàñòîñóâàííÿ ïðîïîíîâàíèõ

îïòèì³çàö³éíèõ ïåðåòâîðåíü ó òàáë. 1 (ìàòðèö³ ÑËÎÐ íàâåäåíî â Äîäàòêó).

Çàãàëîì ïåðøå ïåðåòâîðåííÿ, ÿêùî âîíî çàñòîñîâíå, äàº â ñåðåäíüîìó 15–20 %

ïðèñêîðåííÿ îá÷èñëåíü, äðóãå ïåðåòâîðåííÿ äàº â ñåðåäíüîìó 25–35 % ³ òðåòº ïåðå-

òâîðåííÿ — 20–25 %.

2.2. Çàñòîñóâàííÿ äî àíàë³çó ìåðåæ Ïåòð³ (ÌÏ). Îäíèì ³ç âàæëèâèõ çà-

ñîá³â àíàë³çó ÌÏ º ìíîæèíè ³íâàð³àíò³â ïåðåõîä³â ³ ì³ñöü, ÿê³ õàðàêòåðèçóþòü

ïîâåä³íêó ÌÏ ó ïðîöåñ³ ôóíêö³îíóâàííÿ. Ïîáóäîâà ìíîæèíè ³íâàð³àíò³â ÌÏ

çâîäèòüñÿ äî ïîøóêó ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ ñòàíó ö³º¿ ÌÏ ó ìíîæèí³ N . Ð³âíÿííÿ

ñòàíó º ñèñòåìîþ ë³í³éíèõ îäíîð³äíèõ ð³âíÿíü. ÌÏ óñï³øíî çàñòîñîâóþòü äëÿ

ìîäåëþâàííÿ ð³çíèõ äèñêðåòíèõ ïðîöåñ³â, îñê³ëüêè âîíè º âèêîí�ííèìè ñïå-

öèô³êàö³ÿìè. Íàâåäåìî ïðèêëàä ÌÏ, ÿêà ìîäåëþº ñèìïëåêñíèé ïðîòîêîë ïåðå-

äà÷³ äàíèõ ó êîìï’þòåðí³é ìåðåæ³ äëÿ çàøóìëåíèõ êàíàë³â ç ïîçèòèâíèì

ï³äòâåðæåííÿì ³ ïîâòîðíèì ïåðåäàâàííÿì (ïðîòîêîë 3 ç ìîíîãðàô³¿ [14]), ³ âè-

êîíàºìî àíàë³ç âëàñòèâîñòåé ö³º¿ ÌÏ.

Ñöåíàð³é ïðîòîêîëó ìàº òàêèé âèãëÿä.

1. Ìåðåæåâèé ð³âåíü ìàøèíè À ïåðåäàº ïàêåò 1 ñâîºìó ð³âíþ ïåðåäàâàííÿ

äàíèõ. Ïàêåò äîñòàâëÿºòüñÿ ö³ëèì ³ çáåðåæeíèì íà ìàøèíó Â ³ ïåðåäàºòüñÿ äàë³

ìåðåæåâîìó ð³âíþ. Ìàøèíà Â ïîñèëàº êàäð ï³äòâåðäæåííÿ íàçàä íà ìàøèíó À.
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2. Êàäð ï³äòâåðäæåííÿ ïîâí³ñòþ âòðà÷àºòüñÿ â êàíàë³ çâ’ÿçêó ³ íå ïîòðàïëÿº

íà ìàøèíó À. Ïðîñò³øå áóëî á, ÿêáè âòðà÷àëèñÿ ò³ëüêè ³íôîðìàö³éí³ êàäðè, à íå

êàäðè êåðóâàííÿ, àëå êàíàë çâ’ÿçêó ¿õ íå ðîçð³çíÿº.

3. Ó ð³âíÿ ïåðåäàâàííÿ äàíèõ ìàøèíè À ðàïòîâî çàê³í÷óºòüñÿ â³äâåäåíèé

³íòåðâàë ÷àñó (time-out). Íå îòðèìàâøè ï³äòâåðäæåííÿ, öåé ð³âåíü ââàæàº, ùî

íàä³ñëàíèé íèì êàäð ç äàíèìè áóëî ç³ïñîâàíî àáî çàãóáëåíî, ³ íàäñèëàº öåé

êàäð ùå ðàç.

4. Äóáë³êàò êàäðó ïðèáóâàº íà ð³âåíü ïåðåäà÷³ äàíèõ ìàøèíè Â ³ ïåðå-

äàºòüñÿ íà ìåðåæåâèé ð³âåíü. ßêùî ìàøèíà À íàä³ñëàëà íà ìàøèíó Â ôàéë, òî

÷àñòèíà öüîãî ôàéëó ïðîäóáëþâàëàñÿ ³ êîï³ÿ ôàéëó íà ìàøèí³ Â áóäå ïîìèëêî-

âîþ. ²íàêøå êàæó÷è, ïðîòîêîë ïðèïóñòèâñÿ ïîìèëêè.

5. Îòæå, ïîòð³áåí äåÿêèé ìåõàí³çì, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî îòðèìóâà÷ çìîæå

â³äð³çíèòè íîâèé êàäð â³ä ïåðåäàíîãî ïîâòîðíî. Î÷åâèäíèì ñïîñîáîì ðîçâ’ÿ-

çàííÿ ö³º¿ ïðîáëåìè º ðîçì³ùåííÿ â³äïðàâíèêîì ïîðÿäêîâîãî íîìåðà êàäðó â çà-

ãîëîâêó öüîãî êàäðó. Òîä³ çà íîìåðîì êàäðó îòðèìóâà÷ çìîæå çðîçóì³òè, ÷è öå

íîâèé êàäð, ÷è éîãî äóáë³êàò.

Äëÿ íîìåðà ìîæíà â³äâåñòè ëèøå îäèí á³ò ç³ çíà÷åííÿì 1 ³ 0.

Ìåðåæó Ïåòð³, ÿêà ìîäåëþº öåé ñöåíàð³é ïðîòîêîëó, íàâåäåíî íà ðèñ. 1.

Ïåðåõîäè t1, t2 â³äïîâ³äàþòü çâè÷àéíîìó ³ ïîâòîðíîìó ïåðåäàâàííþ êàä-

ðó 0. Ïåðåõîäè t3 , t4 îçíà÷àþòü òå ñàìå äëÿ êàäðó 1. Ïåðåõîäè t5 , t6 , t7

â³äïîâ³äàþòü âòðàò³ êàäðó 0, âòðàò³ ï³äòâåðäæåííÿ ³ âòðàò³ êàäðó 1. Ïåðåõîäè

t8 , t9 îçíà÷àþòü íàäõîäæåííÿ êàäðó ç íåïðàâèëüíèì íîìåðîì. Ïåðåõîäè t10 ,

t11 îçíà÷àþòü îòðèìàííÿ ìàøèíîþ, ùî ïðèéìàº, íàñòóïíîãî êàäðó òà ïåðåäà-

÷ó éîãî ìåðåæåâîìó ð³âíþ.

Ïðîòîêîë ïîâèíåí âèêîíóâàòè óìîâó: æîäíà ïîñë³äîâí³ñòü ïåðåõîä³â íå

ìîæå ìàòè äâîõ âõîäæåíü ïåðåõîäó t10 , íå ìàþ÷è ì³æ öèìè âõîäæåííÿìè ïåðå-

õîäó t11. Âåðèô³êàö³ÿ òàêî¿ óìîâè âèêîíóºòüñÿ øëÿõîì îá÷èñëåííÿ ³íâàð³àíò³â

ïåðåõîä³â ö³º¿ ÌÏ. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ð³âíÿííÿ ñòàíó íàâåäåíî¿ ÌÏ, ÿêà ìàº

ñ³ì ð³âíÿíü ³ 11 íåâ³äîìèõ (çà ê³ëüê³ñòþ ñòàí³â ³ ïåðåõîä³â ó ÌÏ):
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Ò à á ë è ö ÿ 1

Íîìåð
ñèñòåìè

Ðîçì³ðíîñò³
ñèñòåì

×àñîâ³
õàðàêòåðèñòèêè äî

çàñòîñóâàííÿ
ï³äðàõóíêó íóë³â (ñ)

×àñîâ³
õàðàêòåðèñòèêè ï³ñëÿ

çàñòîñóâàííÿ
ï³äðàõóíêó íóë³â (ñ)

Çàãàëüíà
ê³ëüê³ñòü

êàíäèäàò³â

Ê³ëüê³ñòü
â³äêèíóòèõ
êàíäèäàò³â

1
12 25� äî

ä³àãîíàë³çàö³¿
92.27 79.73 36713861

5925852
(16.14 %)

2
12 25� ï³ñëÿ
ä³àãîíàë³çàö³¿

11.23 8.52 4200874
1044861
(24.87 %)

3
20 41� äî

ä³àãîíàë³çàö³¿
60.41 50.00 11112408

3161878
(28.45 %)

4
20 41� ï³ñëÿ
ä³àãîíàë³çàö³¿

1313.21 823.76 324660602
125703386
(38.72 %)

5
16 41� äî

ä³àãîíàë³çàö³¿
791.26 730.07 120595812

1178368
(0.98 %)

6
16 41� ï³ñëÿ
ä³àãîíàë³çàö³¿

658.57 636.01 40400271 0 (0.00 %)

7
22 71� äî

ä³àãîíàë³çàö³¿
2218.84 2303.60 86415137 0 (0.00 %)

8
22 71� ï³ñëÿ
ä³àãîíàë³çàö³¿

2569.78 2581.09 118942193 0 (0.00 %)



Ax

A x x x x x x x x x x x

B x x x

�

�
�
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 2 3 4 5 6 7

0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 0 0 1 0 0

x x x x x x x x

C x x x x x x x� � �
� � �

1 0 1 0

1 0 1 0 0 1 0 1 1 1
8 9 10 11

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1

x x x x

D x x x x x x x x x x 0 11

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1

1

0 0 1 1 0 0 1 0 1 0 1

0 0

x

E x x x x x x x x x x x

F x x

� � �

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 2 3 4 5 6

0 0 0 0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0

x x x x x x x x x

G x x x x x x

�
0 0 0 1 1

0

7 8 9 10 11x x x x x�

�

�

�
�
�

�

�
�
�

�

Ðîçâ’ÿçêè öüîãî ð³âíÿííÿ íàçèâàþòü ³íâàð³àíòàìè ïåðåõîä³â ÌÏ. Ö³

³íâàð³àíòè ñâ³ä÷àòü ïðî òå, ùî ÌÏ æèâà (âñ³ ïåðåõîäè ñïðàöüîâóþòü) ³ ùî ïðî-

òîêîë ïðàöþº ïðàâèëüíî. Ä³éñíî, ñïðàöþâàííÿ ïåðåõîäó t10 çàâæäè âåäå äî

ñïðàöþâàííÿ ïåðåõîäó t11 (³íâàð³àíòè òðåò³é ³ äåâ’ÿòèé). ²íâàð³àíòè ïåðåõîä³â

ÌÏ íàâåäåíî ó òàáë. 2.
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Ñ

0

Time-out

A

Âòðàòà

t5

t2

t1Ïåðåäàâàííÿ
êàäðó 0

×åêàííÿ
ï³äòâåðäæåííÿ 0

Îáðîáëåííÿ
êàäðó 0

×åêàííÿ
êàäðó 1

Îáðîáëåííÿ
êàäðó 1

×åêàííÿ
êàäðó 0

Â³äìîâà 0

Âòðàòà

Â³äìîâà 1

Âòðàòà

Ñòàí
êàíàëó

Ñòàí
îòðèìóâà÷à

Ñòàí
â³äïðàâíèêà

Ïåðåäàâàííÿ
êàäðó 1

×åêàííÿ
ï³äòâåðäæåííÿ 1

Time-out

F

t10

t8

D

t6
t3

B

1

E

t11

D

t9

t7

G
t4

Ðèñ. 1

Òàáëèöÿ 2

t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7 t8 t9 t10 t11

0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0

1 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0

1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1

0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0

1 0 1 1 1 0 0 0 2 0 0

1 1 1 0 0 0 1 2 0 0 0

0 1 0 1 0 2 0 0 0 1 1



3. TSS-ÀËÃÎÐÈÒÌ ÄËß ÑËÐ Â ×ÈÑËÎÂÈÕ ÏÎËßÕ

Ðîçãëÿíåìî çàñòîñóâàííÿ TSS-ìåòîäó äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ÑËÐ ó ïîë³ ä³éñíèõ ÷è-

ñåë � . Ñêëàäí³ñòü àëãîðèòì³â îö³íþþòü çà ê³ëüê³ñòþ îïåðàö³é, ÿê³ ïîòð³áíî

âèêîíàòè â íàéã³ðøîìó âèïàäêó.

Íåõàé çàäàíî ë³í³éíå îäíîð³äíå ð³âíÿííÿ (ËÎÐ)

a x a x a xq q1 1 2 2 0� � � �� , (2)

äå ai 	� , i q�1 2, , ,� .

Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñò³ ïðèïóñòèìî, ùî a1 0� , òîä³, êîìá³íóþ÷è öåé

êîåô³ö³ºíò ç ðåøòîþ íåíóëüîâèõ êîåô³ö³ºíò³â, ïîáóäóºìî òàêó ìíîæèíó

âåêòîð³â:

s a a1 2 1 0 0 0 0� �( , , , , , , )� , s a a2 3 10 0 0 0� �( , , , , , , ), ,� �

s a aq q� �� �2 1 10 0 0 0( , , , , , , )� , s a aq q� � �1 10 0 0 0( , , , , , , )� .

Î÷åâèäíî, ùî ïîáóäîâàí³ âåêòîðè º ðîçâ’ÿçêàìè ð³âíÿííÿ (2). ßêùî äåÿê³

êîåô³ö³ºíòè â ËÎÐ äîð³âíþþòü íóëþ, òî öÿ ìíîæèíà ðîçâ’ÿçê³â ïîïîâ-

íþºòüñÿ â³äïîâ³äíèìè âåêòîðàìè êàíîí³÷íîãî áàçèñó.

Ëåìà 1. Ìíîæèíà TSS º áàçèñîì ìíîæèíè ðîçâ’ÿçê³â ËÎÐ (2). Ñêëàäí³ñòü

ïîáóäîâè ìíîæèíè TSS º O q( )2 , äå q — ê³ëüê³ñòü íåâ³äîìèõ ó ð³âíÿíí³.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé s b b bq� ( , , , )1 2 � — äîâ³ëüíèé ðîçâ’ÿçîê (2), òîä³

s
b

a
s

b

a
s

b

a
s b

a b a b a b

a

q
q

q q
� � � � � �

� � �
�

2

1
1

3

1
2

1
1 1

2 2 3 3

1

0�
�

, , , ,0 0�
�

�
�
�

�

�
�
�

�

�
� � � ��

�
�
�

�

�
�
�

�
a b a b a b a b

a

q q1 1 2 2 3 3

1

0 0 0 0 0 0
�

� �, , , , ( , , , )

íà ï³äñòàâ³ òîãî, ùî s — ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (2). Çâ³äñè îòðèìóºìî

s
b

a
s

b

a
s

b

a
s

q
q� � � � � �

2

1
1

3

1
2

1
1� ,

à öå íà ï³äñòàâ³ äîâ³ëüíîñò³ s îçíà÷àº, ùî ìíîæèíà TSS — áàçèñ ìíîæèíè

ðîçâ’ÿçê³â (2).

Ñêëàäí³ñòü ïîáóäîâè îäí³º¿ êîìá³íàö³¿ ïîòðåáóº q êðîê³â, à âñ³õ òàêèõ âåê-

òîð³â q �1. Îòæå, ñêëàäí³ñòü ïîáóäîâè âñ³º¿ ìíîæèíè TSS áóäå O q( )2 . �

Ïðèêëàä 2. Çíàéòè áàçèñè ìíîæèíè ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ: 1 2 1 51 2. .x x� �

� � �0 7 0 4 03 4. .x x .

Çã³äíî ç äîâåäåíèì âèùå, áàçèñíèìè ðîçâ’ÿçêàìè ð³âíÿííÿ áóäóòü âåêòîðè:

s1 � (1.5, –1.2, 0, 0), s2 � (0.7, 0, –1.2, 0), s3 � (0.4, 0, 0, –1.2).

Íàïðèêëàä, ïîäàííÿ ðîçâ’ÿçêó s � � �( , , , )4 1 1 10 ð³âíÿííÿ â áàçèñ³ éîãî ðîç-

â’ÿçê³â íàáóâàº âèãëÿäó s s s s� � �
1

1 2

1

1 2

10

1 2
1 2 3

. . .
.

Íåõàé ìàºìî ÑËÎÐ S (1). Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó âåêòîð³â êàíîí³÷íîãî áàçè-

ñó M e e eq0 1 2
' � { }, , ,� ³ ïåðøå ð³âíÿííÿ L x a x a x a xq q1 11 1 12 2 1 0( ) � � � � ��

ñèñòåìè S . Ïîáóäóºìî áàçèñ B e e em1 1 2� � � �{ }, , ,� ìíîæèíè âñ³õ ðîçâ’ÿçê³â öüîãî

ËÎÐ îïèñàíèì âèùå ñïîñîáîì. Â³çüìåìî ôóíêö³þ L x a x a xq q2 21 1 2( ) � � ��

³ ðîçãëÿíåìî ËÎÐ âèãëÿäó

L e y L e y L e ym m2 1 1 2 2 2 2 0( ) ( ) ( )� � � � � � �� . (3)
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Çàóâàæèìî, ùî êîëè âñ³ L ei2 0( )� � , òî ð³âíÿííÿ L x2 ( ) ë³í³éíî âèðàæàºòüñÿ ÷å-

ðåç L x1 ( ) ³ éîãî ìîæíà âèäàëèòè ç³ ÑËÎÐ S .

Çíàéäåìî áàçèñ B r r rk' � { }1 2, , ,� ìíîæèíè ðîçâ’ÿçê³â ËÎÐ (3) â îïèñàíèé

âèùå ñïîñ³á ³ ïîáóäóºìî çà âåêòîðàìè ç B' â³äïîâ³äí³ ë³í³éí³ êîìá³íàö³¿ âåêòîð³â

³ç B1. Ïîçíà÷èìî öþ ìíîæèíó M s s sk� { }1 2, , ,� .

Ëåìà 2. Ìíîæèíà M — áàçèñ ìíîæèíè ðîçâ’ÿçê³â

S
L x a x a x

L x a x a x
q q

q q

�
� � � �

� � � �

�
�
�

1 11 1 1

2 21 1 2

0

0

( ) ,

( ) .

�

�
(4)

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî âñ³ åëåìåíòè ³ç M º ðîçâ’ÿçêàìè ÑËÎÐ S . Íåõàé

x x xq� ( , , )1 � — äîâ³ëüíèé ðîçâ’ÿçîê ÑËÎÐ (4), òîä³ â³äïîâ³äíî äî ëåìè 1

x d e d em m� � � � �1 1 � ,

äå � 	e Bi 1, i m�1, ,� . Ï³äñòàâèâøè x â L x2 ( ), îòðèìàºìî ËÎÐ

d L e d L e c d c dm m m m1 2 1 2 1 1 0( ) ( )� � � � � � � �� � , (5)

òîáòî âåêòîð ( , , , )d d dm1 2 � º ðîçâ’ÿçêîì ËÎÐ (5) ³, îòæå, â³í º ë³í³éíîþ

êîìá³íàö³ºþ âåêòîð³â ³ç B' :

( , , )d d f r f rm k k1 1 1� �� � �
Àëå òîä³

x d e d e f s f sm m k k� � � � � � � � � �1 1 1 1� � ,

à öå îçíà÷àº, ùî ðîçâ’ÿçîê x ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ ë³í³éíî¿ êîìá³íàö³¿ âåê-

òîð³â ³ç M . Íà ï³äñòàâ³ äîâ³ëüíîñò³ âåêòîðà x îòðèìóºìî ñïðàâåäëèâ³ñòü ëåìè. �

Òåîðåìà 4. Íåõàé M — ìíîæèíà TSS, ïîáóäîâàíà â îïèñàíèé âèùå ñïîñ³á

äëÿ ÑËÎÐ S , òîä³ M º áàçèñîì ìíîæèíè âñ³õ ðîçâ’ÿçê³â ö³º¿ ÑËÎÐ. Ñêëàäí³ñòü

ïîáóäîâè áàçèñó M ñòàíîâèòü O pq( )2 , äå p — ê³ëüê³ñòü ð³âíÿíü, à q — ê³ëüê³ñòü

íåâ³äîìèõ â ÑËÎÐ.

Äîâåäåííÿ âèêîíóºìî ³íäóêö³ºþ çà ê³ëüê³ñòþ k ð³âíÿíü ó ÑËÎÐ S .

Áàçà ³íäóêö³¿ (k �1) ìàº ì³ñöå íà ï³äñòàâ³ ëåìè 1.

Ïðèïóñòèìî, ùî òåîðåìà ñïðàâåäëèâà äëÿ âñ³õ k p� . Òîä³ ìíîæèíà TSS

ðîçâ’ÿçê³â ÑËÎÐ S ', ÿêà ñêëàäàºòüñÿ ç ïåðøèõ p �1 ð³âíÿíü, çà ïðèïóùåííÿì

³íäóêö³¿ º áàçèñîì ìíîæèíè ðîçâ’ÿçê³â S '.

Ïîâòîðþþ÷è õ³ä âèêëàäîê, ÿê³ àíàëîã³÷í³ òèì, ùî âèêîðèñòîâóâàëèñÿ ó äî-

âåäåíí³ ëåìè 2, îòðèìóºìî ñïðàâåäëèâ³ñòü òåîðåìè.

Îö³íêà ÷àñîâî¿ ñêëàäíîñò³, íàâåäåíà ó ôîðìóëþâàíí³ òåîðåìè, î÷åâèäíèì

÷èíîì âèïëèâàº ç ïîáóäîâè ìíîæèíè TSS ³ ëåìè 1. �

Ïðèêëàä 3. Ïîáóäóâàòè áàçèñ ìíîæèíè ðîçâ’ÿçê³â ÑËÎÐ

S

x x x x x

x x x x�
� � � � �
� � �

2 1 1 1 0 2 3 0

0 5 0 2 1 0 1
1 2 3 4 5

1 2 3 4

. . . ,

. . – . ,

. . .

3 0

0 1 0 2 5 2 0 0
5

1 2 3 4 5

x

x x x x x

�
� � � � �

�

�
�

��

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Áàçèñ ìíîæèíè ðîçâ’ÿçê³â ïåðøîãî ËÎÐ ö³º¿ ñèñòåìè:

s1 � (1.1, –2.1, 0, 0, 0), s2 0 0 1 0 0� ( , , , , ),

s3 � (1, 0, 0, –2.1, 0), s4 � (2.3, 0, 0, 0, –2.1).

Çíàõîäèìî L s2 1( ) � 0.13, L s2 2 1( ) � , L s2 3( ) � 0.5, L s2 4( ) � 3.88 ³ áóäóºìîì ËÎÐ

0 13 1 0 5 3 88 01 2 3 4. . .y y y y� � � � . Áàçèñ ìíîæèíè ðîçâ’ÿçê³â öüîãî ËÎÐ ñêëà-
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äàþòü âåêòîðè r1 � (1, –0.3, 0, 0), r2 � (0.5, 0, –0.13, 0), r3 � (3.88, 0, 0, –0.13).

Áóäóºìî ìíîæèíó ðîçâ’ÿçê³â ïåðøèõ äâîõ ð³âíÿíü ³ç S , ùî â³äïîâ³äàþòü âåê-

òîðàì r1, r2 , r3 :

� � �s s s1 1 20 13– . (1.1, –2.1, –0.13, 0, 0),

� � �s s s2 1 30 5 0 13. – . (0.42, –1.05, 0, 0.273, 0),

� � �s s s3 1 43 88 0 13. – . (3.969, –8,148, 0, 0, 0.273).

Çíàõîäèìî çíà÷åííÿ L s3 1( )� � � 0.215, L s3 2( )� � 0.588, L s3 3( )� � 0.3969, áóäóºìî

ËÎÐ � � � �0 215 0 588 0 3969 01 2 3. . .y y y ³ çíàõîäèìî éîãî ðîçâ’ÿçêè: � �r1
� (0.588, 0.215, 0), � �r2 (0.3969 0, 0.215). Áóäóºìî â³äïîâ³äí³ âåêòîðè áàçèñó

ìíîæèíè ðîçâ’ÿçê³â ÑËÎÐ S :

m s s1 1 20 588 0 215� � � � �. . (0.7371, –1.46055, –0.07644, 0.058695, 0),

m s s2 1 30 3969 0 215� � � � �. . (1.289925, –2.58531, –0.051597, 0, 0.058695).

Îòðèìàí³ ðîçâ’ÿçêè ñêëàäàþòü ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ’ÿçê³â ö³º¿

ÑËÎÐ. Äëÿ òîãî, ùîá ¿¿ îòðèìàòè â êëàñè÷íîìó âèãëÿä³, ïîòð³áíî ïîä³ëèòè êî-

îðäèíàòè çíàéäåíèõ ðîçâ’ÿçê³â íà 0.058695. Ä³éñíî, â ðåçóëüòàò³ òàêîãî ä³ëåííÿ

ìàòèìåìî

f1 � (12.55813953, –24.88372093, –1.302325581, 1, 0),

f 2 � (21.97674419, –44.04651163, –0.879069767, 0, 1).

Ïðè öüîìó âèêîíàíî âñüîãî ø³ñòü îïåðàö³é ä³ëåííÿ.

Îñê³ëüêè ï³ä ÷àñ ïîáóäîâè áàçèñó ìíîæèíè ðîçâ’ÿçê³â íå âèêîðèñòîâóºòüñÿ

îïåðàö³ÿ ä³ëåííÿ, òî êîëè êîåô³ö³ºíòè ñèñòåìè º ö³ëèìè ÷èñëàìè, áàçèñí³ ðîçâ’ÿçêè

òåæ áóäóòü ìàòè ö³ë³ çíà÷åííÿ êîîðäèíàò. Îñê³ëüêè áàçèñí³ ðîçâ’ÿçêè ñêëàäàþòü

ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ’ÿçê³â, òî çâ³äñè âèïëèâàº ë³í³éíà íåçàëåæí³ñòü âåê-

òîð³â ìíîæèíè TSS òà âàæëèâà âëàñòèâ³ñòü TSS-ìåòîäó, à ñàìå, éîãî ³íêðåìåí-

òàëüí³ñòü. Íåõàé TSS S S( )1 2
 îçíà÷àº ìíîæèíó TSS ðîçâ’ÿçê³â ñèñòåìè S ,

ÿêà ñêëàäàºòüñÿ ç äâîõ ï³äñèñòåì S1 ³ S 2 , à TSS M S( , )1 2 — ìíîæèíà TSS ðîçâ’ÿç-

ê³â ï³äñèñòåìè S 2 ç ïî÷àòêîâîþ ìíîæèíîþ TSS M1 ïåðøî¿ ï³äñèñòåìè, à

TSS M S( , )2 1 — ìíîæèíà TSS ç ïî÷àòêîâîþ ìíîæèíîþ TSS M 2 äðóãî¿ ï³äñèñòå-

ìè. Òîä³ âëàñòèâ³ñòü ³íêðåìåíòàëüíîñò³ âèðàæàºòüñÿ òàêèìè çàëåæíîñòÿìè:

TSS S S TSS M S TSS M S( , ) ( , ) ( , )� 
 � �1 2 1 2 2 1 ,

äå ð³âíîñò³ ñïðàâäæóþòüñÿ ç òî÷í³ñòþ äî çíàêà. Öå î÷åâèäíî âèïëèâàº ç

âëàñòèâîñòåé äåòåðì³íàíò³â (ó ðàç³ ïåðåñòàíîâêè ðÿäê³â ñèñòåìè äåòåðì³íàíò

çì³íþº çíàê íà ïðîòèëåæíèé).

Ç³ ñêàçàíîãî âèùå âèïëèâàº òàêèé ³íêðåìåíòàëüíèé àëãîðèòì ïîáóäîâè áà-

çèñó ìíîæèíè ðîçâ’ÿçê³â ÑËÎÐ ó ïîë³ ä³éñíèõ ÷èñåë � .

TSSEQ ( , , , , )A M k p q

Âõ³ä: ÑËÎÐ ç ìàòðèöåþ A ðîçì³ðó p q� ³ ïî÷àòêîâîþ ìíîæèíîþ ðîçâ’ÿçê³â M ,

k — íîìåð ð³âíÿííÿ ÑËÎÐ.

Âèõ³ä: Áàçèñ M ìíîæèíè ðîçâ’ÿçê³â ÑËÎÐ àáî «íåñóì³ñíà».

Ìåòîä:
if M � � then

(k:�1;

M e e eq i: , , |� { 1 � — êàíîíi÷íèé âåêòîð N q});

for i k:� to p do

24 ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2024, òîì 60, ¹ 2



M TSSE M Li x: ( , ( ))� 1 ;

if M � � then (print(íåñóì³ñíà);STOP) else print(M);

TSSE1( , ( ))M L x

begin

M ' :� � ; M c :� �;

for m �1 to | |M do

pick em from M ;

if L em( ) � 0 then M M em' ':� �{ } else M M ec c
m:� �{ };

pick first e j from M c;

forall ei from M c do

e L e e L e ei i j j i: ( ) ( )� � ; M M ei' ':� � { };

return( )M ' ;

end

Ñêëàäí³ñòü ïîáóäîâè áàçèñó, ÿê âèïëèâàº ç òåîðåìè 4, ïðîïîðö³éíà âåëè-

÷èí³ pq 2 , òîáòî ìàº îö³íêó O n( )3 , äå n p q� max ( , ) .

Ðîçãëÿíóòèé TSS-ìåòîä ðîçâ’ÿçàííÿ ÑËÎÐ ç íåçíà÷íèìè çì³íàìè çàñòîñîâó-

þòü äî ðîçâ’ÿçàííÿ ÑËÍÐ.

Íåõàé çàäàíî ÑËÍÐ

S

L x a x a x b

L x a x a x b
q q

q q�

� � � �

� � � �
1 11 1 1 1

2 21 1 2 2

( ) ,

( ) ,

�

�

�������������

�L x a x a x bp p pq q p( ) .� � � �

�

�
��

�
�
� 1 1

(6)

Ðåäóêóºìî ÑËÍÐ 6) äî âèãëÿäó

S

L x a x a x b x

L x a x a x
q q

q q' �

� � � � �

� � � �
1 11 1 1 1 0

2 21 1 2

0( ) ,

( )

�

� b x

L x a x a x b xp p pq q p

2 0

1 1 0

0

0

�

� � � � �

�

,

( ) ,

���������������

�

�
��

�
�
�

(7)

äå x0 — äîäàòêîâà íåâ³äîìà âåëè÷èíà.

Íåõàé B s s sm� { }1 2, , ,� — áàçèñ ìíîæèíè ðîçâ’ÿçê³â ÑËÎÐ (7). Ðîç³á’ºìî

ìíîæèíó B íà äâ³ ï³äìíîæèíè

B s B s d d di i i i iq0 1 2 0� 	 �{ }: ( , , , ,� ,

B s B s d d d dj j j j jq1 1 2� 	 �{ }: ( , , , ,� ,

äå d � 0. ßêùî B1 � �, òî ÑËÍÐ (6) íåñóìiñíà, à êîëè B1 � � i â B1 íåìàº âåêòî-
ðà, ó ÿêîãî d �1, òî ïîä³ëèìî âñ³ êîîðäèíàòè ÿêîãî-íåáóäü âåêòîðà s j �

� 	( , , , )d d d Bj jq1 1� íà ÷èñëî d. Îòðèìàºìî âåêòîð � �
�

�
�
�

�

�
�
�

s
d

d

d

d

d

d
j

j j jq1 2
1, , , ,� .

Òîä³ çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ÑËÍÐ (6) íàáóâàº âèãëÿäó

x s c s c sj i r ir� �� � � � � �1 1 � ,

äå �� �
�

�
�
�

�

�
�
�

s
d

d

d

d

d

d
j

j j jq1 2
, , ,� — ÷àñòèííèé ðîçâ’ÿçîê ÑËÍÐ (6), à � �sik

� ( , , , )d d di i iq1 2 � çíàõîäÿòü ç âåêòîð³â ìíîæèíè B0 øëÿõîì â³äêèäàííÿ

îñòàííüî¿ íóëüîâî¿ êîîðäèíàòè.

Ä³éñíî, ìíîæèí³ B0 íàëåæàòü âåêòîðè, ÿê³ ñêëàäàþòü áàçèñ ìíîæèíè âñ³õ

ðîçâ’ÿçê³â ñóïóòíî¿ ÑËÎÐ äëÿ ÑËÍÐ (6). À âåêòîðè ³ç ìíîæèíè B1 — öå ÷àñòèíí³
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ðîçâ’ÿçêè ÑËÍÐ. Çà äîâ³ëüíèì âåêòîðîì ³ç ìíîæèíè B1 çà ïîòðåáè áóäóºìî âåê-

òîð ��s j , â ÷îìó ³ ïîëÿãàþòü íåçíà÷í³ çì³íè íàâåäåíîãî TSS-àëãîðèòìó.

Çàóâàæèìî, ùî ïîáóäîâà áàçèñó ðîçâ’ÿçê³â ÑËÐ ó ïîë³ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

çâîäèòüñÿ äî ÑËÐ ó ïîë³ ä³éñíèõ ÷èñåë, à äëÿ ïîëÿ ðàö³îíàëüíèõ ÷èñåë íàâåäå-

íèé àëãîðèòì çàñòîñîâóþòü áåç çì³í.

Ó ñê³í÷åííèõ ïîëÿõ çì³íè àëãîðèòìó ñòîñóþòüñÿ ëèøå îá÷èñëåíü, îñê³ëüêè

âñå çàëèøàºòüñÿ áåç çì³í, ò³ëüêè îá÷èñëåííÿ âèêîíóþòüñÿ çà ìîäóëåì ïîëÿ.

Ó öüîìó âèïàäêó ìîæíà îòðèìàòè òî÷í³ø³ îö³íêè ÷àñîâî¿ ñêëàäíîñò³ (òàê çâàíó

á³òîâó ñêëàäí³ñòü), ÿêùî çîáðàæóâàòè êîåô³ö³ºíòè ³ ïðîì³æí³ çíà÷åííÿ

äâ³éêîâèìè ñëîâàìè.

ÄÎÄÀÒÎÊ

Íàâåäåìî äëÿ íàî÷íîñò³ ïðèêëàäè äâîõ ìàòðèöü, ç âèêîðèñòàííÿì ÿêèõ áóëî

ïðîâåäåíî òåñòóâàííÿ îïòèì³çàö³éíèõ ïåðåòâîðåíü.

1. Ìàòðèöÿ ñèñòåìè ðîçì³ðó 12 25� :

2. Ìàòðèöÿ ñèñòåìè ðîçì³ðó 20 41� :
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S. Kryvyi, O. Chugaenko
ALGORITHMS FOR CONSTRUCTION OF MINIMAL GENERATING SET
OF SOLUTIONS FOR SYSTEMS OF LINEAR EQUATIONS

Abstract. We consider optimizing transformations of the algorithm for construction of minimal
generating sets of solutions of systems of linear homogeneous equations (SLHE) over the set
of natural numbers. The features of such SLHEs are described, optimization transforms are
substantiated, and examples of algorithm operation before and after optimization transforms are
given. The application of the algorithm is illustrated by examples of the analysis of the
properties of Petri nets and the construction of a set of basic solutions in the fields of
complex, real, and rational numbers and over finite fields.
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