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ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÍÀ ÄÅÑÊÐÈÏÒÎÐÍÀ ÃÐÀ ÏÅÐÅÑË²ÄÓÂÀÍÍß

Àíîòàö³ÿ. Äîñë³äæåíî äèôåðåíö³àëüíó ãðó ïåðåñë³äóâàííÿ ó ñòîõàñòè÷í³é äåñêðèïòîðí³é
ë³í³éí³é ñèñòåì³. Äèíàì³êó ñèñòåìè îïèñàíî ñòîõàñòè÷íèì äèôåðåíö³àëüíî-àëãåáðà¿÷íèì
ð³âíÿííÿì ó ðîçóì³íí³ ²òî. Ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ ïðåäñòàâëåíî ó âèãëÿä³ ñòîõàñòè÷íî¿ ôîð-
ìóëè âàð³àö³¿ ñòàëèõ ÷åðåç ïî÷àòêîâ³ äàí³ òà áëîê êåðóâàííÿ. Äëÿ îòðèìàííÿ óìîâ çàâåð-
øåííÿ ãðè âèêîðèñòàíî îáìåæåííÿ íà îïîðí³ ôóíêö³îíàëè äâîõ ìíîæèí, ùî âèçíà÷àþòü-
ñÿ ïîâåä³íêàìè ïåðåñë³äóâà÷à ³ âò³êà÷à. Äëÿ ïîáóäîâè êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷à, ùî ãà-
ðàíòóº ïðèâåäåííÿ äèíàì³÷íîãî âåêòîðà ñèñòåìè íà òåðì³íàëüíó ìíîæèíó, çàñòîñîâàíî
ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é. Ðåçóëüòàòè ïðî³ëþñòðîâàíî íà ïðèêëàä³ ñòîõàñòè÷íî¿
äåñêðèïòîðíî¿ ñèñòåìè, ùî îïèñóº ïåðåõ³äí³ ðåæèìè ó ðàä³îòåõí³÷íîìó ô³ëüòð³ ç âèïàä-
êîâèìè çáóðåííÿìè ó âèãëÿä³ á³ëîãî øóìó.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ñòîõàñòè÷íå äèôåðåíö³àëüíî-àëãåáðà¿÷íå ð³âíÿííÿ, â³íåð³âñüêèé ïðîöåñ,
äåñêðèïòîðíà ñèñòåìà, äèôåðåíö³àëüíà ãðà, ðàä³îòåõí³÷íèé ô³ëüòð, á³ëèé øóì.

Âèâ÷àºòüñÿ äèôåðåíö³àëüíà ãðà ïåðåñë³äóâàííÿ ó ñèñòåì³, äèíàì³êà ÿêî¿ îïè-

ñóºòüñÿ ñòîõàñòè÷íèì ë³í³éíèì äèôåðåíö³àëüíî-àëãåáðà¿÷íèì ð³âíÿííÿì.

Îñòàíí³, íà â³äì³íó â³ä ÿâíèõ ð³âíÿíü, íå º ðîçâ’ÿçíèìè â³äíîñíî ñòîõàñòè÷-

íîãî äèôåðåíö³àëà øóêàíîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó. Ñèñòåìè êåðóâàííÿ, ñòàíè

ÿêèõ îïèñóþòü ïîä³áíèìè ð³âíÿííÿìè, íàçèâàþòü ñòîõàñòè÷íèìè äåñêðèïòîð-

íèìè ñèñòåìàìè. ßê ³ äëÿ ÿâíèõ ñèñòåì [1, 2], â ÿêèõ ó ïðîöåñ³ äîñë³äæåííÿ

äèôåðåíö³àëüíèõ ³ãîð âðàõîâóþòü âèïàäêîâ³ çáóðåííÿ ó âèãëÿä³ á³ëîãî øóìó,

âèíèêàº ïîòðåáà ó ïðîâåäåíí³ ïîä³áíèõ äîñë³äæåíü äëÿ äåñêðèïòîðíèõ ñèñ-

òåì. Òàê, ³ãðîâ³ çàäà÷³ Íåøà äëÿ ñòîõàñòè÷íî¿ äåñêðèïòîðíî¿ ñèñòåìè âèâ÷à-

ëèñü ó [3]. Ñòîõàñòè÷í³ äèôåðåíö³àëüí³ ³ãðè ðîçãëÿäàëèñÿ â [4, 5].

ÇÎÁÐÀÆÅÍÍß ÑÒÀÍ²Â ÑÈÑÒÅÌÈ

Óâåäåìî ïîçíà÷åííÿ: � � � � �{( , ) : }t t T� �0 — òðèêóòíèê íà ïëîùèí³; �� ��, ,

| | | |� — ñêàëÿðíèé äîáóòîê òà íîðìà ó â³äïîâ³äíèõ ïðîñòîðàõ; E òà 0 — îäè-

íè÷íà òà íóëüîâà ìàòðèö³ íàëåæíî¿ ðîçì³ðíîñò³; K tr — òðàíñïîíîâàíà ìàòðè-

öÿ ÷è òðàíñïîíîâàíèé âåêòîð; L T n
2 0( , ; )R — ïðîñò³ð âåêòîð-ôóíêö³é ç³ çíà-

÷åííÿìè â R n , ùî ñóìîâí³ ç êâàäðàòîì íîðìè íà [ , ]0 T ; W Tk n
2

0( , ; )R — ïðî-

ñò³ð Ñîáîëºâà ïîðÿäêó k âåêòîð-ôóíêö³é ç L T n
2 0( , ; )R , óçàãàëüíåí³ ïîõ³äí³

ÿêèõ äî ïîðÿäêó k âêëþ÷íî íàëåæàòü L T n
2 0( , ; )R ; {�, , }F P — ïîâíèé

³ìîâ³ðí³ñíèé ïðîñò³ð ç íåñïàäíîþ ñ³ì’ºþ ñèãìà-àëãåáð {Ft t T}0� �
( , )F F F s t Ts t	 	 � � �0 ; M — ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ â³äíîñíî

éìîâ³ðí³ñíî¿ ì³ðè P; w t w t( ) ( , )� � — m-ì³ðíèé â³íåð³âñüêèé ïðîöåñ íà [ , ]0 T ,
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ùî âèõîäèòü ç íóëÿ òà óçãîäæåíèé ç ñ³ì’ºþ ñèãìà-àëãåáð {Ft t T}0� � ;

H Hn
2 2( ; )� R � — Ã³ëüáåðò³â ïðîñò³ð n-ì³ðíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí

� � �� ( ), ùî ìàþòü ñê³í÷åííèé àáñîëþòíèé ìîìåíò äðóãîãî ïîðÿäêó

M | | | |� 2 
 � , � � � � �� � � �, ,H2
M ; ÿêùî F0 — ñèãìà-ï³äàëãåáðà ñèãìà-àëãåáðè F ,

òî H Fn
2 0( ; ; )� R — ï³äïðîñò³ð ïðîñòîðó H2 , ùî ñêëàäàºòüñÿ ç F0-âèì³ðíèõ

âèïàäêîâèõ âåëè÷èí; L T Ln
2 20( , ; ; ) ,� �R � — Ã³ëüáåðò³â ïðîñò³ð n-ì³ðíèõ

âèì³ðíèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñ³â x t( , )� , 0 � �t T , ��� , ùî çàäîâîëüíÿþòü

óìîâó

M
0

2
T

x t dt
 
 �| | ( , ) | |� , � � � � �
x y x t y t dtL

t

T

, ( ), ( )
,2

0

�
M ;

L T F Ln
t Ft2 20( , ; ; ; ) , ,� �R � — ï³äïðîñò³ð ïðîñòîðó L2,� , ùî ñêëàäàºòüñÿ ç íå-

óïåðåäæåíèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñ³â â³äíîñíî ñ³ì’¿ {Ft t T}0� � . ²íôîðìàö³þ

ùîäî òåîð³¿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñ³â íàâåäåíî â [6, 7].

Äèíàì³êà ñèñòåìè îïèñóºòüñÿ ñòîõàñòè÷íèì äèôåðåíö³àëüíî-àëãåáðà¿÷íèì

ð³âíÿííÿì (ó ðîçóì³íí³ ²òî)

d Ax t Bx t dt f t K u t K v t dt dw t[ ( )] ( ) [ ( ) ( ) ( )] ( )� � � � �1 2 � , 0 � �t T , (1)

ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

Ax ( , ) ( )0 � � �� . (2)

Òóò A òà B — ä³éñí³ ìàòðèö³ ðîçì³ð³â n n� ; K1, K2 òà � — ä³éñí³ ìàòðèö³

â³äïîâ³äíî ðîçì³ð³â n m� 1 , n m� 2 òà n m� ; f t L T Fn
t( , ) ( , ; ; ; )� � 2 0 � R ,

� � �( ) ( ; ; ), ( , ) ( , ; ; ; )� �H F u t L T F
m

t2 0 2 0 1� �R Rn — êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà-

÷à; v t L T( , ) ( , ; ;� � 2 0 � R m
tF2 ; ) — êåðóâàííÿ âò³êà÷à. Ñòîõàñòè÷í³ äåñêðèï-

òîðí³ ñèñòåìè êåðóâàííÿ, îçíà÷åííÿ òà âëàñòèâîñò³ ¿õí³õ ðîçâ’ÿçê³â îïèñàíî

â [8–11]. Ó [12, 13] ðîçãëÿíóòî ïðàêòè÷í³ çàñòîñóâàííÿ ñòîõàñòè÷íèõ ñèñòåì

êåðóâàííÿ. Ðîçâ’ÿçêè x t L T Fn
t( ) ( , ; ; ; )� 2 0 � R ïî÷àòêîâî¿ çàäà÷³ (1), (2)

ç ³ìîâ³ðí³ñòþ 1 çàäîâîëüíÿþòü ð³âíÿííÿ

Ax t Bx s ds f s K u s K v s ds w t

t t

( ) ( ) [ ( ) ( ) ( )] ( )� � � � � �
 
� �

0

1 2

0

, 0 � �t T .

Òóò ðîçãëÿíóòî íåïåðåðâíó ìîäèô³êàö³þ âèïàäêîâîãî ïðîöåñó Ax t( ).

Âèâ÷àºìî ðåãóëÿðí³ ñèñòåìè, äëÿ ÿêèõ âèçíà÷íèê det ( )� A B� õàðàêòåðèñòè÷-

íî¿ â’ÿçêè ìàòðèöü � A B� ÿê ôóíêö³ÿ � òîòîæíî íå ïåðåòâîðþºòüñÿ â íóëü. Öå îá-

ìåæåííÿ äàº çìîãó ââåñòè ó ðîçãëÿä òàê³ ìàòðèö³ (äèâ. [14] òà ïîñèëàííÿ òàì):

I
i

A B d� � �



1

2

1

�
� �

	

( ) , G AI A B B� � �( ) ,

D AIBG� � �1 , H E AI AG� � �( ) 1 ,

äå êîíòóð 	 îáìåæóº âñ³ âëàñí³ ÷èñëà õàðàêòåðèñòè÷íî¿ â’ÿçêè. Òóò I —

ä³éñíà ìàòðèöÿ, IA — ïðîºêö³éíà ìàòðèöÿ íà ï³äïðîñò³ð âëàñíèõ òà ïðèºäíà-

íèõ âåêòîð³â õàðàêòåðèñòè÷íî¿ â’ÿçêè ó ñê³í÷åííèõ òî÷êàõ, E IA� —

ïðîºêö³éíà ìàòðèöÿ íà ï³äïðîñò³ð âëàñíèõ òà ïðèºäíàíèõ âåêòîð³â

ó íåñê³í÷åííî â³ääàëåí³é òî÷ö³, H — í³ëüïîòåíòíà ìàòðèöÿ ç ³íäåêñîì

í³ëüïîòåíòíîñò³ m � 1. Ìàþòü ì³ñöå ð³âíîñò³

AIB BIA� , IAG G AI� ��1 1 , AG AI AI� �1 , DAI AID� . (3)
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Íåõàé ñïðàâåäëèâ³ îáìåæåííÿ:

— ÿêùî m�1, òî äåòåðì³íîâàíèìè º âåêòîð ( )E AI� � òà ôóíêö³ÿ

f t Hf tH ( ) ( )� ; (4)
— ÿêùî m�1, òî

H f t W Tj
H

j n� �1
2

0( ) ( , ; )R , j m� �1 1,... , , (5)

HK HK AI E AI
d

dt
H fj

j

j
j

m
j

H1 2

0

1

0 0 1 0� � � � � �
�

�

�, , , ( ) ( ) [ (� � � )]. (6)

Óíàñë³äîê òåîðåìè 1 ³ç [9] ³ñíóº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1), (2), ÿêèé äî-

ïóñêàº çîáðàæåííÿ

x t G e AI K u K v f d G E AD t
t

( ) [ ( ) ( ) ( )] (( )� � � � �� � �
1

0

1 2
1� � � � � I )�

� � � �[ ( ) ( )]K u t K v t G e AIDt
1 2

1 �� � � ��

�

�

�G
d

dt
H E AI f tj

j

j
j

m
j1

0

1

1( ) [ ( ) ( )]

� � �
G e dwD t
t

1

0

( ) ( )� � � . (7)

Çà äîïîìîãîþ ñï³ââ³äíîøåííÿ (7) ç óðàõóâàííÿì ð³âíîñòåé (3) îäåðæóºìî

çîáðàæåííÿ

Ax t e AI K u K v d tD t
t

( ) [ ( ) ( )] ( )( )� � ��
 � � � � 


0

1 2 , (8)


 � � � � �� �( ) ( ) ( )( ) ( )t e AI e AIf d e dwDt D t
t

D t
t

� � � �� �
 

0 0

� � �
�

�
�� ( ) [ ( ) ( )]1

0

1
1j

j

j
j

m
jd

dt
H E AI f t . (9)

ÐÎÇÂ’ßÇÍ²ÑÒÜ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÍÎ¯ ÄÈÔÅÐÅÍÖ²ÀËÜÍÎ¯ ÃÐÈ

Ïåðåéäåìî äî ïîñòàíîâêè ³ãðîâî¿ çàäà÷³ ó ñòîõàñòè÷í³é äåñêðèïòîðí³é ñèñ-

òåì³ (1), (2). Ìíîæèíàìè äîïóñòèìèõ êåðóâàíü ïåðåñë³äóâà÷à U1 òà âò³êà÷à

V1 º âèïàäêîâ³ ïðîöåñè u t L T F
m

t( , ) ( , ; ; ; )� � 2 0 1� R òà v t L T( , ) ( , ; ;� � 2 0 �

R m
tF2 ; ), ùî ÿê ôóíêö³¿ ÷àñó t íàáóâàþòü çíà÷åíü ç îáëàñòåé êåðóâàíü

U H
m

0 2
1� ( ; )� R òà V H

m
0 2

2� ( ; )� R . Ïðèïóñêàºìî, ùî U 0 , V0 — çàìêíåí³

îïóêë³ îáìåæåí³ ìíîæèíè ó ïðîñòîðàõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí H
m

2
1( ; )� R ,

H
m

2
2( ; )� R . Òîä³ ìíîæèíàìè äîïóñòèìèõ êåðóâàíü U1 òà V1 º îïóêë³ çà-

ìêíåí³ îáìåæåí³ ìíîæèíè â L T F
m

t2 0 1( , ; ; ; )� R òà L T F
m

t2 0 2( , ; ; ; )� R . Äî-

ïóñòèìèì êåðóâàííÿì u t U( )� 1 òà v t V( )� 1 â³äïîâ³äàº ðîçâ’ÿçîê x t x t u v( ) ( ; , )�
ïî÷àòêîâî¿ çàäà÷³ (1), (2) (ñòàí ñèñòåìè). Òåðì³íàëüíîþ ìíîæèíîþ

M H n� 2 ( ; )� R º îðòîãîíàëüíà ñóìà

M M M� �0 1 (10)

çàìêíåíîãî ë³í³éíîãî ï³äïðîñòîðó M 0 ó H n
2 ( ; )� R òà çàìêíåíî¿ êóë³ M1 ³ç

îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ M
0
� äî M 0 ç öåíòðîì ó íóë³ ³ ðàä³óñîì d. ßêùî
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d � 0, òî M1 0� { }. Äëÿ äåñêðèïòîðíî¿ ñèñòåìè òåðì³íàëüíå îáìåæåííÿ ó äè-

ôåðåíö³àëüí³é ãð³ íàêëàäàºìî íà äèíàì³÷íèé âåêòîð Ax t( ) (äèâ. [15]). Íåõàé

� — îðòîïðîºêòîð ó H n
2 ( ; )� R íà ï³äïðîñò³ð M

0
� . Ãðó â ñèñòåì³ (1), (2)

ìîæíà çàâåðøèòè çà ÷àñ T0 , ùî íå ïåðåâèùóº T , ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî äîïóñ-

òèìîãî êåðóâàííÿ âò³êà÷à v V� 1 çíàéäåòüñÿ äîïóñòèìå êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà-

÷à u U� 1, äëÿ ÿêîãî | | ( ; , ) | |� Ax T u v dH0 2
� .

Çàäàìî óìîâè çàê³í÷åííÿ ãðè ó ñèñòåì³ (1), (2). Ó ïðîñòîð³ H n
2 ( ; )� R ðîç-

ãëÿíåìî îïóêë³ çàìêíåí³ îáìåæåí³ ìíîæèíè

� �u
D T

T

e AIK u d u U� �
�
�
�

��

�
�
�

��

�



( )
( ) ,0

0

0

1 1
� � � ,

� �v
D T

T

e AIK v d v V� �
�
�
�

��

�
�
�

��

�



( )
( ) ,0

0

0

2 1
� � �

òà ¿õí³ îïîðí³ ôóíêö³îíàëè

�u
z

Hh h z

u

( ) sup ,� � �
��

2
, �v

z
Hh h z

v

( ) sup ,� � �
��

2
. (11)

Òåîðåìà 1. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ ðåãóëÿðíî¿ ñèñòåìè (1), (2) ç òåðì³íàëüíîþ

ìíîæèíîþ (10) ñïðàâåäëèâ³ îáìåæåííÿ (4)–(6). Äëÿ çàâåðøåííÿ ãðè ó ñèñòåì³

(1), (2) çà ÷àñ T0 íåîáõ³äíî ³ äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñü íåð³âí³ñòü

p h h h h T dv u H( ) � ( ) ( ) , ( )� � � � � � �� � 
� 0 2
� � �h H hn

H2 2
1( ; ): | | | |� R . (12)

Äîâåäåííÿ. Çà äîïîìîãîþ ñï³ââ³äíîøåííÿ (8) òà ð³âíîñò³ �u h( )� �

� � � �
�
inf ,

z
H

u

h z
� 2

îäåðæóºìî çîáðàæåííÿ ôóíêö³¿ p h( ) iç (12):

p h h Ax T u v
v V u U

H
u U v V

( ) sup inf , ( ; , ) inf sup� � � �
� � � �1 1

2
1

0�
1

20� �h Ax T u v H, ( ; , )� .

Äîâåäåìî íåîáõ³äí³ñòü íåð³âíîñò³ (12) äëÿ çàâåðøåííÿ ãðè ó ñèñòåì³ (1), (2)

çà ÷àñ T0 . Ïðèïóñòèìî ñóïðîòèâíå. Íåõàé ãðó ìîæíà çàâåðøèòè çà ÷àñ T0 , àëå

íåð³âí³ñòü (12) íå âèêîíóºòüñÿ, òîáòî ³ñíóº âåêòîð h H n� 2 ( ; )� R ç íîðìîþ

|| | |h H2
1� òàêèé, ùî âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü p h d( ) � . Çã³äíî ç [16, ðîçä. 2.9,

2.10] îïóêëà çàìêíåíà îáìåæåíà ìíîæèíà ñëàáêî êîìïàêòíà ó Ã³ëüáåðòîâîìó

ïðîñòîð³. Òîìó ñëàáêî êîìïàêòíà ìíîæèíà � �v
nH� 2 ( ; )R . Îòæå, òî÷íà âåð-

õíÿ ìåæà â îçíà÷åíí³ îïîðíîãî ôóíêö³îíàëà �v h( ) ó (11) äîñÿãàºòüñÿ: ³ñíóº êå-

ðóâàííÿ âò³êà÷à v V0 1� òàêå, ùî

� � ��
v

D T
T

H

h h e AIK v d( ) , ( )
( )� �


 � 0

0

2
0

2 0 .

Çâ³äñè îäåðæóºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ

d p h h e AI K u K v d T
D T v

T

H


 � � ��

( ) , [ ( ) ( )] ( )

( )� �0

0

0

1 2 0 0� � � 


2

�

� � � �h Ax T u v Ax T u vH H, ( ; , ) | | ( ; , ) | |� �0 0 02 2
� �u U1 .
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Òàêèì ÷èíîì, ³ñíóº êåðóâàííÿ âò³êà÷à v V0 1� òàêå, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî êåðó-

âàííÿ ïåðåñë³äóâà÷à u U� 1 âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü

| | ( ; , ) | |�Ax T u v dH0 0 2
� . (13)

Öå ñóïåðå÷èòü ìîæëèâîñò³ çàâåðøåííÿ ãðè çà ÷àñ T0 . Íåîáõ³äí³ñòü äîâå-

äåíà.

Òåïåð äîâåäåìî äîñòàòí³ñòü íåð³âíîñò³ (12) äëÿ çàâåðøåííÿ ãðè çà ÷àñ T0 .

Ïðèïóñòèìî ñóïðîòèâíå: âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü (12), àëå çíàéäåòüñÿ êåðóâàííÿ

âò³êà÷à v V0 1� òàêå, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷à u U� 1 âèêî-

íóºòüñÿ íåð³âí³ñòü (13). Óíàñë³äîê òåîðåìè 1.8 ³ç [17] íåïåðåðâíèé îïóêëèé

ôóíêö³îíàë � ( ) | | ( ; , ) | |u Ax T u v H� � 0 0 2
, ùî âèçíà÷åíèé íà Ã³ëüáåðòîâîìó ïðî-

ñòîð³ L T F
m

t2 0 1( , ; ; ; )� R , äîñÿãàº ñâîãî ì³í³ìóìó íà îïóêë³é çàìêíåí³é îáìå-

æåí³é ìíîæèí³ U1 . Îòæå, çíàéäåòüñÿ �
 � òàêå, ùî min
u U

u d
�

� �
1

� �( ) . Âèêîðèñ-

òàºìî (8) äëÿ t T� 0 òà v v� 0 ³ ìàºìî, ùî ó ïðîñòîð³ H n
2 ( ; )� R îïóêëà ìíîæèíà

� � �u
D T

T

e AIK v d T Ax T u v u� � � ��



( )
( ) ( ) { ( ; , ),0

0

0

2 0 0 0 0
� � � 
 U1}

òà çàìêíåíà êóëÿ S d� � ðàä³óñà d � � ç öåíòðîì ó íóë³ íå ïåðåòèíàþòüñÿ.

Ç òåîðåìè â³ää³ëüíîñò³ [äèâ. 16, ðîçä. 2.6] âèïëèâàº ³ñíóâàííÿ h H n� 2 ( ; )� R

ç | | | |h H2
1� òàêîãî, ùî

inf , ( ; , ) sup ,
u U

H
z S

Hh Ax T u v h z d d

d
� �

� � � � � � � �
�1

2 20 0�
�

� .

Çâ³äñè äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî p h d( ) � ³ íåð³âí³ñòü (12) íå âèêîíóºòüñÿ.

Öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ïðàâèëî ïîáóäîâè êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷à, ùî ãàðàíòóº çàâåðøåííÿ ãðè

ïåðåñë³äóâàííÿ, äàº ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é [18] (òàêîæ äèâ. [19] òà ïî-

ñèëàííÿ òàì). Óâåäåìî ó ðîçãëÿä áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ

Q t v e AI K U K v t v VD t( , , ) ( ), ( , , )( )� ��� � � ��� �1 0 2 0 , (14)

ç îïóêëèìè çàìêíåíèìè îáìåæåíèìè îáðàçàìè â H n
2 ( ; )� R . Çàìêíåí³ñòü îá-

ðàç³â º íàñë³äêîì ñëàáêî¿ êîìïàêòíîñò³ ó Ã³ëüáåðòîâîìó ïðîñòîð³ H
m

2
1( ; )� R

îïóêëî¿ çàìêíåíî¿ îáìåæåíî¿ ìíîæèíè U 0 . Òàêîæ ðîçãëÿíåìî áàãàòîçíà÷íå

â³äîáðàæåííÿ

 �( , , ) ~ : ( , , ) ~[ ( )] }t v Q t v M t� � � � 
� � ! � "#{ 0 1 , (15)

ç îáðàçàìè â R . Âèïàäêîâèé ïðîöåñ 
( )t âèçíà÷åíèé â (9). Ïðèïóñòèìî, ùî

0�Q t v( , , )� äëÿ âñ³õ ( , , )t v V� � �� 0 . Òîä³ â³äîáðàæåííÿ (15) ìàº íåïîðîæí³ îá-

ðàçè. Çàìêíåí³ñòü îáðàç³â â³äîáðàæåííÿ (15) º íàñë³äêîì ñëàáêî¿ êîìïàêòíîñò³

ìíîæèíè M1 òà îáðàç³â â³äîáðàæåííÿ Q . ßêùî �
( )t M� 1 , òî  ( , , ) [ , )t v� � �0 .

ßêùî �
( )t M$ 1 , òî äëÿ t â³äîáðàæåííÿ  ìàº îïóêë³ çàìêíåí³ îáìåæåí³ îáðà-

çè. Çíà÷åííÿì îïîðíîãî ôóíêö³îíàëà ìíîæèíè  ( , , )t v� íà åëåìåíò³ 1 º ðîçâ’ÿçó-

âàëüíà ôóíêö³ÿ � �( , , )t v :

� � � � �( , , ) sup{~: ~ ( , , )}t v t v� � , �:�� %V0 R. (16)

ßêùî || ( )| |�
 t dH2
� , òî � �( , , )t v � � . ßêùî | | ( ) | |�
 t dH2

� , òî çàâäÿêè

êîìïàêòíîñò³ îáðàç³â  ( , , )t v� (15) ñóïðåìóì ó (16) äîñÿãàºòüñÿ. Ó öüîìó âèïàä-

ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2024, òîì 60, ¹ 3 113



êó ïðèïóñêàºìî, ùî ôóíêö³ÿ � � � � �t t v( ) ( , , ( ))� º âèì³ðíîþ çà ��[ , ]0 t äëÿ êîæ-

íîãî v V� 1 .

Âèçíà÷èìî ìíîæèíó ìîìåíò³â ÷àñó, íà ÿêèõ ìîæå çàâåðøóâàòèñü ãðà:

& �� � �{ [ , ]: ( )t T t M0 1
 }�

� t T t M t v d
v V

t

� $ ' �
�
�
�

��

�
�

� 
[ , ]: ( ) inf ( , , ( ))0 11

01

�
 � � � �
�

��
. (17)

ßêùî ìíîæèíà & íå º ïîðîæíüîþ ³ T0 �&, óâåäåìî ó ðîçãëÿä áàãàòîçíà÷í³

â³äîáðàæåííÿ ç [ , ]0 0 0T V� ó H
m

2
1( ; )� R :

( �1 0 1 2
0 0( , ) { : ( ) }

( )� �
v u U e AI K u K v

D T� � � ��
, (18)

( � �2 0 1 2 0 1
0( , ) { : ( ) ( , , ) (

( )� � � 
�
v u U e AI K u K v T v M

D T� � � � ��
( ))}T0 . (19)

Òåîðåìà 2. Íåõàé äëÿ ðåãóëÿðíî¿ ñèñòåìè (1), (2) ç òåðì³íàëüíîþ ìíîæè-

íîþ (10) âèêîíóþòüñÿ òàê³ ïðèïóùåííÿ: ñïðàâåäëèâ³ îáìåæåííÿ (4)–(6);

0�Q t v( , , )� (14) äëÿ âñ³õ ( , , )t v V� � �� 0 ; ÿêùî äëÿ âèïàäêîâîãî ïðîöåñó 
( )t (9)

ìàºìî | | ( ) | |�
 t dH2
� , òî äëÿ êîæíîãî v V� 1 ôóíêö³ÿ � � � � �t t v( ) ( , , ( ))� º

âèì³ðíîþ çà ��[ , ]0 t ; äëÿ v V� 1 áàãàòîçíà÷í³ â³äîáðàæåííÿ ( (1 2( , ( )), ( , ( ))� � � �v v ,

äå ( (1 2, , âèçíà÷åí³ â (18), (19), ìàþòü ñåëåêòîðè 	 � 	 �1 2( ), ( )�

�L T F
m

t2 0 1( , ; ; ; )� R . Òîä³ ãðó ó ñèñòåì³ (1), (2) ìîæíà çàâåðøèòè çà ÷àñ T0 �&.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ çàâåðøåííÿ ãðè ó ñèñòåì³ (1), (2) äîïóñòèìå êåðóâàííÿ ïå-

ðåñë³äóâà÷à u U( )� � 1 áóäóºìî çàëåæíî â³ä âèáðàíîãî äîïóñòèìîãî êåðóâàííÿ

âò³êà÷à v V( )� � 1 çà äîïîìîãîþ áàãàòîçíà÷íèõ â³äîáðàæåíü (18), (19). Ó âèïàäêó

�
( )T M0 1� êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷à u ( )� íà ïðîì³æêó [ , ]0 0T ïîêëàäåìî

ð³âíèì ñåëåêòîðó 	 �1 2 0 1( ) ( , ; ; ; )�L T F
m

t� R áàãàòîçíà÷íîãî â³äîáðàæåííÿ

(1 ( , ( ))� �v . Ó öüîìó ðàç³ çã³äíî ç çîáðàæåííÿì (8) ìàºìî �Ax T( )0 �
� ��
( )T M0 1 , çâ³äêè Ax T M( )0 � , òîáòî ãðó áóäå çàâåðøåíî çà ÷àñ T0 .

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè �
( )T M0 1$ . Óâåäåìî ôóíêö³þ

q t T v d

t

( ) ( , , ( ))� 
 � � � �0

0

, 0 0� �t T .

Îñê³ëüêè T0 �& (17), ñïðàâåäëèâà íåð³âí³ñòü q T( )0 1� . Òîìó ³ñíóº ìîìåíò

÷àñó t T) �( , ]0 0 , ùî çàäîâîëüíÿº ñï³ââ³äíîøåííÿ q t( )) �1. ßê äîïóñòèìå êåðó-

âàííÿ ïåðåñë³äóâà÷à u( )� , ��[ , ]0 0T , âèáåðåìî ôóíêö³þ, ùî íà ïðîì³æêó [ , )0 t) º

ñåëåêòîð 	 �2 2 0 1( ) ( , ; ; ; )�L T F
m

t� R , à íà ïðîì³æêó [ , ]t T) 0 º ñåëåêòîð

	 �1 2 0 1( ) ( , ; ; ; )�L T F
m

t� R . Çà òàêîãî âèáîðó êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷à çàâäÿêè

çîáðàæåííþ Ax t( ) (8) ç óðàõóâàííÿì îçíà÷åíü (1 (18) òà (2 (19) ìàºìî

� � �Ax T T e AI K K v d
D T

t

( ) ( ) [ ( ) ( )]
( )

0 0

0

1 2 2
0� � � ��

)



 	 � � ��

� � � �
)


� �
 � � � 
 � � � �( ) ( , , ( )) ( ( )) ( , , ( ))T T v M T d T v

t

0 0

0

1 0 0 M d M

t

1

0

1

)


 �� ,

äå îñòàíí³ äâà ³íòåãðàëè ðîçóì³þòüñÿ ÿê ìíîæèíà ³íòåãðàë³â â³ä ³íòåãðîâíèõ

ñåëåêòîð³â. Îñê³ëüêè �Ax T M( )0 1� , òî Ax T M( )0 � . Òåîðåìà äîâåäåíà.
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ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÍÀ ÄÈÔÅÐÅÍÖ²ÀËÜÍÀ
ÃÐÀ Ó ÐÀÄ²ÎÒÅÕÍ²×ÍÎÌÓ Ô²ËÜÒÐ²

Ó ðàä³îòåõí³÷íèõ ñèñòåìàõ ³ñíó-

þòü ð³çí³ âèäè ïåðåøêîä, ùî çó-

ìîâëåí³ âèïàäêîâèìè øóìàìè íà-

âêîëèøíüîãî ñåðåäîâèùà [20–22].

Ö³ øóìè ìîäåëþþòüñÿ çà äîïîìî-

ãîþ á³ëîãî øóìó — óçàãàëüíåíî¿

ïîõ³äíî¿ *w t( ) â³íåð³âñüêîãî ïðî-

öåñó w t( ) [9, 23, 24]. Ðîçãëÿíåìî

ìîäåëþâàííÿ äèôåðåíö³àëüíî¿ ãðè

äëÿ êîëà, ùî çîáðàæåíî íà ðèñ. 1. Òóò ïàðàëåëüíî ç ºìí³ñòþ C âêëþ÷åíî

ïðîâ³äí³ñòü g , à íà ³íøèõ âíóòð³øí³õ ã³ëêàõ ðîçòàøîâàíî ³íäóêòèâíîñò³

L L1 2, ³ îïîðè r r1 2, . Íà çíà÷åííÿ âíóòð³øí³õ ñòðóì³â òà íàïðóã âïëèâàþòü

äâà çîâí³øí³ äæåðåëà ñòðóìó I t I t1 1( ) ( , )� � , I t I t2 2( ) ( , )� � .

Ìàºìî ð³âíÿííÿ Ê³ðõãîôà òà êîëèâàíü åëåìåíò³â ç óðàõóâàííÿì âïëèâó

á³ëîãî øóìó:

U U U U UL r L r C1 1 2 2
0� � � � � , I I I IL C g1 1

� � � , I I I IL C g2 2
� � � ,

CU I w tC C C* � � *� ( ) , I gUg C� ,

L I U w tj L L Lj j j
* � � *� ( ), U r Ir j Lj j

� , j �1 2, , (20)

äå L r C gj j, , , — äîäàòí³ ñòàë³, � �L Cj
, — âàãîâ³ êîåô³ö³ºíòè, ùî âèçíà÷à-

þòü ³íòåíñèâíîñò³ âïëèâó á³ëîãî øóìó. Äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ êîëèâàíü

ó (20) çàïèñóþòü ó âèãëÿä³ ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíö³àë³â

CdU I dt dw tC C C� � � ( ), L dI U dt dw tj L L Lj j j
� � � ( ). (21)

Ñòàíè åëåêòðè÷íîãî êîëà õàðàêòåðèçóþòüñÿ âåêòîðîì

x t x t x t x t I t I t U ttr
L L C

tr( ) ( ( ) ( ) ( )) ( ( ) ( ) ( ))� �1 2 3 1 2
, (22)

ùî ñêëàäàºòüñÿ ç «åíåðãåòè÷íèõ» êîìïîíåíò, ÿê³ â³äïîâ³äàþòü ³íåðö³éíèì åëå-

ìåíòàì. Âèêîíóþ÷³ î÷åâèäí³ ïåðåòâîðåííÿ ó ñï³ââ³äíîøåííÿõ (20) ç óðàõóâàí-

íÿì äèôåðåíö³àëüíèõ ñï³ââ³äíîøåíü (21), íà â³äð³çêó ÷àñó [ , ]0 T îäåðæóºìî ñèñ-

òåìó òðüîõ ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü â³äíîñíî åíåðãåòè÷íèõ êîì-

ïîíåíò (22):

d L I t L I t r I t r I t U t dtL L L L C[ ( ) ( )] [ ( ) ( ) ( )] (1 2 1 21 2 1 2
� � � � � � �L L dw t

1 2
� ) ( ),

d CU t I t gU t dt I t dt dw tC L C C[ ( )] [ ( ) ( )] ( ) ( )� � � �
1 1 � ,

d CU t gU t I t dt I t dt dw tC C L C[ ( )] [ ( ) ( )] ( ) ( )� � � �
2 2 � , 0 � �t T . (23)

Ïðèïóñòèìî, ùî ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó t � 0 â³äîì³ çíà÷åííÿ

L I L IL L1 2 11 2
0 0( ) ( )� � � , CUC ( )0 2� � , (24)

äå � �1 2, — âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè. Íåõàé ö³ëü ãðè ó ñèñòåì³ (23), (24) ïîëÿãàº

â îäåðæàíí³ òàêîãî çíà÷åííÿ íàïðóãè U tC ( ) ó ìîìåíò ÷àñó t T� 0 ( ( , ])T T0 0� ,

ùî ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ éîãî êâàäðàòà íå ïåðåâèùóº � � 0, ó êëàñ³ äîïóñ-

òèìèõ ñòðóì³â ïåðåñë³äóâà÷à u t I t( ) ( )� 1 çà áóäü-ÿêîãî äîïóñòèìîãî ñòðóìó

âò³êà÷à v t I t( ) ( )� 2 .
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Ðèñ. 1. ×îòèðèïîëþñíèé ô³ëüòð

I t1 ( , )�
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Òîä³ ïî÷àòêîâó çàäà÷ó (23), (24) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³ (1), (2) â³äíîñíî

âåêòîðà ñòàí³â x t( ) (22). Ñèñòåìà (23), (24) º ðåãóëÿðíîþ, îñê³ëüêè ³ñíóº ðå-

çîëüâåíòà
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11 , r r r12 1 2� � ,

L L L12 1 2� � , d C g L r0 12 12 1( ) ( ) ( )� � �� � � � , d C g1 ( )� �� � ,

d L rj j j� � �1 ( )� � , j �1 2, .

Íåâàæêî áà÷èòè, ùî óìîâè (4)–(6) âèêîíàí³. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêèõ âõ³äíèõ

ñòðóì³â I t I t L T Ft1 2 2 0( ), ( ) ( , ; ; ; )� � R ñòàí x t( ) (22) îäíîçíà÷íî âèçíà÷àºòüñÿ

â ÿâíîìó âèãëÿä³ (7).

Ãðó â ðàä³îòåõí³÷í³é ñèñòåì³ (23), (24) ìîæíà ³íòåðïðåòóâàòè ÿê ãðó

â àáñòðàêòí³é ñèñòåì³ (1), (2). Äîïóñòèì³ ñòðóìè u t I t U( ) ( )� �1 1 (êåðóâàííÿ ïå-

ðåñë³äóâà÷à) òà v t I t V( ) ( )� �2 1 (êåðóâàííÿ âò³êà÷à) çàäîâîëüíÿþòü îáìåæåííÿ

MI tj j
2 2( , )� �� ( )� j � 0 . Äèíàì³÷íèé âåêòîð ìàº âèãëÿä

Ax t L I t L I t CU t CU tL L C C
tr( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ))� �1 21 2

.

Ïðîºêö³éíà ìàòðèöÿ diag{ , , }0 0 1 ïðèðîäíî ³íäóêóº îðòîïðîºêòîð �

â H2
3( ; )� R íà ï³äïðîñò³ð M

0
� â îçíà÷åíí³ òåðì³íàëüíî¿ ìíîæèíè M (10).

Ðàä³óñ êóë³ M H1 2
3� � �( ; )R ïîêëàäåìî d C� � . Íåõàé � ( ) ( )t e AIDt� 0 0 1 .

Çíàõîäèìî îïîðí³ ôóíêö³îíàëè (11):
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M .

Óíàñë³äîê òåîðåìè 1 ãðó â ñèñòåì³ (23), (24) ìîæíà çàâåðøèòè ó ìîìåíò

÷àñó T0 òîä³ ³ ò³ëüêè òîä³, êîëè äëÿ âñ³õ h H3 2� ( ; )� R ç | | | |h H3 2
1� âèêîíóºòüñÿ

íåð³âí³ñòü
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Áóäóâàòèìåìî ñòðóì I t1 ( ), ùî çàáåçïå÷óº ïåðåâåäåííÿ ìàòåìàòè÷íîãî

ñïîä³âàííÿ êâàäðàòà íàïðóãè U TC ( )0 ó íóëü çà áóäü ÿêîãî äîïóñòèìîãî ñòðóìó

I t2 ( ), çà ñõåìîþ äîâåäåííÿ òåîðåìè 2. Íåõàé L r L r1 2 2 1� , L L1 1 2 2� �� . Óìîâà

0�Q t v( , , )� (14) âèêîíàíà. Âèçíà÷èìî ðîçâ’ÿçóâàëüíó ôóíêö³þ � �( , , )t v (16).
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Óíàñë³äîê (17) ìîìåíòè ÷àñó T0 , íà ÿêèõ çàâåðøóºòüñÿ ãðà, çàäîâîëüíÿþòü
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Çàóâàæèìî, ùî îá’ºêòàìè çàñòîñóâàííÿ ìîæóòü áóòè áóäü-ÿê³ äåñêðèïòîðí³

ñèñòåìè êåðóâàííÿ, ìàòåìàòè÷í³ ìîäåë³ ÿêèõ ì³ñòÿòü â³äïîâ³äí³ äèôåðåíö³àëü-

íî-àëãåáðà¿÷í³ ð³âíÿííÿ. Çîêðåìà, ï³ä ÷àñ ïåðåòâîðåííÿ â³äåîôîðìàò³â ó ñèñòå-

ìàõ ïðîãðàìóâàííÿ [25] äëÿ âðàõóâàííÿ âèïàäêîâèõ âïëèâ³â òà âòðàò ÿêîñò³

âíàñë³äîê ñòèñíåííÿ ìîæóòü áóòè êîðèñíèìè ðåçóëüòàòè àíàë³çó íàâåäåíî¿ ñòî-

õàñòè÷íî¿ ãðè.
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L.A. Vlasenko, A.A. Rutkas, A.G. Rutkas, A.A. Chikrii
STOCHASTIC DESCRIPTOR PURSUITE GAME

Abstract. A differential pursuit game in a stochastic descriptor linear system is analyzed. The
system dynamics is described by Ito’s stochastic differential algebraic equation. Solutions of
the equation are presented by the formula of variation of constants in terms of the initial data
and control unit. Constraints on the support functionals of two sets defined by the behaviors of
the pursuer and evader are used to obtain the game completion conditions. The method of
resolving functions is applied to construct a pursuer control bringing the dynamic vector of the
system to a terminal set. The results are illustrated by an example of a stochastic descriptor
system that describes transient states in a radio technical filter with random perturbations in
the form of white noise.

Keywords: stochastic differential algebraic equation, Wiener process, descriptor system,
differential game, radio technical filter, white noise.
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