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Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ òî÷êàìè íàâàíòàæóâàííÿ òà â³äïî-
â³äíèìè ôóíêö³ÿìè ðåàêö³¿, ÿêó îïèñóþòü íàâàíòàæåíèì ïàðàáîë³÷íèì ð³âíÿííÿì. Îòðè-
ìàíî îïòèìàëüí³ óìîâè äëÿ êåðóâàëüíèõ âïëèâ³â. Ôîðìóëè ãðàä³ºíòà ö³ëüîâîãî ôóíê-
ö³îíàëà, ùî ì³ñòÿòüñÿ â öèõ óìîâàõ, âèêîðèñòàíî â àëãîðèòì³ ÷èñëîâîãî ðîçâ’ÿçàííÿ çà-
äà÷³ êåðóâàííÿ ðóõîì òî÷îê íàâàíòàæóâàííÿ òà â³äïîâ³äíèõ ôóíêö³é ðåàêö³¿ íà îñíîâ³
ìåòîä³â îïòèì³çàö³¿ ïåðøîãî ïîðÿäêó. Íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ÷èñëîâèõ åêñïåðèìåíò³â.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ñèñòåìà ç ðîçïîä³ëåíèìè ïàðàìåòðàìè, íàâàíòàæåíå äèôåðåíö³àëüíå
ð³âíÿííÿ, íåîáõ³äíà óìîâà îïòèìàëüíîñò³, ãðàä³ºíò ôóíêö³îíàëà.

ÂÑÒÓÏ

Â³äîìî, ùî ñòàíè áàãàòüîõ îá’ºêò³â òà ïðîöåñ³â îïèñóþòüñÿ íàâàíòàæåíèìè äè-

ôåðåíö³àëüíèìè ð³âíÿííÿìè ç³ çâè÷àéíèìè àáî ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè [1–6].

Ñòàí òàêîãî îá’ºêòà â òî÷êàõ íàâàíòàæóâàííÿ âïëèâàº íà ñòàí îá’ºêòà

â ö³ëîìó, òîìó âèá³ð îïòèìàëüíèõ ì³ñöü äëÿ òî÷îê íàâàíòàæóâàííÿ òà â³äïî-

â³äíèõ ôóíêö³é ðåàêö³¿ º âàæëèâèì äëÿ ôóíêö³îíóâàííÿ îá’ºêòà.

Àíàëîã³÷í³ çàäà÷³ îïòèì³çàö³¿ òà îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ïîñòàþòü ï³ä ÷àñ

ïðîºêòóâàííÿ ðîçì³ùåííÿ ñâåðäëîâèí ó âîäíèõ, íàôòîâèõ òà ãàçîâèõ ðîäîâè-

ùàõ, ï³äïðèºìñòâ ç óðàõóâàííÿì åêîëîã³¿ ðåã³îíó òà ³íøèõ ôàêòîð³â. Ö³ ìàòåìà-

òè÷í³ ïîñòàíîâêè âèíèêàþòü ³ íà åòàï³ åêñïëóàòàö³¿ çàçíà÷åíèõ îá’ºêò³â äëÿ ïà-

ðàìåòðè÷íî¿ ³äåíòèô³êàö³¿ â³äïîâ³äíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, ïðèçíà÷åíèõ äëÿ

êåðóâàííÿ öèìè îá’ºêòàìè [7–13]. Íàâàíòàæåí³ ïî÷àòêîâî-êðàéîâ³ çàäà÷³ âèíè-

êàþòü ³ ï³ä ÷àñ êåðóâàííÿ ç³ çâîðîòíèì çâ’ÿçêîì îá’ºêòàìè ç ðîçïîä³ëåíèìè ïà-

ðàìåòðàìè, â ÿêèõ òî÷êàìè íàâàíòàæóâàííÿ º ì³ñöÿ, äå âñòàíîâëåí³ òî÷êè

âèì³ðþâàííÿ ïîòî÷íîãî ñòàíó îá’ºêòà [14–20].

Ó çâ’ÿçêó ç öèì îñòàíí³ìè ðîêàìè ïîñèëèâñÿ ³íòåðåñ äî çàäà÷ îïòèìàëüíîãî

êåðóâàííÿ îá’ºêòàìè ç ðîçïîä³ëåíèìè ïàðàìåòðàìè, ùî îïèñóþòüñÿ ð³çíèìè òè-

ïàìè íàâàíòàæåíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè òà ïî÷àò-

êîâî-êðàéîâèõ óìîâ [1, 3]. Ïðîâåäåíî ÷èñëåíí³ äîñë³äæåííÿ íàâàíòàæåíèõ äèôå-

ðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ð³çíèõ òèï³â ÿê ç ïîãëÿäó ³ñíóâàííÿ òà ºäèíîñò³ ¿õí³õ ðîç-

â’ÿçê³â [1, 21, 22], ðîçðîáëåííÿ ÷èñëîâèõ ìåòîä³â ¿õíüîãî ðîçâ’ÿçàííÿ [23–25], òàê

³ ç ïîãëÿäó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ïðîöåñàìè, ùî îïèñóþòüñÿ â³äïîâ³äíèìè

ïî÷àòêîâî-êðàéîâèìè çàäà÷àìè [2, 5, 16–20]. Ó âñ³õ çàçíà÷åíèõ äîñë³äæåííÿõ

áóëî çàäàíî [1–3, 5, 16–26] àáî îïòèì³çîâàíî [6] ðîçòàøóâàííÿ òî÷îê íàâàíòà-

æóâàííÿ, àëå âèïàäîê çì³íè ¿õíüîãî ì³ñöåçíàõîäæåííÿ â ÷àñ³, ³ áà á³ëüøå, êåðó-

âàííÿ ö³ºþ çì³íîþ, í³õòî íå ðîçãëÿäàâ. Ó ö³é ðîáîò³ ðîçãëÿíóòî âèïàäîê íàâàí-

òàæåíî¿ ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¿ çàäà÷³ ïàðàáîë³÷íîãî òèïó, êîëè êîîðäèíàòè òî÷îê

íàâàíòàæóâàííÿ çì³íþþòüñÿ â ÷àñ³ ï³ä ä³ºþ êåðóâàëüíèõ âïëèâ³â òà îïèñóþòüñÿ

ñèñòåìàìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü.
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Îòðèìàíî íåîáõ³äí³ óìîâè îïòèìàëüíîñò³ ä³¿ êåðóâàëüíèõ âïëèâ³â íà ïå-

ðåì³ùåííÿ òî÷îê íàâàíòàæóâàííÿ òà â³äïîâ³äíèõ ôóíêö³é ðåàêö³¿. Ç âèêîðèñòàí-

íÿì ôîðìóë ãðàä³ºíòà ö³ëüîâîãî ôóíêö³îíàëà, ùî ì³ñòÿòüñÿ â öèõ óìîâàõ, çàñòî-

ñîâàíî ÷èñëîâ³ ìåòîäè îïòèì³çàö³¿ ïåðøîãî ïîðÿäêó äëÿ ÷èñëîâîãî ðîçâ’ÿçàííÿ

çàäà÷³. Ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî òî÷êè íàâàíòàæóâàííÿ ïåðåì³ùóþòüñÿ, çàïðîïî-

íîâàíî ñõåìó ñê³í÷åííîð³çíèöåâî¿ ³íòåãðî-³íòåðïîëÿö³éíî¿ àïðîêñèìàö³¿

íàâàíòàæåíî¿ ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¿ çàäà÷³.

Ó ðîáîò³ íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ÷èñëîâîãî ðîçâ’ÿçàííÿ ìîäåëüíî¿ çàäà÷³ ç

îïòèì³çàö³¿ ïàðàìåòð³â íàâàíòàæåíî¿ ñèñòåìè.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×²

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ òî÷êàìè íàâàíòàæóâàííÿ òà â³ä-

ïîâ³äíèìè ôóíêö³ÿìè ðåàêö³¿, ÿêó îïèñóþòü òàêèì äâîâèì³ðíèì ïàðàáîë³÷-

íèì ð³âíÿííÿì:

�

�
� � �

�
�

u x t

t
Lu x t q t N t u x t F x ts s

s

n
( , )

( , ) ( ) ( ( )) ( , ) ( , )�
1

, x l�[ , ]0 , t t t f�( , ],0 (1)

ç ïî÷àòêîâèìè òà êðàéîâèìè óìîâàìè

u x t x( , ) ( )0 0� � , x l�[ , ]0 , (2)

u t t( , ) ( )0 1� � ,
�

�
�

u l t

x
t

( , )
( )�2 , t t t f�[ , ]0 . (3)

Òóò u x t( , ) — ìàéæå ñêð³çü íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíà çà t t t f�( , ]0 òà äâ³÷³

íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíà çà x l�( , )0 ôóíêö³ÿ, ÿêà âèçíà÷àº ôàçîâèé ñòàí

äîñë³äæóâàíîãî ïðîöåñó; t0 , t f — ÷àñ ïî÷àòêó ³ çàâåðøåííÿ ïðîöåñó â³äïî-

â³äíî; íåïåðåðâí³ ôóíêö³¿ �0 ( )x , �1 ( )t , �2 ( )t º çàäàíèìè. Îïòèì³çîâí³ êóñêî-

âî íåïåðåðâí³ ôóíêö³¿ q ts ( ), s n�1 2, , ,� , ÿê³ âèçíà÷àþòü ðåàêö³¿ ó òî÷êàõ íà-

âàíòàæóâàííÿ, ïîâèíí³ çàäîâîëüíÿòè òàê³ óìîâè:

q q t q
s s s� �( ) , t t t f�[ , ]0 , s n�1 2, , ,� , (4)

n — çàäàíà ê³ëüê³ñòü òî÷îê íàâàíòàæóâàííÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî ïî÷àòêîâà òà êðàéîâà óìîâè íà ë³âîìó ê³íö³ çàäîâîëüíÿ-
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Êîîðäèíàòè òî÷îê íàâàíòàæóâàííÿ � � � �( ) ( ( ), ( ), , ( ))t t t tn� 1 2 � º êåðîâà-

íèìè òà îïèñóþòüñÿ äèôåðåíö³àëüíèìè ð³âíÿííÿìè
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Òóò çàäàí³ ôóíêö³¿ f ts ( , , )� � , s n�1 2, , ,� , º íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíèìè çà

ïåðøèìè äâîìà àðãóìåíòàìè òà êóñêîâî íåïåðåðâíèìè çà t ³ âèçíà÷àþòü çà-
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êîí ðóõó òî÷îê íàâàíòàæóâàííÿ. Êóñêîâî íåïåðåðâí³ ôóíêö³¿ � s t( ) º êåðó-

âàëüíèìè âïëèâàìè íà ðóõ òî÷îê íàâàíòàæóâàííÿ � s t( ), s n�1 2, , ,� . Òî÷êè

íàâàíòàæóâàííÿ ïîâèíí³ çàäîâîëüíÿòè ïðèðîäí³ óìîâè
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Íåõàé íà êåðóâàííÿ íàêëàäåíî òàê³ ïîçèö³éí³ îáìåæåííÿ:

� � �s s st� �( ) , t t t f�( , ]0 , s n�1 2, , ,� . (10)

Ðîçãëÿäóâàíà çàäà÷à ïîëÿãàº ó çíàõîäæåíí³ îïòèìàëüíèõ êåðóâàëüíèõ
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Òóò êóñêîâî íåïåðåðâíà ôóíêö³ÿ U x( ), x l�[ , ]0 , âèçíà÷àº áàæàíèé ê³íöåâèé

ñòàí ïðîöåñó; âàãîâà ôóíêö³ÿ �( )x òà ïàðàìåòðè �1, �2 º çàäàíèìè.

Îñíîâíà îñîáëèâ³ñòü çàäà÷³ (1)–(11) ïîëÿãàº ó òîìó, ùî, ïî-ïåðøå, äèôå-

ðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ (1) º íàâàíòàæåíèì [1, 3], ³, ïî-äðóãå, êîîðäèíàòè òî÷îê íàâàí-

òàæóâàííÿ çì³íþþòüñÿ â ÷àñ³ ï³ä ä³ºþ êåðóâàëüíèõ âïëèâ³â òà º ðîçâ’ÿçêîì ñèñòåìè

äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü (8) ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (9). Ùå îäí³ºþ îñîáëèâ³ñòþ

çàäà÷³ º íåîïóêë³ñòü ôóíêö³îíàëà çàäà÷³, çóìîâëåíà äðóãèì ÷ëåíîì ïðàâî¿ ÷àñòèíè

äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ (1).

Ó ö³é ðîáîò³ çðîáëåíî ïðèïóùåííÿ ïðî òå, ùî âèêîíàíî óìîâè ³ñíóâàííÿ,

ºäèíîñò³ òà ñò³éêîñò³ ðîçâ’ÿçêó ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¿ çàäà÷³ (1)–(3) òà çàäà÷³ Êîø³

(8), (9) äëÿ âñ³õ äîïóñòèìèõ ôóíêö³é ðåàêö³¿ q ts ( ), òðàºêòîð³é ðóõó òî÷îê íàâàí-

òàæóâàííÿ � s t( ) òà êåðóâàíü � s t( ), s n�1 2, , ,� .

ßê â³äîìî, ñêëàäí³ñòü çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ÿê ç ïîãëÿäó òåîðåòè÷-

íèõ äîñë³äæåíü, òàê ³ ç ïîãëÿäó ¿õíüîãî ðîçâ’ÿçàííÿ ÷èñëîâèìè ìåòîäàìè çóìîâ-

ëåíà íàÿâí³ñòþ ôàçîâèõ îáìåæåíü. Äëÿ âèâ÷åííÿ òà ðîçâ’ÿçàííÿ ðîçãëÿíóòî¿ çà-

äà÷³ çàñòîñîâàíî ìåòîä øòðàôíèõ ôóíêö³é. Äëÿ ì³í³ì³çàö³¿ çàì³ñòü ôóíêö³îíà-

ëà (11) âèêîðèñòàíî çîâí³øí³é øòðàôíèé ôóíêö³îíàë

� ( , ; ) ( , ) ( ; ( ))J q r J q rG t t� � �� � , G t t g t dts

t

t
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n f

( ; ( )) [min ( , ( ))]� � ��
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0 2

1
0

, (12)

äå r  0 — äîäàòíèé êîåô³ö³ºíò øòðàôó, ùî ïðÿìóº äî � � .

Çàóâàæèìî, ùî çàì³ñòü øòðàôíî¿ ôóíêö³¿ (12) ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè òî÷-

íó øòðàôíó ôóíêö³þ [27, 28]. Ó öüîìó âèïàäêó íå ïîòð³áíî, ùîá ïàðàìåòð

øòðàôó r ïðÿìóâàâ äî � � . Òîä³ äëÿ ì³í³ì³çàö³¿ íåãëàäêî¿ øòðàôíî¿ ôóíêö³¿

ìîæíà çàñòîñóâàòè áóäü-ÿêó âåðñ³þ r-àëãîðèòìó [27–29].

ÍÅÎÁÕ²ÄÍ² ÓÌÎÂÈ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÑÒ² Ó ÇÀÄÀ×² (1)–(12)

Íàñàìïåðåä äîâåäåìî äèôåðåíö³éîâí³ñòü ö³ëüîâîãî ôóíêö³îíàëà (11) äëÿ êîæ-

íîãî çàäàíîãî çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíòà øòðàôó. Äëÿ öüîãî ñêîðèñòàºìîñÿ ìåòî-
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äîì îö³íþâàííÿ ïðèðîñòó ôóíêö³îíàëà, çóìîâëåíîãî ïðèðîñòîì îïòèì³çîâíèõ

ïàðàìåòð³â. Óâåäåìî òàê³ ïîçíà÷åííÿ â³äòèíêîâî íåïåðåðâíèõ ôóíêö³é:

f x f x f x f x( ) ( ), ( ) ( )
 �� 
 � �0 0 .

Òåîðåìà 1. Çà óìîâ, íàêëàäåíèõ íà ôóíêö³¿, ÿê³ ô³ãóðóþòü ó çàäà÷³ (1)–(3),

øòðàôíèé ôóíêö³îíàë çàäà÷³ (12) äëÿ çàäàíîãî êîåô³ö³ºíòà øòðàôó r º äèôå-

ðåíö³éîâíèì, à éîãî ãðàä³ºíòè âèçíà÷àþòüñÿ òàêèìè ôîðìóëàìè:

�

�
� 
 ��

�( , ; )
( ( ), ) ( , ) ( )

J q r

q
u t t x t dx q t

s
s

l

s
�

� � �

0

12 , t t t f� ( , ]0 , s n� 1 2, , ,� , (13)
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�
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�
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�( , ; )
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( ( ), ( ), )
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J q r
t

f t t t
t

s
s

s s s

s
s

�

�
�

� �

�
� �2 2 , t t t f� ( , ]0 , s n� 1 2, , , .� (14)

Òóò ôóíêö³ÿ �( , )x t º íåïåðåðâíîþ çà x l�[ , ]0 , íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíîþ

çà t t t f�[ , ]0 , ìàéæå ñêð³çü äâ³÷³ äèôåðåíö³éîâíîþ çà x l�[ , ]0 , çà âèíÿòêîì

òî÷îê � s l�[ , ]0 , s n�1 2, , ,� , ³ º ðîçâ’ÿçêîì ñïðÿæåíî¿ ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¿ çà-

äà÷³
�

�
� 


�

�
�

�
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� � �
�

( , ) ( , ) ( , )
( , )

x t

t
a

x t

x
a

x t

x
a x t

0
2

2

2 1 2 , x l�[ , ]0 , t t t f� ( , ]0 , (15)

� �( , ) ( )[ ( , ) ( )]x t x u x t U xf f� 
 
2 , x l�[ , ]0 , (16)

�( , )0 0t � , a
l t

x
a l t

0
2

1
�

�
�

�
�

( , )
( , ), t t t f�[ , ]0 , (17)

ó òî÷êàõ � s, s n�1 2, , ,� , äëÿ t t t f�[ , )0 öÿ ôóíêö³ÿ ìàº çàäîâîëüíÿòè óìîâè

� � � � �x s x s
s

l

t t
q t

a
x t dx s n( , ) ( , )

( )
( , ) , , , ,
 �� 
 ��

0
2

0

1 2 � , (18)

ôóíêö³¿ � s t( ), s n�1 2, , ,� , º íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíèìè òà º ðîçâ’ÿçêàìè

òàêèõ ñïðÿæåíèõ çàäà÷ Êîø³:

d t

dt
t

f t t t
q t N ts

s
s s s

s
s s

�
�

� �

�
�

( )
( )

( ( ), ( ), )
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��

u x t

x
t d

l
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( , )� � �

0
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�
�

�
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��
r t

b a b a
t

b a
s

s s s s
s

s smin , ( ) ( )0 2
2 2 2

sgn � �
�
��

�

�
��

�

�
�
�

�

�
�
�
, (19)

t t t f�( , ]0 , s n�1 2, , ,� ,

� s ft( ) � 0, s n�1 2, , ,� . (20)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé äëÿ çàäàíîãî çíà÷åííÿ r  0 ôóíêö³ÿ u x t u x t q( , ) ( , ; , )� � òà

âåêòîð-ôóíêö³ÿ � � � � � � � �( ; ) ( ( ; ), ( ; ), , ( ; ))t t t tn n� 1 1 2 2 � º â³äïîâ³äíî ðîçâ’ÿçêàìè

ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¿ çàäà÷³ (1)–(3) òà çàäà÷³ Êîø³ (8), (9) äëÿ çàäàíèõ äîïóñòèìèõ çíà÷åíü

q t( ), � ( )t , à ôóíêö³¿ ~( , ) ~( , ; ~,
~

)u x t u x t q� � ,
~

( ;
~

) (
~

( ;
~

), ,
~

( ;
~

))� � � � � �t t tn n� 1 1 � º ðîç-

â’ÿçêàìè çàäà÷ (1)–(3) òà (8), (9) äëÿ ïðèðîùåíèõ äîïóñòèìèõ çíà÷åíü ôóíêö³é
~( )q t ,

~
( )� t . Ñêîðèñòàºìîñÿ òàêèìè ïîçíà÷åííÿìè:

~( ) ( ) ( )q t q t q t� � � ,
~

( ) ( ) ( )� � �t t t� � � ,

~ ( , ) ( , ) ( , )u x t u x t u x t� � � ,
~

( ) ( ) ( )� � �t t t� � � .
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Íåñêëàäíî ïîêàçàòè, ùî �u x t( , ) òà ��( )t ç òî÷í³ñòþ äî ÷ëåí³â ïåðøîãî ïî-

ðÿäêó ìàëîñò³ º â³äïîâ³äíî ðîçâ’ÿçêàìè ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¿ çàäà÷³

�

�
� � �

�

�

�
� �

u x t

t
L u x t q t N t u x t

u x t
s s

( , )
( , ) ( ) ( ( ))( ( , )

( , )
�

x
ts

s

n

� � ( ))

�
� �

1

�
�
� � q t N t u x ts s

s

n

( ) ( ( )) ( , )�
1

, x l�[ , ]0 , t t t f�( , ]0 , (21)

�u x t( , )0 0� , x l�[ , ]0 , (22)

�u t( , )0 0� ,
�

�
�

�u l t

x

( , )
0 , t t t f�[ , ]0 , (23)

òà çàäà÷³ Êîø³

d t

dt

f t t t
t

f ts s s s

s
i

s s s�
�

� � �

�
�

� �( ) ( ( ), ( ), )
( )

( ( ),
�

�

�
�

� ( ), )
( )

t t
t

s
s

��
�� ,

(24)

t t t f�( , ]0 , s n�1 2, , ,� ,

� � s t( )0 0� , s n�1 2, , ,� . (25)

Ó (21) âèêîðèñòàíî ôîðìóëó Ëàãðàíæà ç òî÷í³ñòþ äî ÷ëåí³â ïåðøîãî ïî-

ðÿäêó ìàëîñò³:

� �u t t u t t t u t t
u x t

s s s s( ( ), ) ~( ( ) ( ), ) ( ( ), )
( , )

� � � �� � 
 

�

�x
t O t

x t
s s

s�

�
�

� �
( )

( ) (( ( )) )� � 2 .

Áåðó÷è äî óâàãè âëàñòèâîñò³ ñò³éêîñò³ êðàéîâèõ çàäà÷, îïèñàíèõ ïàðà-

áîë³÷íèìè ð³âíÿííÿìè, ³ çàäà÷ Êîø³ â³äíîñíî ïðàâî¿ ÷àñòèíè çâè÷àéíèõ äèôå-

ðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü, ÷ëåíàìè äðóãîãî ïîðÿäêó ìàëîñò³ ó (21) òà (24) ìîæíà

çíåõòóâàòè:

| | ( , ) | | | | ( ) | | | |
[ , ] [ , ]

� �u x t M q t M
L t t L t tn

f
n

f2 0 2 0

2
1

2
2� � ��( ) | |

[ , ]
t

L t tn
f2 0

2 , (26)

| | ( ) | | | | ( ) | |
[ , ] [ , ]

� �� �t M t
L t t L t tn

f
n

f2 0 2 0

2
3

2� . (27)

Îö³íèìî ïðèð³ñò ö³ëüîâîãî ôóíêö³îíàëà, îòðèìàíèé çà ðàõóíîê ïðèðîñòó

îïòèì³çîâíèõ ôóíêö³é:

� � �� ( , ; ) ( , ; ) ( ; ( ))J q r J q r r G t t� � �� � �

� � � 
 � � 
J q q J q r G t t t G t t( , ) ( , ) ( ( ; ( ) ( )) ( ; ( )))� � �� � � � � � , (28)

� �J q x u x t U x u x t dxf f

l
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Ïåðåíåñåìî âñ³ ÷ëåíè ð³âíÿííÿ (21) âë³âî òà ïîìíîæèìî îáèäâ³ ÷àñòèíè îò-

ðèìàíî¿ ð³âíîñò³ íà ôóíêö³þ �( , )x t — ïîêè ùî äîâ³ëüíó, íåïåðåðâíó çà x l�[ , ]0 ,

íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíó çà t t t f�[ , ]0 , ìàéæå ñêð³çü äâ³÷³ íåïåðåðâíî äèôå-

ðåíö³éîâíó çà x l�[ , ]0 , êð³ì òî÷îê � s l�[ , ]0 , s n�1 2, , ,� .

Àíàëîã³÷íî ïåðåíåñåìî âñ³ ÷ëåíè ð³âíÿíü (24) âë³âî òà ïîìíîæèìî îáèäâ³

÷àñòèíè îòðèìàíèõ ð³âíîñòåé íà ïîêè ùî äîâ³ëüí³ ôóíêö³¿ � i t( ), i n�1 2, , ,� ,

ç êëàñó ôóíêö³é, íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíèõ çà t t t f�[ , ]0 . Ïðî³íòåãðóâàâøè

ë³â³ ÷àñòèíè îòðèìàíèõ ð³âíîñòåé, ÿê³ äîð³âíþþòü íóëþ, çà x l�[ , ]0 òà t t t f�[ , ]0

³ ï³äñóìóâàâøè îòðèìàí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ ç (28), ìàòèìåìî
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Ï³ñëÿ ïðîâåäåííÿ ïðîñòèõ îá÷èñëåíü (³íòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè, ãðóïóâàí-
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2 º ìàëèìè âåëè÷èíàìè äðóãîãî ïîðÿäêó â³äíîñíî � �( )t ,

� q t( ), � � ( )t , t t t f�( , ]0 òà � u x t f( , ), x l�[ , ]0 .

Îñê³ëüêè ôóíêö³¿ �( , )x t , � s t( ), s n�1 2, , ,� , º äîâ³ëüíèìè, âèìàãàòèìåìî,

ùîá âîíè áóëè ðîçâ’ÿçêàìè ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¿ çàäà÷³ (15)–(18) òà çàäà÷ Êîø³

(19)–(20).

Âðàõóºìî îö³íêè (26), (27), òîä³ ç (29) âèïëèâàº, ùî ôóíêö³îíàë º äèôåðåí-

ö³éîâíèì, à ç óìîâ (22), (23), (26) äëÿ êîìïîíåíò âåêòîð-ãðàä³ºíòà ö³ëüîâîãî

ôóíêö³îíàëà, ÿê³ º ë³í³éíèìè ÷àñòèíàìè ïðèðîñòó ôóíêö³îíàëà çà â³äïîâ³äíèìè

îïòèì³çîâíèìè ïàðàìåòðàìè, îòðèìóºìî ôîðìóëè (13), (14).

Òåïåð íåñêëàäíî ñôîðìóëþâàòè íåîáõ³äí³ óìîâè îïòèìàëüíîñò³ äëÿ ôóíêö³é

q t( ) òà � ( )t â³äíîñíî øòðàôíîãî ôóíêö³îíàëà ó òàê³é âàð³àö³éí³é ôîðì³.

Òåîðåìà 2. Íåõàé q t� ( ), � � ( )t çàäîâîëüíÿþòü óìîâè çàäà÷³ (1)–(3), (8) ³ (9)

³ äëÿ çàäàíèõ çíà÷åíü r çàáåçïå÷óþòü ì³í³ìóì ôóíêö³îíàëà (12). Òîä³ äëÿ

äîâ³ëüíèõ äîïóñòèìèõ ïàðàìåòð³â q t( ), � ( )t , ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (4) ³ (10),

ñïðàâäæóºòüñÿ òàêà íåð³âí³ñòü:
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×ÈÑËÎÂÀ ÑÕÅÌÀ ÐÎÇÂ’ßÇÀÍÍß ÇÀÄÀ×² (1)–(12)

Äëÿ ÷èñëîâîãî ðîçâ’ÿçàííÿ ðîçãëÿíóòî¿ çàäà÷³ êåðóâàííÿ òî÷êàìè íàâàíòàæó-

âàííÿ çàïðîïîíîâàíî çàñòîñóâàòè ìåòîä ïðîºêö³¿ ãðàä³ºíòà øòðàôíîãî ôóíê-

ö³îíàëà íà îáìåæåííÿ (4), (10), íàêëàäåí³ íà îïòèì³çîâí³ ôóíêö³¿ q t( ), � ( )t .

²òåðàö³éíó ïðîöåäóðó ïîáóäîâàíî ó òàêèé ñïîñ³á [30]:

q t

t
P

q t

t

k k

k

( )

( )

( )

( )
( ), ( )

� �
	

�

�
��

�

�
�� �

�

�
��

�

�
�� 


�1

4 10 grad � ( ( ), ( ), )J q t t rk k�
�

�

�
�

�

�

�
�

, k � 0 1, ,� . (30)

Òóò P( ), ( ) [ ]4 10 � — îïåðàòîð ïðîºêòóâàííÿ íà äîïóñòèìó îáëàñòü çíà÷åíü îï-

òèì³çîâíèõ ôóíêö³é. Ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî öÿ îáëàñòü º â³äð³çêîì, îïåðà-

òîð ïðîºêòóâàííÿ íà íüîãî ìàº êîíñòðóêòèâíèé õàðàêòåð [30]. Êðîê 	 k � 0

ó íàïðÿìêó àíòèãðàä³ºíòà ìîæíà âèçíà÷èòè, íàïðèêëàä, áóäü-ÿêèì ìåòîäîì

îäíîâèì³ðíî¿ ì³í³ì³çàö³¿ ç òàêî¿ óìîâè:
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arg min � ( )
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� (( ), ( )
0

4 10 grad k kt t r( ), ( ), )�
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�
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�
��
.

ßê ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ ( ( ), ( ))q t t� 0 ìîæíà ïðèçíà÷èòè äîâ³ëüí³ ôóíêö³¿,

çîêðåìà ç³ çíà÷åííÿìè, ùî çàäîâîëüíÿþòü îáìåæåííÿ (4), (10). Ãðàä³ºíò øòðàô-

íîãî ôóíêö³îíàëà âèçíà÷àºòüñÿ ôîðìóëàìè, íàâåäåíèìè â òåîðåì³ 1.

Äëÿ ÷èñëîâîãî ðîçâ’ÿçàííÿ ïðÿìî¿ ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¿ çàäà÷³ â³äíîñíî íà-

âàíòàæåíîãî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ (1)–(3) òà ñïðÿæåíî¿ çàäà÷³ (15)–(18)

âèêîðèñòàíî ³íòåãðî-³íòåðïîëÿö³éíó ñõåìó ìåòîäó ñ³òîê (ñê³í÷åííîð³çíèöåâî¿

àïðîêñèìàö³¿) [29].

Óâåäåìî íà â³äð³çêàõ [ , ]0 l , [ , ]t t f0 âóçëîâ³ òî÷êè x ihi x� , i N x� 0 1, , ,� ,
h l Nx x� / , t jhj t� , j N t� 0 1, , ,� , h t t Nt f t� 
( ) /0 , h l bx s� 
 , s n�1 2, , ,� , òà

ïîçíà÷åííÿ 
 � { }x x x N x0 1, , ,� , u u x ti
j

i j� ( , ), u u x ti i� ( , ), F F x ti
j

i j� ( , ), i �

� 
1 2 1, , ,� N x , j N t�1 2, , ,� , �0 0, ( , )i iu x t� , i N x� 0 1, , ,� , � �
1 1
j

jt� ( ),

� �
2 2
j

jt� ( ), j N t�1 2, , ,� .

Äëÿ àïðîêñèìàö³¿ ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¿ çàäà÷³ ó âóçëîâèõ òî÷êàõ ñ³òêîâî¿ îá-

ëàñò³ âèêîðèñòàíî òàê³ ñõåìè [31]:
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(31)

Äëÿ àïðîêñèìàö³¿ îïåðàòîðà N ( )� çàñòîñîâàíî ñõåìó

� � � �� �
� � �( ) ( , ]t x x 1 , (32)
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, t t t f�( , ]0 , � � �� �
� �( , ]x x 1 , (33)

ùî, ÿê íåñêëàäíî ïîêàçàòè, ìàº ïîðÿäîê òî÷íîñò³ O hx( )2 , òîáòî

| � ( ) ( , ) ( ) ( , ) |N u x t N u x t M hx� �
 � 2 , t t t f�( , ]0 . (34)

Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¿ çàäà÷³ (1)–(3) äëÿ êîæíèõ çàäàíèõ âåê-

òîð³â q t( ), �( )t âèêîðèñòàíî ñê³í÷åííîð³çíèöåâó àïðîêñèìàö³þ íà îñíîâ³ íåÿâíî¿
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ñõåìè àïðîêñèìàö³¿ îïåðàòîðà Lu x t( , ), à äëÿ îïåðàòîðà íàâàíòàæóâàííÿ

N u x t( ) ( , )� — àïðîêñèìàö³þ (33) ([23–25, 31]):
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Ç óðàõóâàííÿì [31] ïîõèáêà òàêî¿ àïðîêñèìàö³¿ çàäà÷³ (1)–(3) ñòàíîâèòü

O h ht x( )� 2 . Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ Êîø³ (8), (9) äëÿ çàäàíî¿ êåðóâàëüíî¿ âåê-

òîð-ôóíêö³¿ � ( )t âèêîðèñòàíî ìåòîä Ðóíãå–Êóòòè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó.

Àíàëîã³÷í³ ñõåìè ñê³í÷åííîð³çíèöåâî¿ àïðîêñèìàö³¿ çàñòîñîâàíî äëÿ ðîçâ’ÿ-

çàííÿ ñïðÿæåíèõ ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¿ çàäà÷³ (15)–(18) òà çàäà÷³ Êîø³ (19), (20).

Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ñ³òêîâèõ ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ ïðÿìî¿ òà ñïðÿæåíî¿ çàäà÷

äëÿ çàäàíèõ ôóíêö³é q t( ), �( )t òà ç óðàõóâàííÿì îñîáëèâîñòåé ñ³òêîâèõ ð³çíèöå-

âèõ ñèñòåì ð³âíÿíü íà êîæíîìó ÷àñîâîìó øàð³ t t j� , çàñòîñîâàíî ñïåö³àëüí³

÷èñëîâ³ ìåòîäè, çàïðîïîíîâàí³ ó [24, 31, 32].

Ïðåäñòàâèìî ðåçóëüòàòè ÷èñëîâèõ åêñïåðèìåíò³â, îòðèìàí³ ï³ä ÷àñ ðîçâ’ÿ-

çàííÿ íàâåäåíî¿ íèæ÷å çàäà÷³ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ.

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó êåðóâàííÿ, ÿêà îïèñóºòüñÿ òàêîþ ïî÷àòêîâî-êðàéîâîþ çàäà-

÷åþ â³äíîñíî íàâàíòàæåíîãî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ ïàðàáîë³÷íîãî òèïó:
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u x t

t

u x t

x
q t u t t q t u t

( , ) ( , )
( ) ( ( ), ) ( ) ( ( )

2

2 1 1 2 2� � , ) . sin ( )( . )t x t� �0 1 4 0 12 � ,

x �[ , ]0 1 , t �( , ]0 1 ,

u x x( , ) . sin ( )0 0 2 22 3� � , x �[ , ]0 1 ,

u t( , )0 0� , u tx ( , )1 0� , t �[ , ]0 1 .
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Íà êåðóâàëüí³ ôóíêö³¿ ðåàêö³¿ íàêëàäåíî îáìåæåííÿ:


 � �2 3. ( )q ti 2.3, t �[ , ]0 1 , i �1 2, .

Êåðîâàí³ ðóõè äâîõ òî÷îê íàâàíòàæóâàííÿ îïèñóþòüñÿ òàêèìè çàäà÷àìè

Êîø³:

d t

dt
t t

�
� �1

1 12
( )

( ) ( )� � ,
d t

dt
t t

�
� �2

2 23
( )

( ) ( )� 
 � , t �( , ]0 1 ,

�1 0( ) � 0.36, �2 0( ) � 0.62,

ç îáìåæåííÿìè

0.05 � �� i t( ) 0.95, t �( , ]0 1 , i �1 2, ,


 � �1 1� i t( ) , t �[ , ]0 1 , i �1 2, .

Ö³ëüîâèé ôóíêö³îíàë ìàº âèãëÿä

~
( , ; ) ( , ) ( , )J q r J q rG q� � �� � .

J q x u x t q U x dx q tf
Ln

( , ) ( )[ ( , ; , ) ( )] | | ( ) | |
[

� � � �� 
 ��
2

0

1

1
2

0 1

2
2

0 1

2

2
, ] [ , ]

| | ( ) | |� � � t
Ln

,

G q g t dt g t dt( , ) [min ( , ( ))] [min ( , ( ))]� � �� �0 01
2

0

1

2
2

0

1

,

äå �( )x �1, x �[ , ]0 1 , �1 � 0.1, �2 � 0.1, U x( ) � 5, x �[ , ]0 1 .

Ó êîìï’þòåðíèõ åêñïåðèìåíòàõ, íàâåäåíèõ íèæ÷å, âèêîðèñòàíî òàê³ ïàðà-

ìåòðè ñê³í÷åííîð³çíèöåâî¿ àïðîêñèìàö³¿ íàâàíòàæåíî¿ ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¿ çà-

äà÷³ òà çàäà÷³ Êîø³:

n � 2, l �1, t0 0� , t f �1, hx � 0.01, ht � 0.005.

ßê áåçóìîâíó ì³í³ì³çàö³þ øòðàôíîãî ôóíêö³îíàëà âèêîðèñòàíî ìåòîä ñïðÿ-

æåíîãî ãðàä³ºíòà [30], à çì³íó çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíòà øòðàôó çä³éñíåíî òðè÷³:

R Rk k� 
5 1, k �1 2 3, , , R0 5� .

Åêñïåðèìåíò 1. Ïî÷àòêîâ³ íàáëèæåííÿ äëÿ êåðóâàëüíèõ ôóíêö³é q t
1
0 ( ),

q t
2
0 ( ), �

1
0 ( )t , �

2
0 ( )t âèáðàíî ó òàêèé ñïîñ³á:

q t t
1
0 21 5 2( ) . sin ( )� � , q t t

2
0 21 5 3( ) . sin ( )� � , t �[ , ]0 1 ,

� �
1
0 0 6 0 4 2( ) . . cos ( )t t� 
 � , � �

2
0 0 5 0 4 4( ) . . cos( )t t� 
 , t �[ , ]0 1 .

Äëÿ öèõ äàíèõ ìàºìî

J q( , )0 0� �24.91, [ ( , ) ( )]u x t U x dxf 
 ��
2

0

1

24.66, G q( , )0 0 0� � ,

| | ( ) | |
[ , ]

q t
Ln

0

0 1

2

2

� 1.69, | | ( ) | |
[ , ]

� 0

0 1

2

2

t
Ln

� 0.82.

Ï³ñëÿ âèêîíàííÿ ³òåðàö³éíî¿ ïðîöåäóðè (30) îòðèìàíî òàê³ îïòèìàëüí³ çíà÷åííÿ:

J q( , )� � �� 0.0094, [ ( , ) ( )]u x t U x dxf 
 ��
2

0

1

0, G q( , )� � �� 0 ,

| | ( ) | |
[ , ]

q t
Ln

� �
2 0 1

2 9.1321, | | ( ) | |
[ , ]

� � �t
Ln

2
0 1

2 0.2712.
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Íà ðèñ. 1–3 ïóíêòèðíèìè ë³í³ÿìè íàâåäåíî ãðàô³êè â³äïîâ³äíî äëÿ ïî÷àòêî-

âèõ íàáëèæåíü ôóíêö³é ðåàêö³¿¿ ( ( )q t
1
0 , q t

2
0 ( )), ôóíêö³¿ êåðóâàííÿ ( ( ), )� �

1
0

2
0t ,

òðàºêòîð³é ðóõó òî÷îê íàâàíòàæóâàííÿ ( ( ), )� �
1
0

2
0t . Ñóö³ëüíèìè ë³í³ÿìè çîáðà-

æåíî â³äïîâ³äí³ îòðèìàí³ çíà÷åííÿ öèõ ñàìèõ ôóíêö³é ( ( )q t1
� , q t2

� ( )),

( ( ), )� �1 2
� �t , ( ( ), )� �1 2

� �t .

Åêñïåðèìåíò 2. Ïî÷àòêîâ³ íàáëèæåííÿ äëÿ êåðóâàëüíèõ ôóíêö³é q t
1
0 ( ),

q t
2
0 ( ), �

1
0 ( )t , �

2
0 ( )t âèáðàíî òàê:

q t t
1
0 0 80 0 80 2 0( ) . . sin ( . )� � � , q t t

2
0 0 85 1 05 3( ) . . sin ( )� � � , t �[ , ]0 1 ,

� � �
1
0 0 58 0 18 8 2( ) . . (cos ( sin ( ) )t t t t� 
 � 
 ,

� � �
2
0 0 2 0 2 2 8( ) . . (cos ( )sin ( ) )t t t t� 
 
 , t �[ , ]0 1 .
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Ðèñ. 2. Ãðàô³êè ïî÷àòêîâèõ êåðóâàëüíèõ ôóíêö³é �1
0 ( )t , �2

0 ( )t (ïóíêòèðí³ ë³í³¿) òà îòðèìàíèõ
îïòèìàëüíèõ ôóíêö³é �1

� ( )t , �2
� ( )t (ñóö³ëüí³ ë³í³¿)

t

�( )t
�

� ( )t

�
� ( )t

�1
� ( )t

��
1 ( )t

Ðèñ. 1. Ãðàô³êè ôóíêö³é ðåàêö³¿ äëÿ ïî÷àòêîâèõ íàáëèæåíü q t1
0 ( ), q t2

0 ( ) (ïóíêòèðí³ ë³í³¿) òà îòðè-
ìàíèõ îïòèìàëüíèõ ôóíêö³é q t1

� ( ), q t2
� ( ) (ñóö³ëüí³ ë³í³¿)

t

q t( )

q t2
� ( )

q t1
� ( )

q t1
0 ( ) q t2

0 ( )



Äëÿ öèõ ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü êåðóâàëüíèõ ôóíêö³é ìàºìî:

J q( , )0 0� � 20.69, [ ( , ) ( )]u x t U x dxf 
 ��
2

0

1

20.37, G q( , )0 0 0� � , R �1,

| | ( ) | |
[ , ]

q t
Ln

0

0 1

2

2

� 2.61, | | ( ) | |
[ , ]

� 0

0 1

2

2

t
Ln

� 0.57.

Ï³ñëÿ âèêîíàííÿ ³òåðàö³éíèõ ïðîöåäóð îòðèìàíî òàê³ îïòèìàëüí³ çíà÷åííÿ:

J q( , )� � 
�� 10 5 , [ ( , ) ( )]u x t U x dxf 
 ��

2

0

1
510 , G q( , )� � 
�� 10 5 ,

| | ( ) | |
[ , ]

q t
Ln

� �
2

0 1

2 9.0937, | | ( ) | |
[ , ]

� � �t
Ln

2
0 1

2 0.3461.

Íà ðèñ. 4–6 ïóíêòèðíèìè ë³í³ÿìè íàâåäåíî ãðàô³êè â³äïîâ³äíî äëÿ ïî÷àòêî-

âèõ íàáëèæåíü ôóíêö³¿ ðåàêö³¿ ( ( )q t
1
0 , q t

2
0 ( )), ôóíêö³¿ êåðóâàííÿ ( ( ), )� �

1
0

2
0t ,

òðàºêòîð³é ðóõó òî÷îê íàâàíòàæóâàííÿ ( ( ), )� �
1
0

2
0t . Ñóö³ëüíèìè ë³í³ÿìè ïîçíà-
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Ðèñ. 3. Òðàºêòîð³¿ ðóõó òî÷îê íàâàíòàæóâàííÿ �1
0 ( )t , �2

0 ( )t (ïóíêòèðí³ ë³í³¿) äëÿ ïî÷àòêîâèõ êå-
ðóâàíü (q t0 ( ), �0 ( )t ) òà òðàºêòîð³¿ ðóõó òî÷îê íàâàíòàæóâàííÿ �1

� ( )t , �� ( )t (ñóö³ëüí³ ë³í³¿) äëÿ
îïòèìàëüíèõ êåðóâàëüíèõ ôóíêö³é (q t� ( ), �� ( )t )

t

�( )t

�
� ( )t

�
� ( )t

�1
� ( )t

��
1 ( )t

Ðèñ. 4. Ãðàô³êè ïî÷àòêîâèõ íàáëèæåíü äëÿ ôóíêö³é ðåàêö³¿ q t1
0 ( ), q t2

0 ( ) (ïóíêòèðí³ ë³í³¿) òà
îòðèìàíèõ îïòèìàëüíèõ ôóíêö³é q t1

� ( ), q t2
� ( ) (ñóö³ëüí³ ë³í³¿)

q t1
� ( )

q t
� ( )

q t
� ( )

q t( )

t

q t1
� ( )



÷åíî â³äïîâ³äí³ îòðèìàí³ çíà÷åííÿ öèõ ñàìèõ ôóíêö³é ( ( )q t1
� , q t2

� ( )),

( ( ), )� �1 2
� �t , ( ( ), )� �1 2

� �t .

Ïðîâåäåíî ÷èñëåíí³ êîìï’þòåðí³ åêñïåðèìåíòè ÿê äëÿ ³íøèõ çíà÷åíü ïàðà-
ìåòð³â, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ÷èñëîâèõ ìåòîäàõ ðîçâ’ÿçàííÿ êðàéîâî¿ çàäà÷³
òà çàäà÷³ Êîø³, òàê ³ äëÿ ³íøèõ äàíèõ ñàìî¿ çàäà÷³. Ðåçóëüòàòè öèõ åêñïåðè-
ìåíò³â ìàëî â³äð³çíÿëèñÿ â³ä ðåçóëüòàò³â, íàâåäåíèõ âèùå.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äîñë³äæåíî çàäà÷ó êåðóâàííÿ çì³íîþ ì³ñöü íàâàíòàæóâàííÿ òà â³äïîâ³äíèõ
ôóíêö³é ðåàêö³¿ äëÿ îá’ºêò³â, ùî îïèñóþòüñÿ íàâàíòàæåíèì äèôåðåíö³àëüíèì
ð³âíÿííÿì ïàðàáîë³÷íîãî òèïó ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè. Çàäà÷³ ó ïîñòàíîâêàõ,
ðîçãëÿíóòèõ ó ö³é ðîáîò³, ìîæóòü âèíèêàòè ÿê ï³ä ÷àñ îïòèì³çàö³¿ íàâàíòàæå-
íèõ ñèñòåì, òàê ³ ó ðàç³ ðîçâ’ÿçàííÿ îáåðíåíèõ çàäà÷ ³äåíòèô³êàö³¿ íåâ³äîìèõ
ì³ñöü íàâàíòàæóâàííÿ òà â³äïîâ³äíèõ ôóíêö³é ðåàêö³¿ íà íàâàíòàæóâàííÿ.
Îñîáëèâ³ñòü ³ íîâèçíà ðîçãëÿíóòî¿ çàäà÷³ ïîëÿãàº â òîìó, ùî êîîðäèíàòè òî÷îê
íàâàíòàæóâàííÿ º ðîçâ’ÿçêîì ñèñòåìè äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ³ çì³íþþòüñÿ
â ÷àñ³ ï³ä ä³ºþ êåðóâàëüíèõ âïëèâ³â.
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Ðèñ. 5. Ãðàô³êè ïî÷àòêîâèõ êåðóâàëüíèõ ôóíêö³é �1
0 ( )t , �2

0 ( )t (ïóíêòèðí³ ë³í³¿) òà îòðèìàíèõ
îïòèìàëüíèõ ôóíêö³é �1

� ( )t , �2
� ( )t (ñóö³ëüí³ ë³í³¿)

t

�( )t �
� ( )t

�
� ( )t

�1
0 ( )t

�1
� ( )t

Ðèñ. 6. Òðàºêòîð³¿ ðóõó òî÷îê íàâàíòàæóâàííÿ �1
0 ( )t , �2

0 ( )t (ïóíêòèðí³ ë³í³¿) äëÿ ïî÷àòêîâèõ
êåðóâàíü (q t0 ( ), �0 ( )t ) òà òðàºêòîð³¿ ðóõó òî÷îê íàâàíòàæóâàííÿ �1

* ( )t , �2
* ( )t ñóö³ëüí³ ë³í³¿) äëÿ

îïòèìàëüíèõ êåðóâàëüíèõ ôóíêö³é (q t� ( ), �� ( )t )

��
1 ( )t

�1
� ( )t

�
� ( )t

�
� ( )t

�( )t

t



Îòðèìàíî íåîáõ³äí³ óìîâè îïòèìàëüíîñò³ äëÿ îïòèì³çîâàíèõ ïàðàìåòð³â,

ùî âõîäÿòü ó íàâàíòàæåíó ïî÷àòêîâî-êðàéîâó çàäà÷ó òà çàäà÷³ Êîø³, ÿê³ îïèñó-

þòü ðóõè òî÷îê íàâàíòàæóâàííÿ. Óìîâè îïòèìàëüíîñò³ ì³ñòÿòü ôîðìóëè äëÿ

ãðàä³ºíòà ö³ëüîâîãî ôóíêö³îíàëà, ÿê³ âèêîðèñòàíî ï³ä ÷àñ çàñòîñóâàííÿ ìåòîä³â

îïòèì³çàö³¿ ïåðøîãî ïîðÿäêó äëÿ ÷èñëîâîãî ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ îïòèì³çàö³¿

ì³ñöü íàâàíòàæóâàííÿ òà ôóíêö³é ðåàêö³¿ íà íàâàíòàæóâàííÿ.

Ïîñòàíîâêó çàäà÷³ òà ï³äõ³ä äî îòðèìàííÿ îá÷èñëþâàëüíèõ ôîðìóë äëÿ ¿¿ ÷èñ-

ëîâîãî ðîçâ’ÿçàííÿ, çàïðîïîíîâàí³ ó ö³é ðîáîò³, ìîæíà ïîøèðèòè íà âèïàäêè êåðó-

âàííÿ áàãàòüìà ³íøèìè ïðîöåñàìè, ùî îïèñóþòüñÿ ³íøèìè òèïàìè íàâàíòàæåíèõ

äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè òà ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ óìîâ.
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V.M. Abdullayev, V.A. Hashimov
A PROBLEM OF OPTIMAL CONTROL OF LOADING POINTS AND THEIR
REACTION FUNCTIONS FOR A PARABOLIC EQUATION

Abstract. We consider the problem of optimal control of loading points and the corresponding
reaction functions described by a loaded parabolic equation. Optimality conditions for control
actions are obtained. The objective functional gradient formulas contained in these conditions
are used in the algorithm for numerically solving the problem of optimization of loading points
and reaction functions based on first-order optimization methods. The results of numerical
experiments are provided.

Keywords: distributed-parameter system, loaded differential equation, necessary optimality
condition, functional gradient.
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