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ÂÈßÂËÅÍÍß ÊÀÓÇÀËÜÍÈÕ Â²ÄÍÎØÅÍÜ Ç ÌÀÐÊÎÂÑÜÊÈÕ
ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒÅÉ Â ÓÌÎÂÀÕ ËÀÒÅÍÒÍÈÕ ÊÎÍÔÀÓÍÄÅÐ²Â

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî ïðîáëåìè âèâåäåííÿ ñòðóêòóð êàóçàëüíèõ ìîäåëåé íà îñíîâ³ ôàêò³â
óìîâíî¿ íåçàëåæíîñò³ â ñèòóàö³¿, êîëè êàóçàëüí³ çâ’ÿçêè ìîæóòü áóòè ï³ä ä³ºþ ëàòåíòíèõ
êîíôàóíäåð³â. Ïðîäåìîíñòðîâàíî óìîâè ³ ìîæëèâîñò³ ÷àñòêîâîãî òà ïîâíîãî âèÿâëåííÿ
êàóçàëüíèõ â³äíîøåíü, à òàêîæ ³äåíòèô³êàö³¿ ëàòåíòíèõ êîíôàóíäåð³â. Ñôîðìóëüîâàíî
îíîâëåí³ ³ìïë³êàòèâí³ ïðàâèëà âèâåäåííÿ îð³ºíòàö³é ðåáåð (çâ’ÿçê³â) ìîäåë³. Äåÿê³ íîâ³
ïðàâèëà çäàòí³ âèÿâëÿòè êîíôàóíäîâàíèé êàóçàëüíèé çâ’ÿçîê òà àðêó, ñïèðàþ÷èñü íà çà-
áîðîíó ïåâíèõ àâòåíòè÷íèõ ðåáåð. (Çàáîðîíà ðåáðà ìîæå áóòè àïð³îðíîþ àáî àðãóìåíòî-
âàíà ñâ³ä÷åííÿì òèïó ñòðèìóâàííÿ Âåðìà.)

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: êàóçàëüíèé çâ’ÿçîê, d-ñåïàðàö³ÿ, óìîâíà íåçàëåæí³ñòü, ëàòåíòíèé êîíôà-
óíäåð, îð³ºíòàö³ÿ ðåáåð, àðêà.

ÂÑÒÓÏ

Âïðîäîâæ îñòàíí³õ 30-òè ðîê³â ³íòåíñèâíî äîñë³äæóâàëèñÿ ³ ðîçðîáëÿëèñÿ

ìåòîäè âèâåäåííÿ êàóçàëüíèõ ìîäåëåé ç äàíèõ ïàñèâíèõ ñïîñòåðåæåíü, à òà-

êîæ ìåòîäè âèÿâëåííÿ ïðè÷èííèõ â³äíîøåíü [1–9]. Ðåàë³ñòè÷í³ óìîâè çàäà÷³

âèìàãàþòü âðàõîâóâàòè ³ñíóâàííÿ ïðèõîâàíèõ çì³ííèõ ³ ëàòåíòíèõ êîíôàóí-

äåð³â. Óÿâ³ìî ïðè÷èíó X òà ¿¿ íàñë³äîê Y . Ëàòåíòíèé êîíôàóíäåð (ñïëóòóâà÷)

öüîãî êàóçàëüíîãî çâ’ÿçêó — öå ïðèõîâàíèé ôàêòîð, ÿêèé âïëèâàº íà Y ùî-

íàéìåíøå äâîìà øëÿõàìè, îäèí ç ÿêèõ ïðîõîäèòü ÷åðåç X , à ³íøèé — íå

ïðîõîäèòü.

Ó çàïðîïîíîâàí³é ñòàòò³ óòî÷íþþòüñÿ ïîíÿòòÿ êîíôàóíäåðà òà ëàòåíòíîãî

êîíôàóíäåðà. Ðîçãëÿäàºòüñÿ çàäà÷à âèâåäåííÿ ñòðóêòóðè êàóçàëüíî¿ ìîäåë³ íà

îñíîâ³ ôàêò³â óìîâíî¿ íåçàëåæíîñò³ (òîáòî åìï³ðè÷íèõ ñâ³ä÷åíü), êîëè òåìïî-

ðàëüíà ³íôîðìàö³ÿ â³äñóòíÿ. (Â³äîìèé òåìïîðàëüíèé ïîðÿäîê çì³ííèõ ñïðîùóº

òà ïðèñêîðþº âèâåäåííÿ ìîäåë³, àëå íå ðîçâ’ÿçóº ïðîáëåìè ðîçï³çíàâàííÿ êàó-

çàëüíèõ â³äíîñèí äî ê³íöÿ.) Êàóçàëüí³ çâ’ÿçêè ìîäåë³ º ô³íàëüíèì ðåçóëüòàòîì

ïîêðîêîâîãî óòî÷íåííÿ ñïðÿìîâàíîñò³ çâ’ÿçê³â ³ç çàñòîñóâàííÿì ïðàâèë

îð³ºíòàö³¿ ðåáåð. Êàóçàëüíèé çâ’ÿçîê ìîæíà ïîâí³ñòþ ³äåíòèô³êóâàòè ç äàíèõ

ò³ëüêè ó ñïðèÿòëèâîìó êîíòåêñò³. (Åêâ³âàëåíòí³ çà ìàðêîâñüêèìè âëàñòèâîñòÿìè

ìîäåë³ ìîæóòü â³äð³çíÿòèñÿ ñïðÿìóâàííÿìè ðåáåð.) Ó ñòàòò³ çàïðîïîíîâàíî ìî-

äåðí³çàö³þ â³äîìèõ ïðàâèë îð³ºíòàö³¿ ðåáåð äëÿ ìîäåëåé ç ëàòåíòíèìè êîíôàóí-

äåðàìè ³ ðîçðîáëåíî íîâ³ ïðàâèëà îð³ºíòàö³¿. Ïîêàçàíî, ÿê àïð³îðíà çàáîðîíà

àâòåíòè÷íèõ ðåáåð òà ëàòåíòíèõ êîíôàóíäåð³â (ïåâíîãî òèïó) íàäàº äîäàòêîâ³

ìîæëèâîñò³ ðîçï³çíàâàííÿ êàóçàëüíèõ â³äíîøåíü.

ÎÇÍÀ×ÅÍÍß ÒÀ ÎÑÍÎÂÈ

Êàóçàëüíà ìåðåæà [1–10] óòâîðþºòüñÿ ç ðåáåð âèãëÿäó X Y� ; òàêå ðåáðî

â³äîáðàæàº ñïðÿìîâàíèé âïëèâ X íà Y (ó ö³é ïàð³ X — ïðè÷èíà, Y —

åôåêò, íàñë³äîê). Êàóçàëüíà ìîäåëü çàäàºòüñÿ ïàðîþ ( , )G � , äå G — îðãðàô

(ñòðóêòóðà ìîäåë³), à � — ñóêóïí³ñòü ïàðàìåòð³â, âèçíà÷åíèõ ëîêàëüíî. ßêùî

â îðãðàô³ G íåìàº îð³ºíòîâàíèõ öèêë³â (òîáòî öèêëîí³â), òî G íàçâåìî àöèê-

ëîííèì îðãðàôîì, à ìîäåëü (G, �) — ÀÎÃ-ìîäåëëþ. ßêùî íåìà ïîòðåáè

â³äîáðàæàòè ³ñíóâàííÿ ïðèõîâàíèõ ñï³ëüíèõ ïðè÷èí, òî G — öå îðäèíàðíèé

îðãðàô (îÀÎÃ), óòâîðåíèé ç îäíîîð³ºíòîâàíèõ ðåáåð âèãëÿäó X Y� . Òîä³
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â³äïîâ³äíà ñèñòåìà ñòðóêòóðàëüíèõ ð³âíÿíü áóäå ðåêóðñèâíîþ. Çîêðåìà, êàó-

çàëüíó ìîäåëü çàäàþòü ÿê ñèñòåìó ñòðóêòóðàëüíèõ ð³âíÿíü âèãëÿäó

y x z Y� �f ( , , )� � . Ïàðàìåòðè îÀÎÃ-ìîäåë³ äëÿ êîæíî¿ çì³ííî¿ Y îïèñóþòüñÿ

óìîâíèì ðîçïîä³ëîì ³ìîâ³ðíîñòåé p Y Y( | ( ))� , äå �( )Y — ñóêóïí³ñòü óñ³õ

«áàòüê³â» (áåçïîñåðåäí³õ ïðè÷èí) çì³ííî¿ Y . Êàóçàëüíà ìåðåæà ñòðóêòóðíî

îïèñóº ñóì³ñíèé ðîçïîä³ë çì³ííèõ. Äëÿ òîãî ùîá â³äîáðàçèòè åôåêòè ïðèõî-

âàíèõ ñï³ëüíèõ ïðè÷èí, ó ìîäåëü ââîäÿòü á³îð³ºíòîâàí³ (äâîá³÷íî-îð³ºíòîâàí³

àáî àñîö³àòèâí³) ðåáðà. Á³îð³ºíòîâàíå ðåáðî Q W� â³äîáðàæàº âïëèâ ïðèõî-

âàíî¿ ïðè÷èíè H «ïàðàëåëüíî» íà Q òà W. ÀÎÃ-ìîäåëü çâåòüñÿ ì³øàíîþ,

ÿêùî âîíà âèêîðèñòîâóº îäíîîð³ºíòîâàí³ òà á³îð³ºíòîâàí³ ðåáðà. Ïàðàìåòðè-

çàö³ÿ ì³øàíî¿ ìîäåë³ çíà÷íî ñêëàäí³øà, í³æ îÀÎÃ-ìîäåë³ [8].

Øëÿõ — öå ïîñë³äîâí³ñòü ñóñ³äí³õ ðåáåð áåç ïîâòîðåííÿ íåê³íöåâèõ âåð-

øèí. Îðøëÿõ — öå øëÿõ âèãëÿäó X Y� �� � . Öèêë — øëÿõ, äå ïåðøà òà îñòàí-

íÿ âåðøèíè òîòîæí³. Öèêëîí — öå öèêë³÷íèé îðøëÿõ. «Ìàéæå-öèêëîí» — êî-

íñòðóêö³ÿ, ÿêà óòâîðþºòüñÿ ç öèêëîíó X Y Z X� �� � � � ï³ñëÿ çàì³íè

áóäü-ÿêîãî éîãî ðåáðà á³îð³ºíòîâàíèì, íàïðèêëàä X Y Z X� �� � � � . Ê³íåöü

ðåáðà X Y� , äîòè÷íèé äî Y , íàçèâàºòüñÿ «â³ñòðÿ», à ê³íåöü, äîòè÷íèé äî X , —

«õâ³ñò». Ðåáðî ç íåâèçíà÷åíèìè ê³íöÿìè ïîçíà÷àºòüñÿ � �	 . Â îïèñ³ êîíñòðóêö³é

òà ôðàãìåíò³â ìîäåë³ âèêîðèñòîâóºòüñÿ ïîçíà÷êà * (àñòåð³êñ) íà ê³íö³ ðåáðà, íà-

ïðèêëàä *� àáî *	� . Öåé åêâ³ïîòåíòíèé ñèìâîë ïîêàçóº, ùî â öüîìó êîíòåêñò³

òèï ê³íöÿ ðåáðà ìîæå áóòè áóäü-ÿêèì (çîêðåìà, íåâèçíà÷åíèì). Êîë³çîð — öå

ôðàãìåíò âèãëÿäó X Y Z* *� 
 , ïðè÷îìó öåé êîë³çîð íàçèâàòèìåìî øóíòîâà-

íèì, ÿêùî ó ãðàô³ º ðåáðî X Z* *	 , ³íàêøå — íåøóíòîâàíèì. Øëÿõ çâåòüñÿ

áåçêîë³çîðíèì, ÿêùî íà íüîìó íåìàº æîäíîãî êîë³çîðà. Ïðåäèêàò Ind( ; ; )X YS
îçíà÷àº, ùî çì³íí³ X òà Y º (âçàºìíî) óìîâíî-íåçàëåæíèìè çà óìîâè íà íàá³ð

çì³ííèõ S. Ìàðêîâñüê³ âëàñòèâîñò³ ìîäåë³ ç÷èòóþòüñÿ ç ãðàôó G ìîäåë³ çà

äîïîìîãîþ êðèòåð³þ d-ñåïàðàö³¿ [1–3].

Îçíà÷åííÿ 1 (d-ñåïàðàö³ÿ). Øëÿõ � â îðãðàô³ G íàçèâàþòü d-ïåðåêðèòèì

(d-áëîêîâàíèì) çà äîïîìîãîþ (êîíäèö³îíóâàííÿ) ìíîæèíè âåðøèí S, ÿêùî ³

ò³ëüêè ÿêùî:

— íà øëÿõó � º ïðèíàéìí³ îäèí ôðàãìåíò âèãëÿäó Z � ç òèì, ùî Z �S;

— íà øëÿõó � º ïðèíàéìí³ îäèí êîë³çîð * *� 
W , ïðè÷îìó W �S ³ íåìàº

æîäíî¿ òàêî¿ T �S, ùî ³ñíóº îðøëÿõ W T� �� � .

ßêùî âñ³ øëÿõè ì³æ âåðøèíàìè X òà Y d-ïåðåêðèò³ (àáî íåìàº æîäíîãî

øëÿõó ì³æ X òà Y ), òî âåðøèíè X òà Y º d-ñåïàðîâàíèìè. Øëÿõ, ÿêèé íå º d-ïå-

ðåêðèòèì, º d-â³äêðèòèì.

ßêùî çà êîíäèö³îíóâàííÿ ìíîæèíè S ó ãðàô³ G ³ñíóº ïðèíàéìí³ îäèí

d-â³äêðèòèé øëÿõ ì³æ X òà Y , òî âåðøèíè X òà Y º d-ç’ºäíàíèìè äëÿ çàäàíî¿ S.

Ôàêò, ùî ìíîæèíà âåðøèí S d-ñåïàðóº âåðøèíè X òà Y , ïîçíà÷àòèìåìî

ïðåäèêàòîì DS ( ; ; )X YS . Òîä³ S º d-ñåïàðàòîðîì (d-ñåïàðàòîðíèì íàáîðîì)

äëÿ ïàðè X , Y . (Çàñòåðåæåíå X Y, �S.) Êîëè d-ñåïàðàòîð ïîðîæí³é, áóäåìî ïè-

ñàòè DS ( ;; )X Y .

Çàçíà÷èìî, ùî âêëþ÷åííÿ ïåâíî¿ âåðøèíè â íàá³ð êîíäèö³îíóâàííÿ ìîæå íå

ò³ëüêè d-ïåðåêðèòè äåÿêèé øëÿõ ì³æ X òà Y , àëå é d-â³äêðèòè ³íøèé øëÿõ ì³æ X

òà Y (ôåíîìåí ïðîâîêàö³¿ çàëåæíîñò³). Òîìó íåôîðìàëüíî ìîæíà îõàðàêòåðèçóâàòè

d-ñåïàðàòîðíèé íàá³ð S äëÿ ïàðè X , Y ÿê òàêèé, ùî áëîêóº âñ³ øëÿõè çàëåæíîñò³

ì³æ X òà Y , â òîìó ÷èñë³ é ò³, ùî â³äêðèâàþòüñÿ äåÿêèìè åëåìåíòàìè ìíîæèíè S.

Ðîëü êðèòåð³þ d-ñåïàðàö³¿ ðîçêðèâàºòüñÿ ÷åðåç íàñòóïíó âëàñòèâ³ñòü [3].

Ó êîæí³é êàóçàëüí³é ìåðåæ³ äëÿ âñ³õ X Y, , S âèêîíóþòüñÿ ³ìïë³êàö³¿ âèãëÿäó

DS ( ; ; )X YS  Ind ( ; ; )X YS . (1)
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Óñ³ ôàêòè óìîâíî¿ íåçàëåæíîñò³, ÿê³ âèçíà÷àþòüñÿ (1), º ëåã³òèìíèìè

(ñòðóêòóðíî äåòåðì³íîâàíèìè). Àëå ìàðêîâñüêèìè âëàñòèâîñòÿìè ìîäåë³

(ó âóçüêîìó ñåíñ³) äîö³ëüíî íàçèâàòè ò³ëüêè ï³äìíîæèíó ëåã³òèìíèõ ôàêò³â

óìîâíî¿ íåçàëåæíîñò³, à ñàìå ò³ ôàêòè, äëÿ ÿêèõ â³äïîâ³äíèé d-ñåïàðàòîðíèé

íàá³ð S º ëîêàëüíî-ì³í³ìàëüíèì àáî íåíàäëèøêîâèì [11, 12]. (ßêùî íàá³ð S
âêëþ÷àº çàéâ³ åëåìåíòè, òî ñåìàíòèêà ìàðêîâñüêî¿ âëàñòèâîñò³ ðîçìèâàºòüñÿ.)

Çàçâè÷àé (çà âèêëþ÷åííÿì îñîáëèâèõ âèïàäê³â) âèêîíóºòüñÿ ³ìïë³êàö³ÿ, îáåð-

íåíà äî (1). Öÿ çàêîíîì³ðí³ñòü äåêëàðóºòüñÿ ÿê ïðèïóùåííÿ (óìîâà) «êàóçàëüíî¿

íå-îìàíëèâîñò³» [2, 13]. Ïðèïóùåííÿ êàóçàëüíî¿ íå-îìàíëèâîñò³ (â éîãî íàé-

æîðñòê³ø³é ôîðì³) ìîæíà çàïèñàòè òàê:

� � �  �X Y X Y X Y, : ( ; ; ) ( ; ; )S S SDS Ind . (2)

Íà â³äì³íó â³ä [14, 15], äàë³ ïðèéìàºìî ïðèïóùåííÿ êàóçàëüíî¿ íå-îìàíëè-

âîñò³ â ôîðì³ (2). Îòæå, â ïîäàëüøèõ âèêëàäêàõ ôàêòè ãðàôîâî¿ ñåïàðàö³¿ òà

ôàêòè óìîâíî¿ íåçàëåæíîñò³ âèêîðèñòîâóþòüñÿ âçàºìîçàì³íî. Òîìó áóäåìî

âæèâàòè òåðì³í «ñåïàðàö³ÿ» áåç óòî÷íåííÿ. Ñåïàðàòîð òà d-ñåïàðàòîð S0 äëÿ

ïàðè âåðøèí X Y, â îðãðàô³ º ì³í³ìàëüíèì, ÿêùî äëÿ âñ³õ ³íøèõ ñåïàðàòîð³â S
äëÿ ïàðè X Y, âèêîíóºòüñÿ | | | |S S� 0 . Â³í ïîçíà÷àºòüñÿ dSepmin ( , )X Y òà

Sepmin ( , )X Y . Áóäåìî ââàæàòè, ùî àëãîðèòì âèâåäåííÿ ìîäåë³ çàâæäè çíàõî-

äèòü ì³í³ìàëüíèé ñåïàðàòîð (çâè÷àéíî, ÿêùî ñåïàðàòîð ³ñíóº) [11, 14].

ª ïîòðåáà óòî÷íèòè ïîíÿòòÿ êîíôàóíäåðà (îñê³ëüêè ó â³äîìèõ äæåðåëàõ

íåìàº ºäèíîãî ðîçóì³ííÿ).

Îçíà÷åííÿ 2 (êîíôàóíäåð ³ êâàç³êîíôàóíäåð). Çì³ííà (âåðøèíà) U çâåòüñÿ

êîíôàóíäåðîì äëÿ êàóçàëüíîãî çâ’ÿçêó ì³æ A (ïðè÷èíà) òà B (åôåêò), ÿêùî ³

ò³ëüêè ÿêùî:

1) ³ñíóº íåïîðîæíÿ ìíîæèíà îðøëÿõ³â �UA ,1, �UA , ,2 � â³ä U äî A (çîêðå-

ìà, ìîæëèâå ðåáðî U A� );

2) ³ñíóº íåïîðîæíÿ ìíîæèíà îðøëÿõ³â � �UB UB, ,, ,1 2 � â³ä U äî B, ÿê³ íå

ïåðåòèíàþòüñÿ ç æîäíèì � �UA UA, ,, ,1 2 � ;

3) ³ñíóº íåïîðîæíÿ ìíîæèíà îðøëÿõ³â � �AB AB, ,, ,1 2 � (çîêðåìà, ðåáðî)

â³ä A äî B.

ßêùî ÷èíí³ ïï. 1 ³ 2, àëå íå ÷èííèé ï. 3, òî òàêà U çâåòüñÿ êâàç³êîíôàóíäå-

ðîì (äëÿ íåêàóçàëüíîãî çâ’ÿçêó ì³æ A òà B).

Êîìåíòàð ³ äîäàòîê äî îçíà÷åííÿ 2. Ó ïóáë³êàö³ÿõ òåðì³í êîíôàóíäåð

÷àñòî ðîçóì³ºòüñÿ øèðøå. Çîêðåìà, êâàç³êîíôàóíäåð òàêîæ íàçèâàþòü êîíôàóí-

äåðîì. Êð³ì òîãî, çàì³ñòü óìîâ ïï. 1 òà 2 ³íîä³ ñòàâëÿòü óìîâó, ùî êîíôàóíäåð Q

ëåæèòü íà ÿêîìóñü áåçêîë³çîðíîìó øëÿõó âèãëÿäó A Q B
 �� �� � (back door

path [1]). ²íàêøå êàæó÷è, êîíôàóíäåðîì ââàæàþòü âåðøèíó Q, ÿêà ëåæèòü íà

ÿêîìóñü ³ç âêàçàíèõ îðøëÿõ³â �UA ,1, � �UA UB, ,, ,2 1� , �UB , ,2 � Òàêà âåðøèíà Q

ìîæå áóòè âèêîðèñòàíà äëÿ áëîêóâàííÿ òîãî âíåñêó ó çàëåæí³ñòü ì³æ A òà B,

ÿêèé ðîáèòü ñïðàâæí³é êîíôàóíäåð U (äëÿ «î÷èùåííÿ» êàóçàëüíîãî åôåêòó

A B� �� � â³ä âíåñêó êîíôàóíäåðà U ). Ïðîòå òàê³ çì³íí³ Q (íà â³äì³íó â³ä U ) íå

âïëèâàþòü «ïàðàëåëüíî» íà A òà B. Íàòîì³ñòü ó á³ëüøîñò³ ïóáë³êàö³é ³ñíóº êîí-

ñåíñóñ, ùî êîíôàóíäåð º ñï³ëüíîþ ïðè÷èíîþ äëÿ A òà B. Òîìó òàê³ çì³íí³ Q

(çà âèêëþ÷åííÿì ñàìî¿ U ) ïðîïîíóºìî íàçèâàòè ìåä³àòîðàìè êîíôàóíäåðà. Öå

íå ïðîñòî óìîãëÿäí³ ïîíÿòòÿ. Ïî-ïåðøå, ìîæëèâà ñèòóàö³ÿ, êîëè êîíäèö³îíó-

âàííÿ ìåä³àòîðà êîíôàóíäåðà Q ïðèçâîäèòü äî ïðîâîêàö³¿ äîäàòêîâîãî ìå-

õàí³çìó âèêðèâëåííÿ êàóçàëüíîãî åôåêòó. Òîáòî âíàñë³äîê êîíäèö³îíóâàííÿ Q

ïåâíà çì³ííàV ïî÷èíàº âèêîíóâàòè ðîëü êîíôàóíäåðà äëÿ A B� �� � , õî÷à öÿ V

íå áóëà êîíôàóíäåðîì (³ íàâ³òü ìåä³àòîðîì êîíôàóíäåðà) äëÿ A B� �� � . (Êîí-
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äèö³îíóâàííÿ êîíôàóíäåðà U í³êîëè íå ïîðîäæóº òàêèõ ïðîáëåì.) Ïî-äðóãå,

äîö³ëüíî âðàõóâàòè ³íøó ñèòóàö³þ, êîëè ìàºìî ïðîàíàë³çóâàòè äàí³, îòðèìàí³

â ðåæèì³ ð³çíèõ âàð³àòèâíèõ âòðó÷àíü (àêòèâíèõ åêñïåðèìåíò³â). Çà çîâí³øíüî-

ãî êåðóâàííÿ êîíôàóíäåðîì â³í çàëèøèòüñÿ â ðîë³ êîíôàóíäåðà äëÿ çâ’ÿçêó

A B� �� � (îêð³ì âèïàäêó, êîëè êîíôàóíäåð ñòàº êîíñòàíòîþ). Íàòîì³ñòü, ó ðå-

çóëüòàò³ çîâí³øíüîãî êåðóâàííÿ ìåä³àòîðîì êîíôàóíäåðà íå ñòâîðþºòüñÿ åôåê-

òó êîíôàóíäåðà. Á³ëüø òîãî, â ðåçóëüòàò³ â³äêëþ÷àºòüñÿ àáî âèêðèâëÿºòüñÿ ä³ÿ

â³äïîâ³äíîãî êîíôàóíäåðà.

Âîäíî÷àñ âèíèêàº ³äåÿ ðîçøèðèòè ïîíÿòòÿ êîíôàóíäåð, à ñàìå ïîñëàáèòè

ï. 2 ³ ñôîðìóëþâàòè âèìîãó ³íàêøå:

2� ) ³ñíóº íåïîðîæíÿ ìíîæèíà îðøëÿõ³â � �UB UB, ,, ,1 2 � â³ä U äî B, ÿê³ íå

ïðîõîäÿòü ÷åðåç A.

Òîáòî, çã³äíî ç ï. 2� êîæíèé øëÿõ �UA i, (â³ä U äî A ) ìîæå ïåðåòèíàòèñÿ

ç ÿêèìîñü øëÿõîì �UB j, (â³ä U äî B). Íåõàé ìàºìî ñàìå òàêèé êîíôàóíäåð H,

ùî øëÿõ � HA i, ïåðåòèíàºòüñÿ ç³ øëÿõîì � HB j, . Êîíôàóíäåð H ç òàêîþ îñîá-

ëèâ³ñòþ âòðà÷àº âàæëèâó ðîëü. Îñê³ëüêè íåìàº æîäíîãî áåçêîë³çîðíîãî øëÿõó

A H B
 �� �� � , òî òàêèé H íå íàëåæèòü îïòèìàëüíîìó íàáîðó êîâàð³àò äëÿ

îö³íþâàííÿ â³äïîâ³äíîãî êàóçàëüíîãî åôåêòó. Êîëè ïîòð³áíî «î÷èñòèòè» êàó-

çàëüíèé åôåêò A B� �� � , öåé H áóäå àáî çàéâèì, àáî ñóðîãàòíèì êîâàð³àòîì.

Òîìó òàêèé H äîö³ëüíî â³äð³çíÿòè, íàçâàâøè éîãî «íåòåðì³íàëüíèé» êîíôàóí-

äåð äëÿ ïàðè A, B. (Â³äïîâ³äíî, êîíôàóíäåð, ÿêèé çàäîâîëüíÿº îçíà÷åííÿ

âêëþ÷íî ³ç ï. 2, çà óìîâ÷àííÿì áóäå «òåðì³íàëüíèì».)

Îçíà÷åííÿ 3. ßêùî êîíôàóíäåð U êàóçàëüíîãî çâ’ÿçêó A B� �� � º ïðèõî-
âàíèì, òî â³í çâåòüñÿ ïðèõîâàíèì êîíôàóíäåðîì. Ïðèõîâàíèé êîíôàóíäåð U
äëÿ A B� �� � çâåòüñÿ ëàòåíòíèì êîíôàóíäåðîì, ÿêùî ³ ò³ëüêè ÿêùî ³ñíóº ùî-

íàéìåíøå îäèí îðøëÿõ �
UB i
h

,
( ) â³ä U äî B, ÿêèé íå ïðîõîäèòü ÷åðåç A ³ íà ÿêîìó

âñ³ âåðøèíè (çà âèíÿòêîì B) º ïðèõîâàíèìè. Ëàòåíòíèé êîíôàóíäåð U çâåòüñÿ

«æîðñòêèì», ÿêùî äîäàòêîâî ³ñíóº ùîíàéìåíøå îäèí îðøëÿõ �
UA j
h

,
( ) â³äU äî A,

íà ÿêîìó âñ³ âåðøèíè (çà âèíÿòêîì A) ïðèõîâàí³.

ßêùî æîäíèé ç âêàçàíèõ (ïðèõîâàíèõ) îðøëÿõ³â �
UB i
h

,
( ) íå ïåðåòèíàºòüñÿ

ç æîäíèì îðøëÿõîì � AB ,1, � AB , , ...2 â³ä A äî B (îêð³ì ê³íöåâî¿ âåðøèíè B ), òî

öåé U çâåòüñÿ «àêóðàòíèì» ëàòåíòíèì êîíôàóíäåðîì äëÿ çâ’ÿçêó A ç B (³íàêøå —

«íåàêóðàòíèì»).

Î÷åâèäíî, ÿêùî U º ëàòåíòíèì, àëå íå æîðñòêèì êîíôàóíäåðîì äëÿ
A B� �� � , òî öåé U áóäå æîðñòêèì êîíôàóíäåðîì äëÿ êàóçàëüíîãî çâ’ÿçêó

C B� �� � (äå C — íàéáëèæ÷à äî U âåðøèíà íà øëÿõó �
UA j
h

,
( ) ).

Âèïàäêè, ùî ³ëþñòðóþòü âèçíà÷åííÿ ëàòåíòíîãî êîíôàóíäåðà, çîáðàæåíî

íà ðèñ. 1 (òóò ïóíêòèðîì ïîçíà÷åíî ïðèõîâàí³ çì³íí³). Ìàéæå-öèêëîí àäåêâàòíî

â³äîáðàæàº ñàìå æîðñòêèé ëàòåíòíèé êîíôàóíäåð.
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Ðèñ. 1. Âèïàäêè ëàòåíòíèõ êîíôàóíäåð³â U: êâàç³êîíôàóíäåðè (à, á); íåæîðñòêèé êîíôàóíäåð (â);
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æîðñòêèé íåàêóðàòíèé êîíôàóíäåð (ä)

à á â ã ä



×àñòî çà óìîâ÷àííÿì ïðèéìàºòüñÿ ïðèïóùåííÿ, ùî ìîäåëü óòâîðþºòüñÿ

ç ïðîñòèõ ðåáåð (òîáòî êîæíà ïðèõîâàíà çì³ííà ìàº íå á³ëüøå äâîõ «êîíòàêò³â»

³ç ìîäåëëþ). Òîä³ êîæíà ïðèõîâàíà çì³ííà U ìîæå áóòè æîðñòêèì ëàòåíòíèì

êîíôàóíäåðîì ò³ëüêè äëÿ îäíîãî êàóçàëüíîãî çâ’ÿçêó ³ çàïðîïîíîâàí³ îçíà÷åííÿ

ìîæíà ñïðîñòèòè.

ßêùî äëÿ ïàðè A, B ³ñíóº æîðñòêèé ëàòåíòíèé êîíôàóíäåð ³ ïðèíàéìí³ íà

îäíîìó ç îðøëÿõ³â A B� �� � óñ³ âåðøèíè (çà âèêëþ÷åííÿì ê³íöåâèõ) ïðèõî-

âàí³, òî òàêó ñèòóàö³þ òðåáà â³äîáðàçèòè çà äîïîìîãîþ ïàðè ðåáåð: A B� òà

A B� . Òàêà ïàðà ðåáåð çâåòüñÿ «àðêà». (Àðêà — öå ìàéæå-öèêëîí ç äâîõ ðå-

áåð.) Äëÿ â³äîáðàæåííÿ àðêè ïðîïîíóºìî òàêîæ âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ

A B�� . Âîíî êîìïàêòíå ³ íàî÷íå, àëå íå ³äåàëüíå, îñê³ëüêè âåðõíº ðåáðî

íåîð³ºíòîâàíå.

Ðåáðî X Y* *	 íàçèâàºìî àâòåíòè÷íèì, ÿêùî â ãåíåðàòèâí³é ìîäåë³ ³ñíóº

áåçêîë³çîðíèé øëÿõ ì³æ X òà Y , íà ÿêîìó âñ³ íåê³íöåâ³ (ïðîì³æí³) âåðøèíè ïðè-

õîâàí³. (Çðîçóì³ëî, ìîæå ³ñíóâàòè ô³çè÷íî áåçïîñåðåäí³é çâ’ÿçîê ì³æ X òà Y .)

Çîêðåìà, àâòåíòè÷íèé áåçïîñåðåäí³é êàóçàëüíèé çâ’ÿçîê â³äïîâ³äàº îðøëÿõó, íà

ÿêîìó âñ³ ïðîì³æí³ âåðøèíè ïðèõîâàí³. Áóäåìî íàìàãàòèñÿ âèâîäèòè ìîäåëü, ÿêà

ñêëàäàºòüñÿ ò³ëüêè ç àâòåíòè÷íèõ ðåáåð.

Äëÿ åôåêòèâíî¿ ðîáîòè ç ìîäåëÿìè â óìîâàõ ëàòåíòíèõ êâàç³êîíôàóíäåð³â

áóëî çàïðîïîíîâàíî ñïåö³àëüíèé ï³äêëàñ ì³øàíèõ ìîäåëåé, ñòðóêòóðà ÿêèõ îïè-

ñóºòüñÿ àíöåñòðàëüíèìè ãðàôàìè [10]. Àíöåñòðàëüí³ (àáî ïðåäêîâ³) ãðàôè âèçíà-

÷àþòüñÿ òàêèì îáìåæåííÿì: ÿêùî âåðøèíè A òà B ïîºäíàí³ îðøëÿõîì (çîêðåìà,

ðåáðîì), òî çàáîðîíÿºòüñÿ ðåáðî A B� . Òîáòî ïîá³÷ çàáîðîíè öèêëîí³â òàêîæ çà-

áîðîíÿþòüñÿ ìàéæå-öèêëîíè. Ëåãêî áà÷èòè, ùî çàáîðîíà ìàéæå-öèêëîí³â åêâ³âà-

ëåíòíà çàáîðîí³ ëàòåíòíèõ êîíôàóíäåð³â (àëå ëàòåíòí³ êâàç³êîíôàóíäåðè äîçâî-

ëåí³). (Äëÿ ïîâíîòè çàçíà÷èìî, ùî â àíöåñòðàëüíèõ ãðàôàõ òàêîæ çàñòîñîâóþòüñÿ

íåñïðÿìîâàí³ ðåáðà, ÿê³ â³äîáðàæàþòü ñèìåòðè÷í³, îáîï³ëüí³ çàëåæíîñò³.)

Â àíöåñòðàëüíèõ ãðàôàõ ìîæëèâ³ âèïàäêè, êîëè âåðøèíè X òà Y íå

ïîºäíàí³ àâòåíòè÷íèì ðåáðîì, ïðîòå, äëÿ ïàðè X Y, íå ³ñíóº æîäíîãî d-ñåïàðà-

òîðà. Ó âèâåäåí³é ìîäåë³ ì³æ â³äïîâ³äíèìè âåðøèíàìè âèíèêàº, îáðàçíî êàæó-

÷è, «³ëþçîðíå» ðåáðî [8, 14, 15]. Äîçâ³ë ëàòåíòíèõ êîíôàóíäåð³â ñòâîðþº ùå

á³ëüøå ìîæëèâîñòåé äëÿ âèíèêíåííÿ ³ëþçîðíèõ ðåáåð. Ä³éñíî, ÿêùî ³ñíóþòü

ðåáðî X Y� òà îðøëÿõ Z X Q Y*� � � �� � , òî âèíèêàº ³ëþçîðíå ðåáðî

Z Y* * .	 Ó çàïðîïîíîâàí³é ñòàòò³ íåñåïàðàáåëüí³ñòü âåðøèí íå îòîòîæíþºòüñÿ

ç íàÿâí³ñòþ ðåáðà. Òîáòî ³ëþçîðí³ ðåáðà íå ïðèð³âíþþòüñÿ äî àâòåíòè÷íèõ, ïî-

ïðè òå, ùî ¿õ âàæêî ðîçð³çíèòè. Ïðèéìàºìî, ùî â ìîäåëÿõ äîçâîëåí³ ìàéæå-öèê-

ëîíè, àëå áóäåìî óòðèìóâàòèñÿ â³ä âèêîðèñòàííÿ àðîê, äîïîêè âîíè íå ñòàíóòü

áåçàëüòåðíàòèâíèìè. ²äåíòèô³êóâàòè ³ëþçîðí³ ðåáðà òà ìàéæå-öèêëîíè âàæêî,

à ³äåíòèô³êóâàòè àðêè ùå âàæ÷å.

ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß ÑÏÐßÌÓÂÀÍÜ ÐÅÁÅÐ (ÏÐÀÂÈËÀ ÎÐ²ªÍÒÀÖ²¯ ÐÅÁÅÐ)

Ìåòîäè âèâåäåííÿ ìîäåëåé, îñíîâàí³ íà íåçàëåæíîñò³ [2–6], ñïî÷àòêó ³äåí-

òèô³êóþòü ñóêóïí³ñòü íåîð³ºíòîâàíèõ ðåáåð ìîäåë³. Ðåáðî ñòàâëÿòü ì³æ çì³í-

íèìè, ÿê³ íå ñåïàðóþòüñÿ. Ïîò³ì àëãîðèòì íàìàãàºòüñÿ âèçíà÷èòè ñïðÿìóâàí-

íÿ (îð³ºíòàö³¿) ðåáåð.

Íåõàé çà óìîâàìè çàäà÷³ íà âõîä³ íå çàäàíî àïð³îðíèõ çíàíü òà îáìåæåíü

(îêð³ì çàçíà÷åíèõ ðàí³øå). Ó ïðîöåñ³ âèâåäåííÿ ì³øàíèõ ÀÎÃ-ìîäåëåé

îð³ºíòàö³ÿ äåÿêèõ ðåáåð ìîæå áóòè íåâèçíà÷åíîþ (÷àñòêîâî àáî ïîâí³ñòþ). Öå

â³äîáðàæàºòüñÿ ïîçíà÷êàìè íåâèçíà÷åíèõ ê³íö³â ðåáåð. Îòæå, äîâîäèòüñÿ îïå-

ðóâàòè ðåáðàìè âèãëÿäó X Y� �	 , X Y�� , X Y�	* . Êîíñòðóêö³ÿ ç ï³äêðåñëåí-
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íÿì, íàïðèêëàä Z W Y� � �	 � , âèêîðèñòîâóºòüñÿ äëÿ ô³êñàö³¿ ³íôîðìàö³¿, ùî

öåé ñòèê ðåáåð íå óòâîðþº êîë³çîðà.

Äëÿ êëàñó îÀÎÃ-ìîäåëåé íåîáõ³äíèì ³ äîñòàòí³ì º íàá³ð ³ç ÷îòèðüîõ ïðàâèë

îð³ºíòàö³¿ ðåáåð [7]. (Êîëè ççîâí³ (ÿê àïð³îðí³ çíàííÿ) íàäõîäÿòü äîäàòêîâ³

îð³ºíòàö³¿ ðåáåð, òðåáà äîäàòè ùå îäíå ïðàâèëî.) Äëÿ àíöåñòðàëüíèõ ìîäåëåé òðà-

äèö³éí³ ïðàâèëà áóëè ìîäèô³êîâàí³ ³ äîäàòêîâî ðîçðîáëåí³ íîâ³ («âèòîí÷åí³»)

ïðàâèëà [5]. Äàë³ àíàë³çóþòüñÿ ïðàâèëà �0, �1, �2 , �3 , �4. Ïðàâèëà �5 –�12 íå

áóäåìî ðîçãëÿäàòè, îñê³ëüêè âîíè îïåðóþòü ç íåñïðÿìîâàíèìè ðåáðàìè. Òàê³

ðåáðà âèíèêàþòü âíàñë³äîê ñåëåêö³¿ äàíèõ (êîëè äàí³ âòðà÷àþòü êàóçàëüíó

³íôîðìàö³þ). Êîðåêòí³ñòü ïðàâèë îð³ºíòàö³¿ ðåáåð ñïèðàºòüñÿ íà óìîâó, ùî

âñòàíîâëåíî àäåêâàòí³ ðåáðà (õî÷à é íåîð³ºíòîâàí³) ³ ùî âèêîíóºòüñÿ ï³äõîæå

ïðèïóùåííÿ íå-îìàíëèâîñò³ [14]. Îñê³ëüêè ïðèéíÿòî ïðèïóùåííÿ (2), ïðîöåñ

âèâåäåííÿ ìîäåë³ ìîæíà îïèñóâàòè â ãðàôîâèõ òåðì³íàõ. ßê ïîêàçàíî â [14], âè-

êîðèñòàííÿ ì³í³ìàëüíèõ ñåïàðàòîð³â äàº çìîãó îòðèìàòè êîìïàêòí³ òà ïðàãìà-

òè÷í³ ôîðìóëþâàííÿ ïðàâèë.

Ïåðåõ³ä äî êëàñó ìîäåëåé, äå äîçâîëåí³ ìàéæå-öèêëîíè, ïîòðåáóº ðå-

â³ç³¿ ïðàâèë, ðîçðîáëåíèõ äëÿ àíöåñòðàëüíèõ ìîäåëåé. Âò³ì, ïåðø³ äâà ïðàâèëà

(�0 òà �1) áåçïîñåðåäíüî çàáåçïå÷óþòü â³äïîâ³äí³ñòü ñòðóêòóðè ôàêòàì çàëåæ-

íîñò³/íåçàëåæíîñò³ ³ òîìó íå ïîòðåáóþòü çì³í äëÿ ðîçøèðåíîãî êëàñó ìîäåëåé.

Çðó÷íèì ôîðìóëþâàííÿì ïðàâèëà �0 º

X Y Z Y X Z X Y Z* * * & ( , ) * * .min	 	 �  � 
� Sep (3)

(Òóò ³ äàë³, êîëè çàïèñàíî òåðì Y X Z�Sepmin ( , ) , çà óìîâ÷àííÿì ââàæàºòüñÿ,

ùî Sepmin ( , )X Z ³ñíóº.) Ïðàâèëî �0 ðîçï³çíàº íåøóíòîâàíèé êîë³çîð.

Äîäàòêîâî â [2] çàïðîïîíîâàíî ïàðíå äî �0 ïðàâèëî (ïîçíà÷èìî éîãî �0( )ñ ):

X Y Z Y X Z X Y Z* * * & ( , ) * * * .min	 	 �  	 	� �Sep (4)

Äîòðèìóþ÷èñü àíàëîã³÷íî¿ ôîðìè, ïðàâèëî �1 ìîæíà çàïèñàòè ÿê

X Y Z Y X Z X Y Z* * & ( , ) * .min� 	 �  � �� Sep (5)

Õî÷à ïðàâèëî �1 íå ñïèðàºòüñÿ íà îáìåæåííÿ ñòðóêòóðè ìîäåë³, äîö³ëüíî

(ÿêùî âèêîðèñòîâóºòüñÿ �0( )ñ ) çàïðîâàäèòè óí³âåðñàëüí³øå ³ åôåêòèâí³øå ïðà-
âèëî. Òàêå óçàãàëüíåíå ïðàâèëî áóëî çàïðîïîíîâàíî â [2, 4]. Öå ïðàâèëî (ïîçíà-

÷èìî éîãî �
�1( )) ìàº âèãëÿä

X Y Z X Y Z* * *� 	  � �� . (6)

Ðîçãëÿíóò³ â [5] ïðàâèëà �2, �3 òà �4 áóëè ïðèçíà÷åí³ äëÿ âèâåäåííÿ ìîäå-

ëåé ó êëàñ³ àíöåñòðàëüíèõ ñòðóêòóð. Íàâåäåìî ïðàãìàòè÷íå ôîðìóëþâàííÿ ïðà-

âèëà �3 :

X W Z X Y Z Y W Y X Z Y W* * & * * & * & ( , ) * .min� 
 	 	 	 �  �� � � Sep (7)

Îá´ðóíòîâóþ÷è öå ïðàâèëî, çàçâè÷àé ïîñèëàþòüñÿ íà çàáîðîíó öèêëîí³â òà

ìàéæå-öèêëîí³â. Íàòîì³ñòü öå ïðàâèëî ïðÿìî âèïëèâàº ç ìàðêîâñüêèõ âëàñòè-

âîñòåé áåçâ³äíîñíî äî ñòðóêòóðíèõ îáìåæåíü [4]. Ä³éñíî, àëüòåðíàòèâíà

îð³ºíòàö³ÿ Y W
 ó çàäàíèõ óìîâàõ ñóïåðå÷èòü ôàêòó ñåïàðàö³¿ X òà Z (äèâ.

êðèòåð³é d-ñåïàðàö³¿). Ïåðåõ³ä äî ìîäåëåé ç ìàéæå-öèêëîíàìè íå ïîòðåáóº êî-

ðåêö³¿ öüîãî ïðàâèëà (íàâåäåíà â [14] ìîäèô³êàö³ÿ º ïîìèëêîâîþ).

Ïðàâèëî �2 ìàº äâà âàð³àíòè óìîâè [5]:

X Y W X W� � 	* & * �  X W*� ; (8)

X Y W X W* & *� � 	�  X W*� . (9)
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Ïîêàæåìî, ùî â êëàñ³ ìîäåëåé ç äîçâîëåíèìè ìàéæå-öèêëîíàìè ïðàâèëî

�2 ìîæå ïðèçâîäèòè äî ïîìèëîê. Íåõàé ãåíåðàòèâíà ìîäåëü ìàº ñòðóêòóðó, çîá-

ðàæåíó íà ðèñ. 2, a. (Ó ö³é ñòðóêòóð³ º äâà ìàéæå-öèêëîíè: Y W X Y� � � òà

Y W X Z Y� � � � .) Óñ³ çì³íí³ (âçàºìíî) áåçóìîâíî çàëåæí³. Çì³íí³ W òà Z

íå ñåïàðóþòüñÿ, òîáòî ó âèâåäåí³é ìîäåë³ âèíèêàº ³ëþçîðíå ðåáðî Z W* * .	

Ó ö³é ñòðóêòóð³ ÷èíí³ äâ³ ñåïàðàö³¿: DS ( ; ; )Q Y W òà DS { }( ; , ; )Q X W Z . Çàâäÿêè

öèì ôàêòàì ñåïàðàö³¿ ïðàâèëî �0 âèêîíóº îð³ºíòàö³¿ Q X W� �� 
 òà

Q Y Z� �� 
 . Äàë³, ïðàâèëî �1 îð³ºíòóº äâà ðåáðà. Îñê³ëüêè ìàºìî Q X�� òà

X Q Z�Sepmin ( , ), òî áóäå X Z� . Òàêîæ ³ç ôàêò³â Q Y�� òà Y Q W�Sepmin ( , )

öå ïðàâèëî âèâåäå Y W� . Íà öüîìó åòàï³ âèâåäåíà ìîäåëü ìàº âèãëÿä, ÿê ïîêà-

çàíî íà ðèñ. 2, á. Ó ö³é ñòðóêòóð³ º ê³ëüêà «òðèêóòíèê³â», äå âèêîíóþòüñÿ óìîâè

ïðàâèëà �2. Ïðàâèëî (8) ä³º äëÿ ðåáðà X Y� �	 äâ³÷³, îêðåìî âèêîðèñòîâóþ÷è

ôðàãìåíòè X Z Y� �� òà Y W X� �� . Ðåçóëüòàòîì öèõ äâîõ çàñòîñóâàíü

ïðàâèëà (8) áóäå á³îð³ºíòîâàíå ðåáðî X Y� . Ìàþ÷è ôàêòè X Y W� � òà

X W
� , ïðàâèëî (9) âèâåäå X W� . Òîáòî ñòàíåòüñÿ ïîìèëêà îð³ºíòàö³¿ ðåáðà

(àäæå â ãåíåðàòèâí³é ìîäåë³ ìàºìî X W
 ). Ïðàâèëî �2 âèêîíàº îð³ºíòàö³¿ ùå

äâîõ ðåáåð, ùî äàñòü ñòðóêòóðó, çîáðàæåíó íà ðèñ. 2, â.

Îòæå, ïåðåõîäÿ÷è äî ìîäåëåé ç ìàéæå-öèêëîíàìè, ïîòð³áíî êîðåãóâàòè

ïðàâèëî �2 . Ó [14] çàïðîïîíîâàíà âåðñ³ÿ �2( )N öüîãî ïðàâèëà ç á³ëüø æîðñòêè-

ìè óìîâàìè (X Y W� � ). (Ïî ñóò³, öå ïîâåðíåííÿ äî ïåðâèííîãî ïðàâèëà,

ïðèçíà÷åíîãî äëÿ êëàñó îÀÎÃ-ìîäåëåé [7].) Âò³ì, ìàºìî ñóìí³âè ùîäî íå-

çàì³ííîñò³ òàêîãî ïðàâèëà.

ÏÐÀÂÈËÎ ÎÐ²ªÍÒÀÖ²¯ �4

Âèùåíàâåäåí³ ïðàâèëà ðîçï³çíàþòü àäåêâàòíó îð³ºíòàö³þ, ðîçãëÿäàþ÷è ïàðè

ñóñ³äí³õ ðåáåð. Ïðàâèëî �4 â³äð³çíÿºòüñÿ òèì, ùî ðîçï³çíàº îð³ºíòàö³þ ðåáåð

äèñòàíö³éíî. (Òîìó éîãî ìîæíà íàçâàòè ïðàâèëîì «äèñòàíö³éíî¿ äèñ-

êðèì³íàö³¿ êîë³çîðà/íåêîë³çîðà».) Â îðèã³íàëüíîìó ôîðìóëþâàíí³ ïðàâèëà �4

âèêîðèñòàíî ïîíÿòòÿ äèñêðèì³íàö³éíîãî øëÿõó [2, 4, 5]. Äëÿ ñïðîùåííÿ âèê-

ëàäîê ñôîðìóëþºìî ïðàâèëî áåç öüîãî ïîíÿòòÿ. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ñïðî-

ùåíèé (ëîêàëüíèé) âàð³àíò îðèã³íàëüíîãî ïðàâèëà [5], ÿêèé ïðàöþº äëÿ íàé-

ïðîñò³øî¿ ñòðóêòóðè, ùî çàäîâîëüíÿº óìîâè ïðàâèëà. Öåé ñïðîùåíèé âàð³àíò

ïðàâèëà �4 1( ) îïèñàíî â [14]:

X Z Y*� � & Z W Y
 	* *� & W X Y�Sepmin ( , )  W Y� ; (10)

X Z Y Z W Y* & * *� � 
 	� & W X Y�Sepmin ( , )  Z W Y� � . (11)

ßê áóëî ïîêàçàíî â [14, 15], âèïàäîê ïðàâèëà (10) º íåêîðåêòíèì äëÿ íåàí-

öåñòðàëüíèõ ìîäåëåé. Êîðåãîâàíà âåðñ³ÿ ïðàâèëà, íàçâàíà �4
1( )

( )N , ôîðìó-

ëþºòüñÿ òàê [14]:

32 ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2024, òîì 60, ¹ 3

Ðèñ. 2. ²ëþñòðàö³¿ íåêîðåêòíîñò³ ïðàâèëà îð³ºíòàö³¿ ðåáåð �2: ãåíåðàòèâíà ìîäåëü (à); ïðîì³æíà
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à á â



X Z Y Z W Y W X Y Z W Y* & * * & ( , ) * ;min� � 
 	 �  
 �� �Sep (12)

X Z Y Z W Y W X Y Z W Y* & * * & ( , )min� � 
 	 �  � �� Sep . (13)

(Ïîä³áíå ïðàâèëî áóëî çàïðîïîíîâàíî â [2, 4].) Íà â³äì³íó â³ä îðèã³íàëüíî-

ãî ïðàâèëà (10), ó ïðàâèë³ (12) ï³ñëÿ çíàêà ³ìïë³êàö³¿ çàì³ñòü ïîçíà÷êè «õâ³ñò»

âèêîðèñòàíî ïîçíà÷êó íåâèçíà÷åíîãî ê³íöÿ ðåáðà W Y�� . Ìîæå çäàòèñÿ, ùî

ó ôîðìóëþâàíí³ óìîâ ïðàâèë (12), (13) ó êîíñòðóêö³¿ W Y�	* àñòåð³êñ á³ëÿ Y

º íåòî÷í³ñòþ. Öÿ êîíñòðóêö³ÿ îõîïëþº ìîæëèâèé âèïàäîê, êîëè ìàºìî W Y��

íà âõîä³, à òîä³ çäàºòüñÿ, ùî ïðàâèëî ñòàº áåçïë³äíèì (í³÷îãî íå âèâîäèòü). Íàñ-

ïðàâä³ êîíñòðóêö³ÿ ç àñòåð³êñîì á³ëÿ Y º êîðåêòíîþ. Â³ñòðÿ íà ïîçèö³¿ àñòåð³êñà

îòðèìàºìî, ÿêùî â ìîäåë³ º ðåáðî F Y*� , ÿêå óòâîðþº íåøóíòîâàíèé êîë³çîð

ç ðåáðîì W Y�� . ßêáè â ïðàâèë³ áóëî çàïèñàíî W Y� �	 , òî âêàçàíà ñèòóàö³ÿ

íå áóëà áè âðàõîâàíà, ³ òîä³ àí³ (12), àí³ (13) íå ñïðàöþâàëè á. Êîëè ìàºìî

W Y�� , ñåíñ ïðàâèëà çâîäèòüñÿ äî âèÿâëåííÿ íåêîë³çîðíîãî ñòèêó ðåáåð

Z W Y
 �* � . Âåðñ³ÿ �4
1( )

( )N ïðàâèëà íå ïðîäóêóº êàóçàëüíèé çâ’ÿçîê. Àëå ìîæ-

íà âäîñêîíàëèòè öå ïðàâèëî, òàê ùî âîíî çìîæå âèâîäèòè êàóçàëüíèé çâ’ÿçîê

(äèâ. äàë³).

Ðîçãëÿíåìî âñ³ ìîæëèâ³ âàð³àíòè ñèòóàö³¿, äå ïîòåíö³éíî ìîæå áóòè çàñòîñî-

âàíå ïðàâèëî �4 (íàãàäàºìî, ùî ìàéæå-öèêëîíè äîçâîëåí³). Âèîêðåìèìî íàá³ð

ðèñ ìîäåë³ òà âèìîã, ÿê³ ñòâîðþþòü ìîæëèâ³ñòü âèêîíàííÿ óìîâ ïðàâèëà �4.

(Çíîâ îáìåæèìîñÿ âèïàäêîì íàéêîðîòøîãî ³íäóêö³éíîãî øëÿõó, òîáòî ç òðüîõ

ðåáåð.) Âèáðàâøè òàêå ñàìå ðîçòàøóâàííÿ çì³ííèõ, ÿê ó (10)–(13), ô³êñóºìî

íàá³ð âèìîã:

1) çì³íí³ X òà Y d-ç’ºäíàí³ øëÿõîì X Z Y*� � , àëå ñåïàðóþòüñÿ (îòæå,

âîíè íå ïîºäíàí³ ðåáðîì);

2) ³ñíóº ïàðà ðåáåð Z W Y
 	* * .�

Òåïåð ëåãêî ïåðåë³÷èòè âñ³ (ëîêàëüí³) êîíô³ãóðàö³¿ ðåáåð, äå ìîæóòü áóòè

âèêîíàí³ óìîâè ïðàâèë �4 1( ) òà �4
1( )

( )N . Ìîæëèâ³ òðè âàð³àíòè óòî÷íåííÿ ðåáðà

W Y�	* òà äâà âàð³àíòè óòî÷íåííÿ ïðàâîãî ê³íöÿ ðåáðà Z W
* . Çàãàëîì ìàºìî

3 2 6� � ìîæëèâèõ êîìá³íàö³é ðåáåð öüîãî òðèêóòíèêà. Ñåðåä öèõ êîìá³íàö³é

º îäíà ç öèêëîíîì (Z Y W Z� � � ), ¿¿ âèäàëÿºìî. Îòæå, ìàºìî ï’ÿòü êîíô³ãó-

ðàö³é, ÿê³ â³äîáðàæåí³ íà ðèñ. 3. Ë³âèé ê³íåöü ðåáðà X Z*� íå â³ä³ãðàº ðîë³

â öüîìó àíàë³ç³, òîìó âàð³àíòè X Z� òà X Z� íå ðîçð³çíÿþòüñÿ. Ðåïðåçåíòî-

âàí³ íà ðèñ. 3 êîíô³ãóðàö³¿ ìîæóòü (ÿê ôðàãìåíòè) âõîäèòè ó á³ëüø³ ñòðóêòóðè,

àëå äîäàâàííÿ ðåáåð íå ìàº ïîðóøóâàòè âêàçàíèõ ôàêò³â. Òàêîæ óòðèìàºìîñÿ
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â³ä óòâîðåííÿ àðîê. Äâ³ îñòàíí³ êîíô³ãóðàö³¿ (äèâ. ðèñ. 3, ã, ä) ì³ñòÿòü ìàéæå-

öèêëîíè ³ çóìîâëþþòü ïîòðåáó â ïåðåãëÿä³ ïðàâèëà, ðîçðîáëåíîãî äëÿ àíöåñ-

òðàëüíèõ ìîäåëåé.

Ç âèìîãè 1 âèïëèâàº, ùî Z îáîâ’ÿçêîâî íàëåæèòü ñåïàðàòîðó äëÿ ïàðè X Y, ,

Z X Y�Sepmin ( , ). Îòæå, âíàñë³äîê êîíäèö³îíóâàííÿ íàáîðó Sepmin ( , )X Y óòâî-

ðþºòüñÿ â³äêðèòèé øëÿõ ì³æ X òà W çã³äíî ç âèìîãîþ 2. Äî öüîãî øëÿõó

ïðèºäíàíî ðåáðî W Y�	* (êîíêàòåíàö³ÿ), òàê ùî óòâîðþºòüñÿ 3-ðåáåðíèé øëÿõ

ì³æ X òà Y . Àëå îñê³ëüêè âíàñë³äîê êîíäèö³îíóâàííÿ Sepmin ( , )X Y â³äêðèòîãî

øëÿõó ì³æ X òà Y áóòè íå ìîæå, òî øëÿõ ì³æ X òà Y ÷åðåç Z òà W ìàº áóòè çà-

áëîêîâàíèé ñàìå íà âåðøèí³ W. Äëÿ öüîãî º äâà âàð³àíòè, ÿê³ âèçíà÷àþòüñÿ òè-

ïîì ñòèêó ðåáåð íà âåðøèí³ W òà â³äïîâ³äíèì òåðìîì â óìîâ³ ïðàâèëà �4:

1) ñòèê óêàçàíèõ ðåáåð º êîë³çîðíèì, à W íå íàëåæèòü Sepmin ( , )X Y ;

2) ñòèê óêàçàíèõ ðåáåð º íåêîë³çîðíèì, à W íàëåæèòü Sepmin ( , )X Y .

Ïåðøîþ ðîçãëÿíåìî îäíó êîíô³ãóðàö³þ ç ìàéæå-öèêëîíîì (ðèñ. 3, ã). Öå

îñîáëèâà êîíô³ãóðàö³ÿ, áî âîíà ì³ñòèòü ñïðÿìóâàííÿ ðåáðà W Y
 , íå ïåðåäáà-

÷åíå â³äîìèìè âåðñ³ÿìè ïðàâèëà �4, çîêðåìà, (10)–(13). Ó ö³é êîíô³ãóðàö³¿

ìàºìî òàêå ñïîëó÷åííÿ îð³ºíòàö³é ðåáåð, ùî çì³íí³ X òà W íåìîæëèâî ñåïàðó-

âàòè. (Ñòàíäàðòíèé àëãîðèòì íå ìîæå ðîçï³çíàòè, ÷è ³ñíóº àâòåíòè÷íå ðåáðî

X W* * ,	 ÷è öå ðåáðî º ³ëþçîðíèì.) Íåõàé ìàºìî ãåíåðàòèâíó ìîäåëü, çîáðàæå-

íó íà ðèñ. 3, ã. Íàÿâí³ñòü (³ëþçîðíîãî) ðåáðà X W* *	 ó âèâåäåí³é ìîäåë³ ñòâî-

ðþº äîäàòêîâèé 2-ðåáåðíèé øëÿõ ì³æ X òà Y . Îñê³ëüêè W X Y�Sepmin ( , ), òî

ïðàâèëî �0 îð³ºíòóº ðåáðà öüîãî øëÿõó ÿê X W Y� �� 
 . Ïðàâèëà �1 òà �2 íå

ä³þòü ó ö³é ñèòóàö³¿. Ïðàâèëî �3 çíàõîäèòü ï³äõîæ³ óìîâè ³ âñòàíîâëþº â³ñòðÿ

ðåáðà Z W�� . Ó ðåçóëüòàò³ áóäå âèâåäåíî ìîäåëü, çîáðàæåíó íà ðèñ. 4, a.

(ßêùî àëãîðèòì îñíàùåíî ïðàâèëîì (4), òî äîäàòêîâî áóäå âèâåäåíî

X Z Y� � � �	 	 . ) Òàêèé ðåçóëüòàò íå çàäîâîëüíÿº óìîâè ïðàâèëà �4 çà ê³ëüêîìà

ïóíêòàìè. Ïî-ïåðøå, óìîâàì ïðàâèë (10)–(13) íå çàäîâîëüíÿº â³ñòðÿ ðåáðà

W Y
� . Ïî-äðóãå, óìîâàì ïðàâèëà �4 ñóïåðå÷èòü íåâèçíà÷åíèé ë³âèé ê³íåöü

ðåáðà Z W�� . ²íø³ íåóçãîäæåíîñò³ ç óìîâàìè ïðàâèëà �4 (ÿê³ ìîæíà çíàéòè íà

ðèñ. 4, a) âëàñòèâ³ ò³ëüêè ö³é êîíêðåòí³é ñòðóêòóð³, à âçàãàë³ ¿õ ìîæíà óñóíóòè.

Íàïðèêëàä, ÿêùî ãåíåðàòèâíà ìîäåëü (ðîçøèðåííÿ ö³º¿ êîíô³ãóðàö³¿) äîäàòêîâî

áóäå âêëþ÷àòè äâà ðåáðà: Q X*� òà V X*� (äèâ. ðèñ. 4, á), òî áóäå âèâåäåíî

X Z Y� � (äèâ. ðèñ. 4, â). Àëå äâ³ (âêàçàí³ âèùå) íåâ³äïîâ³äíîñò³ óìîâàì ïðà-

âèëà �4 çàëèøàòüñÿ. Ó íàñòóïíîìó ðîçä³ë³ ïîÿñíþºòüñÿ, ÷îìó íå âäàºòüñÿ âè-

âåñòè ë³âå â³ñòðÿ ðåáðà Z W� ó ö³é êîíô³ãóðàö³¿, à òàêîæ ðîçãëÿäàºòüñÿ ùå

îäíà ïðîáëåìà.

Îòæå, ïîïðè òå, ùî îñîáëèâà êîíô³ãóðàö³ÿ (ðèñ. 3, ã) ïîòåíö³éíî íå ñó-

ïåðå÷èòü óìîâàì ïðàâèëà �4, äåÿê³ óìîâè íå áóäóòü çàäîâîëåí³ â õîä³ âèâåäåí-

íÿ ìîäåë³. Âîäíî÷àñ êîë³çîðíèé ñòèê ðåáåð íà âåðøèí³ W âèâîäèòüñÿ ³íøèìè

ïðàâèëàìè. Òàêèì ÷èíîì, îñîáëèâà êîíô³ãóðàö³ÿ íå ñòâîðþº ïðîáëåì äëÿ ïðà-

âèëà �4. Ï³ñëÿ çíÿòòÿ ö³º¿ êîíô³ãóðàö³¿ ç ðîçãëÿäó ñòàº î÷åâèäíî (äèâ. ðèñ. 3),
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Ðèñ. 4. Îñîáëèâà êîíô³ãóðàö³ÿ ðåáåð (äèâ. ðèñ. 3, ã), âàð³àíòè: âèâåäåíà ìîäåëü (à); ãåíåðàòèâíà
ìîäåëü (á); âèâåäåíà ìîäåëü (â)

âáà



ùî óìîâà W X Y�Sepmin ( , ) (ðàçîì ç ðåøòîþ óìîâ) âèêîíóºòüñÿ äëÿ ºäèíî¿

êîíô³ãóðàö³¿ (äèâ. ðèñ. 3, a), ÿêà º àíöåñòðàëüíèì ãðàôîì. Îòæå, âåðñ³ÿ (11) ïðà-

âèëà �4 áåçïå÷íî ïîøèðþºòüñÿ íà íåàíöåñòðàëüí³ ìîäåë³. Ïðàâèëî (11) ïðîñòî

íå ïðàöþº â òàêîìó âèïàäêó (óìîâè ïðàâèëà çàõèùåí³).

Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê W X Y�Sepmin ( , ), òîáòî êîíô³ãóðàö³¿ ç íåêî-

ë³çîðíèì ñòèêîì ðåáåð Z W* *	 òà W Y* *	 . Çàçíà÷èìî, ùî âèõ³ä çà ìåæ³ àíöåñ-

òðàëüíèõ ìîäåëåé ñïðè÷èíèâ ïîÿâó êîíô³ãóðàö³¿, ïîêàçàíî¿ íà ðèñ. 3, ä. ßê íà-

ñë³äîê, âèíèêëà âàð³àáåëüí³ñòü ë³âîãî ê³íöÿ ðåáðà W Y* *	 . Öå çóìîâèëî ïîòðåáó

â êîðåãóâàíí³ ïðàâèëà �4 1( ) . À ñàìå çà óìîâè W X Y�Sepmin ( , ) äîâåëîñÿ çà-

ì³íèòè âèñíîâîê W Y� íà Z W Y
 �* � , ÿê çàïèñàíî ó (12). Àëå ç’ÿñóâàëîñÿ,

ùî îíîâëåíå ïðàâèëî íå âè÷åðïóº ìîæëèâîñòåé âèâåäåííÿ îð³ºíòàö³é. Ä³éñíî, íå-

õàé ìàºìî êîíô³ãóðàö³þ, â³äîáðàæåíó íà ðèñ. 3, á. Çàâäÿêè ôàêòó

W X Y�Sepmin ( , ) çðîçóì³ëî, ùî ìàºìî íåêîë³çîðíèé ñòèê ðåáåð Z W* *	 òà

W Y�	* . ßêùî äîäàòêîâî òàêîæ ç’ÿñóºòüñÿ, ùî ìàºìî â³ñòðÿ íà ïðàâîìó ê³íö³

ðåáðà Z W*� , òî ñòàíå çðîçóì³ëèì, ùî ºäèíà ìîæëèâ³ñòü îòðèìàòè íåêîë³çîðíèé

ñòèê ðåáåð Z W*� òà W Y�	* — öå îð³ºíòóâàòè ðåáðî ÿê W Y� . Òàêèé ñöå-

íàð³é äåìîíñòðóºòüñÿ äàë³. Îòæå, ô³êñóºìî, ùî êîðåãîâàíà âåðñ³ÿ (12) ïðàâèëà

âèêîíóº íå âñþ ìîæëèâó ðîáîòó. Äëÿ âèâåäåííÿ îð³ºíòàö³é ðåáåð ó âêàçàíèõ ñè-

òóàö³ÿõ (ó êëàñ³ ìîäåëåé ç ëàòåíòíèìè êîíôàóíäåðàìè) äîö³ëüíî çàïðîïîíóâàòè

îïòèì³çîâàíó âåðñ³þ ïðàâèëà �4 1( ) .

Äëÿ ìîäåëåé ç äîçâîëåíèìè ìàéæå-öèêëîíàìè çàì³ñòü âåðñ³¿ �4
1( )

( )N ïðîïî-

íóºìî îíîâëåíó òà îïòèì³çîâàíó âåðñ³þ ïðàâèëà, ïîçíà÷åíó �4
1( )

( )LC (³íäåêñ LC

îçíà÷àº latent confounders). Ïðàâèëî �4
1( )

( )LC îõîïëþº òðè âàð³àíòè ñèòóàö³¿ ³

ôîðìóëþºòüñÿ òàê:

X Z Y*� � & Z W Y
 	* *� & W X Y�Sepmin ( , )  Z W Y� � ; (14)

X Z Y*� � & Z W Y� 	� * & W X Y�Sepmin ( , )  Z W Y� � ; (15)

X Z Y*� � & Z W Y
 	� � * & W X Y�Sepmin ( , )  Z W Y
 �� � . (16)

Ïåðøèé âàð³àíò (14) ïîâòîðþº â³äïîâ³äíèé âàð³àíò (11) îðèã³íàëüíîãî ïðà-

âèëà �4 1( ) òà âàð³àíò (13). Äðóãèé âàð³àíò ïðàâèëà (15) º íîâèì. (Îïèñ ïðàâî¿

÷àñòèíè (15) îõîïëþº äâà ðåáðà, ùîá âèòðèìàòè ºäèíèé ôîðìàò ïðàâèëà.)

Òðåò³é âàð³àíò ïðàâèëà (16) º óòî÷íåííÿì âåðñ³¿ �4
1( )

( )N ç óðàõóâàííÿì íîâîãî

âàð³àíòà ïðàâèëà (15). Ë³âà ÷àñòèíà (16) â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä (12) ò³ëüêè ê³íöåì îä-

íîãî ðåáðà, á³ëÿ çì³ííî¿ W. Ó (12) çàïèñàíî Z W
* . Íàòîì³ñòü ó (16) çàïèñàíî

Z W
� , ³ òàêèé çàïèñ ïîòð³áåí, òîìó ùî ³íø³ âàð³àíòè öüîãî ê³íöÿ ðåáðà àáî

âæå âðàõîâàí³, àáî ïðèçâîäÿòü äî âòðàòè ñåíñó. Ä³éñíî, º äâà àëüòåðíàòèâí³

âàð³àíòè. Âàð³àíò Z W� âæå îõîïëåíî (âðàõîâàíî) âàð³àíòîì ïðàâèëà (15).

²íøèé âàð³àíò, òîáòî Z W
 , íå äàº çìîãè ðîçð³çíèòè îð³ºíòàö³þ ðåáðà

W Y�	* , òîìó ùî çà áóäü-ÿêî¿ îð³ºíòàö³¿ öüîãî ðåáðà W Y�	* ñòèê ðåáåð

Z W Y
 	� * áóäå íåêîë³çîðíèé. Âèâîäèòè êîíñòðóêö³þ 
 �W � íå ìàº ñåíñó,

öå òðèâ³àëüíî.

Òåïåð çàõèñòèìî íîâèé âàð³àíò (15) ïðàâèëà �4
1( )

( )LC . (Öåé âàð³àíò ïðàâèëà

ïðîäóêóº êàóçàëüíèé çâ’ÿçîê.) Ïîêàæåìî ñöåíàð³é, êîëè ïðàâèëî (15) ïðàöþº.

Íåõàé ìàºìî ãåíåðàòèâíó ìîäåëü, â³äîáðàæåíó íà ðèñ. 5, a. Ï³ñëÿ çàñòîñóâàííÿ

ïðàâèëà �0 áóäå âèâåäåíî á³îð³ºíòîâàíå ðåáðî Z W� . Ïîò³ì ïðàâèëî �1 äîïî-

ìîæå óòî÷íèòè ðåáðî Z Y�� ÿê Z Y� . Ïðàâèëà �2( )N òà �3 íå ïðàöþþòü. Ðåá-

ðî ì³æ W òà Y çàëèøèòüñÿ ó âèãëÿä³ W Y� �	 . Íà öüîìó åòàï³ îòðèìàºìî ïðî-
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ì³æíèé ðåçóëüòàò, ïîêàçàíèé íà ðèñ. 5, á. ßêùî àëãîðèòì âèêîðèñòîâóº ïðàâèëî

�4
1( )

( )LC , òî â ö³é ñèòóàö³¿ ñïðàöþº âàð³àíò ïðàâèëà (15) ³ áóäå âèâåäåíî êàóçàëü-

íå ðåáðî W Y� . Îòðèìàºìî ìîäåëü, ïîâí³ñòþ óçãîäæåíó ç³ ñâ³ä÷åííÿìè (çîêðå-

ìà, ç ôàêòîì, ùî çì³ííà W º íåîáõ³äíèì åëåìåíòîì ñåïàðàòîðà äëÿ ïàðè X Y, ).

ßêùî àëãîðèòì âèêîðèñòîâóº ïðàâèëî �4
1( )

( )N , òî ñïðàöþº (12) ³ áóäå âèâåäåíà

îð³ºíòàö³ÿ ðåáðà W Y�� . (Òî÷í³øå, êîíñòðóêö³ÿ Z W Y� �� .) ßêùî àëãîðèòì

òàêîæ çàñòîñîâóº ïðàâèëî (6) ³ öèêë³÷íî íàìàãàºòüñÿ çàä³ÿòè âñ³ ïðàâèëà

îð³ºíòàö³¿, òî çðåøòîþ â³í çíàéäå êîíñòðóêö³þ Z W Y� �� , çàñòîñóº (6), ³ áóäå

âèâåäåíî êàóçàëüíå ðåáðî W Y� . Àëå çàïðîïîíîâàíèé âàð³àíò (15) âèêîíóº

ïîòð³áíó ðîáîòó íåãàéíî òà äàº çìîãó çíàéòè äîäàòêîâ³ ðåçåðâè îïòèì³çóâàòè

àëãîðèòì âèâåäåííÿ.

Ïîð³âíÿºìî ìåõàí³çì ³äåíòèô³êàö³¿ êàóçàëüíîãî çâ’ÿçêó ïðàâèëîì (15)

ç «êëàñè÷íèì» ìåõàí³çìîì ïðàâèëà �1 (5). Â îáîõ âèïàäêàõ òà çì³ííà, ÿêà ³äåí-

òèô³êóºòüñÿ ÿê ïðè÷èíà, º ÷ëåíîì ì³í³ìàëüíîãî ñåïàðàòîðà äëÿ X òà çì³í-

íî¿-íàñë³äêó Y . Â³äì³íí³ñòü ïðàâèëà (15) ïîëÿãàº â òîìó, ùî çì³ííà-ïðè÷èíà

(ó öüîìó ðàç³ W ) ñòàº ìåä³àòîðîì çàëåæíîñò³ ì³æ «³íñòðóìåíòàëüíîþ» çì³ííîþ

X òà çì³ííîþ-íàñë³äêîì Y ò³ëüêè ï³ñëÿ êîíäèö³îíóâàííÿ äîïîì³æíî¿ çì³ííî¿ Z.

(Ì³æ çì³ííîþ-ïðè÷èíîþ W òà ³íñòðóìåíòàëüíîþ çì³ííîþ X ëåæèòü êîë³çîð

X Z W� � (äèâ. ðèñ. 5, a).)

Ï³ñëÿ âèâåäåííÿ ðåáðà W Y� ó ìîäåë³ (äèâ. ðèñ. 5, á) âèíèêàº ñèòóàö³ÿ,

êîëè äëÿ ³íøîãî ôðàãìåíòà ìîäåë³ (ÿêèé âêëþ÷àº çì³ííó V ) òðåáà çàñòîñóâàòè

ðîçøèðåíèé âàð³àíò ïðàâèëà �4
1( )

( )LC (ÿêèé áóäå ñôîðìóëüîâàíî äàë³). Òîé ðîç-

øèðåíèé âàð³àíò ïðàâèëà âèâåäå W V Y
 �� � .

Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî ìàºìî ãåíåðàòèâíó ìîäåëü, ÿêà â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä ìî-

äåë³, ïîêàçàíî¿ íà ðèñ. 5, à, ëèøå òèì, ùî çì³ííàV â³äñóòíÿ (òîáòî ïîâåðòàºìîñÿ

äî ñòðóêòóðè íà ðèñ. 3, á). Òîä³ ñïðàöþº âàð³àíò ïðàâèëà (16) ³ áóäå âèâåäåíî

ñòèê ðåáåð Z W Y
 �� � . Ôîðìóëþâàííÿ âàð³àíòà ïðàâèëà (16) º êîðåêòíèì,

³ âèñíîâîê íå ìîæíà ïîñèëèòè. Ï³ä ä³þ ïðàâèëà (16) ï³äïàäàþòü òðè ìîäåë³, ïî-

êàçàí³ íà ðèñ. 3, á, â, ä. Âîíè íå â³äð³çíÿþòüñÿ ìàðêîâñüêèìè âëàñòèâîñòÿìè,

õî÷à ìàþòü ð³çí³ ôðàãìåíòè Z W Y� � , Z W Y� � òà Z W Y
 � . Ö³ âà-

ð³àíòè àäåêâàòíî îïèñóþòüñÿ ïàòåðíîì Z W Y
 �� � .

ßê çàçíà÷àëîñÿ ðàí³øå, ïðàâèëà �4
1( )

( )N òà �4
1( )

( )LC áóëè ñôîðìóëüîâàí³ äëÿ

íàéïðîñò³øî¿ ³ç ñòðóêòóð, äëÿ ÿêèõ ïðèçíà÷åíî ïðàâèëî �4 (äëÿ ñèòóàö³¿ ç íàéêî-

ðîòøèì äèñêðèì³íàö³éíèì øëÿõîì). Íàïèøåìî íàñòóïíèé çà ñêëàäí³ñòþ âàð³àíò

ïðàâèëà, ÿêèé ïðàöþº äëÿ ñòðóêòóðè, äå º äâà êîë³çîðè íà øëÿõó ì³æ âåðøèíàìè

X òà W. Â³äïîâ³äíèé ðîçøèðåíèé âàð³àíò ïðàâèëà, ïîçíà÷åíèé �4
2( )

( )LC , ôîðìó-

ëþºòüñÿ òàê:

X Z Y*� � & Z Q Y� � & Q W Y
 	* *� &

& W X Y�Sepmin ( , )  Q W Y� � ; (17)
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Ðèñ. 5. ²ëþñòðàö³ÿ çàñòîñóâàííÿ ïðàâèëà îð³ºíòàö³¿ ðåáåð: ãåíåðàòèâíà ìîäåëü (à); ïðîì³æíà
âèâåäåíà ìîäåëü ïåðåä çàñòîñóâàííÿì �4 (á)

áà



X Z Y*� � & Z Q Y� � & Q W Y� 	� * &

& W X Y�Sepmin ( , )  Q W Y� � ; (18)

X Z Y*� � & Z Q Y� � & Q W Y
 	� � * &

& W X Y�Sepmin ( , )  Q W Y
 �� � . (19)

Ó ñèòóàö³¿, ÿêó â³äîáðàæåíî íà ðèñ. 5, á, ïðàâèëî (19) âèâåäå W V Y
 �� � .

ÀÏÐ²ÎÐÍ² ÂÈÌÎÃÈ. ÀÐÊÈ. ÅÊÑÒÐÀÏÐÀÂÈËÀ

Ñïî÷àòêó ïîâåðíåìîñÿ äî àíàë³çó îñîáëèâî¿ êîíô³ãóðàö³¿. ßê âæå áóëî çàçíà÷å-

íî, äëÿ âèêîíàííÿ óìîâ ïðàâèë (11), (13) òà (14) ïîòð³áíî, çîêðåìà, âèâåñòè

ë³âå â³ñòðÿ ðåáðà Z W
* . ×è ìîæíà âèâåñòè öå â³ñòðÿ, ìàþ÷è ãåíåðàòèâíó

ñòðóêòóðó, ÷àñòèíîþ ÿêî¿ º îñîáëèâà êîíô³ãóðàö³ÿ (äèâ. ðèñ. 3, ã)? Îñê³ëüêè

â ö³é êîíô³ãóðàö³¿ çì³íí³ X òà W íå ñåïàðóþòüñÿ, òî íåìîæëèâî ³äåíòèô³êó-

âàòè âêàçàíå â³ñòðÿ çà äîïîìîãîþ ïðàâèëà �0 . (Âêëþ÷åííÿ â ìîäåëü äîäàòêî-

âîãî ðåáðà J Z*� íå äîïîìîæå.) Ó ãåíåðàòèâí³é ìîäåë³ ðåáðî Z W� º

á³îð³ºíòîâàíèì, òîìó æîäíå éîãî â³ñòðÿ íå ìîæå áóòè âèâåäåíå ïðàâèëîì �1.

×è ìîæíà äîñÿãòè ìåòè çà äîïîìîãîþ ïðàâèë �2( )N àáî �3? Ó òðèêóòíèêó

ç âåðøèíàìè Z , Y , W ïðàâèëî �2( )N [14] ïîòåíö³éíî çäàòíå îð³ºíòóâàòè ò³ëü-

êè ïðàâå â³ñòðÿ ðåáðà Z W� , àëå íå ë³âå. Îòæå, òðåáà ñêîíñòðóþâàòè ³íøèé

òðèêóòíèê ç äîäàòêîâîþ ïàðîþ ðåáåð âèãëÿäó Z T W
 
 . Àëå òîä³ óòâî-

ðèòüñÿ öèêëîí Z Y W T Z� � � � ³ ñåïàðóâàòè X òà Y áóäå íåìîæëèâî.

Ïåðåâ³ðèìî, ÷è ìîæíà âèâåñòè â³ñòðÿ Z W
* çà äîïîìîãîþ ïðàâèëà �3 (7). Äëÿ

öüîãî ïîòð³áíî äîäàòè â ãåíåðàòèâíó ìîäåëü ôðàãìåíò Z T W Q Z
 	 	 �* * * * * .

Öÿ ³äåÿ äàº ñòðóêòóðó, â³äîáðàæåíó íà ðèñ. 6, a. Ùîá ñïðàöþâàëî ïðàâèëî �3 (³ âè-

âåëî Z W
* ), íåîáõ³äíî ìàòè ôàêò W Q T�Sepmin ( , ). Àëå îñê³ëüêè ³ñíóº îð-

øëÿõ Z Y W� � , êîíäèö³îíóâàííÿ çì³ííî¿ W äèñòàíö³éíî â³äêðèâàº êîë³çîð

T Z Q� � . Îòæå, íåìîæëèâî ñåïàðóâàòè Q â³ä T . Îòæå, ïðàâèëî �3 ó öüîìó

ðàç³ íå ñïðàöþº ³ íå äîïîìîæå âèâåñòè ïðîáëåìíå â³ñòðÿ ðåáðà Z W
* .

Äîñë³äèìî îñòàíí³é øàíñ âèâåñòè ë³âå â³ñòðÿ ðåáðà Z W
* , à ñàìå çà äîïî-

ìîãîþ ïðàâèëà �4
1( )

( )LC . ²äåÿ ïîëÿãàº â òîìó, ùîá ïðàâèëî (14) ðîçï³çíàëî

êîë³çîðíèé ñòèê ðåáðà Z W
* ç ÿêèìîñü ³íøèì ðåáðîì. Ï³äõîæó ñòðóêòóðó îò-

ðèìóºìî, äîºäíàâøè äî áàçîâî¿ êîíô³ãóðàö³¿ (äèâ. ðèñ. 3, ã) ôðàãìåíòè

S V W� � òà Z V� . Òîáòî áåðåìî äëÿ àíàë³çó ãåíåðàòèâíó ìîäåëü, çîáðàæåíó

íà ðèñ. 6, á. Äëÿ òîãî ùîá ïðàâèëî (14) ñïðàöþâàëî äëÿ êîíñòðóêö³¿ ç âåðøèíà-

ìè S V Z W, , , , íåîáõ³äíî çíàéòè ñåïàðàòîð äëÿ ïàðè âåðøèí S W, . Ïðèïóñòèìî,

òàêèé ñåïàðàòîð Sepmin ( , )S W ³ñíóº. Î÷åâèäíî, ùî V S W�Sepmin ( , ). Êîí-

äèö³îíóâàííÿ çì³ííî¿ V â³äêðèâàº êîë³çîð S V Z� � . Ó ðåçóëüòàò³ ôîðìóºòüñÿ

â³äêðèòèé øëÿõ â³ä S ÷åðåçV Z Y, , äî W. Äëÿ ïåðåêðèòòÿ öüîãî øëÿõó òðåáà êîí-

äèö³îíóâàòè Y . Àëå òîä³ äèñòàíö³éíî â³äêðèºòüñÿ êîë³çîð V Z W� � (äèâ.
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ðèñ. 6, á). Óíàñë³äîê öüîãî óòâîðèòüñÿ â³äêðèòèé øëÿõ â³ä S äî W ÷åðåç V , Z.

Îòæå, S òà W íåìîæëèâî ñåïàðóâàòè, à òîìó íå âäàñòüñÿ çàñòîñóâàòè (14) òàê,

ùîá îòðèìàòè ïðîáëåìíå â³ñòðÿ ðåáðà Z W
* .

Íà çàâåðøåííÿ çàçíà÷èìî, ùî ³äåíòèô³êóâàòè ë³âå â³ñòðÿ ðåáðà Z W
* òà-

êîæ íå äîïîìîæå àïð³îðíà ³íôîðìàö³ÿ ó ôîðì³ òåìïîðàëüíîãî ïîðÿäêó çì³ííèõ.

Àäæå öå â³ñòðÿ ñïðÿìîâàíî â³ä ï³çí³øî¿ W äî á³ëüø ðàííüî¿ Z , òîáòî âèãëÿäàº

òàê, í³áè â³ñòðÿ ñïðÿìîâàíî ñóïðîòè ïëèíó ÷àñó. (Çâ³ñíî, âïëèâ íå ìîæå áóòè

ñïðÿìîâàíèì «íàçàä» ó ÷àñ³. Âêàçàíå â³ñòðÿ ñòâîðþº îìàíëèâå âðàæåííÿ ñïðÿ-

ìîâàíîñò³ âñóïåðå÷ ÷àñó ÷åðåç òå, ùî íå â³äîáðàæåíî ñï³ëüíî¿ ïðè÷èíè çì³ííèõ

Z òà W.) Äî òîãî æ, ÿêùî çàäàíî òåìïîðàëüíèé ïîðÿäîê çì³ííèõ, òî çã³äíî ç³ çäî-

ðîâèì ãëóçäîì ðåáðà áóäóòü îð³ºíòîâàí³ ÿê Z W*� òà Y W*� , îòæå, ïðàâèëî

�4 ó ö³é ñèòóàö³¿ ñòàíå íåïîòð³áíèì.

Òàêèì ÷èíîì, ïîêàçàíî, ùî îñîáëèâà êîíô³ãóðàö³ÿ (äèâ. ðèñ. 3, ã) íå ñòâî-

ðþº ïðîáëåì äëÿ ïðàâèëà �4. Ïðàâèëà (11), (13), (14) êîðåêòíî ïðàöþþòü ó ïðî-

öåñ³ âèâåäåííÿ íåàíöåñòðàëüíèõ ìîäåëåé ³ç ôàêò³â çàëåæíîñò³/íåçàëåæíîñò³.

Âàðòî âèñâ³òëèòè äåÿê³ íþàíñè ³ óñêëàäíåííÿ, ïîâ’ÿçàí³ ç îñîáëèâîþ êîí-

ô³ãóðàö³ºþ. Ðàí³øå áóëî ïîêàçàíî âëàñòèâîñò³ ñèñòåìè çàëåæíîñòåé, ÿê³ íå äà-

þòü çìîãè ïðàâèëàì (11), (13) òà (14) ïîìèëêîâî îð³ºíòóâàòè ðåáðî W Y�	* .

Àëå ö³ çàïîá³æíèêè ìîæóòü íå ñïðàöþâàòè â ðàç³ âèêîðèñòàííÿ àíàë³òèêîì òà

àëãîðèòìîì äîäàòêîâèõ çàñîá³â. Ìàºòüñÿ íà óâàç³ çàñòîñóâàííÿ ñïåö³àëüíèõ çà-

ñîá³â ³äåíòèô³êàö³¿ ðåáðà òà çàëó÷åííÿ äî âèâåäåííÿ ìîäåë³ ïðåäìåòíèõ

(àïð³îðíèõ) çíàíü. Îñîáëèâà êîíô³ãóðàö³ÿ (äèâ. ðèñ. 3, ã) º òàêîþ ñòðóêòóðîþ,

ÿêà õàðàêòåðèçóºòüñÿ ñòðèìóâàííÿì Âåðìà (ôóíêö³îíàëüíå îáìåæåííÿ íà ñóì³ñíèé

ðîçïîä³ë ³ìîâ³ðíîñòåé) [1, 16]. ßêùî â ãåíåðàòèâí³é ñòðóêòóð³ ïðèñóòíº àâòåíòè÷íå

ðåáðî X W* *	 , òî ñòðèìóâàííÿ Âåðìà áóäå íåêîðåêòíèì ó ö³é ñòðóêòóð³. Îòæå,

ÿêùî òåñòóâàííÿ ïîêàçàëî, ùî äëÿ çàäàíîãî ôðàãìåíòà ñòðèìóâàííÿ Âåðìà âèêî-

íóºòüñÿ, àíàë³òèê ìàº ï³äñòàâè ä³éòè âèñíîâêó, ùî ðåáðî X W* *	 º ³ëþçîðíèì,

³ âèäàëèòè éîãî. Òîä³, íà â³äì³íó â³ä íàâåäåíîãî ðàí³øå ñöåíàð³þ, íå ñïðàöþº ïðà-

âèëî �0 ³ ë³âèé ê³íåöü ðåáðà W Y�	* çàëèøèòüñÿ íåâèçíà÷åíèì. (Çàñòîñóâàííÿ

ñòðèìóâàííÿ Âåðìà òà éîãî óçàãàëüíåííÿ îïèñàíî â [8, 16–18].) Âò³ì, òåñò íà

â³äñóòí³ñòü ³ëþçîðíîãî ðåáðà ÷àñòî ìàº íåäîñòàòíþ ïîòóæí³ñòü. Àëå ð³øåííÿ

ïðî â³äñóòí³ñòü ðåáðà ìîæå áàçóâàòèñÿ òàêîæ íà ïðåäìåòíèõ çíàííÿõ åêñïåðòà.

ßêùî åêñïåðò çàáîðîíèòü àâòåíòè÷íå ðåáðî X W* *	 , çíîâ îòðèìàºìî ñèòó-

àö³þ, äå ë³âèé ê³íåöü ðåáðà W Y�	* çàëèøèòüñÿ íåâèçíà÷åíèì.

Äëÿ äåòàëüíîãî àíàë³çó ïðîáëåìè ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä îñîáëèâî¿ êîíô³ãó-

ðàö³¿, ïîêàçàíèé íà ðèñ. 7, a. Íåõàé àëãîðèòì îòðèìóº ççîâí³ âêàç³âêó (çíàííÿ),

ùî ðåáðî X W* *	 ³ëþçîðíå. Âðàõóâàâøè öå çíàííÿ, àëãîðèòì âèâåäå ñòðóêòó-

ðó, ïîêàçàíó íà ðèñ. 7, á. ßê ó ö³é ñòðóêòóð³ ïîÿñíèòè íåñåïàðàáåëüí³ñòü çì³í-

íèõ X òà W? Çàáîðîíà àâòåíòè÷íîãî ðåáðà X W* *	 îçíà÷àº, ùî çàëåæí³ñòü ì³æ

X òà W ìàº çàáåçïå÷óâàòèñÿ ÷åðåç ïîñåðåäíèöòâî ñïîñòåðåæóâàíèõ çì³ííèõ,

çîêðåìà, ÷åðåç Z . Îñê³ëüêè âèâåäåíî Z Y� , òî êîíäèö³îíóâàííÿ Z ïåðåêðèâàº

øëÿõ X Z Y�� � . Îòæå, óìîâíà çàëåæí³ñòü ì³æ X òà W áåçàëüòåðíàòèâíî ìàº

ï³äòðèìóâàòèñÿ ÷åðåç øëÿõ X Z W� � �� 	 . Öå îçíà÷àº, ùî íåîáõ³äíî îð³ºíòóâà-

òè ðåáðî ÿê Z W
� . Äàë³, ÿêùî ïðèïóñòèòè, ùî ìàºìî â³ñòðÿ Y W
� , òî ìàº

áóòè DS ( ;; )X W , — ñóïåðå÷í³ñòü. Òîìó ïîòð³áíî îð³ºíòóâàòè ðåáðî ÿê Y W� .

Ï³ñëÿ öüîãî, âðàõóâàâøè ôàêò DS ( ; ; )X Z Y (òîáòî ôàêò W X Y�Sepmin ( , )), òðåáà

âèâåñòè Z W� . Îòæå, âñ³ ðåáðà îòðèìàëè âè÷åðïí³ îð³ºíòàö³¿ (çà âèíÿòêîì

ë³âèõ ê³íö³â ðåáåð X Z�� òà Q Z�� ). Òàêèì ÷èíîì, ïðèéíÿâøè äèðåêòèâó, ùî

ðåáðî X W* *	 ³ëþçîðíå, ³ ïðèéíÿâøè çà óìîâ÷àííÿì, ùî àðêè íåìîæëèâ³, ìà-

òèìåìî áåçàëüòåðíàòèâíèé âàð³àíò îð³ºíòàö³¿ ðåáåð äëÿ êîðåêòíîãî ïîÿñíåííÿ
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íåñåïàðàáåëüíîñò³ çì³ííèõ X òà W (äèâ. ðèñ. 7, â). Íàâåäåíà àðãóìåíòàö³ÿ, ïî

ñóò³, óòâîðþº íîâó âåðñ³þ ïðàâèëà �4. Àëå ïåðø í³æ ôîðìóëþâàòè öå ïðàâèëî,

íåîáõ³äíî ï³äêðåñëèòè âàãó òâåðäæåííÿ, ùî ðåáðî X W* *	 º ³ëþçîðíèì. Àäæå

öå òâåðäæåííÿ íå ï³äòðèìàíî åìï³ðè÷íèìè ñâ³ä÷åííÿìè, áî íåìàº ñåïàðàòîðà

äëÿ çì³ííèõ X òà W. Öå òâåðäæåííÿ îçíà÷àº, ùî çàïåðå÷óþòüñÿ óñ³ ìîæëèâ³

àñîö³àö³¿ ì³æ X òà W ÷åðåç áóäü-ÿê³ ïðèõîâàí³ çì³íí³ â îáõ³ä âñ³õ íàÿâíèõ

çì³ííèõ. Öå íàäçâè÷àéíî æîðñòêå ³ ïðåòåíç³éíå òâåðäæåííÿ, ÿêå âàæêî àáî íå-

ìîæëèâî òåñòóâàòè. Ïîïðè öå, íåõàé àðãóìåíòàö³ÿ ùîäî â³äñóòíîñò³ àâòåíòè÷-

íîãî ðåáðà X W* *	 âèçíàíà ïåðåêîíëèâîþ. Òîáòî âèð³øåíî, ùî ñò³éêà çà-

ëåæí³ñòü ì³æ X òà W çàáåçïå÷óºòüñÿ ÷åðåç ïîñåðåäíèöòâî íàÿâíèõ çì³ííèõ.

Ïîçíà÷èìî çíàííÿ ïðî ³ëþçîðí³ñòü ðåáðà X W* *	 çà äîïîìîãîþ òåðìó

[( * * )_ _ ].X W is illusory	 Äëÿ îïèñàíî¿ ñèòóàö³¿ ìîæíà ñôîðìóëþâàòè â³äïîâ³äíå

íîâå ïðàâèëî îð³ºíòàö³¿. ßêùî àðêè çàáîðîíåí³, òî ÷èííå åêñòðàïðàâèëî �4
1( )

( )e :

[( * * )_ _ ]X W is illusory	 & ( ( , )minSep X W is_absent) &

& X Z Y*� � & Z W Y* &	 	� � � W X Y�Sepmin ( , )  Z W Y� 
 . (20)

Çâåðòàºìî óâàãó, ùî åêñòðàïðàâèëî (20) âèâîäèòü ñòðóêòóðó ç ìàéæå-öèê-

ëîíîì ó ÿâíîìó âèãëÿä³. (Æîäíå ³íøå â³äîìå ïðàâèëî öüîãî íå ðîáèòü.) À ãî-

ëîâíå — ïðàâèëî (20) âèâîäèòü êàóçàëüíå ðåáðî.

ßêùî äîïóñòèòè ³ñíóâàííÿ àðîê, òî âèíèêàº ³íøèé âàð³àíò ïîÿñíåííÿ çàçíà-

÷åíî¿ êîìá³íàö³¿ àïð³îðíîãî çíàííÿ ³ ñòàòèñòè÷íèõ ñâ³ä÷åíü. Òîáòî ìîæíà ïðèé-

íÿòè ã³ïîòåçó, ùî áåçóìîâíà çàëåæí³ñòü ì³æ X òà W ïåðåäàºòüñÿ êð³çü êîðîòøèé

øëÿõ X Z W* * *� 	 (à íå îáîâ’ÿçêîâî êð³çü Z òà Y ). Îòæå, ìàº áóòè îð³ºíòàö³ÿ

ðåáðà Z W� . Âîäíî÷àñ, äëÿ ï³äòðèìêè óìîâíî¿ çàëåæíîñò³ ì³æ X òà W (çà êîí-

äèö³îíóâàííÿ Z ) ìàº áóòè îð³ºíòàö³ÿ ðåáðà Z W� . Òàêèì ÷èíîì, ì³æ Z òà W

ìóñèòü áóòè äâà ðåáðà îäíî÷àñíî, òîáòî àðêà. Äëÿ âèêîíàííÿ òàêîãî âèâåäåííÿ

ïîòð³áíî íîâå ðîçøèðåíå åêñòðàïðàâèëî. Âîíî îõîïëþº âàð³àíò (20) ³ äîäàº íî-

âèé âàð³àíò ç àðêîþ. Íîâå ðîçøèðåíå ïðàâèëî �4
1( )

( )ea ôîðìóëþºòüñÿ ó íàñòóïí³é

ôîðì³. ßêùî àðêè äîçâîëåí³, òî åêñòðàïðàâèëî ìàº âèãëÿä

[( * * )_ _ ]X W is illusory	 & ( ( , )minSep X W is_absent) &

& X Z Y*� � & Z W Y*	 	� � � & W X Y�Sepmin ( , ) 

 Z W Y� 
 OR {Z W� & Z W Y� 
� }. (21)
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Ïðàâèëî (21), íà â³äì³íó â³ä ³íøèõ, ìàº äâà àëüòåðíàòèâí³ âàð³àíòè âèñíîâ-

êó (äèç’þíêö³ÿ). Çã³äíî ç äðóãèì âàð³àíòîì âèâîäèòüñÿ àðêà Z W� , Z W� . Ö³º¿

àðêè äîñòàòíüî, ùîá ïîÿñíèòè íåñåïàðàáåëüí³ñòü X òà W. Ó öüîìó âàð³àíò³ ç àð-

êîþ (Z W Y� 
�

� ) çáåðåæåíî íåâèçíà÷åíèé ïðàâèé ê³íåöü ðåáðà W Y
� . Òèì

ñàìèì óòðèìàíî äâà ï³äâàð³àíòè ñòðóêòóðè: çã³äíî ç ïåðøèì áåçóìîâíà çà-

ëåæí³ñòü ì³æ X òà W çàáåçïå÷óºòüñÿ ò³ëüêè ÷åðåç îäèí øëÿõ (êð³çü àðêó), çã³äíî

ç äðóãèì — ÷åðåç äâà øëÿõè ïàðàëåëüíî (ðèñ. 7, ã). Ìàðêîâñüê³ âëàñòèâîñò³ òà

âêàçàíèé àïð³îðíèé ôàêò íå äàþòü çìîãè ðîçð³çíèòè ö³ ï³äâàð³àíòè ñòðóêòóðè.

Òåïåð êîíñòàòóºìî, ùî âèâåäåííÿ êàóçàëüíîãî ðåáðà ïðàâèëîì (20) ïîáóäî-

âàíî çà íåòðàäèö³éíèì ïðèíöèïîì. Çà âêàçàíèõ îáñòàâèí, êîëè äèðåêòèâíî çà-

áîðîíåí³ àðêè ³ ðåáðî X W* *	 , êàóçàëüíå ðåáðî ñòàº ºäèíîþ áåçàëüòåðíàòèâ-

íîþ ìîæëèâ³ñòþ çàáåçïå÷èòè ìåõàí³çì (øëÿõ) äëÿ çàëåæíîñò³ ì³æ X òà W. Íå-

âèïàäêîâî, ùî ôàêò ³ëþçîðíîñò³ ðåáðà (îñîáëèâî çà ìîæëèâîñò³ àðîê) ìàº

àïð³îðíèé õàðàêòåð. Ïðîáëåìà òåñòóâàííÿ ³ëþçîðíîñò³ ðåáðà åêâ³âàëåíòíà ïðî-

áëåì³ òåñòóâàííÿ ³íñòðóìåíòàëüíî¿ çì³ííî¿ (à îñòàííÿ ïðîáëåìà íå ìàº çàãàëü-

íîãî ðîçâ’ÿçêó).

Çâåðòàºìî óâàãó íà îñîáëèâ³ñòü êîíñòðóêö³¿ ç àðêîþ, óòâîðåíîþ ç ðåáåð

A B� , B C� , B C� . Çà íàÿâíîñò³ òàêî¿ êîíñòðóêö³¿ íåìîæëèâî ïåðåêðèòè çà-

ëåæí³ñòü ì³æ A òà C. Õî÷à öÿ çàëåæí³ñòü ïåðåäàºòüñÿ ñàìå ÷åðåç B (÷åðåç øëÿõ

A B C* * *� 	 ), âîíà ïåðåäàºòüñÿ (óòðèìóºòüñÿ) ÿê çà êîíäèö³îíóâàííÿ B, òàê

³ áåç íüîãî. Òàêèé ñòèê ðåáåð îäíî÷àñíî º ÿê êîë³çîðíèì, òàê ³ íåêîë³çîðíèì.

Êîíñòðóêö³þ A B C*� �� íàçâåìî «âõîäîì â àðêó» (à êîíñòðóêö³þ

A B C* *	 
� â³äïîâ³äíî «âèõîäîì ç àðêè»). Âõ³ä â àðêó çàâæäè â³ä÷èíåíèé: çà

êîíäèö³îíóâàííÿ çì³ííî¿ B ³íôîðìàö³ÿ ïðîõîäèòü íàä àðêîþ, à áåç êîíäèö³îíó-

âàííÿ B — ï³ä àðêîþ.

Òåïåð ïðîàíàë³çóºìî åôåêòèâí³ñòü ïðàâèë (20), (21). Îäíà ÷àñòèíà óìîâ

( *X Z Y� � ) óñïàäêîâàíà â³ä ïðàâèë (10)–(19). Òåïåð, êîëè âèêîðèñòîâóºòüñÿ

àïð³îðíèé ôàêò ïðî â³äñóòí³ñòü ðåáðà, ÷è íå ìîæíà îá³éòèñÿ áåç ö³º¿ ÷àñòèíè

óìîâè? Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ñèòóàö³þ. Íåõàé äëÿ ñèñòåìè ç ÷îòèðüîõ çì³ííèõ:

W, X , Y , Z , çàäàíî, ùî àïð³îð³ çàáîðîíåíî ðåáðî X W* *	 , àïð³îð³ çàáîðî-

íåí³ àðêè, ÷èííà ò³ëüêè îäíà íåçàëåæí³ñòü DS ( ; ; )X Z Y . Ç ö³º¿ ³íôîðìàö³¿ ìîæíà

âèâåñòè íàñë³äêè. Çàñòîñóâàííÿ ïðàâèëà �0( )c (4) äàº X Z Y� � � �	 	 . Ôàêò

DS ( ; ; )X Z Y îçíà÷àº, ùî çà êîíäèö³îíóâàííÿ çì³ííî¿ Z ³íôîðìàö³ÿ â³ä X íå ïðî-

õîäèòü ÷åðåç Z äî Y . Îòæå, ³íôîðìàö³ÿ íå ä³éäå ³ äî W ïî äîâøîìó øëÿõó

X Z Y W* * * * * *	 	 	 . Òîìó, âðàõîâóþ÷è çàáîðîíó ðåáðà X W* *	 , êîíñòà-

òóºìî, ùî çà êîíäèö³îíóâàííÿ çì³ííî¿ Z ³íôîðìàö³ÿ â³ä X äî W äîõîäèòü ÷åðåç

ñòèê ðåáåð X Z W* * * * .	 	 Îòæå, ³äåíòèô³êóºìî êîë³çîð X Z W� �� 
 . Ï³ñëÿ

öüîãî (îòðèìàâøè X Z�� ) ïðàâèëî �1 (5) àáî �
�1( ) (6) ìàº îð³ºíòóâàòè

X Z Y�� � . Ç³ñòàâëÿþ÷è ôàêòè X Z W� �� 
 , W Y� �	 òà DS ( ; ; )X Z Y , äîõî-

äèìî âèñíîâêó, ùî Z W Y� 
� . Îñê³ëüêè àðêè çàáîðîíåí³, à áåçóìîâíà çà-

ëåæí³ñòü ì³æ X òà W íå ìîæå ïðîõîäèòè ÷åðåç êîë³çîð X Z W� �� 
 , òî öÿ çà-

ëåæí³ñòü ìóñèòü ïðîõîäèòè ÷åðåç øëÿõ X Z Y W� � �� � 	 . Îòæå, ìàº áóòè
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âáà



îð³ºíòàö³ÿ Y W� . Ðåçóëüòàò îïèñàíîãî âèâåäåííÿ ïîêàçàíî íà ðèñ. 8, a. (Çàçíà-

÷èìî, ùî îð³ºíòàö³ÿ ðåáåð â³äáóëàñü áåç çàñòîñóâàííÿ ïðàâèëà �0 (3).) Òàêèì

÷èíîì, ïîð³âíÿíî ç (20) âäàëîñÿ ïîñëàáèòè óìîâó X Z Y*� � íà âõîä³ ³ îòðè-

ìàòè á³ëüø ïîòóæíå ïðàâèëî. Îïèñàíèé ïðîöåñ ìîæíà ñôîðìóëþâàòè ÿê

åêñòðàïðàâèëî. Çàïðîïîíóºìî ÷åðíåòêó òàêîãî ïðàâèëà. ßêùî àðêè çàáîðîíåí³,

òî ÷èííå åêñòðàïðàâèëî

[( * * )_ _ ]X W is illusory	 & (Sepmin ( , )X W is_absent) &

& X Z Y*	 	� � � & Z W Y� � � �	 	 & DS ( ; ; )X Z Y &

& {no_one Q (Q W X Z Y� , , , ) exists, such that �DS( ;; )Q X & �DS( ;; )Q W } &

& {no_one V (V W X Z Y� , , , ) exists, such that �DS( ;; )V Z & �DS( ;; )V W } 

 X Z W Y*� � 
 , Z Y� . (22)

Ó ôîðìóëþâàííÿ (22) âêëþ÷åíî ãðîì³çäê³ óìîâè, ÿê³ êîíñòàòóþòü â³äñóò-

í³ñòü çì³ííèõ ç ïåâíèìè êîíòàêòàìè. Öå ïðÿìîë³í³éíà ñïðîáà ïîøèðèòè çàïðî-

ïîíîâàíó ëîã³êó íà ñèòóàö³¿, äå º á³ëüøå ÷îòèðüîõ çì³ííèõ. (Öþ ÷àñòèíó óìîâè

ìîæíà çàì³íèòè á³ëüø ãíó÷êîþ.)

ßêùî àðêè äîçâîëåíî, òî ñèòóàö³ÿ çì³íþºòüñÿ, ³ íàá³ð ìîäåëåé, óçãîäæåíèõ

ç íàÿâíîþ ³íôîðìàö³ºþ, çíà÷íî ðîçøèðþºòüñÿ. Çîêðåìà, óçãîäæåí³ ñòðóêòóðè

ç îäí³ºþ àðêîþ ïîêàçàí³ íà ðèñ. 8, á, â.

Âèñíîâîê ïðî ³ñíóâàííÿ àðêè çàêîíîì³ðíî âèíèêàº ï³ñëÿ àïð³îðíî¿ çàáîðî-

íè ðåáðà. ²íîä³ íàÿâí³ñòü àðêè â ìîäåë³ íåîáõ³äíà (àðêà áåçàëüòåðíàòèâíà). Íàï-

ðèêëàä, íåõàé ìàºìî ñèñòåìó ç òðüîõ çì³ííèõ: X , Y , Z , ïðè÷îìó æîäíîãî ñåïà-

ðàòîðà â ö³é ñèñòåì³ íå ³ñíóº ³ àïð³îð³ çàáîðîíåíî ðåáðî X Z* *	 . Òîä³ àäåêâàò-

íà ìîäåëü ìàº âêëþ÷àòè ïðèíàéìí³ îäíó àðêó. Óçãîäæåíèìè â ö³é ñèòóàö³¿ º ñ³ì

ñòðóêòóð: ÷îòèðè âàð³àíòè ç îäí³ºþ àðêîþ ³ òðè âàð³àíòè ç äâîìà àðêàìè. Îïè-

øåìî ö³ ñòðóêòóðè ç âèêîðèñòàííÿì íîâîãî ïîçíà÷åííÿ. Ñòðóêòóðè ç îäíîþ àð-

êîþ: X Y Z� �� , X Y Z� �� , X Y Z
 
� , X Y Z
 �� . Ñòðóêòóðè ç äâîìà àð-

êàìè: X Y Z� �� � , X Y Z
 �� � , X Y Z
 
� � . Ñï³ëüíîþ âëàñòèâ³ñòþ âñ³õ

âàð³àíò³â ñòðóêòóðè ó ö³é ñèòóàö³¿ º ñò³éêà ïåðåäà÷à çàëåæíîñò³ êð³çü ñòèê ðåáåð

íà çì³íí³é Y . Óâåäåìî â³äïîâ³äíó íîòàö³þ äëÿ òàêî¿ âëàñòèâîñò³ ìîäåë³.

Ïðîïîíóºòüñÿ âèðàæàòè öå ÿê X Y Z* *	 	� �
�

. Íà â³äì³íó â³ä êîíñòðóêö³¿

X Y Z�	 	� � * , êîíñòðóêö³ÿ X Y Z* *	 	� �
�

ïîçíà÷àº, ùî çàëåæí³ñòü ì³æ X òà Z

ñò³éêî (ÿê çà êîíäèö³îíóâàííÿ Y , òàê ³ áåç íüîãî) ïåðåäàºòüñÿ êð³çü âêàçàíèé

ñòèê ðåáåð íà çì³íí³é Y . Òîáòî çàëåæí³ñòü ïåðåäàºòüñÿ êð³çü âêàçàíèé ñòèê çà

âñ³õ óìîâ. Íà â³äì³íó â³ä ñèòóàö³¿, îïèñàíî¿ ÿê X Y Z�	 �	� * , êîíñòðóêö³ÿ

X Y Z* *	 	� �
�

âèâîäèòüñÿ, êîëè æîäíîãî ñåïàðàòîðà äëÿ X òà Z íå ³ñíóº (çà-

âäÿêè ëàòåíòíîìó êîíôàóíäåðó). Òîä³ ïðàâèëî �0( )c (4) íå ïðàöþº. Äîö³ëüíî çà-

ïðîïîíóâàòè â³äïîâ³äíå åêñòðàïðàâèëî âèâåäåííÿ �0( )ce . Ñïåö³àëüíèé âàð³àíò

òàêîãî ïðàâèëà (÷åðíåòêà) ìàº âèãëÿä

[( * * )_ _ ]X Z is illusory	 & (Sepmin ( , )X Z is_absent) & X Y Z* * * *	 	 &

& {no_one M (M X Z Y� , , ) exists, such that �DS( ; ; )M X & �DS ( ;; )M Z } &

& {no_one Q (Q X Z Y� , , ) exists, such that �DS ( ;; )Q X & �DS ( ;; )Q Y } &

& {no_one V (V X Z Y� , , ) exists, such that �DS ( ;; )V Y & �DS ( ;; )V Z } &

& {no_one W (W X Z Y� , , ) exists, such that �DS( ; ; )X Y W & �DS( ; ; )W Y Z } 

 X Y Z* *	 	� �
�

. (23)
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Óìîâè ïðàâèëà (23) âèêëþ÷àþòü ìîæëèâ³ñòü ïåðå-

äà÷³ ³íôîðìàö³¿ ì³æ X òà Z â îáõ³ä Y . Âêàçàí³ óìîâè íå

îõîïëþþòü âñ³õ âèïàäê³â, êîëè ìîæíà ³äåíòèô³êóâàòè

êîíñòðóêö³þ X Y Z* *	 	� �
�

, àëå ñïðîáà îõîïèòè äîäàò-

êîâ³ âèïàäêè ïîòðåáóâàòèìå ùå á³ëüø ãðîì³çäêèõ ôîð-

ìóëþâàíü.

Çà ïåâíèõ îáñòàâèí àðêà ³äåíòèô³êóºòüñÿ îäíîçíà÷íî íà êîíêðåòí³é ïîçèö³¿.

Íàïðèêëàä, íåõàé äëÿ ñèñòåìè ç ÷îòèðüîõ çì³ííèõ: Q, X , Y , Z , çàäàíî, ùî

àïð³îð³ çàáîðîíåí³ ðåáðà X Z* *	 òà Q Z* *	 ³ ÷èííà ò³ëüêè îäíà íåçàëåæí³ñòü

DS ( ;; )Q X . Òîä³ ïðàâèëî �0 îð³ºíòóº X Y Q� �� 
 . Îñê³ëüêè äâà ðåáðà çàáîðî-

íåíî, òî íåñåïàðàáåëüí³ñòü X òà Z îçíà÷àº, ùî ³ áåçóìîâíà, ³ óìîâíà çàëåæíîñò³

ì³æ X òà Z ìàþòü ïåðåäàâàòèñÿ êð³çü ñòèê ðåáåð X Y Z* * * * .	 	 Òîáòî íå-

îáõ³äíî êîíñòàòóâàòè êîíñòðóêö³þ X Y Z� � �	 	* .
�

(Àíàëîã³÷íî, êîíñòàòóºìî

Q Y Z� � �	 	* .)
�

Öþ êîíñòðóêö³þ âèâåäå ïðàâèëî (23). Ç³ñòàâëÿþ÷è ôàêòè

X Y*� òà X Y Z� � �	 	* ,
�

äîõîäèìî áåçàëüòåðíàòèâíîãî âèñíîâêó, ùî ³ñíóº

àðêà Y Z�� (äèâ. ðèñ. 9). Ìîæóòü ³ñíóâàòè ùå îäíà àáî äâ³ àðêè, àëå âîíè íå

çì³íÿòü ìàðêîâñüêèõ âëàñòèâîñòåé (çàéâå óñêëàäíåííÿ).

Óñï³õ ùîéíî îïèñàíî¿ ëîã³êè âèâåäåííÿ îð³ºíòàö³¿ º ïîêàçîâèì ³ íåòðèâ³àëü-

íèì: çä³éñíåíà ³äåíòèô³êàö³ÿ êîíôàóíäîâàíîãî êàóçàëüíîãî çâ’ÿçêó (ì³æ Y òà Z).

Æîäíå ç â³äîìèõ ïðàâèë öüîãî íå ðîáèòü. Òàêå âèâåäåííÿ íàãàäóº ïðàâèëî �
�1( ) .

Ìîæíà çàô³êñóâàòè îñòàíí³é êðîê ïðîäåìîíñòðîâàíîãî âèâåäåííÿ ó ôîðì³ íîâîãî

ïðàâèëà �
�1( )e :

X Y Z* *� 	
�

�  X *� Y Z�� . (24)

Îñîáëèâ³ñòü (24) ïîëÿãàº â òîìó, ùî âèâîäèòüñÿ áåçïîñåðåäí³é êàóçàëüíèé

çâ’ÿçîê ï³ä ïðèêðèòòÿì ëàòåíòíîãî êîíôàóíäåðà. Âò³ì, ãîëîâíèé âíåñîê ó ³äåí-

òèô³êàö³þ òàêîãî êàóçàëüíîãî çâ’ÿçêó ðîáèòü åêñòðàïðàâèëî (23) (àáî éîãî óçàãàëü-

íåíà âåðñ³ÿ), êîëè âèâîäèòü êîíñòðóêö³þ X Y Z� � �	 	* ,
�

òîáòî ç’ÿñîâóº, ùî çà-

ëåæí³ñòü ì³æ X òà Z ñò³éêî ïåðåäàºòüñÿ êð³çü ñòèê ðåáåð X Y Z* * * * .	 	 À öåé

êðîê âèâåäåííÿ êðèòè÷íî ´ðóíòóºòüñÿ íà æîðñòêèõ àïð³îðíèõ ïðèïóùåííÿõ ïðî

â³äñóòí³ñòü ïåâíèõ àâòåíòè÷íèõ ðåáåð.

Çàïðîïîíîâàí³ ïðàâèëà �4
1( )

( )LC , �4
1( )

( )e , �4
1( )

( )ea , (22) ïîäàí³ ó ôîðìóëþâàí-

íÿõ, ïðèçíà÷åíèõ äëÿ ïðîñòîãî êîíòåêñòó (äå äèñêðèì³íàö³éíèé øëÿõ ìàº òðè

ðåáðà). Öå ñïðîùåííÿ íå çâóæóº ðåçóëüòàò³â. Ôîðìóëþâàííÿ ïðàâèë ìîæíà

ðîçøèðèòè ³ óçàãàëüíèòè.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó ñòàòò³ çàïðîïîíîâàíî ðîçãîðíóòå îçíà÷åííÿ êîíôàóíäåðà òà ëàòåíòíîãî

êîíôàóíäåðà. Âèñâ³òëåíî âëàñòèâîñò³ ëàòåíòíèõ êîíôàóíäåð³â, ìàéæå-öèêëî-

í³â òà àðîê ó êàóçàëüíèõ ìåðåæàõ. Àðêà â³äîáðàæàº ³ñíóâàííÿ æîðñòêîãî ëà-

òåíòíîãî êîíôàóíäåðà äëÿ àâòåíòè÷íîãî êàóçàëüíîãî ðåáðà. Çàïðîïîíîâàíî

ìîäèô³êàö³¿ ïðàâèë îð³ºíòàö³¿ ðåáåð, íåîáõ³äí³ äëÿ êîðåêòíîãî âèâåäåííÿ â

êëàñàõ ìîäåëåé ç äîçâîëåíèìè ëàòåíòíèìè êîíôàóíäåðàìè. Ñôîðìóëüîâàíî

íîâ³ ïðàâèëà îð³ºíòàö³¿ ðåáåð äëÿ ðîçøèðåíîãî êëàñó ìîäåëåé ç ëàòåíòíèìè

êîíôàóíäåðàìè ³ àðêàìè.

Çà â³äñóòíîñò³ àïð³îðíèõ îáìåæåíü êàóçàëüíå â³äíîøåííÿ ìîæíà ³äåíòèô³êó-

âàòè òðüîìà ïðàâèëàìè. Â ïðàâèëà (15) òà (18) (òîáòî ó íîâ³ âåðñ³¿ ïðàâèëà �4) çà-

êëàäåíî òîé ñàìèé ïðèíöèï ³äåíòèô³êàö³¿ êàóçàëüíîãî çâ’ÿçêó, ùî ³ â òðàäèö³éíî-

ìó ïðàâèë³ �1. Ô³êñóºòüñÿ, ùî çì³ííà-ïðè÷èíà º íåîáõ³äíèì ÷ëåíîì ñåïàðàòîðà
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Ðèñ 9. Âèâåäåíà ìîäåëü ç
àðêîþ



äëÿ ³íñòðóìåíòàëüíî¿ çì³ííî¿ òà çì³ííî¿-íàñë³äêó. Àëå íà â³äì³íó â³ä ïðàâèëà �1,

ó ïðàâèë³ (15) çì³ííà-ïðè÷èíà â ãåíåðàòèâí³é ñòðóêòóð³ áåçóìîâíî íåçàëåæíà â³ä

³íñòðóìåíòàëüíî¿ çì³ííî¿ (ì³æ íèìè ðîçòàøîâàíî êîë³çîð), ³ ò³ëüêè ï³ñëÿ êîí-

äèö³îíóâàííÿ â³äïîâ³äíî¿ çì³ííî¿ çì³ííà-ïðè÷èíà ñòàº íåîáõ³äíîþ äëÿ ñåïàðàö³¿

³íñòðóìåíòàëüíî¿ çì³ííî¿ òà çì³ííî¿-íàñë³äêó. ²äåíòèô³êàö³þ êàóçàëüíîãî â³äíî-

øåííÿ åêñòðàïðàâèëîì (20) ïîáóäîâàíî çà íåòðàäèö³éíèì ïðèíöèïîì. Ðåáðî

ðîçï³çíàºòüñÿ ÿê êàóçàëüíå, îñê³ëüêè ò³ëüêè âîíî áåçàëüòåðíàòèâíî ìîæå çàáåç-

ïå÷èòè ìåõàí³çì (øëÿõ) ñïîñòåðåæóâàíî¿ çàëåæíîñò³ ì³æ X òà W ï³ñëÿ òîãî, ÿê

äèðåêòèâíî (àïð³îð³) áóëè çàáîðîíåí³ àâòåíòè÷íå ðåáðî X W* *	 ³ àðêè.

Àðêà ³äåíòèô³êóºòüñÿ íà ï³äñòàâ³ ôàêòó ïðî ñò³éêó (ùî íå áëîêóºòüñÿ) ïåðå-

äà÷ó çàëåæíîñò³ ÷åðåç ñòèê ðåáåð. Òàêèé ñòèê º îäíî÷àñíî ÿê êîë³çîðíèì, òàê ³

íåêîë³çîðíèì. Ñòèê ðåáåð ç òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè óòâîðþºòüñÿ, êîëè ìàºìî êî-

íñòðóêö³þ òèïó «âõ³ä â àðêó» àáî êîíñòðóêö³þ ç äâîõ ñóñ³äí³é àðîê, îäíîñïðÿ-

ìîâàí³ ðåáðà ÿêèõ óòâîðþþòü íåêîë³çîðíèé ñòèê. Ëîêàë³çóâàòè ñòèê, ÿêèé çà

âñ³õ óìîâ ïåðåäàº çàëåæí³ñòü, ìîæíà íà ï³äñòàâ³ ôàêòó â³äñóòíîñò³ â³äïîâ³äíèõ

àâòåíòè÷íèõ ðåáåð (à öåé ôàêò íå â³äîáðàæàºòüñÿ ìàðêîâñüêèìè âëàñòèâîñòÿ-

ìè). Ïîêàçàíî ìîæëèâ³ñòü ³äåíòèô³êàö³¿ êîíôàóíäîâàíîãî êàóçàëüíîãî â³äíî-

øåííÿ. Äëÿ ³äåíòèô³êàö³¿ êîíôàóíäîâàíîãî êàóçàëüíîãî çâ’ÿçêó çàïðîïîíîâàíî

(ÿê ïî÷àòêîâèé âàð³àíò) ïðàâèëà (23), (24). ²äåíòèô³êàö³ÿ àðîê òà êîíôàóíäîâà-

íèõ êàóçàëüíèõ çâ’ÿçê³â ïîòðåáóº æîðñòêèõ àïð³îðíèõ ïðèïóùåíü ïðî

â³äñóòí³ñòü àâòåíòè÷íèõ ðåáåð.

ÑÏÈÑÎÊ Ë²ÒÅÐÀÒÓÐÈ

1. Pearl J. Causality: Models, reasoning, and inference. Cambridge: Cambridge Univ. Press,

2000. 526 p.

2. Spirtes P., Glymour C., Scheines R. Causation, prediction and search. New York: MIT Press,

2001. 543 p.

3. Verma T., Pearl J. Causal networks: Semantics and expressiveness. Proc. of the 4th Annual

Conf. on Uncertainty in Artificial Intelligence (UAI). 1988. P. 352–359. https://doi.org/

10.48550/arXiv.1304.2379.

4. Spirtes P., Meek C., Richardson T. An algorithm for causal inference in the presence of latent

variables and selection bias. In: Computation, Causation, and Discovery. Glymour C., Cooper G.

(Åds.). Menlo Park, CA: AAAI Press, 1999. P. 211–252.

5. Zhang J. On the completeness of orientation rules for causal discovery in the presence of latent

confounders and selection bias. Artificial Intelligence. 2008. Vol. 172, Iss. 16–17. P. 1873–1896.

https://doi.org/10.1016/j.artint.2008.08.001.

6. Colombo D., Maathuis M.H. Order-independent constraint-based causal structure learning.

J. Mach. Learn. Res. 2014. Vol. 15. P. 3921–3962.

7. Meek C. Causal inference and causal explanation with background knowledge. Proc. of the

11th Conf. on Uncertainty in Artificial Intelligence. Besnard P., Hanks S. (Eds.). San Mateo,

CA: Morgan Kaufmann Publ., 1995. P. 403–410.

8. Shpitser I., Evans R.J., Richardson T.S., Robins J.M. Introduction to nested Markov models.

Behaviormetrika. 2014. Vol. 41(1). P. 3–39.

9. Bhattacharya R., Nagarajan T., Malinsky D., Shpitser I. Differentiable causal discovery under

unmeasured confounding. Proc. of the 24th Intern. Conf. on Artificial Intelligence and

Statistics. PMLR. 2021. Vol. 130. P. 2314–2322.

10. Richardson T., Spirtes P. Ancestral graph Markov models. The Annals of Statistics. 2002. Vol. 30,

N 4. P. 962–1030. https://doi.org/10.1214/aos/1031689015.

ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2024, òîì 60, ¹ 3 43



11. Balabanov O.S. Logic of minimal separation in causal networks. Cybernetics and Systems

Analysis. 2013. Vol. 49, N 2. P. 191–200. https://doi.org/10.1007/s10559-013-9499-y.

12. Balabanov O.S. Acceleration of inductive inference of causal diagram. (Revised January 2013).

6 p. (preprint at ResearchGate) [Electronic resource]. URL: https://www.researchgate.net/

publication/324160860_Acceleration_of_Inductive_Inference_of_Causal_ Diagrams_Proc_of_

the_4th_Intern_Workshop_on_Inductive_Modelling_IWIM’2011_-_Kyiv_July_4-11_2011_-_

P_16-21_-_ISBN_978-966-02-6078-8_Revised_2013.

13. Uhler C., Raskutti G., Buhlmann P., Yu B. Geometry of the faithfulness assumption in causal

inference. The Annals of Statistics. 2013. Vol. 41, N 2. P. 436–463. https://doi.org/10.1214/

12-AOS1080.

14. Áàëàáàíîâ Î.Ñ. Ëîã³êà êàóçàëüíîãî âèâåäåííÿ ç äàíèõ â óìîâàõ ïðèõîâàíèõ ñï³ëüíèõ

ïðè÷èí. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç. 2022. Ò. 58, ¹ 2. Ñ. 10–28.

15. Áàëàáàíîâ Î. Ñ. Â³äòâîðåííÿ êàóçàëüíèõ ìîäåëåé ç äàíèõ â óìîâàõ ïðèõîâàíèõ ïðè÷èí.

Äåÿê³ ïðîáëåìè íåàäåêâàòíîñò³ (ïåðåãëÿíóòå). 2021. 18 p. [Åëåêòðîííèé ðåñóðñ].

https://doi.org/0.13140/RG.2.2.25341.69600.

16. Tian, J., Pearl J. On the testable implications of causal models with hidden variables. Proc.

18th Conf. on UAI. San Francisco, CA: Morgan Kaufmann Publ., 2002. P. 519–527.

17. Shpitser I., Richardson T.S., Robins J.M. Testing edges by truncations. Proc. of the 21st

Intern. Joint Conf. on Artificial Intelligence (IJCAI-09). Pasadena, California, 2009. Vol. 21.

P. 1957–1963.

18. Robins J.M. Testing and estimation of direct effects by reparameterizing directed acyclic

graphs with structural nested models. In: Computation, Causation, and Discovery. Glymour C.,

Cooper G. (Eds.). Menlo Park, CA: AAAI Press, 1999. P. 349–405.

O.S. Balabanov
CAUSAL DISCOVERY FROM MARKOV PROPERTIES UNDER LATENT CONFOUNDERS

Abstract. We address the problems of causal structure reconstruction given conditional
independence facts when latent confounders are allowed. We examine the conditions that allow
one to partially or fully identify authentic causal links and latent confounders. The updated
implicative rules for orienting edges under confounding are suggested. As demonstrated, it is
possible to construct the new rules, which can reveal confounded causal edges and bows. The
rules rely on facts of the absence of certain authentic edges (such facts may be justified by
non-independence constraints, like Verma constraint, or subject-based requirements).

Keywords: causal relation, d-separation, conditional independence, latent confounder, edge
orientation, bow (arc).
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