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ÎÏÒÈÌ²ÇÀÖ²ß ÐÎÇÏÎÄ²ËÓ ÊÀÏ²ÒÀËÜÍÈÕ ²ÍÂÅÑÒÈÖ²É
ÍÀ ÎÑÍÎÂ² ÄÈÍÀÌ²×ÍÎ¯ ÅÊÎÍÎÌ²ÊÎ-ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÎ¯ ÌÎÄÅË²

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî äèíàì³÷í³ åêîíîì³êî-ìàòåìàòè÷í³ åêñòðåìàëüí³ çàäà÷³ îïòèì³çàö³¿
ðîçïîä³ëó ³íâåñòèö³é ì³æ ãàëóçÿìè åêîíîì³êè êðà¿íè. Âèêîðèñòàíî ìîäåëü «âèòðàòè–âè-
ïóñê» Ëºîíòüºâà òà ìîäåëü Ñîëîó äëÿ ïîáóäîâè åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷, â ÿêèõ ìàê-
ñèì³çóºòüñÿ ïðèâåäåíèé âàëîâèé âíóòð³øí³é ïðîäóêò çà óìîâ îáìåæåíîñò³ îáñÿã³â ³íâåñ-
òèö³é. Äîâåäåíî, ùî ïîáóäîâàíà çàäà÷à ìàòåìàòè÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ íàëåæèòü êëàñó
ãëàäêèõ òà îïóêëèõ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷. Çà äîïîìîãîþ ìåòîäó óìîâíîãî ãðàä³ºíòà ðîç-
ðàõîâàíî îïòèìàëüíèé ðîçïîä³ë ³íâåñòèö³é äëÿ åêîíîì³êè Óêðà¿íè.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: îïòèì³çàö³ÿ, ðîçïîä³ë ³íâåñòèö³é, åêîíîì³êî-ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü, âèðîá-
íè÷à ôóíêö³ÿ, âàëîâèé âíóòð³øí³é ïðîäóêò, ìåòîä.

ÂÑÒÓÏ

Ïðîáëåìè åêîíîì³÷íîãî çðîñòàííÿ íà ´ðóíò³ ³íâåñòèö³é øèðîêî âèñâ³òëþþòü-

ñÿ â åêîíîì³êî-ìàòåìàòè÷íèõ ïóáë³êàö³ÿõ. Òàê, ó [1, 2] ðîçãëÿíóòî ôàêòîðíó

ìîäåëü Ð. Ñîëîó, ùî îïèñóº çðîñòàííÿ âèïóñêó ïðîäóêö³¿ âíàñë³äîê

çá³ëüøåííÿ êàï³òàëó, ê³ëüêîñò³ ïðàöþþ÷èõ òà ï³äâèùåííÿ ð³âíÿ ðîçâèòêó òåõ-

íîëîã³é. Â. Ëºîíòüºâèì áóâ ðîçðîáëåíèé ìåòîä ì³æãàëóçåâîãî àíàë³çó [3],

â ÿêîìó âèêîðèñòàíî òàáëèö³ «âèòðàòè–âèïóñê». Ó [4] îïèñàíî çàäà÷³ ìàê-

ñèì³çàö³¿ îáñÿãó ñïîæèâàííÿ íà îñíîâ³ äèíàì³÷íîãî ì³æãàëóçåâîãî áàëàíñó.

Â [5] äîñë³äæåíî ìîäåë³ äèíàì³êè â³äêðèòî¿ åêîíîì³êè, ñåðåä ÿêèõ

îïòèì³çàö³éí³ ìîäåë³ äèíàì³÷íîãî ì³æãàëóçåâîãî áàëàíñó. Â [6] ââåäåíî ïî-

íÿòòÿ çáàëàíñîâàíîãî çðîñòàííÿ òà äîâåäåíî òåîðåìó ïðî ìàã³ñòðàëü, â ÿê³é

ñòâåðäæóºòüñÿ, ùî åôåêòèâíà òðàºêòîð³ÿ åêîíîì³÷íîãî ðîçâèòêó íàáëèæóºòüñÿ

äî íåéìàí³âñüêî¿ òðàºêòîð³¿ çáàëàíñîâàíîãî çðîñòàííÿ.

Ñòðîã³ ðåçóëüòàòè ìàòåìàòè÷íî¿ òåîð³¿ åêîíîì³÷íî¿ äèíàì³êè ìàþòü âàæëèâå

òåîðåòè÷íå çíà÷åííÿ, îäíàê, ÿê çàçíà÷åíî â [4], âîíè çàçâè÷àé äîñÿãàþòüñÿ ö³íîþ

çíà÷íîãî ñïðîùåííÿ îïèñó åêîíîì³÷íèõ ïðîöåñ³â, òîìó ö³ ðåçóëüòàòè íå çàâæäè

áåçïîñåðåäíüî çàñòîñîâóþòü íà ïðàêòèö³. Íàïðèêëàä, ó çàäà÷àõ ìàêñèì³çàö³¿ îá-

ñÿãó ñïîæèâàííÿ îïòèìàëüíèì ñòðàòåã³ÿì åêîíîì³÷íîãî ðîçâèòêó ïðèòàìàííî íå-

áàæàíå ÿâèùå «ðåëåéíå ïåðåìèêàííÿ» [4]. ×åðåç åêîíîì³÷í³ òà òåõíîëîã³÷í³ çì³íè

íå çàâæäè º äîö³ëüíèì çáàëàíñîâàíå çðîñòàííÿ. Â óìîâàõ â³äêðèòî¿ åêîíîì³êè çà-

âäÿêè ì³æíàðîäíîìó ðîçïîä³ëó ïðàö³ íåìàº ïîòðåáè ìàêñèì³çóâàòè ïðèð³ñò âè-

ïóñêó ïðîäóêö³¿ àáî ñïîæèâ÷èõ áëàã ó çàäàíèõ ïðîïîðö³ÿõ.
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Ó [7] ïîáóäîâàíî åêîíîì³êî-ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü îïòèì³çàö³¿ ðîçïîä³ëó

êàï³òàëüíèõ ³íâåñòèö³é, â ÿê³é ìàêñèì³çóºòüñÿ ïðèð³ñò âàëîâîãî âíóòð³øíüîãî

ïðîäóêòó (ÂÂÏ) êðà¿íè. Åêñòðåìàëüíó çàäà÷ó ñôîðìóëüîâàíî äëÿ îäíîãî ïëàíî-

âîãî ïåð³îäó, ìàéáóòí³é ïðèð³ñò ÂÂÏ ïðèâåäåíî äî öüîãî ïåð³îäó çà äîïîìîãîþ

ïðîöåíòíî¿ ñòàâêè. Ó çàïðîïîíîâàí³é ñòàòò³ ç âèêîðèñòàííÿì ìîäåë³ «âèòðà-

òè–âèïóñê» Ëºîíòüºâà òà äèíàì³÷íî¿ ìîäåë³ Ñîëîó ïîáóäîâàíî åêîíîì³êî-ìàòå-

ìàòè÷í³ äèíàì³÷í³ îïòèì³çàö³éí³ ìîäåë³ ðîçïîä³ëó êàï³òàëüíèõ ³íâåñòèö³é ì³æ

ãàëóçÿìè åêîíîì³êè âïðîäîâæ â³äð³çêó ÷àñó, ùî ñêëàäàºòüñÿ ç ê³ëüêîõ ïëàíîâèõ

ïåð³îä³â. Ó çàäà÷àõ ìàêñèì³çóºòüñÿ ïðèâåäåíèé ïðèð³ñò ÂÂÏ çà îáìåæåíü íà îá-

ñÿãè ³íâåñòèö³é. Ïîáóäîâàí³ åêñòðåìàëüí³ çàäà÷³ º ãëàäêèìè òà íàëåæàòü êëàñó

çàäà÷ îïóêëîãî ïðîãðàìóâàííÿ.

Åêîíîì³êà êðà¿íè ââàæàºòüñÿ ðèíêîâîþ òà â³äêðèòîþ, à îáñÿã âèïóñêó ïðî-

äóêö³¿ — â³äíîñíî íåâåëèêèì, òîæ äîïóñêàºòüñÿ åêñïîðò òîâàð³â òà ïîñëóã

ó ïîòð³áí³é ê³ëüêîñò³, à ³ìïîðò îáìåæåíî ô³íàíñîâèìè ñïðîìîæíîñòÿìè. ßê îäíå

ç äæåðåë êàï³òàëüíèõ ³íâåñòèö³é ó ðîçãëÿäóâàí³é ñòàòò³ ïðîïîíóºòüñÿ âèêîðèñòî-

âóâàòè ï³ëüãè íà ïîäàòêè. Íà îñíîâ³ ïîáóäîâàíî¿ ìîäåë³ òà äàíèõ, ùî ðåãóëÿðíî

ïóáë³êóþòüñÿ Äåðæàâíîþ ñëóæáîþ ñòàòèñòèêè Óêðà¿íè [8–11], îá÷èñëåíî îïòè-

ìàëüí³ âåëè÷èíè êàï³òàëüíèõ ³íâåñòèö³é â îêðåì³ ãàëóç³ åêîíîì³êè Óêðà¿íè.

ÅÊÎÍÎÌ²ÊÎ-ÌÀÒÅÌÀÒÈ×Í² ÌÎÄÅË² ÎÏÒÈÌ²ÇÀÖ²¯
ÐÎÇÏÎÄ²ËÓ ÊÀÏ²ÒÀËÜÍÈÕ ²ÍÂÅÑÒÈÖ²É

Ïðèïóñòèìî, ùî åêîíîì³êà êðà¿íè ñêëàäàºòüñÿ ç n ãàëóçåé. Åêîíîì³êî-ìàòåìà-

òè÷íó ìîäåëü Ñîëîó äëÿ êîæíî¿ ãàëóç³ i n�{ , , ..., }1 2 ìîæíà çàïèñàòè òàê [1, 2]:

x f k li i i i i� � ( , ), (1)

d

dt
k x k k t ki i i i i i i� � � �� � , ( )0

0 0, (2)

d

dt
l l l t li i i i i� � �� , ( )0

0 0. (3)

Òóò i — íîìåð ãàëóç³; x x ti i� ( ) — âàðò³ñòü âèïóñêó ïðîäóêö³¿ çà îäèíèöþ

÷àñó â ìîìåíò t ; � �i i t� ( ) — ð³âåíü ðîçâèòêó òåõíîëîã³¿; � i i i if k l( , ) — âè-

ðîáíè÷à ôóíêö³ÿ; k k ti i� ( ) — ê³ëüê³ñòü êàï³òàëó â ãàëóç³; l l ti i� ( ) —

ê³ëüê³ñòü òðóäîâèõ ðåñóðñ³â; � � �i i i i ik l, , , ,0 0 — çàäàí³ êîíñòàíòè,

0 1� �� �i i, .

Ó êîæíèé ìîìåíò ÷àñó âèêîíóþòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æãàëóçåâîãî áàëàí-

ñó Ëºîíòüºâà

x a x y y p p i ni ij j i i i i

j

n

� � � � � �
�
� 1 2 1 2

1

1 2, , , ..., , (4)

äå aij — âàðò³ñòü i-¿ ïðîäóêö³¿, ùî ïîòð³áíà äëÿ âèãîòîâëåííÿ j-¿ ïðîäóêö³¿

îäèíè÷íî¿ âàðòîñò³; yi
1 — âèòðàòè ïðîäóêö³¿ i-¿ ãàëóç³ äëÿ âàëîâîãî íàãðî-

ìàäæåííÿ êàï³òàëó â ö³é òà ³íøèõ ãàëóçÿõ çà îäèíèöþ ÷àñó; yi
2 — îáñÿã

ïðîäóêö³¿ i-¿ ãàëóç³ äëÿ ê³íöåâèõ ñïîæèâ÷èõ âèòðàò çà îäèíèöþ ÷àñó;

p pi i
1 2, — â³äïîâ³äíî åêñïîðò òà ³ìïîðò ïðîäóêö³¿ i-ãî òèïó. Âåëè÷èíè aij îá-

÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëîþ a x xij ij j� / , äå xij — âàðò³ñòü i-¿ ïðîäóêö³¿, ùî

âèêîðèñòîâóºòüñÿ äëÿ âèðîáíèöòâà â j-é ãàëóç³. Âåëè÷èíè x y p p ai i i i ij, , , ,2 1 2

ââàæàþòüñÿ íåâ³ä’ºìíèìè, x y y p pi i i i i, , , ,1 2 1 2 — ïîòîêè (âèì³ðþþòüñÿ ÿê îáñÿã

ö³ííîñòåé çà îäèíèöþ ÷àñó [1]). Ñèñòåìà ð³âíÿíü (4) ðàçîì ç ñèñòåìàìè

(1)–(3) äëÿ âñ³õ ãàëóçåé ÿâëÿº ñîáîþ ìîäåëü åêîíîì³êè êðà¿íè, ùî îá’ºäíóº

ìîäåë³ Ñîëîó òà Ëºîíòüºâà.
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Ïîçíà÷èìî x x x xn� ( , , ..., ),1 2 y y y yn
1

1
1

2
1 1� ( , , ..., ), y y y yn

2
1
2

2
2 2� ( , , ..., ),

p p p pn
1

1
1

2
1 1� ( , , ..., ), p p p pn

2
1
2

2
2 2� ( , , ..., ), òóò ³ äàë³ âñ³ âåêòîðè ââàæàòèìåìî

âåêòîðàìè-ñòîâïöÿìè. Íåõàé A � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n ç åëåìåíòàìè aij .

Ñèñòåìà (4) ó âåêòîðíî-ìàòðè÷í³é ôîðì³ çàïèñóºòüñÿ òàê:

x Ax y y p p� � � � �1 2 1 2 . (5)

Âåëè÷èíà �x xj ij

i

n

�
�
�

1

ñòàíîâèòü îáñÿã ïðîì³æíîãî ñïîæèâàííÿ â j-é ãàëóç³.

Ñïðàâåäëèâå ñï³ââ³äíîøåííÿ

x x w w w� � � �� 1 2 3 , (6)

äå � ( � , � � )x x x xn� 	 	1 2 � ; w w w wn
� � � � �� �( , , ..., ), , ,

1 2
1 2 3; w j

1 — îïëàòà ïðàö³ íàé-

ìàíèõ ïðàö³âíèê³â ó j-é ãàëóç³; w j
2 — ïîäàòêè íà âèðîáíèöòâî òà ³ìïîðò çà

âèíÿòêîì ñóáñèä³é; w j
3 — âàëîâèé ïðèáóòîê, çì³øàíèé äîõ³ä. Âåëè÷èíè w j

�

çàëåæàòü â³ä ÷àñó òà ÿâëÿþòü ñîáîþ ïîòîêè.

Ñï³ââ³äíîøåííÿ (5), (6) â³äïîâ³äàþòü òàáëèöÿì «âèòðàòè–âèïóñê» ó ö³íàõ

ñïîæèâà÷³â, ÿê³ ùîð³÷íî ðîçðîáëÿþòüñÿ òà ïóáë³êóþòüñÿ â Óêðà¿í³ [8]. Âåëè÷è-

íà ( � )x xj j

j

n

�
�
�

1

, ùî äîð³âíþº ( )w w wj j j

j

n
1 2 3

1

� �
�
� , ÿâëÿº ñîáîþ ÂÂÏ [12]. Ñïðà-

âåäëèâà ð³âí³ñòü

(( ) ) ( � )E A x x xi

j

n

j j

j

n

� � �
� �
� �

1 1

, (7)

äå E — îäèíè÷íà ìàòðèöÿ. Ä³éñíî,

(( ) )E A x x a x x xi

i

n

i

i

n

ij j

j

n

i

n

i

i

n

ij� � � � �
� � �� �
� � �� �

1 1 11 1 j

n

i

n

��
��

11

,

( � )x x x xj j

j

n

j

j

n

ij

i

n

j

n

� � �
� � ��
� � ��

1 1 11

;

çâ³äñè âèïëèâàº ð³âí³ñòü (7). Îòæå, îáñÿã v âàëîâîãî âíóòð³øíüîãî ïðîäóêòó

îá÷èñëþºòüñÿ òàê:

v E A x i

i

n

� �
�
� (( ) )

1

.

Îáñÿã ÂÂÏ, ùî ñòâîðåíèé, ïî÷èíàþ÷è ç ìîìåíòó t0 , òà ïðèâåäåíèé äî t0 ,

ñòàíîâèòü

( ) ( ) ( ) (( ) ( ))
( ) ( )

1 10

0

0

0

� � � �� �



� �



� �� �t t

t

t t

t

v t dt E A x t i

i

n

dt

�
�

1

,

äå � — âåëè÷èíà ïðîöåíòíî¿ ñòàâêè [1], � � 0.

Ïðèïóñòèìî, ùî, ïî÷èíàþ÷è ç ìîìåíòó ÷àñó t0 , â i-òó ãàëóçü åêîíîì³êè

íàäõîäÿòü äîäàòêîâ³ êàï³òàëüí³ ³íâåñòèö³¿ u ti ( ), ÿê³ óòâîðþþòüñÿ çà ðàõóíîê

ïîäàòêîâèõ ï³ëüã àáî ³íøèõ äæåðåë. Ïîçíà÷èìî u t u t u tn( ) ( ( ), ..., ( ))� 1 . Ð³âíÿí-

íÿ (2) íàáóâàþòü âèãëÿä

d

dt
k x u k k t ki i i i i i i i� � � � �� � , ( ) ,0

0 0 i n�1 2, , ..., . (8)
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Ôóíêö³¿ � i i i i it f k l u t( ), ( , ), ( ) ââàæàºìî òàêèìè, ùî äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ

(8) ìàþòü ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê äëÿ çàäàíèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ íà âèáðàíîìó ÷àñîâî-

ìó ïðîì³æêó [ , ].t t0 1

Äëÿ îïòèì³çàö³¿ ðîçïîä³ëó êàï³òàëüíèõ ³íâåñòèö³é u ìîæíà âèêîðèñòàòè çà-

äà÷ó ïðî îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ, â ÿê³é ìàêñèì³çóºòüñÿ ÂÂÏ, ùî ñòâîðåíèé

íà ÷àñîâîìó ïðîì³æêó [ , ]t t0 1 òà ïðèâåäåíèé äî ìîìåíòó t0 :

( ) (( ) ( ))
( )

1 0

0

1

1

� � �� �

�
� �� t t

t

t

i

i

n

u
E A x t dt max, (9)

x f k li i i i i� � ( , ), i n� 1 2, ,... , , (10)

d

dt
k x u k k t ki i i i i i i i� � � �� � , ( ) ,0

0 i n� 1 2, ,... , , (11)

d

dt
l l l t li i i i i� � �� , ( )0

0 0, i n� 1 2, , ... , , (12)

u t r t t t ti

i

n

( ) ( ), [ , ]

�
� 
 �

1

0 0 1 , (13)

0 1 2 0 1
 
 � �u t r t i n t t ti i( ) ( ), , ,... , , [ , ]. (14)

Äëÿ âèçíà÷åííÿ r t0 ( ) ïîòð³áíî âðàõóâàòè ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìó âåëè÷è-

íó, íà ÿêó ìîæå áóòè çìåíøåíî áþäæåò êðà¿íè, à ï³ä ÷àñ âèçíà÷åííÿ

r t i ni ( ), , , ...,�1 2 , — îáìåæåí³ñòü ëþäñüêèõ ðåñóðñ³â, áàíê³âñüêèõ êðåäèò³â,

ðèíê³â çáóòó, ñèðîâèíè òà ìàòåð³àë³â.

×èñëà �, t1 äîö³ëüíî âèáèðàòè òàêèìè, ùîá âåëè÷èíà ( ) ( )
( )

1 0

1

� � �



� � t t

t

v t dt

áóëà ìàëîþ ïîð³âíÿíî ç ( ) ( )
( )

1 0

0

� � �



� � t t

t

v t dt . Çàóâàæèìî, ùî äîäàòêîâ³

êàï³òàëüí³ ³íâåñòèö³¿ â i-òó ãàëóçü, øâèäê³ñòü ïîòîêó ÿêèõ äîð³âíþº u ti ( ), ñòà-

íîâëÿòü ò³ëüêè ÷àñòèíó çàãàëüíèõ ³íâåñòèö³é, ùî íàäõîäÿòü ç³ øâèäê³ñòþ

� i i ix t u t( ) ( )� .

Çàäà÷ó (9)–(14) ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ òåîðåòè÷íèõ äîñë³äæåíü. Äëÿ

ðîçðàõóíêó îïòèìàëüíîãî ðîçïîä³ëó êàï³òàëüíèõ ³íâåñòèö³é ÷èñëîâèì ìåòîäîì

ïåðåéäåìî äî àíàëîã³÷íî¿ çàäà÷³ ç äèñêðåòíèì ÷àñîì. Çàóâàæèìî, ùî âèêîðèñ-

òàííÿ äèñêðåòíîãî ÷àñó ìàº åêîíîì³÷íèé ñåíñ, îñê³ëüêè åêîíîì³ö³ ïðèòàìàííèé

ð³÷íèé öèêë ðîçâèòêó. Òîìó ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ç äèñêðåòíèì ÷àñîì, ÿêà ÿâëÿº

ñîáîþ àíàëîã çàäà÷³ (9)–(14) òà ìàº ÷àñîâèé êðîê òðèâàë³ñòþ â îäèí ð³ê:

( ) (( ) )1

11

� �
�

�
�
�

�

�
�
� ��

��
�� � t t

i

i

n

t

T

u
E A x max, (15)

x f k li
t

i
t

i i
t

i
t� � ( , ), i n� 1 2, , ... , , t T� 1 2, , ... , , (16)

k k x u ki
t

i
t

i
t

i
t

i
t

i
t

i
t� � � � �1 � � , i n� 1 2, ,... , , t T� �0 1 1, ,... , , (17)

l li
t

i
t

i
t� � �1 1( )� , i n� 1 2, , ... , , t T� �0 1 1, ,... , , (18)

u ri
t

i

n
t

�
� 


1
0

, t T� �0 1 1, ,... , , (19)

0 
 
u ri
t

i
t , i n� 1 2, ,... , , t T� �0 1 1, ,... , . (20)
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Òóò t — íîìåð ðîêó, ÷àñîâèé ïðîì³æîê ïëàíóâàííÿ ïî÷èíàºòüñÿ ç íóëüîâîãî

ðîêó òà âêëþ÷àº ðîêè ç íîìåðàìè 0 1, , ...,T , äå T — íàòóðàëüíå ÷èñëî; xi
t � 0

— îáñÿã âèïóñêó ïðîäóêö³¿ â i-é ãàëóç³ âïðîäîâæ t-ãî ðîêó,

x x x xt t t
n
t� ( , , ..., )

1 2
; � i

t � 0 — ÷èñëî, ùî ïîêàçóº ð³âåíü ðîçâèòêó òåõíîëîã³¿; ui
t

— îáñÿã äîäàòêîâèõ ³íâåñòèö³é â i-òó ãàëóçü ó t-ìó ðîö³, u u u un� 	( , , ...,
1
0

2
0 0

�,

u u uT T
n
T

1
1

2
1 1� � �, , ..., ); k li

t
i
t, — ê³ëüê³ñòü êàï³òàëó òà ê³ëüê³ñòü ïðàöþþ÷èõ

â³äïîâ³äíî â i-é ãàëóç³ íà ïî÷àòêó t-ãî ðîêó; ki
0 0� , li

0 0� — çàäàí³ ÷èñëà;

r rt
i
t

0
0 0� �, — êîíñòàíòè, ùî îáìåæóþòü îáñÿãè ³íâåñòèö³é. Ó çàäà÷³

(15)–(20) âåëè÷èíè � � �i
t

i
t

i
t, , çàëåæàòü â³ä ÷àñó òà íîìåðó ãàëóç³,

0 1 1� � � �� � �i
t

i
t

i
t, , . Ôóíêö³¿ f k li ( , ) â îáëàñò³ {( , ): , }k l k l� �0 0 íàáóâàþòü

äîäàòíèõ çíà÷åíü.

Ââàæàþ÷è åëåìåíòè ìàòðèö³ ïðÿìèõ âèòðàò A òà êîåô³ö³ºíòè ñï³ââ³äíî-

øåíü (16)–(18) âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè, ìîæíà ðîçãëÿíóòè çàäà÷ó ñòîõàñòè÷-

íîãî ïðîãðàìóâàííÿ, â ÿê³é ìàêñèì³çóºòüñÿ ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ ïðèâåäåíî-

ãî ÂÂÏ

M E A x
t t

i

i

n

t

T

u
( ) (( ) )1

11

� �
�

�
�
�

�

�
�
� ��

��
�� � max

çà óìîâ (16)–(20), äå M — çíàê ìàòåìàòè÷íîãî ñïîä³âàííÿ. Äàë³, îäíàê, ïàðà-

ìåòðè åêñòðåìàëüíî¿ çàäà÷³ ââàæàþòüñÿ äåòåðì³íîâàíèìè.

ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ² ÅÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÎ¯ ÇÀÄÀ×² ÐÎÇÏÎÄ²ËÓ ²ÍÂÅÑÒÈÖ²É
ÒÀ ÌÅÒÎÄ ¯¯ ÐÎÇÂ’ßÇÀÍÍß

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó (15)–(20). Íåõàé êîìïîíåíòè âåêòîðà u çàäîâîëüíÿþòü

óìîâè (19), (20). Âèêîðèñòîâóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ (16)–(18), ïîñë³äîâíî îá-

÷èñëþºìî âåëè÷èíè x k l x k l x k l xi i i i i i i i
T

i
T

i
T0 1 1 1 2 2 2, , , , , , , ..., , , , i n�1 2, , ..., , à òàêîæ

çíà÷åííÿ g u( ) ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿ (15). Ïðèõîäèìî äî çàäà÷³

g u E A x ut t
i

i

n

t

T

u
( ) ( ) (( ) ( ))� � �

�

�
�
�

�

�
�
� ��

��
�� 1

11

� max, (21)

u ri
t

i

n
t

�
� 


1
0

, t T� �0 1 1, ,... , , (22)

0 
 
u ri
t

i
t , i n� 1 2, ,... , , t T� �0 1 1, ,... , . (23)

Ïðèïóñòèìî, ùî â îáëàñò³ {( , ): , }k l k l� �0 0 ôóíêö³¿ f k li ( , ) âèçíà÷åí³, äî-

äàòí³, íåïåðåðâí³ òà ìàþòü íåïåðåðâí³ íåâ³ä’ºìí³ ÷àñòèíí³ ïîõ³äí³ çà k , óâ³ãíóò³

çà k, êîåô³ö³ºíòè ïðè çì³ííèõ xi
t ó ö³ëüîâ³é ôóíêö³¿ (21) íåâ³ä’ºìí³. Äîâåäåìî,

ùî çà òàêèõ óìîâ ôóíêö³ÿ g u( ) ãëàäêà òà óâ³ãíóòà.

Äîâåäåìî, ùî ôóíêö³ÿ g u( ) º ãëàäêîþ, òîáòî ìàº íåïåðåðâí³ ÷àñòèíí³

ïîõ³äí³ çà âñ³ìà çì³ííèìè u u u u u un
T T

n
T

1
0

2
0 0

1
1

2
1 1, , ..., , ..., , , ..., .� � � Ö³ëüîâà ôóíêö³ÿ

(21) º ë³í³éíîþ ôóíêö³ºþ â³ä âåëè÷èí xi
t , ÿê³ ñâîºþ ÷åðãîþ º ôóíêö³ÿìè â³ä u j

q ,

òîìó äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ³ñíóþòü íåïåðåðâí³ ÷àñòèíí³ ïîõ³äí³ � �x ui
t

j
q/ .

ßêùî i j� , òî xi
t íå çàëåæèòü â³ä u j

q , òîìó � � �x ui
t

j
q/ 0. Íåõàé i j� . Âðàõîâó-
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þ÷è íåçàëåæí³ñòü âåëè÷èí ki
0 â³ä ui

q òà âèêîðèñòîâóþ÷è (17), îòðèìóºìî

�

�
�

k

u

i

i
q

0

0, q T� �0 1,... , ,

�

�
�

�k

u

i
t

i
q

1

0, t T� �0 2,... , , q t T� � �1 1,... , ,

�

�
� �

�

�
�

�

�
�

�k

u

k

u

f k l

k

i
t

i
q i

t i
t

i
q i

t
i
t i i

t
i
t

i
t

1

1( )
( , )

� � �
�

�
�

�

�
� � �

k

u

u

u
t T q ti

t

i
q

i
t

i
q

, ,... , , ,... ,0 1 0 .

Òóò
�

�
� �

�
�
�
�

u

u

q t

q t
i
t

i
q

1

0

, ,

, .
²ç öèõ ñï³ââ³äíîøåíü ïîñë³äîâíî âèâîäèìî ³ñíóâàííÿ

íåïåðåðâíèõ ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ � �k ui
t

i
q/ , q T� �0 1, ..., , t T� 0, ..., . ²ñíóâàí-

íÿ òà íåïåðåðâí³ñòü ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ � �x ui
t

i
q/ âèïëèâàº ç ôîðìóëè

�

�
�

�

�
�
�

�

x

u

f k l

k

k

u

i
t

i
q i

t i i
t

i
t

i
t

i
t

i
q

�
( , )

. Òîìó ö³ëüîâà ôóíêö³ÿ g u( ) ìàº íåïåðåðâí³ ÷àñòèíí³

ïîõ³äí³ çà âñ³ìà çì³ííèìè u u u u u un
T T

n
T

1
0

2
0 0

1
1

2
1 1, , ..., , ..., , , ..., .� � �

Äîâåäåìî, ùî ö³ëüîâà ôóíêö³ÿ g u( ) óâ³ãíóòà çà u. Çàïèøåìî ñï³ââ³äíîøåííÿ

(17) òàê:

k k f k l ui
t

i
t

i
t

i
t

i
t

i i
t

i
t

i
t� � � � �1 1( ) ( , ) ,� � � i n� 1 2, ,... , , t T� �0 1 1, ,... , . (24)

Ëåãêî äîâåñòè, ùî ç óâ³ãíóòîñò³ çà u ôóíêö³é k ui
t ( ) âèïëèâàº óâ³ãíóò³ñòü çà

u ôóíêö³é f k u li i
t

i
t( ( ), ). Ä³éñíî,

f k u u l f k u k ui i
t

i
t

i i
t

i
t( ( ~ ( ) � ), ) ( (~) ( ) ( � ),� � � �� � � � �1 1 li

t ) �

� � �� �f k u l f k u li i
t

i
t

i i
t

i
t( (~), ) ( ) ( ( � ), )1 ,

äå 0 1
 
� . Òóò âðàõîâàíî, ùî ôóíêö³¿ f k li ( , ) äëÿ êîæíîãî l íåñïàäí³

òà óâ³ãíóò³, ÿê ôóíêö³¿ â³ä k . Òîìó, âèêîðèñòîâóþ÷è (24), ïîñë³äîâíî âèâîäè-

ìî, ùî âñ³ ôóíêö³¿ k ui
t ( ) òà f k u li i

t
i
t( ( ), ) óâ³ãíóò³ çà u. Îñê³ëüêè êîåô³ö³ºíòè

ïðè çì³ííèõ x f k u li
t

i
t

i i
t

i
t� � ( ( ), ) ó ö³ëüîâ³é ôóíêö³¿ (21) íåâ³ä’ºìí³, ôóíêö³ÿ

g u( ) óâ³ãíóòà çà u.

Ïðèêëàäîì âèðîáíè÷î¿ ôóíêö³¿ ìîæå áóòè ôóíêö³ÿ Êîááà–Äóãëàñà–Ò³íáåð-

ãåíà [13]

x c e k lt� �
1

1	 
 
 , (25)

äå c1, ,	 
 � êîíñòàíòè, c1 0� , 0 1
 

 . ßêùî çàñòîñîâóºòüñÿ ôóíêö³ÿ (25) ³

êîåô³ö³ºíòè ïðè çì³ííèõ xi
t ó ö³ëüîâ³é ôóíêö³¿ (21) íåâ³ä’ºìí³, òî ôóíêö³ÿ

g u( ) ãëàäêà òà óâ³ãíóòà çà u.

Îòæå, çà âêàçàíèõ óìîâ çàäà÷à (21)–(23) º ãëàäêîþ çàäà÷åþ îïóêëîãî ïðî-

ãðàìóâàííÿ. Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ö³º¿ çàäà÷³ ìîæíà âèêîðèñòàòè ìåòîä óìîâíîãî

ãðàä³ºíòà [14, 15]. Ïîçíà÷èâøè U ìíîæèíó âåêòîð³â u, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìî-

âè (22), (23), çàäà÷ó (21)–(23) çàïèøåìî ó âèãëÿä³

g u
u U

( ) �
�

max. (26)
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Ìåòîä óìîâíîãî ãðàä³ºíòà ïîëÿãàº â íàñòóïíîìó. Âèáåðåìî ïî÷àòêîâó òî÷êó

u U0 � . Íà m-ìó êðîö³ îá÷èñëþºìî

u g u um
u U

m� �
�

arg max ( ), , (27)

� �
�

m m m mg u u u� � �

 


arg max
0 1

( ( )), (28)

u u u um m m m m� � � �1 � ( ). (29)

Òóò a b, — ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîð³â a òà b, �g — ãðàä³ºíò ôóíêö³¿ g .

Íåõàé u� — îïòèìàëüíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (26). Äëÿ ìåòîäà óìîâíîãî

ãðàä³ºíòà ñïðàâåäëèâà îö³íêà

g u g u g u u um m m m( ) ( ) ( ),� � 
 � � . (30)

Ä³éñíî, îñê³ëüêè ôóíêö³ÿ g u( ) óâ³ãíóòà, âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü

g u g u g u u um m m( ) ( ) ( ),� �� 
 � � .

Î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâà íåð³âí³ñòü

� 
 ��g u u g u um m m( ), ( ), .

Ç äâîõ îñòàíí³õ ñï³ââ³äíîøåíü âèïëèâàº (30).

×àñòêîâ³ ãðàíèö³ ïîñë³äîâíîñò³ { }um º òî÷êàìè ìàêñèìóìó ôóíêö³¿ g u( )

íà ìíîæèí³ U òà ñïðàâåäëèâà îö³íêà

g u g u O mm( ) ( ) ( / )� � � 1 , (31)

ÿêó íåìîæëèâî ïîêðàùèòè [14]. Ç ðåçóëüòàò³â ó [16] òà ³ç ñï³ââ³äíîøåííÿ

(31) âèïëèâàº, ùî ìåòîä óìîâíîãî ãðàä³ºíòà íå ñóáîïòèìàëüíèé. Öåé ìåòîä

âèêîðèñòîâóºòüñÿ äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ (26) ÷åðåç éîãî ïðîñòîòó òà çà-

äîâ³ëüíó øâèäê³ñòü çá³æíîñò³ íà ïðàêòèö³, à òàêîæ ÷åðåç ìîæëèâ³ñòü çàñòîñó-

âàííÿ îö³íêè (30), ÿêà äàº çìîãó çóïèíèòè îá÷èñëþâàëüíèé ïðîöåñ ï³ñëÿ äî-

ñÿãíåííÿ ïîòð³áíî¿ òî÷íîñò³. Ìåòîä ìàêñèì³çàö³¿ ë³í³éíî¿ ôóíêö³¿ íà ìíîæèí³

âèãëÿäó (22), (23) îïèñàíî â [7].

ÐÅÇÓËÜÒÀÒÈ ×ÈÑËÎÂÈÕ ÐÎÇÐÀÕÓÍÊ²Â

Äëÿ ïðèêëàäó îïòèì³çóºìî äîäàòêîâ³ ³íâåñòèö³¿ â åêîíîì³êó Óêðà¿íè çà ï’ÿòü

ðîê³â, âèêîðèñòàâøè çàäà÷ó (15)–(20), ÿêó òàêîæ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèã-

ëÿä³ (21)–(23) àáî (26). Çàäà÷ó ðîçâ’ÿçóâàòèìåìî ìåòîäîì (27)–(29) çà òàêèõ

óìîâ.

Çàñòîñîâóºìî îäíîôàêòîðíó âèðîáíè÷ó ôóíêö³þ x c k� 2

 (äå c2 0� — êîí-

ñòàíòà), ÿêà óòâîðþºòüñÿ ç ôóíêö³¿ (25), ÿêùî âèáðàòè 	 � 0, l � const . Âèáè-

ðàºìî T � 40, � �1 10/ . Ìàòðèöÿ êîåô³ö³ºíò³â ïðÿìèõ âèòðàò A îá÷èñëþºòüñÿ

íà îñíîâ³ òàáëèö³ «âèòðàòè–âèïóñê» ó ö³íàõ ñïîæèâà÷³â çà 2021 ð. Äëÿ âèçíà-

÷åííÿ ïàðàìåòð³â çàäà÷³ âèêîðèñòîâóºìî ñòàòèñòè÷í³ äàí³, îïóáë³êîâàí³ Äåð-

æàâíîþ ñëóæáîþ ñòàòèñòèêè Óêðà¿íè [8–11], ³ çàñòîñîâóºìî ìåòîä íàéìåíøèõ

êâàäðàò³â. Ðîçðàõóíêè âèêîíóþòüñÿ çà ö³íàìè 2021 ð. òà ââàæàºòüñÿ, ùî ³íäåê-

ñè-äåôëÿòîðè âèïóñêó ïðîäóêö³¿ îäíàêîâ³ äëÿ âñ³õ ãàëóçåé.

Ìîìåíòè t � 0 1, , ... â³äïîâ³äàþòü 2021, 2022 ðð. ... Äîäàòêîâ³ ³íâåñòèö³¿

äîçâîëÿþòüñÿ ò³ëüêè ó 2021–2025 ðð. ³ ëèøå äëÿ ãðóïè ãàëóçåé, ùî íàëåæàòü

ñôåð³ ìàòåð³àëüíîãî âèðîáíèöòâà, òî÷í³øå äëÿ òèõ ãàëóçåé, ÿê³ ó òàáëèö³
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«âèòðàòè–âèïóñê» çà 2021 ð. íà ïîçèö³ÿõ â³ä ïåðøî¿ äî òðèäöÿòü ïåðøî¿ [8].

Â³äïîâ³äíî âèáèðàºìî ri
t � 0, ÿêùî t � 4 àáî i � 31. Çà óìîâ 0 4
 
t òà 1 31
 
i

âåëè÷èíè ri
t ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ (20) ââàæàþòüñÿ ïðîïîðö³éíèìè âåëè÷èíàì Ji

÷èñòèõ ³íâåñòèö³é çà 2021 ð., r sJi
t

i� , äå s — çàäàíå ÷èñëî, s� 0. Ââàæàºìî, ùî

� i
t �1, � i

t � 0, âåëè÷èíè � �i
t

i
t, íå çàëåæàòü â³ä t.

Íåõàé g� — îïòèìàëüíå çíà÷åííÿ ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿ çàäà÷³ (15)–(20), g0 — ¿¿

çíà÷åííÿ çà óìîâè ui
t � 0, i n�1 2, , ..., , t T� �0 1 1, , ..., , òîáòî çà óìîâè â³äñóòíîñò³

äîäàòêîâèõ ³íâåñòèö³é. Ïîçíà÷èìî r r0 0
0� , g g g� �� � 0 . Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíî çà-

ëåæí³ñòü âåëè÷èíè g � (òîáòî ìàêñèìóìó ïðèâåäåíîãî äîäàòêîâîãî ïðèðîñòó

ÂÂÏ) â³ä âåëè÷èí r0 òà s. Äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ s ãðàô³ê òàêî¿ çàëåæíîñò³ âèç-

íà÷àº óâ³ãíóòó ôóíêö³þ, îñê³ëüêè ó ðàç³ çá³ëüøåííÿ âåëè÷èíè r0 â îïòèìàëü-

íîìó ïëàí³ ìàþòü ì³ñöå ³íâåñòèö³¿ â ãàëóç³, ùî çàáåçïå÷óþòü ìåíøó â³ääà÷ó.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó çàïðîïîíîâàí³é ñòàòò³ íà îñíîâ³ ìîäåëåé Ëºîíòüºâà òà Ñîëîó ïîáóäîâàíî

äèíàì³÷í³ åêîíîì³êî-ìàòåìàòè÷í³ åêñòðåìàëüí³ çàäà÷³, â ÿêèõ ïîòð³áíî çíàéòè

îïòèìàëüíèé ðîçïîä³ë äîäàòêîâèõ ³íâåñòèö³é ì³æ ãàëóçÿìè åêîíîì³êè êðà¿íè.

Êðèòåð³ºì º ïðèâåäåíèé äîäàòêîâèé ïðèð³ñò ÂÂÏ. Äîâåäåíî, ùî ñôîðìóëüî-

âàíà çàäà÷à ìàòåìàòè÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ º ãëàäêîþ òà îïóêëîþ åêñòðåìàëü-

íîþ çàäà÷åþ. Çà äîïîìîãîþ ìåòîäó óìîâíîãî ãðàä³ºíòà îïòèì³çîâàíî ðîç-

ïîä³ë ³íâåñòèö³é â åêîíîì³êó Óêðà¿íè. Ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíê³â áóäóòü á³ëüø

ÿê³ñíèìè, ÿêùî òî÷í³øå âèçíà÷èòè ïàðàìåòðè çàäà÷, âðàõóâàòè òå, ùî äåÿê³

ïàðàìåòðè º âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè, à òàêîæ âðàõóâàòè ëàãè îñâîºííÿ

³íâåñòèö³é.
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À.Ì. Gupal, S.V. Pashko
OPTIMIZATION OF CAPITAL INVESTMENT DISTRIBUTION BASED
ON A DYNAMIC MATHEMATICAL MODEL

Abstract. The article considers dynamic optimization problems for the distribution of
investments between sectors of the country’s economy. Leontiev’s «input-output» and Solow’s
models were used to construct extremum problems. The objective is to maximize the gross
domestic product under limited investment volumes. The constructed mathematical
programming problem is proved to belong to the class of smooth and convex extremum
problems. By using the conditional gradient method, the optimal distribution of investments for
the Ukrainian economy was calculated.

Keywords: optimization, investment distribution, mathematical model, production function,
gross domestic product, method.
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