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ÑÈËÜÍÀ ÇÁ²ÆÍ²ÑÒÜ ÐÅÃÓËßÐÈÇÎÂÀÍÎÃÎ ÀËÃÎÐÈÒÌÓ
ÎÏÅÐÀÒÎÐÍÎ¯ ÅÊÑÒÐÀÏÎËßÖ²¯ ÄËß ÂÀÐ²ÀÖ²ÉÍÈÕ ÍÅÐ²ÂÍÎÑÒÅÉ1

Àíîòàö³ÿ. Çàïðîïîíîâàíî òà äîñë³äæåíî íîâèé àëãîðèòì äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ âàð³àö³éíèõ
íåð³âíîñòåé â ã³ëüáåðòîâèõ ïðîñòîðàõ. Çàïðîïîíîâàíèé ³òåðàö³éíèé àëãîðèòì º ðåãóëÿðè-
çîâàíèì çà äîïîìîãîþ ñõåìè Ãàëüïåðíà ìåòîäîì îïåðàòîðíî¿ åêñòðàïîëÿö³¿. Çà îáñÿãîì
íåîáõ³äíèõ äëÿ çä³éñíåííÿ ³òåðàö³éíîãî êðîêó îá÷èñëåíü àëãîðèòì ìàº ïåðåâàãó íàä
åêñòðàãðàä³ºíòíèì ìåòîäîì Êîðïåëåâè÷ òà ìåòîäîì åêñòðàïîëÿö³¿ ç ìèíóëîãî. Äëÿ
âàð³àö³éíèõ íåð³âíîñòåé ç ìîíîòîííèìè, ë³ïøèöåâèìè îïåðàòîðàìè, ùî ä³þòü â ã³ëüáåð-
òîâîìó ïðîñòîð³, äîâåäåíî òåîðåìó ïðî ñèëüíó çá³æí³ñòü ìåòîäó.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: âàð³àö³éíà íåð³âí³ñòü, ñ³äëîâà çàäà÷à, ìîíîòîííèé îïåðàòîð, ìåòîä îïå-
ðàòîðíî¿ åêñòðàïîëÿö³¿, ìåòîä Ãàëüïåðíà, ðåãóëÿðèçàö³ÿ, ñèëüíà çá³æí³ñòü.

ÂÑÒÓÏ

Öÿ ðîáîòà º ïðîäîâæåííÿì öèêëó ñòàòåé [1–4] ç ðîçðîáëåííÿ îá÷èñëþâàëüíî

åôåêòèâíèõ òà àäàïòèâíèõ àëãîðèòì³â äëÿ âàð³àö³éíèõ íåð³âíîñòåé òà çàäà÷

ïðî ð³âíîâàãó.

Âàð³àö³éí³ íåð³âíîñò³ âèçíà÷àþòü óí³âåðñàëüíèé çàñ³á ôîðìóëþâàííÿ áà-

ãàòüîõ àêòóàëüíèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè, îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

òà äîñë³äæåííÿ îïåðàö³é [5–8]. Ïîáóäîâà àëãîðèòì³â ðîçâ’ÿçàííÿ âàð³àö³éíèõ

íåð³âíîñòåé òà íàáëèæåíèõ äî íèõ çàäà÷ (çàäà÷³ ïðî ð³âíîâàãó, ³ãðîâ³ çàäà÷³) º

íàäçâè÷àéíî ïîïóëÿðíèì íàïðÿìîì îá÷èñëþâàëüíî¿ ìàòåìàòèêè [9–40]. Îêðåì³

çàäà÷³ íåãëàäêî¿ îïòèì³çàö³¿ ìîæíà åôåêòèâíî ðîçâ’ÿçóâàòè, ÿêùî ¿õ ôîðìóëþ-

âàòè ó âèãëÿä³ ñ³äëîâèõ çàäà÷ ³ çàñòîñîâóâàòè àëãîðèòìè ðîçâ’ÿçàííÿ

âàð³àö³éíèõ íåð³âíîñòåé [15]. Íåùîäàâíî ðîçâèíóòî òàêèé âàð³àíò ïîáóäîâè

øâèäêèõ àëãîðèòì³â äëÿ çàäà÷ îïóêëîãî ïðîãðàìóâàííÿ: çà äîïîìîãîþ òåîð³¿

äâî¿ñòîñò³ ïåðåõîäèìî äî äåÿêî¿ îïóêëî-óãíóòî¿ ñ³äëîâî¿ çàäà÷³ (ãðà Ôåíõåëÿ) òà

çàñòîñîâóºìî åêñòðàãðàä³ºíòí³ àëãîðèòìè ðîçâ’ÿçàííÿ âàð³àö³éíèõ íåð³âíîñ-

òåé [16]. Çàóâàæèìî, ùî ç ïî÷àòêîì øèðîêîãî âèêîðèñòàííÿ ãåíåðóâàëüíèõ çìà-

ãàëüíèõ íåéðîííèõ ìåðåæ òà ³íøèõ ìîäåëåé çìàãàëüíîãî àáî ðîáàñòíîãî íà-

â÷àííÿ ³íòåðåñ äî àëãîðèòì³â ðîçâ’ÿçàííÿ ñ³äëîâèõ çàäà÷ òà âàð³àö³éíèõ

íåð³âíîñòåé ïîñòàâ ñåðåä ñïåö³àë³ñò³â ç ìàøèííîãî íàâ÷àííÿ [17].

Íàéïðîñò³øèì ìåòîäîì ðîçâ’ÿçàííÿ âàð³àö³éíèõ íåð³âíîñòåé º àíàëîã ìåòî-

äó ãðàä³ºíòíîãî ñïóñêó, ùî ó âèïàäêó ñ³äëîâî¿ çàäà÷³ â³äîìèé ÿê ìåòîä

ãðàä³ºíòíîãî ñïóñêó–ï³äéîìó [9, 10]. Àëå öåé ìåòîä ìîæå íå çá³ãàòèñÿ äëÿ

íåð³âíîñòåé ç ìîíîòîííèì îïåðàòîðîì. Â³äîìîþ ìîäèô³êàö³ºþ ìåòîäó

ãðàä³ºíòíîãî ñïóñêó ç ïðîºêòóâàííÿì äëÿ âàð³àö³éíèõ íåð³âíîñòåé º åêñòðàã-

ðàä³ºíòíèé ìåòîä Êîðïåëåâè÷ [18–22], ³òåðàö³ÿ ÿêîãî ïîòðåáóº äâîõ îá÷èñëåíü

çíà÷åííÿ îïåðàòîðà çàäà÷³ òà äâîõ ìåòðè÷íèõ ïðîºêòóâàíü íà äîïóñòèìó ìíî-

æèíó. «Îá÷èñëþâàëüíî äåøåâ³» âàð³àíòè åêñòðàãðàä³ºíòíîãî àëãîðèòìó ç îäíèì
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ìåòðè÷íèì ïðîºêòóâàííÿì íà äîïóñòèìó ìíîæèíó çàïðîïîíîâàíî â ðîáîòàõ

[23–25]. Âàð³àíòè, ó òîìó ÷èñë³ àäàïòèâí³, åêñòðàãðàä³ºíòíîãî ìåòîäó Êîðïåëå-

âè÷ äîñë³äæåíî â ðîáîòàõ [26, 27].

Ó ðîáîò³ [28] çàïðîïîíîâàíà ìîäèô³êàö³ÿ ìåòîäó ãðàä³ºíòíîãî ñïóñ-

êó–ï³äéîìó äëÿ ïîøóêó ñ³äëîâèõ òî÷îê îïóêëî-óãíóòèõ ôóíêö³é. ²òåðàö³ÿ öüîãî

àëãîðèòìó äåøåâøà çà ³òåðàö³þ åêñòðàãðàä³ºíòíîãî àëãîðèòìó çà ê³ëüê³ñòþ îá-

÷èñëåíü çíà÷åíü îïåðàòîðà: îäíå ïðîòè äâîõ. Àëãîðèòì Ïîïîâà äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ

âàð³àö³éíèõ íåð³âíîñòåé ñòàâ â³äîìèì ñåðåä ñïåö³àë³ñò³â ç ìàøèííîãî íàâ÷àííÿ

ï³ä íàçâîþ extrapolation from the past [17]. Ïðèíöèïîâ³ ðåçóëüòàòè, ùî ïîºäíàí³

ç öèì àëãîðèòìîì, îòðèìàíî ó ðîáîòàõ [1–3, 28–31]. Çîêðåìà, éîãî àäàïòèâí³

ìîäèô³êàö³¿ çàïðîïîíîâàíî ó ðîáîòàõ [1–3].

Ïîäàëüøèé ðîçâèòîê öèõ ³äåé òà ñïðîáè çìåíøèòè ñêëàäí³ñòü âèêîíàííÿ

³òåðàö³¿ ç³ çáåðåæåííÿì õàðàêòåðó çá³æíîñò³ ïðèçâåëè äî ïîÿâè íîâîãî ìåòîäó

forward-reflected-backward algorithm äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ îïåðàòîðíèõ âêëþ÷åíü

[32]. Çà îáñÿãîì íåîáõ³äíèõ äëÿ çä³éñíåííÿ ³òåðàö³éíîãî êðîêó îá÷èñëåíü àëãî-

ðèòì ìàº ïåðåâàãó íàä åêñòðàãðàä³ºíòíèì ìåòîäîì Êîðïåëåâè÷ òà ìåòîäîì

åêñòðàïîëÿö³¿ ç ìèíóëîãî. Öÿ ñõåìà â³äîìà ï³ä íàçâîþ optimistic gradient descent

ascent [17] òà àëãîðèòì îïåðàòîðíî¿ åêñòðàïîëÿö³¿ [4].

Àêòóàëüíîþ º çàäà÷à ðîçðîáëåííÿ ñèëüíî çá³æíîãî âàð³àíòà àëãîðèòìó îïå-

ðàòîðíî¿ åêñòðàïîëÿö³¿. Äëÿ åêñòðàãðàä³ºíòíîãî àëãîðèòìó òà àëãîðèòìó Ïîïîâà

ñèëüíî çá³æí³ ìîäèô³êàö³¿ äîñë³äæóâàëèñü â ðîáîòàõ [2, 21].

Íà öåé ÷àñ îòðèìàíî áàãàòî ðåçóëüòàò³â äëÿ àëãîðèòì³â ðîçâ’ÿçàííÿ

âàð³àö³éíèõ çàäà÷ â áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ [4, 13, 33–35]. Çîêðåìà, ïîáóäîâàí³ òà

òåîðåòè÷íî îá´ðóíòîâàí³ àíàëîãè àëãîðèòì³â Êîðïåëåâè÷, Tseng òà Ïîïîâà äëÿ

çàäà÷ â ð³âíîì³ðíî îïóêëèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ. Ó ðîáîò³ [4] äîñë³äæåíî àäàï-

òèâíèé âàð³àíò ìåòîäó forward-reflected-backward algorithm äëÿ âàð³àö³éíèõ

íåð³âíîñòåé â 2-ð³âíîì³ðíî îïóêëîìó òà ð³âíîì³ðíî ãëàäêîìó áàíàõîâîìó

ïðîñòîð³.

Â ö³é ñòàòò³ çàïðîïîíîâàíî òà äîñë³äæåíî íîâèé àëãîðèòì äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ

âàð³àö³éíèõ íåð³âíîñòåé â ã³ëüáåðòîâèõ ïðîñòîðàõ. Çàïðîïîíîâàíèé ³òåðàö³éíèé

àëãîðèòì º ðåãóëÿðèçîâàíèì çà äîïîìîãîþ ñõåìè Ãàëüïåðíà [36, 37] ìåòîäîì

îïåðàòîðíî¿ åêñòðàïîëÿö³¿ — forward-reflected-backward algorithm ç [32]. Äëÿ

âàð³àö³éíèõ íåð³âíîñòåé ç ìîíîòîííèìè, ë³ïøèöåâèìè îïåðàòîðàìè, ùî ä³þòü

ó ã³ëüáåðòîâîìó ïðîñòîð³, äîâåäåíî òåîðåìó ïðî ñèëüíó çá³æí³ñòü ìåòîäó.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×²

Ðîçãëÿíåìî âàð³àö³éíó íåð³âí³ñòü:

çíàéòè x C� : � � � �Ax y x, 0 � �y C , (1)

äå C — íåïîðîæíÿ ï³äìíîæèíà ã³ëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H, A — îïåðàòîð, ùî
ä³º ç ïðîñòîðó H â H. Ìíîæèíó ðîçâ’ÿçê³â (1) ïîçíà÷èìî S .

Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíàíî òàê³ óìîâè:

— ìíîæèíà C E� — îïóêëà òà çàìêíåíà;

— îïåðàòîð A H H: 	 — ìîíîòîííèé íà C, òîáòî

� � � � �Ax Ay x y, 0 � �x y C, ,

òà ë³ïøèöåâèé íà C (ç êîíñòàíòîþ L
 0), òîáòî

| | | | | | | |Ax Ay L x y� � � � �x y C, ;

— ìíîæèíà S íåïîðîæíÿ.
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Ðîçãëÿíåìî äóàëüíó âàð³àö³éíó íåð³âí³ñòü:

çíàéòè x C� : � � � �Ay x y, 0 � �y C . (2)

Ìíîæèíó ðîçâ’ÿçê³â âàð³àö³éíî¿ íåð³âíîñò³ (2) ïîçíà÷èìî S d . Â³äîìî, ùî

ìíîæèíà S d îïóêëà òà çàìêíåíà [6]. Íåð³âí³ñòü (2) íàçèâàþòü ñëàáêèì àáî äó-

àëüíèì ôîðìóëþâàííÿì âàð³àö³éíî¿ íåð³âíîñò³ (1) (àáî íåð³âí³ñòþ òèïó Ì³íò³),

à ðîçâ’ÿçêè íåð³âíîñò³ (2) — ñëàáêèìè ðîçâ’ÿçêàìè âàð³àö³éíî¿ íåð³âíîñò³ (1).

Äëÿ ìîíîòîííèõ îïåðàòîð³â A çàâæäè ìàºìî S S d� . Ó íàøèõ óìîâàõ (êîëè

îïåðàòîð º òàêîæ íåïåðåðâíèì) ìàºìî S Sd � [6].

Íåõàé K — íåïîðîæíÿ çàìêíåíà òà îïóêëà ï³äìíîæèíà ã³ëüáåðòîâîãî ïðî-

ñòîðó H. Â³äîìî, ùî äëÿ êîæíîãî x H� ³ñíóº ºäèíèé åëåìåíò z K� òàêèé, ùî

| | | | inf | | | |z x y x
y K

� � �
�

.

Öåé åëåìåíò z ïîçíà÷àþòü P xK , à â³äïîâ³äíèé îïåðàòîð P E KK : 	 íàçèâàþòü

ïðîºêö³ºþ H íà K (ìåòðè÷íîþ ïðîºêö³ºþ) [6]. Ïðîºêö³þ âèçíà÷àþòü òàêèì

÷èíîì [6]:

z P x z KK� 
 � òà � � � � �z x y z, 0 � �y K .

Îñòàííÿ íåð³âí³ñòü ð³âíîñèëüíà òàê³é [6]:

| | | | | | | | | | | |y P x y x P x x y KK K� � � � � � �2 2 2 .

Âàð³àö³éíó íåð³âí³ñòü (1) ìîæíà ñôîðìóëþâàòè ÿê çàäà÷ó ïîøóêó íåðóõî-

ìî¿ òî÷êè [6]:

x P x AxC� �( )� , (3)

äå � 
 0. Ôîðìóëþâàííÿ (3) ïðèéíÿòíå, îñê³ëüêè âåäå äî ³òåðàö³éíî¿ ñõåìè

x P x Axn C n n� � �1 ( )� , (4)

ÿêà ñëàáêî çá³æíà äëÿ îáåðíåíî ñèëüíî ìîíîòîííèõ (êî-êîåðöèòèâíèõ) îïåðà-

òîð³â A H H: 	 [14]. Àëå äëÿ ë³ïøèöåâèõ ìîíîòîííèõ îïåðàòîð³â ñõåìà (4)

â çàãàëüíîìó âèïàäêó íå çá³ãàºòüñÿ. Íàéâ³äîì³øîþ ìîäèô³êàö³ºþ ñõåìè (4)

º åêñòðàãðàä³ºíòíèé ìåòîä Êîðïåëåâè÷ [18]

x P x AP x Axn C n C n n� � � �1 ( ( ))� � ,

³òåðàö³ÿ ÿêîãî ïîòðåáóº äâîõ îá÷èñëåíü çíà÷åííÿ îïåðàòîðà çàäà÷³ òà äâîõ

ìåòðè÷íõ ïðîºêòóâàíü íà äîïóñòèìó ìíîæèíó. «Îá÷èñëþâàëüíî äåøåâ³»

âàð³àíòè åêñòðàãðàä³ºíòíîãî àëãîðèòìó ç îäíèì ìåòðè÷íèì ïðîºêòóâàííÿì

íà äîïóñòèìó ìíîæèíó çàïðîïîíîâàíî ó ðîáîòàõ [23–25]. Ïîäàëüø³ ñïðîáè

çìåíøèòè ñêëàäí³ñòü âèêîíàííÿ ³òåðàö³¿ ç³ çáåðåæåííÿì õàðàêòåðó çá³æíîñò³

ïðèçâåëè äî ïîÿâè íîâîãî ìåòîäó forward-reflected-backward algorithm [32]

x P x Ax Axn C n n n� �� � �1 12( )� � . (5)

Öÿ ñõåìà â³äîìà ï³ä íàçâîþ optimistic gradient descent ascent [17] òà àëãîðèòì

îïåðàòîðíî¿ åêñòðàïîëÿö³¿ [4]. Ñëàáêà çá³æí³ñòü àëãîðèòìó (5) äîâåäåíà â [32].

Çàäà÷à ö³º¿ ñòàòò³ — îòðèìàòè ñèëüíî çá³æíèé âàð³àíò àëãîðèòìó îïåðàòîð-

íî¿ åêñòðàïîëÿö³¿. Äëÿ öüîãî ðåãóëÿðèçóºìî àëãîðèòì (5) çà äîïîìîãîþ â³äîìî¿

ñõåìè Ãàëüïåðíà [36, 37]

y y Tyn n n n� � � �1 1� �( ) , (6)

äå T H H: 	 — íåðîçòÿãóâàëüíèé îïåðàòîð, y H� .
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ßêùî ìíîæèíà íåðóõîìèõ òî÷îê F T x H x Tx( ) :� � �{ } íåïîðîæíÿ òà

� n �( , )01 , lim
n

n
	�

�� 0, � n

n�

�

� � ��
1

, òî ñõåìà (6) ñèëüíî çá³æíà:

lim
n

n F Ty P y
	�

� �| | | |( ) 0.

Çàóâàæåííÿ 1. ²òåðàö³éíà ñõåìà Ãàëüïåðíà (6) òîòîæíà ñõåì³ ³òåðàòèâíî¿

ðåãóëÿðèçàö³¿ Áàêóøèíñüêîãî [11] äëÿ ìåòîäó ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü

x Txn n� �1 àïðîêñèìàö³¿ íåðóõîìèõ òî÷îê îïåðàòîðà T .

Çãàäàºìî â³äîì³ ëåìè ïðî ðåêóðåíòí³ ÷èñëîâ³ íåð³âíîñò³.

Ëåìà 1. Íåõàé ïîñë³äîâí³ñòü íåâ³ä’ºìíèõ ÷èñåë ( )�n çàäîâîëüíÿº ðåêóðåí-

òíó íåð³âíîñòü

� � � � �n n n n n� � � �1 1( ) äëÿ âñ³õ n � 1,

äå ïîñë³äîâíîñò³ ( )� n òà ( )� n ìàþòü âëàñòèâîñò³: � n �( , )0 1 òà � �n � , äå

� � 0. Òîä³

� � �
�

n e
k

k

n

�
�

�
�
�

�

1

1

1 .

Ëåìà 2 [11]. Íåõàé ïîñë³äîâí³ñòü íåâ³ä’ºìíèõ ÷èñåë ( )�n çàäîâîëüíÿº ðåêó-

ðåíòíó íåð³âí³ñòü

� � � � �n n n n n� � � �1 1( ) äëÿ âñ³õ n � 1,

äå ïîñë³äîâíîñò³ ( )� n òà ( )� n ìàþòü âëàñòèâîñò³: � n �( , )0 1 , � n

n�

�

� � ��
1

òà

lim
n

n
	�

�� 0. Òîä³

lim
n

n
	�

�� 0.

Ëåìà 3 [38]. Íåõàé ÷èñëîâà ïîñë³äîâí³ñòü ( )an ìàº ï³äïîñë³äîâí³ñòü ( )ank

ç âëàñòèâ³ñòþ a an nk k
� �1 äëÿ âñ³õ k � 1. Òîä³ ³ñíóº òàêà íåñïàäíà ïîñë³äîâí³ñòü

( )mk íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ùî mk 	 �� òà a am mk k
� �1, a ak mk

� �1 äëÿ âñ³õ

k n� 1.

ÐÅÃÓËßÐÈÇÎÂÀÍÈÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÎÏÅÐÀÒÎÐÍÎ¯ ÅÊÑÒÐÀÏÎËßÖ²¯

Ó ðîáîò³ [32] äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ âàð³àö³éíî¿ íåð³âíîñò³ (1) çàïðîïîíîâàíî òàêèé

àëãîðèòì îïåðàòîðíî¿ åêñòðàïîëÿö³¿ (forward-reflected-backward algorithm)

x P x Ax Ax Axn C n n n n n n� � �� � � � �1 1 1( ( ))� �

� � � �� � �P x Ax AxC n n n n n n( ( ) )� � �1 1 1 , (7)

äå ïàðàìåòðè � n çàäîâîëüíÿþòü óìîâó 0 1 2� � �inf /n n n n L� �sup .

Çàóâàæåííÿ 2. Ìîäèô³êàö³¿ ç ïðîºêö³ºþ Áðåãìàíà òà óçàãàëüíåíîþ

ïðîºêö³ºþ Àëüáåðà äîñë³äæåíî â [3, 4].

Çà îáñÿãîì íåîáõ³äíèõ äëÿ çä³éñíåííÿ ³òåðàö³éíîãî êðîêó îá÷èñëåíü öåé

àëãîðèòì ìàº ïåðåâàãó íàä åêñòðàãðàä³ºíòíèì ìåòîäîì Êîðïåëåâè÷

y P x Ax

x P x Ay

n C n n n

n C n n n

� �

� �

�
�
� �

( ),

( )

�

�1

òà ìåòîäîì åêñòðàïîëÿö³¿ ç ìèíóëîãî (ìåòîäîì Ïîïîâà)

y P x Ay

x P x Ay

n C n n n

n C n n n

� �

� �

�
�
�

�

�

( ),

( ).

�

�

1

1
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Â³äîìî, ùî äëÿ âàð³àö³éíèõ íåð³âíîñòåé (1) ç ìîíîòîííèìè òà ë³ïøèöåâèìè

îïåðàòîðàìè, ÿê³ ä³þòü â ã³ëüáåðòîâîìó ïðîñòîð³, àëãîðèòì (7) ñëàáêî çá³ãàºòüñÿ

ç O ( / )1 � -îö³íêîþ åôåêòèâíîñò³ â òåðì³íàõ ôóíêö³¿ çàçîðó [4].

Ç óðàõóâàííÿì â³äîìîãî ìåòîäó Ãàëüïåðíà àïðîêñèìàö³¿ íåðóõîìèõ òî÷îê

íåðîçòÿãóâàëüíèõ îïåðàòîð³â [36, 37] ïîáóäóºìî òàêèé ðåãóëÿðèçîâàíèé âàð³àíò

àëãîðèòìó (7).

Àëãîðèòì 1. Ðåãóëÿðèçîâàíèé àëãîðèòì îïåðàòîðíî¿ åêñòðàïîëÿö³¿.
²í³ö³àë³çàö³ÿ. Çàäàºìî åëåìåíòè y H� , x x C0 1, � , ïîñë³äîâí³ñòü äîäàòí³õ

÷èñåë ( )� n òà òàêó ïîñë³äîâí³ñòü ( )� n , ùî � n �( , )0 1 , lim
n

n
	�

�� 0 , � n

n�

�

� � ��
1

.

²òåðàö³¿. Ãåíåðóºìî ïîñë³äîâí³ñòü ( )xn çà äîïîìîãîþ ³òåðàö³éíî¿ ñõåìè

x P y x Ax Ax Axn C n n n n n n n n n� � �� � � � � � �1 1 11 1( ( ) ( ) ( ))� � � � � .

Ñòîñîâíî äîäàòí³õ ïàðàìåòð³â � n ïðèïóñòèìî âèêîíàííÿ òàêî¿ óìîâè:

0
1

2
� � �inf supn n n n

L
� � . (8)

Ó íàñòóïíîìó ðîçä³ë³ äîâåäåìî, ùî ïîñë³äîâí³ñòü ( )xn , ÿêà ïîðîäæåíà àëãî-

ðèòìîì 1, ñèëüíî çá³ãàºòüñÿ äî ïðîºêö³¿ òî÷êè y íà ìíîæèíó S . Îòæå, äëÿ ïîøó-

êó íîðìàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó (ðîçâ’ÿçêó ç íàéìåíøîþ íîðìîþ) âàð³àö³éíî¿

íåð³âíîñò³ (1) ìîæíà âèêîðèñòàòè ñõåìó

x P x Ax Ax Axn C n n n n n n n n� � �� � � � � �1 1 11 1(( ) ( ) ( ))� � � � .

Çàóâàæåííÿ 3. Äëÿ ãëàäêî¿ ñ³äëîâî¿ çàäà÷³

min max
x C y D

L x y
� �

( , )

àëãîðèòì 1 ìàº âèãëÿä

x P x x L x y

L
n C n n n n n n

n n

�

�

� � � � � �
� � �

1 1

1 1

1

1

( ( ) ( , )

( ) ( (

� � �

� � x y L x y

y P y y L
n n n n

n D n n n n

, ) ( , ))),

( ( )

��
� � � � �

� �

�

1 1 1

1 21� � � ( , )

( ) ( ( , ) ( , ))).

x y

L x y L x y
n n

n n n n n n

�
� � � ��

�

�

� � �1 1 2 2 1 1� �

�

�
�

Ïåðåéäåìî äî äîâåäåííÿ ñèëüíî¿ çá³æíîñò³ àëãîðèòìó 1.

ÄÎÂÅÄÅÍÍß ÑÈËÜÍÎ¯ ÇÁ²ÆÍÎÑÒ²

Ñïî÷àòêó äîâåäåìî äâ³ äîïîì³æí³ íåð³âíîñò³, ùî äàñòü çìîãó âèêîðèñòàòè

ëåìè 1 òà 2 äëÿ äîâåäåííÿ çá³æíîñò³ àëãîðèòìó 1.

Ëåìà 4. Äëÿ ïîñë³äîâíîñò³ ( )xn , ùî ïîðîäæåíà àëãîðèòìîì 1, âèêîíóºòüñÿ

íåð³âí³ñòü

| | | | , | | | |x z Ax Ax x z x xn n n n n n n� � � �� � � � � � � � �1
2

1 1 1
22

1

2
�

� � � � � � � � � �� � �( ) | | | | , | |1 2
1

2

2
1 1 1� �n n n n n n n nx z Ax Ax x z x x | |2

�

�
�

�

�
��

� � � � � � � ��

�
�

�

�
�� �� � � � �n n n n n ny z y x L| | | | | | | | ( ) |2

1
2

1
1

2
1 | | |x xn n� � �1

2

� � ��

�
�

�

�
� �� �( ) | | | |1

1

2
1 1

2� �n n n nL x x , (9)

äå z S� .
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé z S� . Ìàºìî

� � � � � ��x y x Axn n n n n n1 1� � �( )

� � � � � �� � �( ) ( ),1 01 1 1� �n n n n nAx Ax z x . (10)

Ìîíîòîíí³ñòü îïåðàòîðà A òà âêëþ÷åííÿ z S� âèçíà÷àº

� � � � � � �� � �� � �n n n n n n nAx Ax Ax z x( ) ( ),1 1 1 1

� � � � � �� �� n n n nAx Ax z x1 1, ( ) ( ),1 1 1 1� � � � � �� � �� �n n n n nAx Ax z x

� � � � � � � � � �� �

�

� �� �n n n n n n nAx z x Ax Ax z x1 1

0

1 1, ,
� ���� ����

( )1� �� n

� � � � � � � � � �� � � � �� � �n n n n n n n n n nAx Ax z x Ax Ax x x1 1 1 1 11, ( ) , � . (11)

Âèêîðèñòîâóþ÷è (11) â (10), îòðèìàºìî

0 2 1 21 1 1 1� � � � � � � � � � �� � � �x y x z x Ax Ax z xn n n n n n n n n� � �( ) , , � �

� � � � � � �� �2 1 1 1( ) ,� �n n n n nAx Ax z x

� � � � � �� � �2 1 1 1 1( ) ,� �n n n n n nAx Ax x x . (12)

Îö³íèìî çâåðõó äîäàíîê 2 1 1 1� n n n n nAx Ax x x� � �� � � �, â (12). Ìàºìî

2 21 1 1 1 1� �n n n n n n n n nAx Ax x x Ax Ax x x� � � � �� � � � � � � �, | | | | | | n� �1| |

� � � � � � �� � � � �2 1 1 1 1 1
2� � �n n n n n n n nL x x x x L x x| | | | | | | | | | | | n n nL x x� ��1 1

2| | | | .

Ïåðåòâîðèìî äîäàíîê 2 11 1� � � � � �� �x y x z xn n n n n� �( ) , â (12). Ìàºìî

2 1 11 1
2� � � � � � � � � � �� �x y x z x y x zn n n n n n n n� � � �( ) , | | ( ) | |

� � � � � �� �| | | | | | ( ) | |x z x y xn n n n n1
2

1
21� � . (13)

Äëÿ ïåðåòâîðåííÿ ð³çíèö³ | | ( ) | | | | ( )� � � �n n n n n ny x z y x� � � � � � �1 12

� �xn 1
2| | â (13) âèêîðèñòàºìî òàêó òîòîæí³ñòü:

| | ( ) | | | | ( ) | |� � �u v w v w v u� � � � � � � �1 2 2

� � � � � � � � � �| | | | , | | | |v w v w v u v u2 2 22� �

� � � � � � � � � �| | | | | | | | | | | | | | | | | | | |v w v u v w u w v u2 2 2 2 2 2� � � � ,

äå u v w H, , � , � 
 0. Îòðèìàºìî ð³âí³ñòü

| | ( ) | | | | ( ) | |� � � �n n n n n n ny x z y x x� � � � � � � ��1 12
1

2

� � � � � � �| | | | | | | | | | | |x z x z y zn n n n
2 2 2� �

� � � � � � �� � �| | | | | | | | | | | |x x x x y xn n n n n n n1
2

1
2

1
2� �

� � � � � � � � ��( )| | | | ( ) | | | | | | | | |1 12
1

2 2� � � �n n n n n n nx z x x y z | | |y xn� �1
2 .

Îòðèìàëè íåð³âí³ñòü

0 1 12
1

2� � � � � � ��( )| | | | ( ) | | | |� �n n n n nx z x x
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� � � � � � �� �� �n n n ny z y x x z| | | | | | | | | | | |2
1

2
1

2

� � � � � � � � � � �� � � �2 2 11 1 1 1� � �n n n n n n n n nAx Ax z x Ax Ax z x, ( ) , �

� � � � � �� � � �( ) | | | | ( ) | | | |1 11 1
2

1 1
2� � � �n n n n n n n nL x x L x x . (14)

Ïåðåãðóïóºìî ÷ëåíè â (14) òà îòðèìàºìî

| | | | , | | | |x z Ax Ax x z x xn n n n n n n� � � �� � � � � � � � �1
2

1 1 1
22

1

2
�

� � � � � � � � � �� � �( ) | | | | , | |1 2
1

2

2
1 1 1� �n n n n n n n nx z Ax Ax x z x x | |2

�

�
�

�

�
��

� � � � ��� �n n ny z y x| | | | | | | |2
1

2 1

2
1 1 1

2� � ��

�
�

�

�
� � �� �� � �n n n n nL x x( ) | | | |

� � ��

�
�

�

�
� �� �( ) | | | |1

1

2
1 1

2� �n n n nL x x ,

ùî é ïîòð³áíî áóëî äîâåñòè.�

Ëåìà 5. Äëÿ ïîñë³äîâíîñò³ ( )xn , ùî ïîðîäæåíà àëãîðèòìîì 1, âèêîíóºòüñÿ

íåð³âí³ñòü

| | | | , | | | |x z Ax Ax x z x xn n n n n n n� � � �� � � � � � � � �1
2

1 1 1
22

1

2
�

� � � � � � � � � �� � �( ) | | | | , | |1 2
1

2

2
1 1 1� �n n n n n n n nx z Ax Ax x z x x | |2

�

�
�

�

�
��

� � � � � � � � ��

�
�

�

�
� �� � �2

1

2
11 1 1� � � �n n n n n n ny z x z L x x, ( ) | | | |2 �

� � ��

�
�

�

�
� �� �( ) | | | |1

1

2
1 1

2� �n n n nL x x , (15)

äå z S� .

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñóºìî åëåìåíòàðíó íåð³âí³ñòü

| | | | | | | | ,a b a b a b� � � � � �2 2 2 .
Ìàºìî

| | | | | | | | | | | | ,y z y x x z y x y z xn n n n� � � � � � � � � �� � � �
2

1 1
2

1
2

12 � �z . (16)

Âèêîðèñòàâøè (16) â (9), îòðèìàºìî (15).�

Äîâåäåìî îáìåæåí³ñòü ïîñë³äîâíîñò³ ( )xn .

Ëåìà 6. Íåõàé âèêîíàíà óìîâà (8). Òîä³ ïîðîäæåíà àëãîðèòìîì 1

ïîñë³äîâí³ñòü ( )xn º îáìåæåíîþ.

Äîâåäåííÿ. Îñê³ëüêè 0
1

2
� � �inf supn n n n

L
� � ³ lim

n
n

	�
�� 0, òî ³ñíóº òàêèé

íîìåð n0 1� , ùî

1

2
1

1

2
1 01 1 1� � � � � � � 
� � �� � � � � �n n n n n nL L L( ) ( )

òà ( )1
1

2
01� ��

�
�

�

�
� 
�� �n n L . (17)

Ç (9) òà (17) âèïëèâàº, ùî äëÿ n n� 0 âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü

� � � �n n n n y z� � � � �1
21( ) | | | | , (18)

äå � �n n n n n n n nx z Ax Ax x z x x� � � � � � � � �� � �| | | | , | | | |2
1 1 1

22
1

2
, z S� .
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Ïðîâåäåìî îö³íþâàííÿ çíèçó �n . Ìàºìî

� �n n n n n n n nx z Ax Ax x z x x� � � � � � � � � �� � �| | | | , | | | |2
1 1 1

22
1

2

� � � � � � �� � �| | | | | | | | | | | | | | |x z Ax Ax x z x xn n n n n n n
2

1 1 12
1

2
� |2 �

� � � � � � �� � �| | | | | | | | | | | | | | | |x z L x x x z x xn n n n n n n
2

1 1 12
1

2
� 2 �

� � � � ��

�
�

�

�
� � �� � �( ) | | | | | | | |1

1

2
01

2
1 1

2� �n n n n nL x z L x x . (19)

Ç íåð³âíîñòåé (18), (19) òà ëåìè 1 âèïëèâàº îáìåæåí³ñòü ïîñë³äîâíîñòåé

( )�n òà ( )xn .�

Ñôîðìóëþºìî îñíîâíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Íåõàé C — íåïîðîæíÿ îïóêëà òà çàìêíåíà ï³äìíîæèíà ã³ëüáåð-

òîâîãî ïðîñòîðó H, A H H: 	 — ìîíîòîííèé òà ë³ïøèöåâèé íà ìíîæèí³ C îïå-

ðàòîð, S � , y H� , âèêîíóºòüñÿ óìîâà (8). Òîä³ ïîñë³äîâí³ñòü ( )xn , ùî ïîðîä-

æåíà àëãîðèòìîì 1, ñèëüíî çá³ãàºòüñÿ äî òî÷êè z P yS� .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé z P yS� . Ç ëåìè 6 âèïëèâàº ³ñíóâàííÿ òàêîãî ÷èñëà

M � 0, ùî | , |� � � � ��y z x z Mn 1 äëÿ âñ³õ n � 1. Òîä³ ç ëåìè 5 âèïëèâàº íåð³âí³ñòü

� � � � � � �n n n n n n n n nL x x� � �� � � � � ��

�
�

�

�
� � �1 1 1

21

2
1( ) | | | |

� � ��

�
�

�

�
� � �� �( ) | | | |1

1

2
21 1

2� � �n n n n nL x x M , (20)

äå � �n n n n n n n nx z Ax Ax x z x x� � � � � � � � �� � �| | | | , | | | |2
1 1 1

22
1

2
.

Ðîçãëÿíåìî ÷èñëîâó ïîñë³äîâí³ñòü ( )�n . Ìîæëèâ³ äâà âàð³àíòè:

1) ³ñíóº íîìåð n � 1 òàêèé, ùî � �n n� �1 äëÿ âñ³õ n n� ;

2) ³ñíóº çðîñòàëüíà ïîñë³äîâí³ñòü íîìåð³â ( )nk òàêà, ùî � �n nk k� 
1 äëÿ âñ³õ

k � 1.

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ïåðøèé âàð³àíò. Ó öüîìó âèïàäêó ³ñíóº lim
n

n
	�

� .

Îñê³ëüêè � �n n� � 	1 0, � n 	 0 òà âèêîíóþòüñÿ íåð³âíîñò³ (20), òî ó ðàç³

n	� ìàºìî

| | | |x xn n� � 	1 0. (21)

Ïîêàæåìî, ùî âñ³ ñëàáê³ ÷àñòêîâ³ ãðàíèö³ ïîñë³äîâíîñò³ ( )xn íàëåæàòü ìíî-

æèí³ S . Ðîçãëÿíåìî ï³äïîñë³äîâí³ñòü ( )xnk
, ùî ñëàáêî çá³ãàºòüñÿ äî äåÿêî¿ òî÷êè

w H� . Çâ³ñíî, ùî w C� . Ïîêàæåìî, ùî w S� . Ìàºìî

� � � � � ��x y x Axn n n n n nk k k k k k1 1� � �( )

� � � � � �� � �( ) ( ),1 01 1 1� �n n n n nk k k k k
Ax Ax y x � �y C.

Çâ³äñè, âèêîðèñòîâóþ÷è ìîíîòîíí³ñòü îïåðàòîðà A, îòðèìóºìî îö³íêó

� � � � � � � � � � � �� �Ay y x Ax x x Ax y xn n n n n nk k k k k k
, , ,1 1

� � � � � � � �� �
1

1 1
�

�
n

n n n n n

k

k k k k k
y x x x y x( ) ,

� � � � � �
�

� �( ) ,1
1

1 1�
�

�
n

n

n
n n nk

k

k

k k k
Ax Ax y x � �y C.
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Ç âèðàçó lim
n

n
	�

�� 0, îáìåæåíîñò³ ïîñë³äîâíîñò³ ( )xn , (21) òà ë³ïøèöåâîñò³

îïåðàòîðà A âèïëèâàº

lim ,
k

nAy y x
k

	�
� � � � 0 � �y C.

Ç ³íøîãî áîêó,

� � � � � � � � � � � � � �
	� 	�

Ay y w Ay y x Ay y x y C
k

n
k

nk k
, lim , lim , 0 .

Îòæå, w S� .

Äîâåäåìî, ùî

lim ,
n

ny z x z
	�

�� � � � �1 0. (22)

Ðîçãëÿíåìî òàêó ï³äïîñë³äîâí³ñòü ( )xnk
, ùî

lim , lim ,
k

n
n

ny z x z y z x z
k	� 	�

�� � � � � � � � �1 .

Ìîæíà ââàæàòè, ùî xnk
ñëàáêî çá³ãàºòüñÿ äî w S� . Òîä³ îòðèìóºìî

lim , , ,
k

n S Sy z x z y z w z y P y w P y
k	�

� � � � �� � � � �� � � � � 0,

÷èì äîâîäèìî íåð³âí³ñòü (22).

Òåïåð ç (22), íåð³âíîñò³

� � � �n n n n ny z x z� �� � � � � � �1 11 2( ) , ,

ùî âèêîíóºòüñÿ äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ n, òà ëåìè 2 ä³éäåìî âèñíîâêó, ùî

� �n n n n n n n nx z Ax Ax x z x x� � � � � � � � � 	� � �| | | | , | | | |2
1 1 1

22
1

2
0.

Ç (19) îòðèìóºìî lim
n

nx z
	�

� �| | | | 0.

Ðîçãëÿíåìî äðóãèé âàð³àíò. Ó öüîìó âèïàäêó ³ñíóº íåñïàäíà ïîñë³äîâí³ñòü

íîìåð³â ( )mk ç âëàñòèâîñòÿìè (ëåìà 3):

1) mk 	 ��;

2) � �m mk k� �1 äëÿ âñ³õ k n� 1;

3) � �m kk�
�1 äëÿ âñ³õ k n� 1.

Ç íåð³âíîñò³ ëåìè 5, íåð³âíîñò³ (19) òà ï. 2) äðóãîãî âàð³àíòà âèïëèâàº

1

2
1 1 1

2� � ��

�
�

�

�
� � �� �� � �m m m m mk k k k k

L x x( ) | | | |

� � ��

�
�

�

�
� � �� �( ) | | | |1

1

2
21 1

2� � �m m m m mk k k k k
L x x M .

Çâ³äñè lim lim
k

m m
k

m mx x x x
k k k k	�
�

	�
�� � � �| | | | | | | |1 1 0. Âèõîäÿ÷è ç âèêëàäåíèõ âèùå

ì³ðêóâàíü, äîâîäèìî, ùî ñëàáê³ ÷àñòêîâ³ ãðàíèö³ ïîñë³äîâíîñò³ ( )xmk
íàëå-

æàòü ìíîæèí³ S . Ç òîòîæíîñò³

� � � � � � � � � � � � � �� �y z x z y z x z y z x xm m m mk k k k
, , ,1 1

îòðèìóºìî

lim , lim ,
k

m
k

my z x z y z x z
k k	�
�

	�
� � � � � � � � �1 .

ßê ³ ðàí³øå îòðèìóºìî íåð³âí³ñòü lim ,
k

my z x z
k	�
�� � � � �1 0. Äàë³ ìàºìî

� � � �m m m m mk k k k k
y z x z� �� � � � � � � �1 11 2( ) ,

� � � � � � �� �( ) ,1 21 1� � �m m m mk k k k
y z x z .
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Çâ³äñè, óðàõîâóþ÷è óìîâó ï. 3), îòðèìóºìî � �k m mk k
y z x z� � � � � �� �1 12 , .

Òàêèì ÷èíîì,

lim lim ,
k

k
k

my z x z
k	� 	�
�� � � � � �� 2 01 .

Îòæå, lim
n

n
	�

�� 0 òà, â ñâîþ ÷åðãó, lim
n

nx z
	�

� �| | | | 0.�

Çàóâàæåííÿ 4. Ïàðàìåòðè � n â àëãîðèòì³ 1 çàäàíî çà óìîâè íåð³âíîñò³

0 1 2� � �inf supn n n n L� � / . Òîáòî âèêîðèñòîâóâàëàñü ³íôîðìàö³ÿ ïðî êîíñòàí-

òó ë³ïøèöåâîñò³ îïåðàòîðà A. Àëãîðèòì 1 òà ñõåìà ç ðîáîòè [4] äàº çìîãó ïî-

áóäóâàòè òàêèé àëãîðèòì ç àäàïòèâíèì âèáîðîì âåëè÷èíè � n , ùî íå ïîòðåáóº

çíàííÿ ë³ïøèöåâèõ êîíñòàíò îïåðàòîð³â òà îïåðàö³é òèïó ë³í³éíîãî ïîøóêó.

Àëãîðèòì 2. Àäàïòèâíèé ðåãóëÿðèçîâàíèé àëãîðèòì îïåðàòîðíî¿
åêñòðàïîëÿö³¿.

²í³ö³àë³çàö³ÿ. Çàäàºìî y H� , åëåìåíòè x x C0 1, � , ÷èñëà ��( , )0
1

2
, � �1 0 0, 
 ,

òà òàêó ïîñë³äîâí³ñòü ( )� n , ùî � n �( , )0 1 , lim
n

n
	�

�� 0, � n

n�

�

� � ��
1

.

²òåðàö³¿. Ãåíåðóºìî ïîñë³äîâí³ñòü ( )xn çà äîïîìîãîþ ³òåðàö³éíî¿ ñõåìè

x P y x Ax Ax Axn C n n n n n n n n n� � �� � � � � � �1 1 11 1( ( ) ( ) ( ))� � � � � ,

�
� �

n
n

n n

n n
n

x x

Ax Ax
Ax

�

�

�
�

�

�

�
�
�

!
"
#1

1

1

min ,
| | | |

| | | |
, ÿêùî � �

�

�
�

��

1 Axn

n

,

³ .� íàêøå

Çàóâàæåííÿ 5. Âàæëèâèì ïðåäìåòîì äîñë³äæåííÿ º àñèìïòîòè÷íà ïî-

âåä³íêà àëãîðèòìó 1 ó âèïàäêó C H� :

x y x Ax Ax Axn n n n n n n n n n� � �� � � � � � �1 1 11 1� � � � �( ) ( ) ( ),

à ñàìå ïèòàííÿ ïðî øâèäê³ñòü ïðÿìóâàííÿ äî íóëÿ íîðìè | | | |Axn . Íà íàøó

äóìêó, ïîâèííà âèêîíóâàòèñü îö³íêà

| | | |Ax
n

n � �

�
�
�

�
�O

1
.

Çàóâàæèìî, ùî â ðîáîò³ [39] äëÿ åêñòðàãðàä³ºíòíîãî ìåòîäó îòðèìàíà

îö³íêà

| | | |Ax
n

n �
�

�
��

�

�
��O

1
,

à â ðîáîò³ [40] îòðèìàíî îö³íêó

| | | |Ax
n

n � �

�
�
�

�
�O

1

äëÿ åêñòðàãðàä³ºíòíîãî ìåòîäó ç ðåãóëÿðèçàö³ºþ Ãàëüïåðíà

y x
n

x x
L

Ax

x x
n

x x
L

Ay

n n n n

n n n

� �
�

� �

� �
�

� ��

1

2

1

8
1

2

1

8

0

1 0

( ) ,

( ) n .

�

�
�

�
�

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Â ðîáîò³ çàïðîïîíîâàíî òà äîñë³äæåíî íîâèé ³òåðàö³éíèé àëãîðèòì äëÿ ðîç-

â’ÿçàííÿ ìîíîòîííèõ âàð³àö³éíèõ íåð³âíîñòåé â ã³ëüáåðòîâèõ ïðîñòîðàõ.
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Çàïðîïîíîâàíèé àëãîðèòì º ðåãóëÿðèçîâàíèì çà äîïîìîãîþ ñõåìè Ãàëüïåðíà

[36, 37] ìåòîäîì îïåðàòîðíî¿ åêñòðàïîëÿö³¿ — forward-reflected-backward

algorithm ç [32]. Çà îáñÿãîì íåîáõ³äíèõ äëÿ çä³éñíåííÿ ³òåðàö³éíîãî êðîêó îá-

÷èñëåíü àëãîðèòì ìàº ïåðåâàãó íàä åêñòðàãðàä³ºíòíèì ìåòîäîì Êîðïåëåâè÷

òà ìåòîäîì åêñòðàïîëÿö³¿ ç ìèíóëîãî.

Äëÿ âàð³àö³éíèõ íåð³âíîñòåé ç ìîíîòîííèìè, ë³ïøèöåâèìè îïåðàòîðàìè, ùî

ä³þòü â ã³ëüáåðòîâîìó ïðîñòîð³, äîâåäåíî òåîðåìó ïðî ñèëüíó çá³æí³ñòü ìåòîäó.

Äîñë³äæåíèé ìåòîä äàº çìîãó îòðèìàòè íîâ³ àëãîðèòìè àïðîêñèìàö³¿ íîð-

ìàëüíèõ ñ³äëîâèõ òî÷îê òà íîðìàëüíèõ òî÷îê ð³âíîâàãè Íåøà. Êð³ì òîãî, âèõî-

äÿ÷è ç ðåçóëüòàò³â ñòàòò³ [4], ìîæíà îòðèìàòè àíàëîã àëãîðèòìó 1 ç óçàãàëüíå-

íîþ ïðîºêö³þ Àëüáåðà äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ âàð³àö³éíèõ íåð³âíîñòåé â ð³âíîì³ðíî

îïóêëèõ òà ð³âíîì³ðíî ãëàäêèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ.
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V.V. Semenov, O.S. Kharkov
STRONG CONVERGENCE OF THE REGULARIZED OPERATOR
EXTRAPOLATION ALGORITHM FOR VARIATIONAL INEQUALITIES

Abstract. The article proposes and investigates a new algorithm for solving variational
inequalities in Hilbert spaces. The proposed iterative algorithm is regularized by the operator
extrapolation method using the Halpern scheme. In terms of the amount of computation
required for the iterative step, the algorithm has an advantage over the Korpelevich
extragradient method and the method of extrapolation from the past. For variational inequalities
with monotone, Lipschitz continuous operators acting in Hilbert space, a theorem on the strong
convergence of the method is proved.

Keywords: variational inequality, saddle point problem, monotone operator, operator
extrapolation method, Halpern method, regularization, strong convergence.
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