
188 ISSN 0130–9420. Мат. методи та фіз.-мех. поля. 2022. – 65, № 3-4. – С. 188-197.  

УДК 539.3 
 
О. М. Вовк * 
 
ТЕПЛОВИЙ СТАН ДВОХ КОНТАКТУЮЧИХ ТЕРМОЧУТЛИВИХ 
ШАРІВ ЗА СКЛАДНОГО ТЕПЛООБМІНУ 
 

Розв’язано нестаціонарну задачу теплопровідності для двох контактуючих 
термочутливих шарів за умов складного теплообміну із зовнішнім середови-
щем. Розв’язок отримано з використанням аналітично-числовий підходу, що 
ґрунтується на застосуванні варіанту методу послідовних наближень, ліне-
аризувальних параметрів, інтегрального перетворення Лапласа та його чис-
лового обернення за допомогою адаптованої до задач теплопровідності фор-
мули Пруднікова. Досліджено тепловий стан такої термочутливої кусково-
однорідної структури за різних комбінацій крайових умов на її поверхнях. 

Ключові слова: нелінійна задача теплопровідності, термочутливі шари, метод 
лінеаризувальних параметрів, адаптована формула Пруднікова, метод послі-
довних наближень. 

 
 Дослідження міцності та надійності контактуючих термочутливих еле-
ментів конструкцій є актуальними в багатьох галузях техніки та промисло-
вості. Адекватний математичний опис процесів теплопереносу в таких тілах 
з урахуванням температурної залежності матеріалів, складного теплообмі-
ну із зовнішнім середовищем та інших чинників приводить до нелінійних 
задач термопружності. Для їх розв’язування переважно користуються чис-
ловими або аналітично-числовими підходами. Як засвідчує огляд сучасних 
досліджень, найбільше застосовують підходи, що ґрунтуються на викорис-
танні методів граничних [15, 18] і скінченних [5, 6] елементів або їхніх ком-
бінацій [4, 13], теорії узагальнених функцій [8, 14], функцій Ґріна [12] та 
інших методів [3, 17]. Кожен з них має як переваги, так і недоліки, що 
зумовлює розвиток наявних і пошук нових підходів до розв’язування такого 
класу задач.  

Робота є продовженням досліджень щодо застосування аналітично-чис-
лового підходу до нелінійних задач теплопровідності для контактуючих 
термочутливих тіл, який ґрунтується на використанні методів лінеаризу-
вальних параметрів і послідовних наближень для лінеаризації вихідної 
задачі, а також адаптованої формули Пруднікова для числового обернення 
перетворення Лапласа. Алгоритм цього підходу та ефективність його засто-
сування при визначенні теплового та термонапруженого станів контактую-
чих термочутливих тіл наведено, зокрема, у працях [1, 2]. 

У цій статті розв’язано нелінійну задачу теплопровідності для термо-
чутливих контактуючих шарів за складного теплообміну. Особливістю роз-
глянутої задачі є врахування нелінійності, отриманої з крайової умови 
другого роду, тобто нелінійними у вихідній задачі є як рівняння тепло-
провідності, так і умови конвективно-променевого теплообміну з оточую-
чими середовищами через поверхні шарів. Перевірку достовірності отри-
маних результатів проведено для часткових випадків, коли на поверхнях 
шарів задано сталі температури. Досліджено розподіли температур шарів, 
виготовлених із титанового сплаву та окису цирконію за різних комбінацій 
крайових умов.  

1. Формулювання задачі теплопровідності. Визначимо нестаціонарні 
температурні поля 1t , 2t  ідеально контактуючих термочутливих шарів 

10 z z< <  і 2 0z z− < <  за однакового початкового розподілу температури 

pt  та складного теплообміну із середовищами сталих температур c1t  та c2t  

відповідно.  
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За таких умов нестаціонарні температурні поля шарів визначаємо з 
рівнянь теплопровідності  

 (1) (1)1 1
1 1 1( ) ( ) ,        0t v

t t
t c t z z

z z
∂ ∂∂  λ = < < ∂ ∂ ∂τ 

, 

 (2) (2)2 2
2 2 2( ) ( ) ,      0t v

t t
t c t z z

z z
∂ ∂∂  λ = − < < ∂ ∂ ∂τ 

, (1) 

за початкових умов 
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крайових умов 
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і контактних умов 

 (2) (1)2 1
1 2 2 10 0

0

,        ( ) ( ) 0t tz z
z

t t
t t t t

z z= =
=

∂ ∂ = λ − λ = ∂ ∂ 
,  (5) 

де jα  – коефіцієнт теплообміну і jε  – ступінь чорноти поверхні j -го шару; 

( ) ( )j
t jtλ , ( ) ( )j

v jc t  – коефіцієнти теплопровідності та об’ємні теплоємності ма-

теріалів шарів, 1,2j = ; σ  – стала Стефана–Больцмана. 

2. Побудова розв’язку задачі теплопровідності. Згідно з алгоритмом 
запропонованого та апробованого в роботах [1, 2] аналітично-числового під-
ходу, розв’язування задачі теплопровідності складається з таких кроків. 

1°. Зведення вихідної задачі до безрозмірного вигляду. Для цього виби-
раємо відлікове значення температури 0t , характерний розмір 1z  (товщина 

верхнього шару), вводимо безрозмірні температури 
0

j
j

t
T

t
= , координату 

1

zz
z

=  і записуємо характеристики матеріалів у вигляді 0( ) ( )t T∗χ = χ χ , де 

0χ  – розмірна її складова, а ( )T∗χ  – безрозмірна функція, що описує ха-

рактер зміни відповідної характеристики від безрозмірної температури. В 
результаті введення безрозмірних величин задача (1)–(5) набуде вигляду 

 (1) (1)1 1
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=
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2°. Лінеаризація задачі. Проводимо лінеаризацію в два етапи: спочатку 
застосовуємо перетворення Кірхгофа, а потім до отриманої задачі відносно 
змінних Кірхгофа – метод послідовних наближень і метод лінеаризуваль-
них параметрів. 

Отже, застосуємо до задачі (6)–(10) інтегральне перетворення Кірхгофа 

 ( ) ( ) ,        1,2
j

p

T

j
j t

T

T dT j∗θ = λ =∫ . (11) 

Внаслідок цього отримаємо таку частково лінеаризовану крайову зада-
чу стосовно змінних jθ : 

 
2
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z
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, (16) 

де ( ) ( )*( ) ( ) ( )j j
j j j v j j t j ja T c T T∗ ∗θ = θ λ θ( ) ( ) ( )/ , 1,2j = . 

Зауважимо, що у випадку матеріалів з простою нелінійністю, коли від-
ношення залежних від температури теплових характеристик матеріалів є 
сталою величиною, рівняння (12) лінеаризувались би повністю, а для лі-
неаризації крайових умов (14), (15) довелось би ввести три лінеаризувальні 
параметри. Використання запропонованого в працях [9, 10] варіанта методу 
послідовних наближень дозволяє лінеаризувати рівняння (12), крайові умо-
ви (14), (15) і зменшити кількість лінеаризувальних параметрів до одного, 
ввівши його в першій з умов (16), записавши її у вигляді 

 1 20 0
(1 )

z z= =θ = + θæ , 

де æ  – невідомий лінеаризувальний параметр.  
Запропонований варіант методу послідовних наближень полягає у роз-

в’язуванні з наперед заданою точністю послідовності лінійних крайових за-
дач з уточненими на попередніх кроках деякими величинами.  

За m -те, 1,2,m = … , наближення розв’язку виберемо розв’язок такої 
лінійної задачі спряження: 
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 За початкове наближення вибираємо розв’язок задачі відносно змінних 

Кірхгофа, коли (1)
1 1K = , (2)

1 aK K= , 1,1 1Bi Bi= , 2,1 2Bi Bi=  (тобто враховуємо 

лише конвективний теплообмін).  
3°. Застосування інтегрального перетворенням Лапласа за часом. За-

стосувавши до лінеаризованої задачі (17)–(21) перетворення ,j mθ =%  

0
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Загальний розв’язок рівнянь (22) має вигляд 

 
( ) ( )

1 1
, 1, 2,

2

1, 0 1,
,     

2, 0.

j j
m mz sK z sKj j

j m m m
z

C e C e j
z z

− −− < <θ = + =  − < <
%  (26) 

 Підставивши (26) у крайові умови (23)–(25), отримаємо систему рівнянь 
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звідки отримуємо для них такі вирази: 
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4°. Чисельно-аналітичне обернення перетворення Лапласа за форму-
лою Пруднікова. За отриманими трансформантами оригінали змінних Кірх-
гофа визначаємо за адаптованою до розглядуваного класу задач формулою 
Пруднікова [1, 7, 16]. 

5°. Обчислення температури. За відомими змінними Кірхгофа для 
конкретних залежностей коефіцієнтів теплопровідності від температури 
оберненням перетворення Кірхгофа визначаємо температуру в шарах. Коли 

коефіцієнти теплопровідності лінійно залежать від температури ( ( ) ( )j
t jT∗λ =  

p1 ( )j jk T T= + − ), формули для обчислення просторово-часових розподілів 

температур у шарах мають вигляд 

 1
, , p(Fo, , ) 1 2 (Fo, , ) 1j m j j j mT z k k z T−  = + θ − + 

 
æ æ , constjk = . 

6°. Визначення невідомого лінеаризувального параметра æ . Параметр 
æ  визначаємо з умови рівності температур на межі контакту:  

 1, 2, 0
( ) ( ) 0m m z

T T
=

− =[ ]æ æ . 

Отримане нелінійне алгебричне рівняння розв’язуємо чисельно ітераційним 
методом Ньютона: 

 1
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1

( )
,       1,2, ,       0
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m n

n n
m n

F
n

F
−

−
−

= − = =′ …
æ
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æ
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де 

 1, 2, 1, 2,0 0
( ) ,       ( )m m m m m mz z

F T T F T T
= =

′ ′ ′= − = −[ ] [ ]æ æ . 

3. Числові дослідження. Для досліджень за матеріали шарів вибрано 
титановий сплав та окис цирконію, теплофізичні характеристики яких на-
ведено в праці [19], а їх подання у вигляді добутку розмірної величини на 
безрозмірну функцію – в роботі [11]. Зауважимо, що температурні залеж-
ності зазначених характеристик відповідають температурному діапазону 
300÷1100 K.  

Перевірку достовірності отриманих результатів проведено в частково-
му випадку, коли на поверхнях шарів задано сталі температури. Результа-
ти порівняння отриманих наближених розв’язків із заданими на поверхнях 
значеннями температур за оптимально вибраних параметрів l , c  (див. [2, 
7, 16]) наведено в табл. 1, табл. 2. У цьому випадку сталі інтегрування, 
отримані з відповідних крайових умов, мають вигляд 
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де  
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.  

Результати обчислень, подані в табл. 1, виконано для різних моментів 
часу Fo  за безрозмірних значень температури 1 1cT =  на верхній межі, 

1z = , та c2 0.5T =  – на нижній, 2z z= − , а в табл. 2 – для значень c1 0.8T = , 

c2 0.3T = , відповідно. Зауважимо, що вплив вибору параметрів l , c  (у фор-
мулах обернення перетворення Лапласа) проаналізовано в працях [2, 7, 16], 
а для розглянутої тут задачі розбіжностей з отриманими там результатами 
не виявлено. Максимальна похибка між отриманими наближеними значен-
нями температури і заданими на поверхнях не перевищує 1%. 

 Таблиця 1 
Fo  0.05 0.1 0.2 0.3 0.5 1. 1.5 

ap
1T  0.9876 0.9888 0.9894 1.001 0.9975 0.9939 1.005 
ap
2T  0.497 0.498 0.499 0.4975 0.502 0.4986 0.504 

 Таблиця 2 
Fo  0.05 0.1 0.2 0.3 0.5 1. 1.5 

ap
1T  0.7984 0.7991 0.8002 0.7987 0.7992 0.8001 0.7995 
ap
2T  0.298 0.299 0.2976 0.2979 0.3004 0.3001 0.2989 

Обчислення температурних полів виконано для випадку, коли шар 
0 1z< <  виготовлено з окису цирконію, а шар 2 0z z− < <  – з титанового 
сплаву. Розподіли температури у шарах за різних комбінацій крайових 
умов (критеріїв Біо і Старка) наведено на рис. 1 та рис. 2.  

На рис. 1 зображено графіки залежностей від координати z  розподілів 
температури T  у шарах в різні моменти часу за складного теплообміну че-
рез обидві поверхні. Кривій 1 відповідають такі значення: 1 2Bi Bi 0.1= = , 

1 2Sk Sk 0= = , Fo 0.1= ; кривій 2 – значення 1 2Bi 0.5, Bi 0.2= = , 1 2Sk Sk= =  

0= , Fo 0.1= ; кривим 3–5 – значення 1 2Bi 0.5, Bi 0.2= = , 1Sk 0.1= , 2Sk =  

0.2=  у моменти часу Fo 0.1, 0.3, 0.4=  відповідно.  

  

 Рис. 1 Рис. 2 
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На рис. 2 зображено графіки залежності температури від координати 
z , коли на межі 1z =  задано сталу температуру, а через поверхню 

2z z= −  відбувається складний теплообмін з середовищем за різних ком-
бінацій критеріїв Біо та Старка. Криві 1–4 відповідають таким значенням: 
1 – 2Bi 0.1= , 2Sk 0= , Fo 0.1= ; 2 – 2Bi 0.1= , 2Sk 0.1= , Fo 0.1= ; 3 – 2Bi =  

0.4= , 2Sk 0.2= , Fo 0.1= ; 4 – 2Bi 0.1= , 2Sk 0.1= , Fo 0.4= .  
Зазначимо, що при проведенні числових досліджень зафіксовано швид-

ку збіжність ітераційного процесу, при цьому максимальна кількість ітера-
цій не перевищувала 45M =  і спостерігалася на поверхнях розглянутої 
кусково-однорідної структури при 1z =  та 2z z= − . Отримані результати 
відповідають фізично очікуваним: розподіли температур у шарах залежать 
від значень відповідних критеріїв Біо та Старка, заданих на кожній з по-
верхонь. За однакових значень цих критеріїв і однакової температури зов-
нішнього середовища ( 1 2c cT T= ) швидкість прогрівання шарів залежить від 

коефіцієнтів теплопровідності матеріалів. Шар 2 0z z− < < , виготовлений з 
титанового сплаву з більшим коефіцієнтом теплопровідності, прогрівається 
швидше, ніж шар 0 1z< < , виготовлений з окису цирконію (крива 4 на 
рис. 1). 

Висновки. Апробований на низці задач теплопровідності для напівбез-
межних термочутливих кусково-однорідних тіл аналітично-числовий підхід 
поширено на аналогічні задачі для обмежених тіл. Застосування варіанта 
методу послідовних наближень і лінеаризувальних параметрів дозволило 
лінеаризувати вихідну задачу та розв’язати її з використанням перетво-
рення Лапласа та його обернення за адаптованою формулою Пруднікова. 
Достовірність отриманих наближених розв’язків перевірено для часткових 
випадків, коли на одній або двох поверхнях задано сталі розподіли темпе-
ратури.  

Досліджено залежність розподілу температури від товщинної коорди-
нати для кусково-однорідної структури, виготовленої з титанового сплаву 
та окису цирконію, за різних комбінацій крайових умов на її поверхнях у 
різні моменти часу. Числові дослідження підтвердили ефективність засто-
сування запропонованого підходу до нелінійних задач теплопровідності 
контактуючих термочутливих тіл. Надалі отримані результати будуть 
використані для дослідження термопружного стану таких кусково-однорід-
них структур. 
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THERMAL STATE OF TWO CONTACTING THERMOSENSITIVE LAYERS 
UNDER COMPLEX HEAT EXCHANGE  
 
The nonstationary problem of heat conduction for two contacting thermosensitive layers 
under the conditions of complex heat exchange with the ambient medium is solved. The 
solution is obtained using an analytical-numerical approach based on the application of 
a variant of the method of successive approximations, linearizing parameters, the 
Laplace integral transformation and its numerical inversion using the Prudnikov for-
mula adapted to heat conduction problems. The thermal state of such a thermosensitive 
piecewise-homogeneous structure under various combinations of boundary conditions on 
its surfaces is investigated. 

Key words: nonlinear heat conduction problem, thermosensitive layers, method of line-
arizing parameters, adapted Prudnikov formula, method of successive approxi-
mations. 
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