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МЕТОД РОЗВ’ЯЗАННЯ ГЕОМЕТРИЧНО НЕЛІНІЙНИХ ЗАДАЧ ЗГИНУ 
ПЛАСТИН СКЛАДНОЇ ФОРМИ 
 

Розроблено новий чисельно-аналітичний метод розв’язування геометрично 
нелінійних задач згину пластин складної форми. Постановку задачі виконано 
у рамках уточненої теорії вищого порядку, що враховує квадратичний закон 
розподілу поперечних дотичних напружень по товщині. Для лінеаризації не-
лінійної задачі використано метод неперервного продовження за парамет-
ром. Для варіаційної постановки лінеаризованої задачі побудовано функціонал 
у формі Лаґранжа, заданий на кінематично можливих швидкостях перемі-
щень і функцій зсуву. Для знаходження основних невідомих задачі нелінійного 
згину пластини сформульовано задачу Коші для системи звичайних диферен-
ціальних рівнянь. Задачу Коші розв’язано методом Рунґе – Кутта – Мер-
сона з автоматичним вибором кроку. Праві частини диференціальних рів-
нянь при фіксованих значеннях параметра навантаження, які відповідають 
схемі Рунґе – Кутта – Мерсона, знайдено із розв’язку варіаційної задачі для 
функціонала Лаґранжа. Варіаційні задачі розв’язано методом Рітца у по-
єднанні з методом R -функцій. Розв’язано тестові задачі для жорстко за-
кріпленої та шарнірно опертої пластин, що знаходяться під дією рівномір-
но розподіленого навантаження різної інтенсивності. Розв’язано задачу згину 
пластини складної форми. Досліджено вплив геометричної форми на напру-
жено-деформований стан.  

Ключові слова: гнучка пластина, геометрична нелінійність, уточнена теорія, 
складна форма, метод R-функцій. 

 
Вступ. Пластини як конструктивні елементи, широко використовують-

ся в аерокосмічній техніці, машинобудуванні, енергетиці, хімічній промис-
ловості та інших галузях. Теорії і методи розрахунку напружено-деформо-
ваного стану пластин, зокрема у геометрично нелінійній постановці, широко 
представлені в літературі та продовжують розвиватися. Достатньо повний 
огляд методів розв’язання лінійних і нелінійних задач теорії пластин і обо-
лонок представлений, наприклад, у роботах [6, 7, 10]. Для формулювання 
вихідної задачі використовуються як класична геометрично нелінійна по-
становка [4], так і уточнені постановки: теорія зсуву першого порядку 
(First-order shear deformation theory (FSDT)) [6, 15] та різноманітні уточнені 
теорії вищих порядків (High-order shear deformation theory (HSDT)) [1, 10, 
13, 14, 18] Теорія зсуву першого порядку має недоліки, пов’язані з припу-
щенням про незмінність деформації зсуву за товщиною. Уточнені теорії 
вищих порядків забезпечують збільшення точності обчислення напружень, 
але за рахунок збільшення обчислювальних затрат. Найчастіше в дослід-
женнях розглядають пластини канонічної геометричної форми. За певних 
умов навантаження та закріплення іноді можна одержати розв’язок кра-
йової задачі в аналітичному вигляді. Але, якщо пластина має складну 
геометричну форму, то аналітично розв’язати крайову задачу не вдається. 
У цьому випадку необхідно використовувати універсальні методи, що до-
зволяють знаходити наближений розв’язок в областях складної форми, 
наприклад, метод скінченних елементів [2, 12, 16], метод R -функцій [9, 14], 
метод «занурення» [17] та ін. Аналіз наявної літератури показав, що кіль-
кість робіт, присвячених дослідженню геометрично нелінійного деформу-
вання пластин складної форми є досить обмеженою, і на сьогодні продов-
жується пошук ефективних методів лінеаризації і розв’язання таких задач. 
 Метою цієї роботи є розробка чисельно-аналітичного методу дослід-
ження геометрично нелінійного деформування пластин складної форми, що 

                                           
* snsklepus@ukr.net 



199 

fбазується на використанні уточненої теорії та методу R -функцій. 
 1. Постановка задачі і метод розв’язування. Розглянемо в прямокут-
ній декартовій системі координат 1 2Ox x z  ізотропну пластину товщини h  

довільної форми Ω , що знаходиться під дією поперечного навантаження ін-

тенсивності 1 2( , )z zq q x x∗ ∗= .  

Для постановки задачі будемо використовувати уточнену теорію вищо-
го порядку, яка враховує нелінійний розподіл поперечних дотичних напру-
жень за товщиною [1, 10]. Поперечними нормальними напруженнями 33σ  

будемо нехтувати. Також вважаємо, що переміщення 3v  уздовж осі Oz  не 
залежить від координати z . Основні гіпотези уточненої теорії такі [1, 10]: 

 3 3 1 2 332 ( ) ( , ),      1,2,      0i i iG Gf z x x i′σ = ε = ψ = σ = , 

 33 3,3 3 1 2 1 20,       ( , , ) ( , )v v x x z w x xε = = = . 

Тут 1 2( , )i x xψ  – шукані функції зсуву; ( )f z  – функція розподілу попереч-
них дотичних напружень, яка у випадку співпадіння координатної поверхні 
пластини із серединною, має вигляд [1, 10]: 

 3 24( )
3

f z z z h= − / . 

Переміщення точок пластини вздовж осей 1Ox , 2Ox  визначаються за 
формулами [1, 10] 

 1 2 ,( , , ) ,      1,2i i iv x x z u zw f i= − + ψ =i , 

де 1 1 2( , )u x x , 2 1 2( , )u x x , 1 2( , )w x x  – переміщення точок координатної по-

верхні пластини вдовж осей 1Ox , 2Ox , Oz  відповідно. 

 Якщо стріла прогину співмірна з товщиною пластини, max 0.25w h≥ , то 
для постановки задачі необхідно використовувати геометрично нелінійну 
теорію, яка враховує великі прогини. Вважаємо, що переміщення 1u , 2u  є 
набагато меншими, ніж прогини w . У цьому випадку деформації обчислює-
мо через переміщення за такими нелінійними співвідношеннями [1, 10]: 

 2 2
11 1,1 ,1 ,11 1,1 22 2,2 ,22 ,2 2,20.5 ,      0.5u w zw f u w zw fε = + − + ψ ε = + − + ψ , 

 12 12 1,2 2,1 ,1 ,2 ,12 1,2 2,12 2u u w w zw fγ = ε = + + − + ψ + ψ( ) , 

 3 32i i if′γ = ε = ψ . (1) 

Напруження і деформації пов’язані між собою законом Гука: 

 11 11 22 22 22 112 2
( ),      ( )

1 1
E Eσ = ε + νε σ = ε + νε

− ν − ν
, 

 ,       , 1, 2, 3,    ij ijG i j i jσ = γ = ≠ . (2) 

Тут E , ν  – модуль Юнга та коефіцієнт Пуассона матеріалу пластини, 

2(1 )
EG =
+ ν

 – модуль зсуву. 

 Для лінеаризації і постановки задачі геометрично нелінійного згину 
пластин будемо використовувати метод продовження розв’язку за парамет-
ром [5]. У розглядуваному випадку природно пов’язати цей параметр із 
зовнішнім навантаженням. Введемо до розгляду зростаючий параметр 

0 ,t t t∗∈ [ ] , що характеризує процес навантаження. Тут 0t  є значенням па-

раметра, при якому прогини пластини будуть малими, відповідно, задача 
деформування буде геометрично лінійною, а значення t∗  відповідає задано-
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му рівню навантаження ( )z zq t q∗
∗ = . Для зовнішнього навантаження прийме-

мо лінійний закон: 

 0 1( )z z zq t q tq= + , (3) 

де 0,t t∗∈ [ ] . 
 Оскільки розв’язується пружна задача, то кінцевий результат не зале-
жить від шляху навантаження і можуть бути прийняті інші закони. 
 Продиференціювавши співвідношення (1) за параметром t , отримаємо 
формули, що пов’язують похідні деформацій і переміщень: 

 11 1,1 ,1 ,1 ,11 1,1 22 2,2 ,2 ,2 ,22 2,2,     u w w zw f u w w zw fε = + − + ψ ε = + − + ψ& & & && & & & & & , 

 12 12 1,2 2,1 ,1 ,2 ,2 ,1 ,12 1,2 2,12 2u u w w w w zw fγ = ε = + + + − + ψ + ψ& & & && & & & & ( ) , 

 3 32 ,        1,2i i if i′γ = ε = ψ =& & & . (4) 

Тут крапка над символами позначає повну похідну функції 
( )d
dt

⋅
 за аргу-

ментом t . Далі, по тексту статті, похідні за t  будемо називати швидкостя-
ми. Якщо вважати кути повороту ,iw  заданими функціями, то співвідно-

шення (4) є лінійними.  
 Продиференціювавши закон Гука (2) за t  і врахувавши (4), для швид-
костей напружень запишемо 

 11 1,1 2,2 ,1 ,1 ,2 ,2 ,11 ,2221
E u u w w w w z w wσ = + ν + + ν − + ν +

− ν
& & & & & & &( )[  

 1,1 2,2f+ ψ + νψ& &( )] , 

 22 2,2 1,1 ,2 ,2 ,1 ,1 ,22 ,1121
E u u w w w w z w wσ = + ν + + ν − + ν +

− ν
& & & & & & &( )[  

 2,2 1,1f+ ψ + νψ& &( )] , 

 12 1,2 2,1 ,1 ,2 ,2 ,1 ,12 1,2 2,12G u u w w w w zw fσ = + + + − + ψ + ψ& && & & & & & ( )[ ], 

 3      1,2i iGf , i′σ = ψ =&& . (5) 

 Для варіаційної постановки задачі використаємо принцип віртуальної 
роботи для квазістатичних задач [3]. Відповідний функціонал у формі 
Лаґранжа, записаний відносно кінематично можливих швидкостей перемі-
щень для тривимірного тіла, має вигляд [3] 

 , ,( ) 0.5 ,    , , , 1,2, 3

p

i k k ij k i k j i i
V S

L v v v dV Pv dS i j k= σ ε + σ − =∫∫∫ ∫∫ &&& & & & &l l l( ) , (6) 

 Вважаючи, що 2
, 1iv w& &∼ =i, j , і нехтуючи членами вищого порядку ма-

лості у виразі (6), для гнучкої пластини можемо записати 

 2 2
11 ,1 22 ,2 12 ,1 ,2 1 2

( )

0.5 2k k
h

L w w w w dx dx dz
Ω

= σ ε + σ + σ + σ −∫∫ ∫ && & & & &( )l l  

 1 2zq w dx dx
Ω

− ∫∫ & & . (7) 

 Підставивши (4), (5) у (7) та проінтегрувавши за координатою z , отри-
маємо функціонал у формі Лаґранжа для лінеаризованої задачі згину 
гнучкої пластини: 

 lin nonL L L= + , (8) 
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де lin 1 2 1 2( , , , , )L u u w ψ ψ& && & & , non 1 2 1 2( , , , , )L u u w ψ ψ& && &  – «лінійна» та «нелінійна» 
частини функціонала, які визначаються такими формулами: 

 2 2 2
lin 1 1,1 2,2 2 1,1 2,2 3 1,2 2,10.5 2L A u u A u u A u u

Ω

= + + + + −∫∫ & & & & & &( ) ( )[  

 1 1,1 ,11 2,2 ,22 2 1,1 ,22 2,2 ,112 2B u w u w B u w u w− + − + −& & & & & & & &( ) ( )  

 2 2
3 ,12 1,2 2,1 1 ,11 ,22 2 ,11 ,222 2B w u u D w w D w w− + + + + +& & & & & & &( ) ( )  

 2
3 ,12 1 1,1 1,1 2,2 2,22D w F u u+ + ψ + ψ +& && & &( )  

 2 1,1 2,2 2,2 1,1 3 1,2 2,1 1,2 2,12 2F u u F u u+ ψ + ψ + + ψ + ψ −& & & && & & &( ) ( )( )  

 4 ,11 1,1 ,22 2,2 5 ,11 2,2 ,22 1,12 2F w w F w w− ψ + ψ − ψ + ψ −& & & && & & &( ) ( )  

 6 ,12 1,2 2,12F w− ψ + ψ +& && ( ) 2 2
7 1,1 2,2 8 1,1 2,22F F+ ψ + ψ + ψ ψ +& & & &( )  

 2 2 2
9 1,2 2,1 10 1 2 1 2 1 2zF F dx dx q w dx dx

Ω

+ ψ + ψ + ψ + ψ − ∫∫& & & & & &( ) ( )] , 

  (9) 

 2 2 2 2
non 1 ,1 ,1 ,2 ,2 ,1 1,1 ,1 ,2 2,2 ,20.5 2 2L A w w w w w u w w u w

Ω

= + + + +∫∫ & & & & & &( ){  

 2 ,1 2,2 ,1 ,2 1,1 ,2 ,1 ,2 ,1 ,22A w u w w u w w w w w+ + + +& & & & & &( )  

 2 2 2 2
3 ,2 ,1 ,1 ,2 ,1 ,2 ,2 ,1 1,2 2,12( )( )A w w w w w w w w u u+ + + + + +& & & & & &[  

 ,1 ,2 ,1 ,2 1 ,1 ,1 ,11 ,2 ,2 ,222 2w w w w B w w w w w w+ − + −& & & & & &( )]  

 2 ,1 ,1 ,22 ,2 ,2 ,11 3 ,12 ,1 ,2 ,2 ,12 2B w w w w w w B w w w w w− + − + +& & & & & & &( ) ( )  

 1 ,1 ,1 1,1 ,2 ,2 2,2 2 ,1 ,1 2,22 2F w w w w F w w+ ψ + ψ + ψ +& & && & &( ) (  

 ,2 ,2 1,1 3 1,2 2,1 ,2 ,1 ,1 ,22 ( )w w F w w w w+ ψ + ψ + ψ + +& & && & &) ( )  

 2 2
11 ,1 22 ,2 12 ,1 ,2 1 22f w f w f w w dx dx+ + +& & & & } , (10) 

де Ω  – область, у якій відшукується наближений розв’язок задачі; 

 1 2 1 3 1 2 12 2
( ) ( ) ( )

,  ,  ,  ,  
1 1h h h

E EzA dz A A A G dz B dz B B= = ν = = = ν
− ν − ν∫ ∫ ∫ , 

 
2

2
3 1 2 1 32

( ) ( ) ( )

2 ,       ,    4
1h h h

EzB Gz dz D dz D D D Gz dz= = = ν =
− ν∫ ∫ ∫, , 

 1 2 1 3 4 5 42 2
( ) ( ) ( )

,   ,   ,   ,   
1 1h h h

Ef Efz
F dz F F F Gf dz F dz F F= = ν = = = ν

− ν − ν∫ ∫ ∫ , 

 
2

2
6 7 8 7 92

( ) ( ) ( )

2 ,   ,   ,   
1h h h

Ef
F Gfz dz F dz F F F Gf dz= = = ν =

− ν∫ ∫ ∫ , 

 2
10 11 11 12 12 22 22

( ) ( ) ( ) ( )

,   ,   ,   
h h h h

F Gf dz f dz f dz f dz′= = σ = σ = σ∫ ∫ ∫ ∫ . 
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 У формулі (10) повороти ,1w , ,2w  та «фіктивні» сили 11f , 22f , 12f  

вважаються заданими для кожного фіксованого значення параметра t  і не 
варіюються.  

Розв’язок варіаційного рівняння 0Lδ =  дає розподіл полів швидкостей 
переміщень і функцій зсуву для значень параметра 0t >  у будь-якій точці 
пластини. Основні невідомі задачі нелінійного згину пластини можуть бути 
знайдені шляхом інтегрування відповідних полів швидкостей як розв’язки 
задачі Коші за параметром t  для системи звичайних диференціальних 
рівнянь 

 ,1 ,21 2
1 2 ,1 ,2,     ,     ,     ,     

dw dwdu du dwu u w w w
dtdt dt dt dt

= = = = =& & & & & , 

 1 2
1 2,     

d d
dt dt
ψ ψ

= ψ = ψ& & , 

 11 22
1,1 ,1 ,1 ,11 1,1 2,2 ,2 ,2 ,22 2,2,   

d d
u w w zw f u w w zw f

dt dt
ε ε

= + − + ψ = + − + ψ& && & & & & & , 

 12
1,2 2,1 ,1 ,2 ,2 ,1 ,12 1,2 2,12

d
u u w w w w zw f

dt
γ

= + + + − + ψ + ψ& && & & & & ( ) , 

 13 23
1 2,      

d d
f f

dt dt
γ γ′ ′= ψ = ψ& & , 

 11
1,1 2,2 ,1 ,1 ,2 ,2 ,11 ,222

( )
1

d E u u w w w w z w w
dt
σ

= + ν + + ν − + ν +
− ν

& & & & & &[  

 1,1 2,2f+ ψ + νψ& &( )] , 

 22
2,2 1,1 2 ,2 ,1 ,1 ,22 ,112

, ( )
1

d E u u w w w w z w w
dt
σ

= + ν + + ν − + ν +
− ν

& & & & & &[  

 2,2 1,1f+ ψ + νψ& &( )] , 

 12
1,2 2,1 ,1 ,2 ,2 ,1 ,12 1,2 2,12

d
G u u w w w w zw f

dt
σ

= + + + − + ψ + ψ& && & & & & ( )[ ] , 

 13 23
1 2,      

d d
Gf Gf

dt dt
σ σ′ ′= ψ = ψ& & . (11) 

 Початкові умови для рівнянь (11) знаходимо із розв’язку задачі ліній-
ного деформування при 0(0)z zq q= . Для цього можна використовувати 

функціонал у формі (9), замінивши в ньому швидкості функцій самими 
функціями. 

Початкову задачу для системи рівнянь (11) будемо розв’язувати мето-
дом Рунґе – Кутта – Мерсона (РКМ) з автоматичним вибором кроку [8]. 
Праві частини рівнянь при фіксованих значеннях 0t ≠ , що відповідають 
схемі РКМ, знаходимо із розв’язку варіаційної задачі для функціонала (8). 
Варіаційні задачі будемо розв’язувати методом Рітца у поєднанні із мето-
дом R -функцій [11]. Метод R -функцій дозволяє точно врахувати геомет-
ричну інформацію про крайову задачу і подати наближений розв’язок у 
вигляді формули – структури розв’язку, яка точно задовольняє всі гранич-
ні умови (загальна структура) або частину (часткова структура). Структура 
розв’язку є основою для побудови систем координатних функцій варіацій-
них методів. 

2. Числові результати. Як тестовий приклад розглянемо згин квадрат-
ної жорстко закріпленої пластини [19]. Пластина знаходиться під дією рів-
номірно розподіленого навантаження. Геометричні розміри пластини є таки-
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ми: довжина сторони 2 7.62a = м, товщина 0.0762h = м. Пружні характе-

ристики матеріалу: 52.1 10E = ⋅ МПа, 0.316ν = .  
Граничні умови для жорсткого закріплення мають вигляд 

 , 1 2 1 20,     0,     0,     0,     0,     0nw w u u= = = = ψ = ψ =& && & & & , 

а відповідна структура розв’язку: 

 2
1 1 2 2 3 1 4 5 5,     ,     ,     ,     w u u= ω Φ = ωΦ = ωΦ ψ = ωΦ ψ = ωΦ& && & & . 

Тут iΦ , 1, ,5i = … , – невизначені компоненти структури розв’язку; функ-

ція 1 2( , )x xω = ω  будується за допомогою теорії R -функцій і задовольняє 

умови 0ω = , , 1nω = −  на межі ∂Ω , 0ω >  всередині Ω  ( n  – зовнішня нор-

маль до контуру ∂Ω ). Вимога нормалізованості функції ω  до першого по-
рядку ,( 1)nω = −  у деяких випадках не є обов’язковою. 

 У випадку квадратної пластини функція ω  має вигляд 

 1 0 2ω = ω ∧ ω , 

де 2 2
1 2

1
2

a x
a

ω = −( ) , 2 2
2 1

1
2

a x
a

ω = −( ) , а символ 0∧  позначає R -кон’юнкцію 

[11]: 2 2
1 0 2 1 2 1 2ω ∧ ω = ω + ω − ω + ω . 

При чисельній реалізації невизначені компоненти структури розв’язку 

подавали у вигляді скінченних рядів ( ) ( )
1 2 1 2( , , ) ( ) ( , )i

n n
n

x x t C t x xΦ = ϕ∑ i
i , де 

( ) ( )i
nC t  – невизначені коефіцієнти, які на кожному кроці знаходимо методом 

Рітца; t – фіксоване значення параметра навантаження; ( )i
nϕ{ }  – системи 

лінійно незалежних функцій. Тут як ( )i
nϕ{ }  використовували степеневі полі-

номи вигляду 1 2
kx xl . 

На рис. 1 показано графіки безрозмірних прогинів ww
h

=  в центрі 

пластини в залежності від значення безрозмірного навантаження 
4

4

16 zq a
q

Eh
= . Трикутним маркером позначено результати, отримані в роботі 

[19] методом радіальних базисних функцій (Radial Point Interpolation 
Method, RPIM) у поєднанні з методом Ньютона – Рафсона, а суцільною 
лінією – методом R -функцій.  

 

Рис. 1 

У табл. 1 наведено результати розрахунку нормальних безрозмірних 
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напружень 
2

11
11 2

4 a

Eh

σ
σ =  у центрі на нижній поверхні пластини ( 0.5z h= ), 

отримані за допомогою RPIM [19], та методу R -функцій (RFM). У формулі 

(3) приймали 2
0 1 10z zq q −= = МПа.  

Таблиця 1. Безрозмірні напруження 11σ  у центрі пластини. 

q  11σ , 
RPIM [19] 

11σ , 
RFM 

17.8 2.630 2.575 
38.3 5.454 5.371 
63.4 8.269 8.220 
95.0 11.023 11.030 

134.9 13.731 13.710 
184.0 16.392 16.333 
245.0 19.114 19.124 
318.0 21.878 21.866 
402.0 24.658 24.607 

Як наступний тестовий приклад розглянемо задачу про згин квадрат-
ної шарнірно опертої пластини під дією рівномірно розподіленого наванта-
ження [19]. Довжина сторони 2 0.2a = м, товщина пластини 0.01h = м. 

Пружні характеристики матеріалу: 53.202 10E = ⋅ МПа, 0.26ν = .  
Кінематичні граничні умови для швидкостей переміщень та функцій 

зсуву мають вигляд 

 0,      0,      0w uτ τ= = ψ =&& & , (12) 

де  

2 1 1 2u u n u nτ = −& & & , 2 1 1 2n nτψ = ψ − ψ& & & ,  

1 2,n n  – напрямні косинуси нормалі n  до контуру пластини ∂Ω . 
 Структуру розв’язку, що задовольняє умови (12), можемо записати 
так: 

 1 1 ,1 2 3 2 ,1 2 4,      ,      w u u= ωΦ = ω Φ + ωΦ = ω Φ + ωΦ& & & , 

 1 ,1 5 6 2 ,1 5 7,       ψ = ω Φ + ωΦ ψ = ω Φ + ωΦ& & . 

На рис. 2 наведено графіки залежності безрозмірних прогинів w  в 
центрі пластини від безрозмірного навантаження q . Суцільними лініями 

позначено результати, отримані методом R -функцій, а трикутними марке-
рами – за допомогою RPIM. На рис. 3 зображено розподіл безрозмірних 

дотичних напружень 13
13

2 z

h

a q∗

σ
σ =  по товщині на краю пластини, в точці 

( , 0)a  при 1zq∗ = − МПа. Штрихові лінії відповідають результатам, отрима-

ним за допомогою RPIM, а суцільні лінії – методом R -функцій. У формулі 
(3) для зовнішнього навантаження приймали 0 1 0.5z zq q= = МПа.  

Початковий крок та похибку обчислень у методі РКМ в обох тестових 

прикладах відповідно задавали такими: 3
0 10t −∆ = , 310−ε = . 

Наведені вище результати розв’язання тестових задач засвідчують, що 
метод, запропонований у статті, забезпечує близьке співпадіння з резуль-
татами, отриманими іншими методами. 
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 Рис. 2 Рис. 3 

Далі розглянемо згин квадратної пластини та пластини з еліптичними 
вирізами (рис. 4), які знаходяться під дією рівномірно розподіленого наван-
таження. Геометричні розміри пластин: м0.1a = , м0.05b = , м0.075с = , 

м0.01h = . Пружні константи такі самі, як у попередньому тестовому при-

кладі: 53.202 10E = ⋅ МПа, 0.26ν = . 
 Приймаємо, що граничні умови на краях пластини відповідають неру-
хомому шарніру: 

 0,      0,      0,      0,      0n nw u uτ τ= = = ψ = ψ =& && & & , (13) 

де 1 1 2 2nu u n u n= +& & & , 1 1 2 2n n nψ = ψ + ψ& & & . 

 Структура розв’язку, що задовольняє умови (13), має вигляд 

 1 1 2 2 3 1 4 2 5,    ,    ,    ,    w u u= ωΦ = ωΦ = ωΦ ψ = ωΦ ψ = ωΦ& && & & . 

 Рівняння межі області, зображеної на рис. 4, можемо записати так: 

 1 0 2 0 3 0 4 0 5 0 6 0ω = ω ∧ ω ∧ ω ∧ ω ∧ ω ∧ ω =( ) ( ) ( )( ) . 

Тут 

 2 2 2 2
1 2 2 1

1 1,      
2 2

a x a x
a a

ω = − ω = −( ) ( ) , 

 
2 2 2 2
1 2 1 2

3 42 2 2 2
1 1

1,       1
x x a x x a

b b b b

− +
ω = + − ω = + −

( ) ( )
, 

 
2 2 2 2

1 2 1 2
5 62 2 2 2

1 1

1,       1
x a x x a x

b b b b

− +
ω = + − ω = + −

( ) ( )
, 

 1b a c= − . 

 

 Рис. 4 
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Результати розрахунків залежностей безрозмірних прогинів w  і нор-
мальних напружень 11σ  у центрі на нижній поверхні пластин від безроз-

мірного навантаження q  подано відповідно на рис. 5 і рис. 6. Суцільні криві 
відповідають пластині з вирізами, а штрихові – квадратній пластини.  

При обчисленнях приймали 0 1 0.5z zq q= = МПа, 3
0 10t −∆ = , 310−ε = . 

   
 Рис. 5 Рис. 6 

Як і очікувалося, бічні вирізи роблять пластину більш жорсткою, змен-
шуючи рівень прогинів і напружень. 

Висновки. Розроблено новий чисельно-аналітичний метод розв’язуван-
ня задач про згин гнучких пластин складної форми в рамках уточненої 
теорії вищого порядку. Метод базується на використанні методу R -функ-
цій і методу продовження за параметром. Розв’язано тестові задачі, показа-
но співпадіння із розв’язками, отриманими іншими методами. Розв’язано 
задачу про згин пластини складної форми. Досліджено вплив геометричної 
форми на напружено-деформований стан.  
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METHOD OF SOLVING GEOMETRICALLY NONLINEAR BENDING PROBLEMS  
OF COMPLEX SHAPE PLATES 
 
A new numerical analytical method for solving geometrically nonlinear problems of 
bending of plates with complex shape is developed. The formulation of the problem is 
performed within the framework of a refined theory of a higher order, which takes into 
account the quadratic law of the distribution of transverse tangential stresses along the 
thickness. The continuation method by parameter is used for linearizing the nonlinear 
problem. For the variational formulation of the linearized problem, a functional in the 
form of Lagrange is constructed, given on the kinematically possible rates of displace-
ments and rates of shear functions. To find the main unknowns of the problem of non-
linear plate bending, the Cauchy problem for the system of ordinary differential equ-
ations is formulated. The Cauchy problem is solved by the Runge – Kutta – Merson 
method with the automatic choice of step. The right-hand parts of the differential equ-
ations, at fixed values of the parameter of load corresponding to the Runge – Kutta –
 Merson scheme, are found from the solution of the variational problem for the Lag-
range functional. Variational problems are solved using the Ritz method in combination 
with the R -function method. Test problems for clamped and simply supported plates 
under the action of uniformly distributed load of different intensity are solved. The 
problem of bending of a plate with complex form are solved. The influence of the 
geometric shape on the stress-strain state is investigated. 

Keywords: flexible plate, geometric nonlinearity, refined theory, complex shape, R-
functions method. 
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