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УДК 517.95 
 
Г. П. Лопушанська1 *, О. М. М’яус2, О. В. Пасічник1 
 
ЗАДАЧА ПРО ВИЗНАЧЕННЯ ДЖЕРЕЛА З НЕВІДОМИМИ ФУНКЦІЯМИ У 
РІВНЯННІ ДРОБОВОЇ ДИФУЗІЇ  
 

Для рівняння дифузії з похідною Джрбашяна – Нерсесяна – Капуто дробово-
го порядку за часом встановлено достатні умови однозначної розв’язності 
оберненої задачі про визначення m  невідомих функцій із простору типу 
Шварца гладких швидко спадних на безмежності функцій при m  інтеграль-
них умовах перевизначення.  

Ключові слова: похідна дробового порядку, обернена задача, простори типу 
Шварца, інтегральні за часом умови перевизначення. 

 
Вступ. Рівняння з дробовими похідними за часом мають багато засто-

сувань у практичних задачах (див., наприклад, [7, 13]). Дослідження задачі 
Коші і крайових задач для таких рівнянь проведено в багатьох працях, 
зокрема в [5–8, 11–13, 15]. Задачам із похідними дробового порядку за 
просторовими змінними, зокрема, у просторах функцій типу Шварца [1], 
присвячено праці [2, 3]. Обернені задачі для рівнянь із невідомими у правих 
частинах вивчались у [4, 9, 10, 14, 15 та ін.]. 

У цій статті вивчаємо обернену задачу про визначення джерела з m  
невідомими функціями із простору типу Шварца (швидко спадних на без-
межності гладких функцій) у рівнянні дифузії з дробовою похідною 
Джрбашяна – Нерсесяна – Капуто.  

1. Допоміжні факти і формулювання задачі. Нехай ( ]0,nQ T= ×R , 

( )nS R  – простір швидко спадних на безмежності нескінченно диферен-

ційовних функцій (простір Шварца),  ( )nSγ R , 0γ > , – простір типу ( )nS R  

[1, с. 201]:  

 
1/

: (( ) ( ) ) ,a xn n nS v S D x xv C e
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R R R , 

де 1( , , )nα = α α…  – мультиіндекс, ( )C C vα α=  – деякі додатні сталі, ( )a a v= . 

Відомо [1, с. 202, с. 211], що ,( )
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Зауважимо, що 
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 ,( ) ,(, )( )           ( ), , 2,k a ap
n

k a k pv k vv Sγ+ ∀ ∈ ≥ ∈≤ N R . 

Послідовність ( )mv x  збігається при m → +∞  до нуля у просторі 

,( ) ( )n
aSγ R , якщо для кожного мультиіндекса α  послідовність ( )mD v xα  збі-

гається при m → +∞  до нуля рівномірно на довільному компакті x C≤ <  

< +∞  і норми 
,( )m k a

v  обмежені для всіх ,m k ∈ ¥ , 1k ≠ . Через f g∗  по-

значаємо згортку функцій f  і g . Будемо використовувати функцію fλ : 
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λ

+λ






θ λ >= Γ λ
λ ≤ ′

 

де ( )Γ λ  – ґамма-функція, ( )tθ  – функція Гевісайда. 

Похідна Рімана – Ліувілля ( ) ( )v tβ  порядку 0β >  для функції ( )v t  ви-
значається формулою [13] 

 ( ) ( )( ) ( )v t f t v tβ
−β= ∗ , 

а похідна Джрбашяна – Нерсесяна – Капуто дробового порядку (регуляри–
зована дробова похідна) – формулою  [13] 

 1

0

1( ) ( ) ( ) ,   ( 1, ),   
( )

t m
m

m
dD v t t v d m m m

m d
β −β−= − τ τ τ β ∈ − ∈

Γ − β τ∫ N , 

 1 dvD v
dt

= . 

Нехай ( , )A x D  – лінійний еліптичний диференціальний вираз другого 
порядку 

 
, 1 1

( , ) ( ) ( ) ( )
i j i

n n

ij x x i x
i j i

A x D u a x u a x u a x u
= =

= + +∑ ∑ , 

а його коефіцієнти a , ia , ija , , 1, ,i j n⊂ …{ } { } , є мультиплікаторами у про-

сторі ,( ) ( )n
aSγ R  (добутки їх і всіх їхніх похідних із функціями з ,( ) ( )n

aSγ R  

належать до ,( ) ( )n
aSγ R ), 

 ,( ) 2, ,( )( ) ( ) : ( , ) ( ) [0, ]n
a aS Q v C Q v t S t Tγ β γ= ∈ ∈ ∀ ∈i{ }R , 

 2, ( ) ( ) : , ( )tС Q v C Q Av D v C Qβ
β = ∈ ∈{ } . 

При 1( ]0,β ∈  вивчаємо обернену задачу 

 
1

( , ) ( ) ( , ), ( ,( )     )  
m

tD u A x D u R x g t F x t x t Qβ

=

− = + ∈∑ l l
l

, (1) 

 1( ),   ( ,0)     nu x F x x= ∈ R , (2) 

 
0

( ) (       1 ( , ) ) ,       1 ,, , 
T

nu x t t dt x x
T

m∈η = Φ ∈∫ …l l lR { } , (3) 

про визначення набору функцій 1( , , , )mu R R… , де gl , Φ l , ηl , 1, ,m∈ …l { } , 

F , 1F  – задані функції. 
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Означення 1. Набір 1 ,( ) ,( )( , , , ( ) ( )) a a
m

m
nu R R S Q Sγ γ∈ ×… R[ ]  називається 

розв’язком задачі (1)–(3), якщо він задовольняє рівняння (1) в Q  і умови 
(2), (3). 

Означення 2. Пара функцій 0 1( ) ( ), , , , , ,G x t y G x t yτ( )  називається век-

тор-функцією Ґріна задачі Коші (2) для рівняння 

 0( , ) ( , ),       ( , )tD u A x D u F x t x t Qβ − = ∈ , (4) 

якщо за достатньо регулярних даних (обмеженої, неперервної і гельдерової 
за просторовими змінними для кожного t  функції 0F , обмеженої і гельде-

рової 1F ) функція  

 0 0 1 1
0

( ) ( ) (( , ) , , , ( , ) , , )
n n

t

u x t d G x t y F y dy G x t y F y dy= τ τ τ +∫ ∫ ∫
R R

, 

 ( , )x t Q∈ , (5) 

є класичним (із 2, ( )C Qβ ) розв’язком задачі Коші (4), (2). 

Вектор-функція Ґріна задачі Коші існує [6, 8, 12], причому 

 1 1 0
0

, , , ,( ) ( ) ( )    , , ( , )  
t

G x t y f G x t y d x t Q−β= τ τ τ ∈∫ . 

У [8] встановлено оцінки компонент вектор-функції Ґріна 
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і, наприклад [8], 
1/(2 )

(2 )
4

c
−βββ < − β  

 
, якщо ( , )A x D  – оператор Лапласа. 

Тут і надалі c , C , kC , k ∈ N , – додатні сталі.  

На основі оцінок (6) у [4] у просторах типу Шварца проведено дослі-
дження операторів Ґріна 

 0 0 )( )( , , ) , , , ( ) , ,( 0
n

nG x t G x t y y dy x t Tϕ τ = τ ϕ ∈ ≤ τ < ≤∫
R

R , 

 1 1( )( , ) , , ( ) , ( , )( )
n

G x t G x t y y dy x t Qϕ = ϕ ∈∫
R

. 

Лема 1 [4]. Для довільних 1 /2γ ≥ − β , 0a > , ,( ) ( )aS Qγϕ ∈  існують чис-

ла 0C > , 0,( ]a a′ ∈  ( /(2 )min ,a c cT a−β γ
γ

′ = { }  із 
1 1/ , [2 1 /2, 1]

1
,
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− γ

γ
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a a′ = , якщо 1γ ≥ , і /(2 )aT cβ γ ≤ ) такі, що для всіх k ∈ N , 2k ≥ , маємо  
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,( ),( )

1
0

0 ],[
( )( , , ) ( ) max ( , ) , 0

k ak a t T
G t C t t t T

′

β−

∈
ϕ τ ≤ − τ ϕ ≤ τ < ≤i i , 

 
,( ),( ) [0, ]

1 [ ]( )( , ) max ( , ) , 0,
k ak a t T

G t C t t T
′ ∈

ϕ ≤ ϕ ∈i i . (7) 

Теорема 1 [4]. Нехай 1γ ≥ , /(2 )0 aT cβ γ< ≤ , 0 ,( ) ( )aF S Qγ∈ , 1F ∈  

,( ) ( )n
aSγ∈ R . Тоді існує єдиний розв’язок ,( ) ( )au S Qγ∈  задачі Коші (4), (2), 

який визначається формулою (5). 
2. Розв’язок оберненої задачі. Перейдемо до вивчення задачі (1)–(3). 

Нехай виконується  
Припущення (А): 

 /(2 )
1 ,( ) ,( ), ( ), ( )1, 0 , , n

a aaT c F FA S S Qβ γ
γ γγ ≥ < ≤ Φ Φ ∈ ∈Rl l , 

 1[ ] [0, ,    0 ],,    1, ,g C T C T m∈ η ∈ ∈ …{ }l l l . 

Нехай ,( ) ( )au S Qγ∈  є розв’язком задачі Коші (1), (2). Тоді для всіх 

1, ,m∈ …l { }  та x Q∈  маємо 
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x tAu x t t dt A u t dt A xη = η = Φ∫ ∫ ll l , 
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( , ) ( ) ( , )( ) ( )
T T

t tD u x t t dt f t u x t dtt−β
β  η = ∗ η =

 ∫ ∫l l  
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sf t s u x s ds dtt−β
 = − η = 
 ∫ ∫ l  

 1
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( , ( () ) )
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s
s

u x s f t s dt dst−β
 = − η = 
 ∫ ∫ l  
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0 0
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−
 = τ η τ =τ +
 ∫ ∫  

 11
0

(( ) ) )(
T

F x f t dtt−β= − η +∫ l  

 1 1

0
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T T

s

u x s f T s f q s dq dsT q−β −β
 ′+ − η


− − η ∫ ∫l l . 

Підставляючи розв’язок (5) (з 0
1

( , ) ( ) ( ) ( , )
m

F x t g t R x F x t
=

= +∑ l l
l

) задачі 

Коші (1), (2) в умови (4), одержуємо 

 1
1 0 0

,( )( ) ( )) ) (( ( )
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R x g t dt ut x s f T s T−β
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η = − η −
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(( ) ( , )) ( )
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j
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jf q s dq ds F x t dtq t−β
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− ∫ ∫  

 11
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jjF x dtf t T A x j mt−β
+ + Φ ∈

η∫ …{ } . (8) 
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Розв’язуючи цю систему як алгебричну для кожного nx ∈ R , знахо-
димо вирази для невідомих ( )R xl , 1, ,m∈ …l { } . Зокрема, у випадку вико-
нання 

Припущення (В): 

 ,
0

( ) ( ) ,        , 1, ,
T

j jg t t dt j mη = δ ⊂∫ …{ {} }l l l ,  

де ,jδl  – символ Кронекера, отримаємо такі вирази: 

 1 1

0

( ) ( , ) ( ) (( )) ( )
T T

j j j
s

R x u x s f T s f q s dT q dq s−β −β
 ′= − η − η −

−∫ ∫  

 1 1
0 0

( ) (( , ) ( ) ( ) () )( )
T

j

T

j jF x t dt F x f t dt T xt t A−β
 − η + η + Φ  ∫ ∫ , 

 1, ,j m∈ …{ } . (9) 

За умов (А) при ,( ) ( )a Qu Sγ∈  маємо ,( ) ( )n
j aR Sγ∈ R , 1, ,j m∈ …{ } . 

Підставляючи вирази (9) у формулу (5) розв’язку прямої задачі (при 

0
1

( , ) ( ) ( ) ( , )
m

F x t g t R x F x t
=

= +∑ l l
l

), одержуємо 

 0 1
10 0

( , ) , , , ( , ) ( ) ( ) () )(
n

t T m

j j
j

u x t d G x t y dy u y s g f T s T−β
=

= τ τ τ − η −
∑∫ ∫ ∫

R
 

 1 0( ) ( ) ( , ),     ( , )
T

j
s

f q s q dq ds u x t x t Q−β
′− − η + ∈∫ , (10) 

де 

 0 0 1 1
0

( , ) ( , , , ) ( , ) ( , , ) ( )
n n

t

u x t d G x t y F y dy G x t y F y dy= τ τ τ + −∫ ∫ ∫
R R

 

 0
10 0

, , , ( ) ( )( ) , (( ) )) (
n

t Tm

j j j
j

d G x t y g T A y F y s s ds
=

− τ τ τ Φ + η +
∑∫ ∫ ∫

R
 

 1 1
0

( ) ( ) ( ) ,     ( , )
T

jF y f s s ds dy x t Q−β
+ η ∈∫ . (11) 

Для знаходження функції u  одержали лінійне інтегральне рівняння Фред-

гольма другого роду (10) у просторі ,( ) ( )aS Qγ . 

Лема 2. За припущень (A), (B) набір ,(1 )( , , , ) ( )m aSu R R Qγ∈ ×…  

,( ) ( ) m
a

nSγ× R[ ]  є розв’язком задачі (1)–(3) тоді й тільки тоді, коли u  є 

розв’язком рівняння (10), а jR , 1, ,j m∈ …{ } , визначаються формулами (9). 

Д о в е д е н н я .  Було показано, що розв’язок u  задачі (1)–(3) 
задовольняє рівняння (10), а jR  визначаються згідно з (9). Навпаки, нехай 

,( ) ( )a Qu Sγ∈  є розв’язком рівняння (10), а jR  визначаються згідно з (9). 
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Оскільки при 0
1

( , ) ( ) ( ) ( , )
m

F x t g t R x F x t
=

= +∑ l l
l

 з урахуванням (9) рівняння (10) 

збігається з (5), то за теоремою 1 функція u  задовольняє пряму задачу –
задачу Коші (1), (2). Як у [4], можемо показати, що вона також задовольняє 
умови (3), якщо jR  визначені формулами (9).  

Введемо простір 

 ,( ) ,( ) ,( ) ,( )[0, ]
( ) ( ) : max ( , )k a k a a k at T
T v S Q v v tγ ∈

 = = ∈ = < +∞ 
 

iM M , 

 2,3,k ∈ …{ } . 

Зауважимо, що ,( ) ,( )k p a k a+ ⊂M M  при p ∈ N . 

Припущення (С): функція  

 
0[0, ]1

max ( ) ( ) ( )
2

m

j j j
t Tj

TT g t T t
∈=

 ′η + η − β ∑   

обмежена монотонно зростаючою функцією ( )b T  на 0[0, ]T  при деякому 

2 /

0 a
T c

γ β
 <  
 

. 

Лема 3. За припущень (А), (В), (С) існує таке 1 0 ](0,T T∈ , що для всіх 

1(0, )T T∈  і довільної 0 ,( ) ( )k au T∈ M , k ∈ N , 2k ≥ , інтегральне рівняння 

(10) має єдиний розв’язок ,( ) ( )k au T∈ M . 

Д о в е д е н н я .  Введемо оператор  

 0 1
10 0

( )( )( , ) , , , ( , ) ( ) ( ) ( )
n

t T m

j j
j

Kv x t d G x t y dy v y s g f T s T−β
=

= τ τ τ − η −
∑∫ ∫ ∫

¡

 

 1 0 ,( )( ) ( ) , ,     ( ,) ) ,(
T

j k a
s

f q s q dq ds u x t x t Q v−β
′− − η + ∈ ∈∫ M . 

За означенням 

 
1/1

[ ]

1

,( ) 0, ,

max su ) )(p ( ,
n

a x
k

k a t T k x

Kv e D Kv x t
γ− α

∈ α ≤ ∈

=
R

( )
. 

Згідно з лемою 1, при ,( ) ( )n
aSγµ ∈ R , 0 t T≤ τ < ≤ , 

 
1/11 1

0 1 ,( )
,

s ,( )up , , ( ) ( )
n n

a x
k

x k a
k x

e D G x t y y dy C t
γ− α β−

α ≤ ∈

τ µ ≤ − τ µ∫
R R

( )
. 

При 0 ,( )k au ∈ M  одержимо 

 2
1

0
1

1 0

( ) ( )( ) ( )
T tm

j
j

jK fv g t dC T s Tβ

=

−
−β

   − η +   
≤ τ − τ τ∫∑ ∫  

 3 01 0( ) ( ) ( )
T

j
s

C bf q s q d s Tu v uq d v−β
′+ ≤η +


+−∫  

 ,( )k av∀ ∈ M . 

Враховуючи припущення (С), одержуємо існування такого числа 
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1 0T > , що при 1(0, )T T∈  лінійне інтегральне рівняння 

 u Ku=  

має єдиний розв’язок ,( )k au ∈ M , \k ∈ N {1} .  

Теорема 2. За умов (А), (В) і (С) існує таке 01 (0, ]TT ∈ , що при всіх 

1(0, )T T∈  задача (1)–(3) має єдиний розв’язок 1 ,( )( , , , ( ))m au R R S Qγ∈ ×…  

,( ) ( )n m
aSγ× R[ ] , причому u  – розв’язок рівняння (10), де 0u  визначається 

згідно з (11), а jR , 1, ,j m∈ …{ } , визначені формулами (9). 

Д о в е д е н н я .  Як при доведенні леми 3, з використанням ле-
ми 1, одержуємо, що 0 ,( )k au ∈ M  при всіх \k ∈ N {1} . Тому, за лемою 3, 

існує таке число 01 (0, ]TT ∈ , що розв’язок ,( ) ( )n
au Sγ∈ R  рівняння (10) існує 

при 1(0, )T T∈ . Відповідно до леми 2, набір функцій 1( , , , )mu R R… , визначе-

ний згідно з (10), (11), є розв’язком задачі (1)–(3). 
Покажемо єдиність розв’язку задачі (1)–(3). Якщо 1 11 1( , , , )mu R R… , 

2 12 2( , , , )mu R R…  – два розв’язки задачі (1)–(3) і 1 2u u u= − , 1 2jj jR R R= − , 

1, ,j m∈ …{ } , то набір 1( , , , )mu R R…  є розв’язком задачі 

 
1

( , ) ( ),      ( ,( ) )
m

t j j
j

D u A x D u R x g t x t Qβ

=

− = ∈∑ , 

 ( ,0) 0,         nu x x= ∈ R , 

 
0

( ) 0,    1   ,      ( , )  1, ,
T

n
ju x t t dt x j m

T
η = ∈ ∈∫ …R { } . 

Тоді, як і вище, одержуємо, що кожний розв’язок ( , )u x t  цієї задачі є 

розв’язком інтегрального рівняння (10) з 0 , 0( )u x t =  в Q , а 

 1 1
0

( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
T T

j j j
s

R x u x s f T s T f q s q dq ds−β −β
 ′= − η − − η  ∫ ∫ , 

 ,         1, ,nx j m∈ ∈ …R { } . (12) 

За лемою 3, існує число 01 (0, ]TT ∈  таке, що ( , ) 0u x t = , nx ∈ R , ,[ ]0t T∈ , є 

єдиним розв’язком одержаного рівняння при всіх 1(0, )T T∈ . Тоді з (12) 

одержуємо 0jR =  у ,( ) ( )n
aSγ R , 1, ,j m∈ …{ } .  

Розглянемо загальний випадок. 
Припущення (D): 

 , , 1, ,( ) : det ( ) 0j j md T k == ≠…l l ,  

де 
,

0
j

T

jk g dt= η∫l l , , 1, ,j m⊂ …{ } { }l , а функція  

 
0

,
[0, ]

, 1

max ( ) ( ) ( )
2( )

m
d

j j
t T

j

T Tg t k T t
d T ∈=

 ′η + η
 − β∑ l l l

l
,  

де ,
d
jk l  – алгебричне доповнення до елемента ,jk l  матриці , , 1, ,( )j j mk = …l l , 

обмежена монотонно зростаючою на 0[0, ]T  функцією. 



68 

Теорема 3. Нехай виконуються припущення (А), (D). Тоді існує таке 

01 (0, ]TT ∈ , що при всіх 1(0, )T T∈  задача (1)–(3) має єдиний розв’язок 

1 ,( ) ,( )( , , , ( ) ( )) a am
n mu R R S Q Sγ γ∈ ×… [ ]R . 

Д о в е д е н н я .  У загальному випадку (не припускаючи виконан-
ня умови (В)) потрібно ще забезпечити однозначну розв’язність алгебрич-

ної (для кожного nx ∈ R ) системи рівнянь (8) щодо невідомих функцій jR , 

1, ,j m∈ …{ } , і повторити схему доведення теореми 2.  

Примітка 1. Наприклад, у випадку 2m =  припущення (D) викону-

ється при 1( )g t t= , 2 ( ) 1g t = , 2
1( ) 2t t Ttη = − , 2 ( ) 1tη = . 

Висновки. Встановлено достатні умови однозначної розв’язності обер-
неної задачі про знаходження m  невідомих функцій із простору типу 
Шварца гладких швидко спадних на безмежності функцій для рівняння 
дифузії з дробовою похідною за часом при m  інтегральних за часом умо-
вах перевизначення. 
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PROBLEM OF DETERMINATION OF THE SOURCE WITH UNKNOWN FUNCTIONS 
IN A FRACTIONAL DIFFUSION EQUATION 
 
For a diffusion equation with the Djrbashian – Nersesian – Caputo time-fractional de-
rivative the sufficient conditions for the unique solvability of an inverse problem of 
determining m unknown functions from the Schwarz-type space of smooth functions 
strongly decreasing at infinity are found under m time-integral overdetermination con-
ditions. 
 

Key words: fractional derivative, inverse problem, Schwarz-type spaces, time-integral 
overdetermination condition. 
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