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ПРО ЧАСТКОВУ ПОПЕРЕДНЮ ГРУПОВУ КЛАСИФІКАЦІЮ 
ПЕВНОГО КЛАСУ (1+3)-ВИМІРНИХ РІВНЯНЬ МОНЖА – АМПЕРА. 
І. ОДНОВИМІРНІ АЛГЕБРИ ЛІ 
 

Вивчається часткова попередня групова класифікація певного класу (1+3)-ви-
мірних рівнянь Монжа – Ампера. Наведено результати, отримані з викорис-
танням одновимірних неспряжених підалгебр алгебри Лі групи Пуанкаре 

(1, 4)P  та нееквівалентних функціональних базисів диференціальних інварі-
антів першого порядку цих підалгебр. 
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спряжені підалгебри алгебр Лі, диференціальнi інваріанти, група Пуанкаре 

(1, 4)P . 

 
Побудова математичних моделей реальних процесів природи досить 

часто зводиться до побудови класів диференціальних рівнянь. Відомо, що 
групова класифікація є одним із потужних методів для дослідження класів 
диференціальних рівнянь. Історія методів групової класифікації сягає Со-
фуса Лі [22]. Сучасне формулювання проблеми групової класифікації дифе-
ренціальних рівнянь було запропоновано Л. В. Овсянніковим [3]. 

Для групової класифікації диференціальних рівнянь можна, зокрема, 
використовувати класичний метод Лі – Овсяннікова [3, 22]. На сьогодні 
опубліковано багато робіт, пов’язаних із застосуваннями та подальшою 
розробкою класичного методу Лі – Овсяннікова [1, 2, 11, 12, 24, 30] (див. 
також цитовану там літературу).  

Класи рівнянь Монжа – Ампера в просторах різних вимірностей і різ-
них типів отримуються при розв’язуванні різноманітних задач геометрії, 
теоретичної фізики, геометричної оптики, оптимального переносу, однови-
мірної газової динаміки, метеорології та океанографії тощо. На сьогодні 
опубліковано велику кількість робіт, присвячених дослідженню таких 
класів рівнянь, зокрема [4, 7–10, 13–15, 18–21, 23, 25–29, 31] (див. також 
цитовану там літературу).  

У цій роботі наводимо деякі результати, що стосуються часткової 
попередньої групової класифікації певного класу (1+3)-вимірних рівнянь 
Монжа – Ампера.  

Для цього спочатку розглянемо деякі результати, що стосуються алгеб-
ри Лі групи (1, 4)P  та її неспряжених підалгебр. 

1. Алгебра Лі групи (1, 4)P  та її неспряжені підалгебри. Група Пуан-
каре (1, 4)P  є групою поворотів і зсувів п’ятивимірного простору Мінков-
ського (1, 4)M . Серед важливих для теоретичної і математичної фізики груп 
група (1, 4)P  посідає особливе місце. Вона є найменшою групою, яка містить 
як підгрупи групи симетрії релятивістської фізики (група Пуанкаре (1,3)P ) 

та нерелятивістської фізики (розширена група Ґалілея (1,3)G%  [18].  

Алгебра Лі групи (1, 4)P  задається 15-ма базисними елементами Mµν =  

Mνµ= − , , 0,1, 2,3, 4µ ν = , і Pµ , 0,1,2,3, 4µ = , які задовольняють комутаційні 

співвідношення  

 , 0[ ]P Pµ ν = , 

 ,[ ]M P g P g Pµν σ νσ µ µσ ν= − , 
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 ,[ ]M M g M g M g M g Mµν ρσ µσ νρ νρ µσ µρ νσ νσ µρ= + − − , 

де gµν  – компоненти метричного тензора, 00 11 22 33g g g g= − = − = − =  

44 1g= − =  і 0gµν = , якщо µ ≠ ν , , , , 0,1,2,3, 4µ ν σ ρ =  

У цій роботі розглядатимемо таке зображення [6] для алгебри Лі групи 
(1, 4)P : 

 0 1 2
0 1 2

,      ,      P P P
x x x
∂ ∂ ∂= = − = −

∂ ∂ ∂
, 

 3 4 4
3

,      ,      ,      P P M x P x P x u
x u µν µ ν ν µ
∂ ∂= − = − = − ≡

∂ ∂
. 

Надалі перейдемо від Mµν  і Pµ  до таких лінійних комбінацій:  

 04 1 23 2 13 3 12,      ,      ,      G M L M L M L M= = = − = , 

 4 0 4 0,      ,      1,2,3a a a a a aP M M C M M a= − = + = , 

 0 4 0 4
0 4,      ,      1,2,3,      

2 2k k

P P P P
X X P k X

− +
= = = = . 

Класифікацію всіх неспряжених підалгебр алгебри Лі групи (1, 4)P  (ви-
мірності яких не перевищують 3) в класи ізоморфних підалгебр проведено 
у праці [5]. 

2. Про часткову попередню групову класифікацію деякого класу 
(1+3)-вимірних рівнянь Монжа – Ампера. У цій роботі розглядаємо клас 
рівнянь Монжа – Ампера вигляду 

 0 1 2 3 0 1 2 3det , , , , , , , ,u F x x x x u u u u uµν =( ) ( ) , (1) 

де 

 
2

0 1 2 3( ),   , , , (1, 3),   ,   u uu u x x x x x x M u u
x x xµν α

µ ν α

∂ ∂= = ∈ ≡ ≡
∂ ∂ ∂

( ) ,  

, , 0,1,2,3µ ν α = . Тут (1,3)M  – (1+3)-вимірний простір Мінковського. 
Для групової класифікації цього класу використовуємо класичний під-

хід Лі – Овсяннікова [3, 22]. 
Із результатів, отриманих В. І. Фущичем і М. І. Сєровим [6], зокрема, 

випливає, що перетворення групи (1, 4)P  належать до групи еквівалентнос-
ті класу (1).  

Результати класифікації [5] одновимірних неспряжених підалгебр ал-
гебри Лі групи (1, 4)P  сформулюємо наступним чином. 

Твердження 1. Алгебра Лі групи (1, 4)P  містить 20 одновимірних не-
спряжених підалгебр.  

Часткову попередню групову класифікацію класу рівнянь, що розгля-
дається, проведемо з використанням нееквівалентних функціональних ба-
зисів диференціальних інваріантів першого порядку одновимірних неспря-
жених підалгебр алгебри Лі групи (1, 4)P . Більше деталей про нееквіва-
лентні функціональні базиси можна знайти у [16, 17] (див. також цитовану 
там літературу).  

Із отриманих результатів випливає, що існує 20 підкласів, які є інварі-
антними відносно одновимірних неспряжених підалгебр алгебри Лі групи 

(1, 4)P . Всі ці підкласи можемо записати таким чином: 

 1 2 8det ( ) , , ,u J J Jµν = Φ …( ) , 
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де 1 2 8, , ,J J J…{ }  – нееквівалентні функціональні базиси диференціальних 
інваріантів першого порядку одновимірних неспряжених підалгебр алгебри 
Лі групи (1, 4)P .  

Тому нижче для всіх підкласів наводимо тільки базисні елементи одно-
вимірних неспряжених підалгебр і відповідні їм нееквівалентні функціо-
нальні базиси диференціальних інваріантів першого порядку.  

1. G : 

 
1/22 2

1 1 2 2 3 3 4 0,    ,    ,    J x J x J x J x u= = = = −( ) , 

 
2

2 0 1 1 1
5 0 6 7 8 2

0 2 3 0

1
,    ,    ,    

1 1

u u u u
J x u J J J

u u u u

−
= + = = =

+ −
( ) , 

2. 3 , 0L eG e+ > : 

 
1/2 1/22 2 2 2

1 3 2 0 3 1 2,    ,    J x J x u J x x= = − = +( ) ( ) , 

 
2

1 3 1 2 2 1
4 0 5 62

2 1 1 2 20

ln arc tan ,    ,    
1

x u x u x u
J x u e J J

x x u x uu

−
= + + = =

+−
( ) , 

 
2 2

2 0 1 2
7 0 8 2

0 0

1
,      

1 1

u u u
J x u J

u u

− +
= + =

+ −
( ) . 

3. 3 3 32P C L+ + : 

 
1/2 1/22 2 2 2 3 3

1 0 2 1 2 3 3 4
3 3

,    ,    ,    
u u x

J x J x x J x u J
u x u

+
= = + = + =

−
( ) ( ) , 

 
2 2 2

1 2 2 1 1 2 3 3 1 2
5 6 7 82 2

1 1 2 2 2 1 3 0 0

1
,    ,    ,    

x u x u u u u u u u
J J J J

x u x u u u u u u

− + + +
= = = =

+ −
. 

4. 3 3 3 , 2P C eL e+ + > : 

 
1/2 1/22 2 2 2 3 3

1 0 2 1 2 3 3 4
3 3

,    ,    ,    
u u x

J x J x x J x u J
u x u

+
= = + = + =

−
( ) ( ) , 

 1 2 2 1 1
5 6 3

1 1 2 2 2
,    2 arc tan arc tan

x u x u u
J J e u

x u x u u
−

= = +
+

, 

 
2 2 2
3 1 2

7 82 2
0 0

1
,    

u u u
J J

u u

+ +
= = . 

5. 1, 0G cX c+ < : 

 
1/22 2

1 1 0 2 2 3 3 4 0ln ,    ,    ,    J x c x u J x J x J x u= − + = = = −( ) ( ) , 

 
2

2 0 1 1 1
5 0 6 7 8 2

0 2 3 0

1
,    ,    ,    

1 1

u u u u
J x u J J J

u u u u

−
= + = = =

+ −
( ) . 

6. 3 3 3 3, 0, 0L eG X e+ + > <æ æ : 

 
1/2 1/22 2 2 2

1 0 2 1 2 3 3 0 3,    ,    lnJ x u J x x J x u ex= − = + = + −( ) ( ) ( )æ , 
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 1 1 2 2 1
4 3 3 5

2 1 1 2 2
arc tan ,    

x x u x u
J x J

x x u x u
−

= + =
+

æ , 

 
2 2 2

0 3 1 2
6 3 7 82 2

0 0 3

,    ,    
1 1

x u u u u
J u J J

u u u

+ +
= = =

+ −
. 

7. 3 3 3 0 4 , 2, 0P C eL X X e+ + + α + > α <( ) : 

 
1/2 1/22 2 2 2 1 2 2 1

1 1 2 2 3 3
1 1 2 2

,    ,    
x u x u

J x x J x u J
x u x u

−
= + = + =

+
( ) ( ) , 

 1
4 0 3 5 3

2
2 arc tan ,    2 arc tan arc tan

x
J x u J e u

x
= + α = + , 

 
2 2 2

3 3 3 1 2
6 7 82 2

3 3 0 0

1
,    ,    

u u x u u u
J J J

u x u u u

+ + +
= = =

−
. 

8. ( )3 3 3 0 42 , 0P C L X X+ + + α + α < : 

 
1/2 1/22 2 2 2 1 2 2 1

1 1 2 2 3 3
1 1 2 2

,    ,    
x u x u

J x x J x u J
x u x u

−
= + = + =

+
( ) ( ) , 

 3 2 1 3 3
4 0 3 5 6

3 1 2 3 3
2 arc tan ,     ,     

u x x u u x
J x u J J

u x x u x u
+ +

= + α = =
− −

,  

 
2 2 2
3 1 2

7 82 2
0 0

1
,     

u u u
J J

u u

+ +
= = . 

Зауважимо, що наступні 12 неспряжених підалгебр належать до алгеб-

ри Лі розширеної групи Ґалілея (1, 3) (1, 4)G P⊂% . 

1. 3P : 

 1 1 2 2 3 0,     ,     J x J x J x u= = = + , 

 
1/22 2 2 3 3

4 0 3 5
0 0

,     
1

x u
J x x u J

x u u
= − − = +

+ +
( ) ,  

 
2

1 1 3
6 7 8 2

2 0 00

2,     ,     
1 11

u u u
J J J

u u uu
= = = +

+ ++( )
. 

2. 3 3L P− : 

 
1/2 1/22 2 2 2 2

1 0 2 1 2 3 0 3,     ,     J x u J x x J x x u= + = + = − −( ) ( ) , 

 1 3 3 3
4 5

2 0 0 0
arc tan ,     

1
x x x u

J J
x x u x u u

= + = +
+ + +

, 

 
2 2 2
3 1 2 2 1 1 2

6 7 82 2
0 1 1 2 20 0

2 ,     ,     
11 1

u x u x u u u
J J J

u x u x uu u

− +
= + = =

+ ++ +( ) ( )
. 

3. 3L : 

 
1/22 2

1 0 2 3 3 1 2 4,     ,     ,     J x J x J x x J u= = = + =( ) , 
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 5 1 2 2 1 6 0,     J x u x u J u= − = , 

 2 2
7 3 8 1 2,     J u J u u= = + . 

4. 0 4X X+ : 

 1 1 2 2 3 3 4,     ,     ,     J x J x J x J u= = = = , 

 5 0 6 1 7 2 8 3,     ,     ,     J u J u J u J u= = = = . 

5. 0 4X X− : 

 1 0 2 1 3 2 4 3,     ,     ,     J x J x J x J x= = = = , 

 5 0 6 1 7 2 8 3,     ,     ,     J u J u J u J u= = = = . 

6. 4X : 

 1 1 2 2 3 3 4 0,     ,     ,     J x J x J x J x u= = = = + , 

 5 0 6 1 7 2 8 3,     ,     ,     J u J u J u J u= = = = . 

7. 3 0P X+ : 

 2
1 1 2 2 3 0 3,    ,    2J x J x J x u x= = = + −( ) , 

 3 3
4 0 0 3 0 5 0

0

2 2 ,     
3 1

u
J x u x u x x u J x u

u
= − + + − + = + +

+
( ) ( ) , 

 
2

1 1 3
6 7 8 2

2 0 00

2,   ,   
1 11

u u u
J J J

u u uu
= = = +

+ ++( )
. 

8. 3 1P X+ : 

 1 2 2 0 3 1 0 3,    ,    J x J x u J x x u x= = + = + +( ) , 

 2 3 1
4 3 0 5 1 6

0 2
2 ,    ,    

1
u u

J x u x u J x J
u u

= + + = − =
+

( ) , 

 
2

1 3
7 8 2

0 00

2,    
1 11

u u
J J

u uu
= = +

+ ++( )
. 

9. 3 3 0 0 0, 0L P X− + α α < : 

 
1/22 2 1

1 1 2 2 0 0
2

,    arc tan
x

J x x J x u
x

= + = α − −( ) , 

 3 2
3 0 0 0 0 3 02 3 6J x u x u x x u= + + α − + α +( ) ( ) ( ) , 

 ( )2 1 2 2 1
4 0 0 3 5

1 1 2 2
2 ,    

x u x u
J x u x J

x u x u
−

= + + α =
+

,  

 
2 2 2

3 1 2 3
6 0 0 7 82 2

0 00 0

2,    ,    
1 11 1

u u u u
J x u J J

u uu u

+
= + − α = = +

+ ++ +( ) ( )
. 
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10. 3 0 4 , 0L d X X d+ + <% %( ) : 

 
1/22 2 1

1 3 2 1 2 3 0 4
2

,    ,    arc tan ,    
x

J x J x x J x d J u
x

= = + = − =%( ) , 

 2 2
5 1 2 2 1 6 0 7 3 8 1 2,    ,    ,    J x u x u J u J u J u u= − = = = + . 

11. 3 3 , 0L aX a+ < : 

 
1/22 2 1

1 0 2 1 2 3 3 4
2

,    ,    arc tan ,    
u

J x J x x J x a J u
u

= = + = + =( ) , 

 2 2
5 1 2 2 1 6 0 7 3 8 1 2,    ,    ,    J x u x u J u J u J u u= − = = = + . 

12. 3 4L X− : 

 
1/22 2

1 0 2 1 2 3 3,    ,    J x u J x x J x= + = + =( ) , 

 2
4 0 5 1 2 2 1 6 0

1
arc tan ,    ,    

u
J x u J x u x u J u

u
= − − = − = , 

 2 2
7 3 8 1 2,    J u J u u= = + . 

 Висновки. З використанням одновимірних неспряжених підалгебр 
алгебри Лі групи Пуанкаре (1, 4)P  та нееквівалентних функціональних ба-
зисів диференціальних інваріантів першого порядку цих підалгебр виконано 
часткову попередню групову класифікацію певного класу (1+3)-вимірних 
рівнянь Монжа – Ампера. Наведено 20 підкласів досліджуваного класу, які 
є інваріантними відносно одновимірних неспряжених підалгебр алгебри Лі 
групи Пуанкаре (1, 4)P . 
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ON PARTIAL PRELIMINARY GROUP CLASSIFICATION OF SOME CLASS 
OF THE (1+3)-DIMENSIONAL MONGE – AMPÈRE EQUATIONS. 
I. ONE-DIMENSIONAL LIE ALGEBRAS 
 
The partial preliminary group classification of some class of the (1+3)-dimensional 
Monge – Ampère equations is studied. The results obtained by using the one-dimen-
sional nonconjugate subalgebras of the Lie algebra of the Poincaré group (1, 4)P  and 
non-equivalent functional bases of the first-order differential invariants of these sub-
algebras are presented. 
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